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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 Σκοπός της εργασίας είναι η επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος στη 
σεισµική διασκόπηση και η κατασκευή κατάλληλου λογισµικού. Το λογισµικό 
είναι σε θέση να παράγει µοντέλα ταχυτήτων για δισδιάστατο και τρισδιάστατο 
χώρο, έχοντας ως δεδοµένα τους χρόνους διαδροµής σεισµικών κυµάτων και τις 
ακριβείς θέσεις των πηγών - γεωφώνων. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην 
διασκόπηση µεταξύ γεωτρήσεων. 
 Μετά από µια σύντοµη εισαγωγή, στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη 
αναφορά στις θεωρητικές έννοιες που αφορούν τα σεισµικά κύµατα και τις 
σεισµικές µεθόδους. Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται παρουσίαση των µεθόδων 
σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η 
γενική θεωρία της Αντιστροφής. Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι µέθοδοι 
αντιστροφής και γίνεται επιλογή µιας από αυτές για την επίλυση του γραµµικού 
συστήµατος, το οποίο προκύπτει στις συγκεκριµένες εφαρµογές. Γίνεται επίσης 
περιγραφή της συγκεκριµένης µεθόδου αντιστροφής που επιλέχθηκε. Στο πέµπτο 
κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση του προγράµµατος επίλυσης του 
ευθέος και αντιστρόφου προβλήµατος στη σεισµική διασκόπηση και γίνεται 
περιγραφή του λογισµικού. Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 
που προήλθαν µε την χρήση συνθετικών δεδοµένων. Τέλος στο έβδοµο κεφάλαιο 
γίνεται συνόψιση των επιστηµονικών αποτελεσµάτων της διατριβής.   
  

Ευχαριστώ θερµά τον ∆ρ. Παντελεήµων Σουπιό, Αν. Καθηγητή του ΤΕΙ 
Κρήτης και την ανάθεση και επίβλεψη της πτυχιακής µου εργασίας.  
 Κατά την διάρκεια της εργασίας που εκπονήθηκε, η οικογένεια µου µε 
περιέβαλε µε αγάπη και µου πρόσφερε βοήθεια σε κάθε είδους προβλήµατα που 
παρουσιάστηκαν.  

Υπήρξαν και άλλα άτοµα που έδρασαν καταλυτικά και βοήθησαν να 
ολοκληρωθεί η παρούσα εργασία. Τα ευχαριστώ πολύ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 Η πραγµατοποίηση της γεωφυσικής διασκόπησης σε κάποιο χώρο είναι 
αναγκαία από οικονοµικής άποψης για τον εντοπισµό και την ορθολογικότερη 
αξιοποίηση ενός κοιτάσµατος, ενός υδροφορέα ή ενός γεωθερµικού πεδίου καθώς 
και για τη γνώση ιδιοτήτων του εδάφους για ασφαλή δόµηση (µικροζωνική 
µελέτη) ή και για άλλες γεωτεχνικές, γεωλογικές, τεκτονικές ή και αρχαιολογικές 
µελέτες.  
 Από τις µεθόδους γεωφυσικής διασκόπησης του υπεδάφους, αυτές που 
χρησιµοποιούνται περισσότερο στην έρευνα υδρογονανθράκων, είναι οι σεισµικές 
µέθοδοι. 
 Οι σεισµικές µέθοδοι βασίζονται στη δηµιουργία ελαστικών κυµάτων µε 
χρήση διαφόρων πηγών (µηχανικές κρούσεις ή εκρηκτικές ύλες), και στην ακριβή 
µέτρηση του χρόνου άφιξης στη θέση του γεωφώνου. Οι κύριες µέθοδοι σεισµικής 
διασκόπησης διακρίνονται επίσης : 

σε σεισµική διάθλαση, σεισµική ανάκλαση και στη σεισµική διασκόπηση 
µεταξύ γεωτρήσεων. 
 
 
1.1  Σεισµικά κύµατα 
 Η θεωρία της ελαστικότητας διατείνεται ότι ένα εδαφικό υλικό όταν 
υπόκειται σε εξωτερικές δυνάµεις, τείνει να µεταβάλλει είτε τον όγκο του, είτε το 
σχήµα του. Οταν το υλικό παραµένει αµετάβλητο µετά την επίδραση εξωτερικών 
δυνάµεων, τότε χαρακτηρίζεται ως ελαστικό. Το αποτέλεσµα της επίδρασης 
τάσεων στο µέσο είναι η παραγωγή ελαστικών κυµάτων. 
 Τα σεισµικά κύµατα είναι µια σύνθετη µορφή κίνησης µιας διαταραχής 
µέσα στο µέσο, στο οποίο εφαρµόστηκε η τάση. Οταν εφαρµοστεί τάση απότοµα 
σε σηµείο ελαστικού µέσου ή όταν στο σηµείο αυτό απελευθερωθεί απότοµα 
ενέργεια προκαλείται παραµόρφωση, η οποία διαδίδεται στο ελαστικό µέσο υπό 
µορφή ελαστικών κυµάτων. Η πρώτη περίπτωση µπορεί να υπάρξει µε την κρούση 
του εδάφους µε ένα σφυρί ή µε την πτώση βάρους ή λόγω τεχνητής έκρηξης, ή µε 
οποιοδήποτε άλλο τρόπο. Η δεύτερη περίπτωση είναι αυτή που δηµιουργείται 
λόγω διάρρηξης των πετρωµάτων στην εστία του σεισµού. 
 Σε ένα ελαστικό και ισότροπο µέσο απείρων διαστάσεων αναπτύσσονται 
δύο είδη ελαστικών κυµάτων, τα επιµήκη και τα εγκάρσια, τα οποία ονοµάζονται 
κύµατα χώρου. Όταν όµως το ελαστικό µέσο δεν επεκτείνεται στο άπειρο προς 
όλες τις διευθύνσεις, αλλά περιορίζεται από µία ορισµένη επιφάνεια, π.χ την 
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επιφάνεια της Γης, αναπτύσσεται και ένα άλλο είδος ελαστικών κυµάτων, τα 
επιφανειακά κύµατα, τα οποία διακρίνονται σε κύµατα Rayleigh και Love.  
 
1.2  Κύµατα χώρου 

Η κυµατική κίνηση αναπτύσσεται εξαιτίας µιας διαταραχής µέσα στην ύλη 
και περιγράφεται από δύο είδη κυµάτων χώρου. Τη µία κατηγορία αποτελούν τα 
διαµήκη ή επιµήκη κύµατα. Την δεύτερη κατηγορία αποτελούν, τα εγκάρσια ή 
διατµητικά κύµατα. Τα κύµατα αυτά συµβολίζονται µε τα αγγλικά γράµµατα P και 
S, αντίστοιχα. 
 Τα επιµήκη κύµατα διαδίδονται γρηγορότερα µέσα στον χώρο, κατά την 
διεύθυνση διάδοσης του κύµατος και προκαλούν πυκνώµατα και αραιώµατα της 
ύλης.  
 Η ταχύτητα διάδοσης δίνεται από την σχέση 

Vp =
+λ µ
ρ
2

                                                    (1.1)     

όπου λ, µ είναι οι σταθερές του Lame και ρ η πυκνότητα του µέσου. 

 Τα εγκάρσια κύµατα θέτουν το µέσο σε ταλάντωση κάθετα στην διεύθυνση 
διάδοσης τους, προκαλώντας έτσι διατµητική κίνηση στο εσωτερικό του υλικού 
(σχ. 1.1). Εχουν δύο βαθµούς ελευθερίας οι οποίοι καθορίζονται µε αντίστοιχες 
κινήσεις σε δύο διαφορετικά επίπεδα, είναι δηλαδή πολωµένα κύµατα. Η ιδιότητα 
τους αυτή, χρησιµοποιείται για την αναγνώριση τους όταν εφαρµόζονται σεισµικές 
µέθοδοι διασκοπήσεις. Τα εγκάρσια κύµατα είναι είτε κατακόρυφα πολωµένα 
οπότε χαρακτηρίζονται ως SV, είτε οριζόντια πολωµένα κύµατα και 
χαρακτηρίζονται ως SH. Η ταχύτητα διάδοσης των εγκαρσίων κυµάτων δίνεται 
από την σχέση  

Vs =
µ
ρ

                                                 (1.2) 

όπου οι παράµετροι µ και ρ έχουν την ίδια σηµασία µε αυτή της σχέσης (1.1).  
Οι ταχύτητες διάδοσης των σεισµικών κυµάτων στα πετρώµατα εξαρτάται 

από πολλούς παράγοντες όπως, το πορώδες, η λιθολογία, το βάθος, η ηλικία του 
πετρώµατος, ο βαθµός διάρρηξης του πετρώµατος, ο βαθµός πληρότητας του 
πετρώµατος µε ρευστά κ.α. Στην περίπτωση ενός µη οµογενούς και ισότροπου 
µέσου η διάκριση των πρώτων αφίξεων στα Ρ και S  κύµατα είναι εξαιρετικά 
δύσκολη. Η δυσκολία αυτή οφείλεται στο πλήθος των φυσικών φαινοµένων που 
συνδέονται µε την διάδοση των σεισµικών κυµάτων στο µέσο, όπως για 
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παράδειγµα στην µετατροπή των επιµήκων σε εγκάρσια κύµατα και αντίστροφα. 
Από τη µεταβολή των σεισµικών ταχυτήτων προκύπτουν και τα γεωµετρικά 
χαρακτηριστικά των γεωλογικών σχηµατισµών. 

Οι Raymond et al. (1976), βρήκαν ότι οι ταχύτητες διάδοσης των επιµήκων 
κυµάτων εξαρτώνται περισσότερο από τον βαθµό κορεσµού του εδάφους. 
Αντίθετα, η ταχύτητα των διατµητικών κυµάτων εξαρτάται περισσότερο από τον 
τύπο του εδάφους και την αντοχή του.  

Οι Mathisen et al. (1995) παρατήρησαν ότι η µεταβολή της θερµοκρασίας 
µε το βάθος ή η παρουσία στον χώρο έρευνας αερίων και γενικά ρευστών, 
επηρεάζουν κατά πολύ τα Ρ κύµατα ενώ τα S µένουν ουσιαστικά ανεπηρέαστα. 

Η επίδραση των διαφορετικών πετρολογικών ιδιοτήτων, στις ταχύτητες των 
επιµήκων και εγκαρσίων κύµατων, όπως και στον λόγο τους (Tatham και 
McCormack, 1991). 
 
1.3  Επιφανειακά κύµατα  
 Τα επιφανειακά κύµατα, διαδίδονται παράλληλα στην επιφάνεια του 
ηµιχώρου και κυρίως στην ελεύθερη επιφάνεια. Αυτά διακρίνονται ανάλογα µε το 
επίπεδο διάδοσης, κυρίως σε κύµατα Rayleigh R και Love L. 

Τα κύµατα Rayleigh  προκαλούν µια σύνθετη κίνηση των σωµατιδίων της 
ύλης κατά την οποία συνδυάζονται δύο συνιστώσες, η οριζόντια (ακτινική) και η 
κατακόρυφη (διατµητική). Τα υλικά σηµεία ταλαντώνονται έτσι ώστε τα ακρότατα 
να κινούνται σε ελλειπτικές τροχιές, των οποίων ο µεγάλος άξονας είναι 
κατακόρυφος και ο µικρός άξονας είναι παράλληλος προς την διεύθυνση διάδοσης 
του κύµατος. Τα πλάτη των κυµάτων αυτών είναι µεγάλα κοντά στην επιφάνεια 
της Γης, και οι κινήσεις των υλικών σηµείων πάνω στις ελλείψεις είναι 
ανάστροφες. Τα πλάτη των κυµάτων ελαττώνονται µε το βάθος µέσα στη Γη και 
από ορισµένο βάθος και κάτω η φορά κίνησης των υλικών σηµείων αντιστρέφεται. 

Η σωµατιδιακή κίνηση στα κύµατα Love, περιορίζεται στο οριζόντιο 
επίπεδο και είναι κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος. Τέτοια 
επιφανειακά κύµατα υπάρχουν µόνο στις περιπτώσεις όπου εδαφικοί σχηµατισµοί 
χαµηλής ταχύτητας είναι υπερκείµενοι άλλων υψηλότερης ταχύτητας.  

Τέλος στα επιφανειακά κύµατα συµπεριλαµβάνονται και δύο ακόµη είδη, 
τα κύµατα Stoneley και τα σωληνοκύµατα (tube waves). Τα πρώτα, διαδίδονται 
κατά µήκος διεπιφανειών. Συνήθως διαδίδονται σε επιφάνειες επαφής στερεών και 
ρευστών στρωµάτων, και κάτω από περιορισµούς µεταξύ στερεών εδαφικών 
στρωµάτων. Τα δεύτερα διαδίδονται κατά την διεύθυνση του άξονα γεώτρησης, 
πληρωµένης µε νερό. Παρέχουν σηµαντικές πληροφορίες για τις ελαστικές 
ιδιότητες του περιβάλλοντος µέσου.  



 7 

 
 

1.4 Σεισµικές µέθοδοι διασκόπησης 
 
1.4.1 Σεισµική ∆ιάθλαση και Ανάκλαση 

Η µέθοδος της σεισµικής διάθλασης εφαρµόζεται για διασκοπήσεις µικρού 
σχετικά βάθους και για αυτό χρησιµοποιείται περισσότερο για την επίλυση 
γεωτεχνικών προβληµάτων. 

Εφαρµόζεται κυρίως αναγνωριστικά στα πρώτα στάδια µιας µελέτης και 
συνήθως σε συνδιασµό µε άλλες µεθόδους. Η πηγή και τα γεώφωνα 
τοποθετούνται στην επιφάνεια του εδάφους. Η αρχή της µεθόδου βασίζεται στον 
προσδιορισµό των πρώτων αφίξεων των επιµήκων και των διατµητικών κυµάτων. 
Προυπόθεση εφαρµογής της µεθόδου είναι, η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων 
στα υποκείµενα στρώµατα να είναι πάντα µεγαλύτερη από την αντίστοιχη 
ταχύτητα στα υπερκείµενα.  
  Η σεισµική µέθοδος της ανάκλασης χρησιµοποιείται για διασκόπηση 
γεωλογικών σχηµατισµών σε µεγάλο βάθος.  

Η διάταξη πηγής και γεωφώνων είναι παρόµοια µε αυτή της σεισµικής 
διάθλασης, µε τη διαφορά ότι οι αποστάσεις µεταξύ των στοιχείων της διάταξης 
είναι διαφορετικές. Με την µέθοδο αυτή αξιοποιούνται τα κύµατα που 
προέρχονται από τις ανακλάσεις στις διαχωριστικές επιφάνειες των σχηµατισµών. 
Πρόκειται για µια µέθοδο που χρησιµοποιείται συνήθως για την αναζήτηση 
κοιτασµάτων υδρογονανθράκων. Θεωρείται ως η πιο ακριβής µέθοδο σε τέτοιου 
είδους διασκοπήσεις, ενώ δεν µπορεί να εφαρµοστεί για τον καθορισµό της δοµής 
των πολύ επιφανειακών στρωµάτων. Η µέθοδος της σεισµικής ανάκλασης είναι η 
πιο δαπανηρή από τις µεθόδους γεωφυσικής διασκόπησης. 
 Οι σεισµικές µέθοδοι έχουν το πλεονέκτηµα ότι είναι µη καταστροφικές και 
δίνουν την δυνατότητα της συνεχούς κατ΄ έκταση και σε βάθος διασκόπησης, σε 
µεγάλες αποστάσεις και βάθη, σε αντίθεση µε τις εργαστηριακές ή τις σηµειακές 
γεωτεχνικές. Πλεονέκτηµα επίσης είναι το χαµηλό τους κόστος σε σχέση µε τις 
γεωτρήσεις, γεγονός που κάνει την χρήση τους ελκυστική. 
 Τέλος, πρέπει να γίνει αναφορά στην διακριτική ικανότητα των σεισµικών 
καταγραφών. Με τον όρο διακριτική ικανότητα, εννοείται η ελάχιστη απόσταση 
µεταξύ δύο δόµων, τέτοια ώστε να γίνεται αντιληπτή και εµφανής η παρουσία των 
δύο δόµων. Αναφερόµενοι στις σεισµικές µεθόδους, µπορούν να τεθούν τα εξής 
ερωτήµατα:  



 8 

α) τι απόσταση (στο χώρο ή το χρόνο) πρέπει να έχουν δύο επιφάνειες µεταξύ 
τους, έτσι ώστε να θεωρηθούν κατά την επεξεργασία ως δύο ανακλαστήρες; 
(κατακόρυφη διακριτική ικανότητα) και  
β) τι απόσταση πρέπει να έχουν δύο δοµές µεταξύ τους, έτσι ώστε να θεωρηθούν 
ως δύο ξεχωριστά στοιχεία; (οριζόντια διακριτική ικανότητα). 
 Ο εντοπισµός και ο διαχωρισµός µιας δοµής, εξαρτάται από το λόγο 
σήµατος προς θόρυβο (S/N) καθώς και από τη γνώση και εµπειρία του ερµηνευτή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 
 
ΣΕΙΣΜΙΚΗ ∆ΙΑΣΚΟΠΗΣΗ ΜΕΤΑΞΥ ΓΕΩΤΡΗΣΕΩΝ 
2.1 Σεισµική τοµογραφία µεταξύ γεωτρήσεων (crosswell methods) 
 Από τις αρχές της δεκαετίας του 1970 έγινε φανερό ότι, τα µονοδιάστατα 
µοντέλα ταχυτήτων ήταν ανεπαρκή για την σωστή ερµηνεία των χρόνων 
διαδροµής των κυµάτων χώρου. Ετσι, έγινε αρχικά προσπάθεια επίλυσης αυτού 
του προβλήµατος, µε την σύνδεση πολλών µονοδιάστατων µοντέλων, τα οποία 
τελικά παράγουν ένα ψευδοτρισδιάστατο µοντέλο. 
 Την ίδια περίοδο έγινε µια προσπάθεια παραγωγής δισδιάστατων και 
τρισδιάστατων µοντέλων ταχυτήτων µε χρήση νέων τεχνικών αντιστροφής. Οι 
πρώτοι που ασχολήθηκαν µε την σεισµική τοµογραφία στην γεωφυσική, ήταν οι 
Aki et al. (1977) για δεδοµένα µακρινών σεισµών και οι Aki και Lee (1976) για 
δεδοµένα τοπικών σεισµών. 
 Στην αυξανόµενη αξιοπιστία των σεισµικών µεθόδων σηµαντική είναι η 
συµβολή της σεισµικής τοµογραφίας. Ο όρος τοµογραφία παράγεται από την λέξη 
“τοµή” (φέτα, κοµµάτι) και σηµαίνει απεικόνιση τοµής π.χ του υπεδάφους. 
Πρακτικά, γίνεται καθορισµός των εσωτερικών ιδιοτήτων ενός αντικειµένου, 
µελετώντας τα αποτελέσµατα που προήλθαν από την διεύλεση των “σεισµικών” 
ακτίνων διαµέσου του σώµατος. 

Κατά την τοµογραφική ανάλυση υποτίθεται είτε, ότι η ιδιότητα ή το 
χαρακτηριστικό για το οποίο έγινε η ερµηνεία είναι µια συνεχής συνάρτηση θέσης 
(µέθοδος µετασχηµατισµού), ή ότι το µέσο που µελετήθηκε, συνίσταται από 
πεπερασµένο αριθµό στοιχείων, καθένα από τα οποία έχει µια διακριτή τιµή της 
ιδιότητας. Έτσι ο χώρος χωρίζεται σε έναν τρισδιάστατο κάνναβο και τα δεδοµένα 
εκφράζονται ως γραµµικό ολοκλήρωµα κατά µήκος της σεισµικής ακτίνας που 
κινείται διαµέσου των κελλιών του καννάβου. 

Τα σεισµικά κύµατα µεταφέρουν πληροφορίες για τον χώρο µελέτης, 
σκιαγραφώντας τις ανωµαλίες ταχύτητας. Η τοµογραφία σαν θεωρία είναι ευρέως 
εφαρµόσιµη. Σε αντίθεση µε άλλες επιστήµες όπου δεχόµαστε ευθύγραµµες 
ακτίνες, τα σεισµικά κύµατα κινούνται σε καµπυλωµένες γραµµές και ο 
προσδιορισµός της γεωµετρίας αυτών, αποτελεί ένα πρόσθετο πρόβληµα. 

Οι τοµογραφίες κατατάσσονται στις παρακάτω κατηγορίες: 
 
*   Ανακλαστική τοµογραφία: κατά την οποία, η πηγή και ο δέκτης είναι στην 
επιφάνεια και υπολογίζονται κάποιοι συνθετικοί χρόνοι διαδροµής οι οποίοι 
συγκρίνονται µε τους πραγµατικούς, σε µια διαδικασία διαδοχικών προσεγγίσεων. 
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Η µέθοδος αυτή, χρησιµοποιείται για την παραγωγή εικόνων ταχύτητας υψηλής 
διακριτικής ικανότητας. 
*   Τοµογραφία διάθλασης: σε πεδίο όπου καταγράφονται διαθλώµενα 
κύµατα. 
*   Τοµογραφία χρόνων διαδροµής: στην οποία γίνεται η καταγραφή των 
χρόνων άφιξης των σεισµικών κυµάτων. Χρησιµοποιείται ως αναγνωριστική 
µέθοδος για την µοντελοποίηση του χώρου µελέτης (παραγωγή µοντέλων 
ταχύτητας), επειδή παράγονται χαµηλής διακριτικής ικανότητας εικόνες 
ταχύτητας. Πολλές φορές τα αποτελέσµατα της τοµογραφίας χρόνων διαδροµής, 
αποτελούν το αρχικό µοντέλο για την τοµογραφία περίθλασης. 
*   Τοµογραφία εξασθένισης (attenuation tomography): η µέθοδος βασίζεται 
στην µέτρηση του πλάτους των σεισµικών ακτίνων. 
*   Τοµογραφία περίθλασης: κατά την οποία γίνεται ανάλυση των 
περιθλώµενων κυµάτων και των κυµάτων διασποράς, για τη παραγωγή του πεδίου 
ταχυτήτων (Wu και Toksoz 1987, Harris 1987, Pratt και Goulty 1991).  
Χρησιµοποιούνται τόσο οι χρόνοι άφιξης, όσο και άλλες πληροφορίες των 
κυµατοµορφών, όπως τα πλάτη και οι φάσεις. 
 
 Η τοµογραφία αποτελεί µία από τις πιο ακριβής µεθόδους προσδιορισµού 
της ταχύτητας των Ρ και των S κυµάτων. Ετσι από τα µέσα της δεκαετίας του 
1980, εκδηλώθηκε ενδιαφέρον για την εφαρµογή της µεθόδου της σεισµικής 
τοµογραφίας µεταξύ γειτονικών γεωτρήσεων. Ο λόγος είναι ότι έτσι οδηγούµαστε 
σε λεπτοµερέστερη απεικόνιση του χώρου µελέτης.  
 Η εφαρµογή της µεθόδου προυποθέτει την ύπαρξη τουλάχιστον δύο 
γεωτρήσεων, στην µια εκ των οποίων τοποθετείται η πηγή και στην άλλη το 
γεώφωνο. Σκοπός, είναι η γνώση των ιδιοτήτων του χώρου µεταξύ των 
γεωτρήσεων (Wong et al. 1987, Rutledge 1989, Lines 1991).  

Η εφαρµογή αυτής της µεθόδου επιτρέπει τον άµεσο και ακριβή 
προσδιορισµό των ταχυτήτων των επιµήκων και διατµητικών κυµάτων µε το 
βάθος. Πραγµατοποιόντας έτσι κάποιο πείραµα µε τη σεισµική πηγή 
τοποθετηµένη σε µια γεώτρηση και τα γεώφωνα τοποθετηµένα σε διάφορα βάθη 
σε µια άλλη γεώτρηση, έχουµε έναν αριθµό σεισµικών ακτίνων. Εάν αλλάξουµε 
την θέση της πηγής µέσα στην γεώτρηση, τότε θα έχουµε ένα νέο αριθµό 
σεισµικών ακτίνων. Εποµένως, όσα περισσότερα είναι τα βάθη στα οποία 
πυροδοτείται η πηγή, τόσα περισσότερα είναι και τα δεδοµένα από τον χώρο 
µελέτης. Οι χρόνοι διαδροµής των σεισµικών ακτίνων, παρέχουν τοµογραφικά 
δεδοµένα τα οποία µας δείχνουν, πως η µεταβολή των ταχυτήτων στον χώρο 
µεταξύ των γεωτρήσεων µπορούν να επηρεάσουν την σεισµική ακτίνα (Peterson et 
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al. 1985). Θεωρητικά, µπορεί να γίνει καταγραφή τόσο των χρόνων διαδροµής όσο 
και του πλάτους των κυµάτων. Κατόπιν ακολουθεί επίλυση του συστήµατος για 
τον προσδιορισµό του αγνώστου πεδίου ταχυτήτων και της κατανοµής της 
απόσβεσης στο χώρο (Q-map), στην περιοχή µελέτης. Στη πραγµατικότητα όµως, 
όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, γίνεται ερµηνεία µόνο της κατανοµής της 
ταχύτητας στον χώρο και αυτό διότι δεν είναι δυνατή η ακριβής µέτρηση των 
πλατών των κυµάτων, έτσι ώστε να γίνει ακριβής ερµηνεία της απόσβεσης. 
 Ανάλογα µε τις θέσεις πηγής και γεωφώνου, τον αριθµό των γεωτρήσεων, 
τις µεταξύ τους αποστάσεις και το βάθος τους, είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν 
κατά περίπτωση οι τρεις επιφανειακές µεθοδολογίες, δηλαδή η διάθλαση, η 
ανάκλαση και η αναστροφή επιφανειακών κυµάτων. Επίσης µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν κλασικές µεθοδολογίες οι οποίες αφορούν την χρήση κάποιας 
γεώτρησης ή πλήθους γεωτρήσεων. Για τον προσδιορισµό χαρακτηριστικών των 
επιµέρους σχηµατισµών, γίνεται χρήση των απευθείας P και S κυµάτων, καθώς 
και των ανακλώµενων και διαθλώµενων, καθώς και των επιφανειακών που 
διαδίδονται στην διεπιφάνεια µεταξύ της γεώτρησης και του περιβάλλοντος 
εδάφους.  
 H σεισµική τοµογραφία µεταξύ γεωτρήσεων πλεονεκτεί έναντι της 
συµβατικής σεισµικής διάθλασης στο ότι µπορεί να ανιχνεύσει στρώσεις µε 
ταχύτητες µικρότερες από αυτές των υπερκείµενων στρωµάτων. 
 Ως µειονέκτηµα της σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων θεωρείται 
η περιορισµένη ισχύς της πηγής γιατί η πυροδότηση γίνεται µέσα στη γεώτρηση. 
Το αποτέλεσµα είναι να περιορίζεται και η απόσταση όπου ένα σήµα µπορεί να 
ανιχνευθεί. Ενα άλλο µειονέκτηµα της µεθόδου είναι το υψηλό κόστος εφαρµογής 
της. 

Η σεισµική διασκόπηση µεταξύ γεωτρήσεων χρησιµοποιήθηκε πρώτη φορά 
στην έρευνα υδρογονανθράκων µε σκοπό τη λεπτοµερή χαρτογράφηση των 
πετροφυσικών παραµέτρων έτσι ώστε να αυξηθεί το ποσοστό απόληψης  
πετρελαίου. Μετέπειτα παρατηρήθηκε ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την 
µελέτη των γεωθερµικών πεδίων, όπως π.χ για την εύρεση θραυσιγενών ζωνών. 
Επίσης χρησιµοποιήθηκε κατά κόρον για τον υπολογισµό των ταχυτήτων µε το 
βάθος.  

Η σεισµική τοµογραφία είναι κατάλληλη και για εφαρµογές τοπικής 
κλίµακας, όπως για παράδειγµα σε υπόγεια έργα, φράγµατα και λιγνιτορυχεία. 
Πρωτοποριακή δουλειά στη σεισµική τοµογραφία έγινε από οµάδα επιστηµόνων 
µε επικεφαλής τον Bois (1972). Από τότε η µέθοδος εφαρµόσθηκε επιτυχώς σε 
πλειάδα περιπτώσεων όπως για παράδειγµα στην έρευνα αντοχής κρυσταλλικών 
πετρωµάτων για διάθεση πυρηνικών αποβλήτων, στην τριτογενή παραγωγή 
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πετρελαίου και στην απεικόνιση του µετώπου των τάσεων σε ανθρακορυχεία. Με 
την επιβεβαίωση της χρησιµότητας της µεθόδου, οι επιστήµονες πειραµατίστηκαν 
τόσο µε διάφορες διατάξεις, όσο και µε διάφορα είδη πηγών, αλλά και µε διάφορες 
µεθόδους επεξεργασίας και ερµηνείας των δεδοµένων. 
 
2.2 Κατακόρυφη σεισµική τοµογραφία (V.S.P ή Down - Hole) 
 Πολλές φορές η σεισµική τοµογραφία εφαρµόζεται τοποθετώντας την πηγή 
στην επιφάνεια και τα γεώφωνα στην γεώτρηση. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να 
παίρνουµε µια κατακόρυφη σεισµική τοµή (Κ.Σ.Τ vertical seismic profile - VSP).  
Στη µέθοδο αυτή, τα γεώφωνα βρίσκονται σε διάφορα βάθη και καταγράφουν τους 
χρόνους των πρώτων αφίξεων. Τα γεώφωνα είναι συνήθως σε µικρή απόσταση 
µεταξύ τους. 

Κατά την εφαρµογή της µεθόδου γίνεται χρήση των κυµάτων χώρου P, SV 
και SH. Επίσης αξιοποιούνται και τα σωληνοκύµατα (White 1983), καθώς και τα 
κύµατα Stoneley µε την µέθοδο της αναστροφής. Η συγκεκριµένη µέθοδος 
σεισµικής διασκόπησης, χρησιµοποιείται επίσης στον προσδιορισµό οριζόντων 
ανάκλασης, τους οποίους η γεώτρηση δεν έχει ακόµα διατρήσει. Η  τοµογραφική 
εικόνα που παράγεται από την µέθοδο VSP, δίνει πιο ευκρινή αποτελέσµατα από 
την σεισµική διασκόπηση στην επιφάνεια διότι τα κύµατα δεν έχουν να 
ταξιδέψουν µεγάλες αποστάσεις µέχρι να καταγραφούν. Επίσης η µέθοδος VSP 
παρέχει δεδοµένα τα οποία δεν µπορούν να αποκτηθούν  από την εφαρµογή των 
σεισµικών µεθόδων σε γεωτρήσεις, όπως για παράδειγµα να εντοπιστεί κάποιο 
ρήγµα.  
 Στην περίπτωση που µεταβάλλεται η απόσταση της πηγής από την κεφαλή 
της γεώτρησης, τότε το αποτέλεσµα είναι µια κατακόρυφη σεισµική τοµή µε 
ολίσθηση (offset VSP). Αν η πηγή κινείται, αλλά προς διάφορες διευθύνσεις, τότε 
αποτέλεσµα είναι η αζιµουθιακή σεισµική τοµή (azimuthal VSP). Στην περίπτωση 
όπου η πηγή τοποθετείται στην γεώτρηση και τα γεώφωνα στην επιφάνεια, τότε 
ορίζεται η ανάστροφη κατακόρυφη σεισµική τοµογραφία (reversed VSP - Up 
Hole) (σχ. 9). 
 Από τις δυο διατάξεις (κανονική - ανάστροφη κατακόρυφη σεισµική 
τοµογραφία), η δεύτερη έχει τα περισσότερα πλεονεκτήµατα (Chen et al. 1990). 
Τα δεδοµένα από την ανάστροφη κατακόρυφη σεισµική τοµογραφία (Α.Κ.Σ.Τ) 
συλλέγονται πιο γρήγορα και πιο οικονοµικά. Επίσης, ο λόγος του σήµατος προς 
το θόρυβο είναι µεγαλύτερος λόγω του ότι οι σεισµικές ακτίνες στην Α.Κ.Σ.Τ 
διανύουν το µεγαλύτερο µέρος του σχηµατισµού πριν υποστούν την µεγάλη 
απόσβεση από το επιφανειακό στρώµα της αποσάρθρωσης. Αντίθετα, οι ακτίνες 
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στην Κ.Σ.Τ. διασχίζουν τον υπό µελέτη σχηµατισµό, αφού αποσβεσθούν στο 
παραπάνω στρώµα. 
  
2.3  Προδιαγραφές διάνοιξης γεώτρησης 
 Ενα τµήµα της εργασίας υπαίθρου είναι η διάνοιξη των κατάλληλων 
γεωτρήσεων. Ολες οι εργασίες υπαίθρου (γεωτρήσεις, σωληνώσεις, πλήρωση µε 
ένεµα, επιλογή θέσεων και αποστάσεων) καθώς και οι µετρήσεις που ακολουθούν 
την εργασία πεδίου, γίνονται σύµφωνα µε τις προδιαγραφές της οδηγίας ASTM 
D4428/D4428M-84. 
 Για την πραγµατοποίηση των µετρήσεων γίνονται γεωτρήσεις µε διάµετρο 
4.5 - 9.5 in, έτσι ώστε να είναι συµβατή µε το µέγεθος του τεχνικού εξοπλισµού. 
Οι γεωτρήσεις γίνονται είτε και οι δύο κατακόρυφες (έχοντας κάποια µικρή 
απόκλιση από την κατακόρυφο), είτε και οι δύο κεκλιµένες µε την ίδια ή 
διαφορετική κλίση, είτε η µία κατακόρυφη και η άλλη κεκλιµένη. Συνήθως οι 
γεωτρήσεις διανοίγονται όσον το δυνατό πιο κοντά στην κατακόρυφο. 
 Μετρήσεις πραγµατοποιούνται τόσο σε σωληνοµένες, όσο και σε µη 
σωληνοµένες γεωτρήσεις. Εχει παρατηρηθεί ότι η σωλήνωση στην γεώτρηση,  
απλοποιεί τη διαδικασία συγκέντρωσης των δεδοµένων πεδίου, διότι εξαλείφη την 
πιθανότητα βύθισης (κατακρήµνισης της γεώτρησης), κατά την διάρκεια ή πριν, 
της εργασίας υπαίθρου. Στην περίπτωση αµµωδών ή χαλικωδών εδαφών, η χρήση 
σωλήνωσης είναι επιτακτική. 
 Η γεώτρηση µπορεί να είναι στεγνή ή γεµάτη µε νερό, χωρίς καµµιά 
επίδραση στην µέτρηση των ταχυτήτων των διατµητικών κυµάτων. 
 Συχνά είναι απαραίτητη η χρήση ενέµατος, το οποίο είναι µίγµα τσιµέντου, 
µπετονίτη και νερού, έτσι ώστε ο σωλήνας και το περιβάλλον µέσο να αποκτήσουν 
στενή επαφή. Το πάχος του ενέµατος µεταξύ του σωλήνα και των τοιχωµάτων της 
γεώτρησης δεν πρέπει να υπερβαίνει το 1% της απόστασης µεταξύ των 
γεωτρήσεων. Ενα πιο παχύ ένεµα θα είχε αρνητικές επιδράσεις στον χρόνο 
διαδροµής µεταξύ των γεωτρήσεων. Η χρήση ενέµατος δεν είναι πάντα 
απαραίτητη. Η γεώτρηση στην οποία τοποθετούνται τα γεώφωνα, µπορεί να 
παραµείνει γεµάτη από την λάσπη που προέρχεται από την διάτρηση. Το γέµισµα 
µε άµµο γύρω από τον σωλήνα της γεώτρησης, δεν φαίνεται να λειτουργεί καλά 
ειδικά για βαθιές γεωτρήσεις. 
 Οι γεωτρήσεις διατάσσονται στον χώρο µε τρόπο έτσι ώστε να καλύπτεται 
µεγαλύτερη περιοχή του χώρου µελέτης. Επιδιώκεται επίσης η καλύτερη δυνατή 
απεικόνιση του αντικειµένου που πρέπει να ανιχνευθεί. Πολλές φορές οι 
γεωτρήσεις έχουν ακτινική διάταξη, έτσι ώστε µετά το τέλος της έρευνας να 
παράγεται τρισδιάστατη απεικόνιση του χώρου µελέτης. 
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 Οι αποστάσεις των γεωτρήσεων µεταξύ τους, είναι της τάξης των δεκάδων 
µέτρων συνήθως, έως και εκατοντάδων µέτρων για µελέτες µε µεγάλη απόσταση 
γεωτρήσεων. Η επιλογή κάθε φορά της απόστασης των γεωτρήσεων, η οποία 
παίζει σηµαντικό ρόλο στην ποιότητα των δεδοµένων, καθορίζεται από το είδος 
της πηγής και από την ισχύ της, από το είδος των σχηµατισµών που µεσολαβούν 
µεταξύ των γεωτρήσεων και καθορίζουν την απόσβεση ή όχι του σήµατος και 
τέλος, από το αν είναι αναγκαία ή όχι, η µεγάλη απόσταση στην έρευνα.  
 Οι Mathisen et al. (1995) παρατήρησαν ότι τα δεδοµένα κυµάτων Ρ και S, 
από δίκτυο γεωτρήσεων µε µεγάλη απόσταση, ήταν χαµηλότερης ποιότητας.  
Αντίθετα, αυτά των µικρών αποστάσεων είχαν υψηλότερο συχνοτικό περιεχόµενο, 
καλύτερο λόγο σήµατος προς θόρυβο και µικρότερη παραµόρφωση φάσης.  
 Στην περίπτωση της διασκόπησης σε µεγάλες αποστάσεις προτιµούνται 
σεισµικές πηγές υψηλών συχνοτήτων (µερικών kHz), οι οποίες βελτιώνουν την 
ποιότητα των δεδοµένων αλλά και την ευκολία µε την οποία µπορεί να γίνει ο 
καθορισµός της πρώτης άφιξης.  
 Τα βάθη στα οποία πραγµατοποιούνται οι µετρήσεις εξαρτώνται από τον 
στόχο που υπάρχει κάθε φορά. Ετσι, π.χ, στην µεταλλευτική και γεωθερµική 
έρευνα τα βάθη είναι µεγάλα φτάνοντας πολλές φορές µέχρι και τα 3000 m.  
 Οι γεωτρήσεις κατά την διάρκεια της µελέτης χρησιµοποιούνται κατά 
ζευγάρια. Στην µία από αυτές τοποθετούνται οι σεισµικές πηγές και στην άλλη τα 
υδρόφωνα που είναι συνήθως τριών συνιστωσών. Πολλές φορές γίνεται χρήση δύο 
γεωτρήσεων, ή ενός δικτύου γεωτρήσεων µε άλλο τρόπο διάταξης, όπου 
τοποθετούνται για παράδειγµα, µέσα σε όλες τις γεωτρήσεις, δέκτες και έχω µία 
πηγή ή ένα δίκτυο πηγών στην επιφάνεια, ή και το αντίστροφο.  
 
 
2.4  ∆έκτες - γεώφωνα 
 Τα γεώφωνα έχουν τον ρόλο του φωρατή, δηλαδή µετασχηµατίζουν την 
κίνηση του εδάφους σε ηλεκτρικό σήµα. Συνήθως χρησιµοποιούνται γεώφωνα 
τριών συνιστωσών (µια κατακόρυφη και δύο οριζόντιες), ιδιοσυχνότητας 8Hz. Ο 
τρόπος µε τον οποίο τοποθετούνται οι πηγές και οι φωρατές µέσα στις γεωτρήσεις, 
ποικίλει, για αυτό και κάθε εταιρία εφαρµόζει την δική της µέθοδο.  

Υπάρχουν συστήµατα, όπου ο ποµπός και ο δέκτης διαθέτει ένα αερόσακκο 
που φουσκώνει και έτσι αυτά τα όργανα σταθεροποιούνται στο επιθυµητό βάθος. 
Η πίεση που εφαρµόζεται για να σταθεροποιηθεί το γεώφωνο είναι 5psi περίπου. 
Για την εισαγωγή του αέρα, χρησιµοποιείται µια αεραντλία. Στην σεισµική 
τοµογραφία, τα γεώφωνα απαιτείται να έχουν υψηλή ευαισθησία, να λειτουργούν 
σε µεγάλο εύρος συχνοτήτων έτσι ώστε να δίνουν σήµα στις πιθανές µικρές 



 15 

συχνότητες, και να παρέχουν καλή ανάλυση του σήµατος. Το σύστηµα που έχει 
δώσει τα καλύτερης ποιότητας δεδοµένα είναι η µέθοδος µε τους τσιµεντοµένους 
δέκτες (cemented receiver). Το τσιµεντοµένο καλώδιο των γεωφώνων παίζει 
σπουδαίο ρόλο στη συλλογή καλής ποιότητας δεδοµένων, διότι :  
α) βελτιώνει την ποιότητα των δεδοµένων, λόγω καλύτερης σύζευξης µεταξύ 
γεώτρησης και γεωφώνων,  
β) µειώνεται κατά πολύ ο χρόνος που χρειάζεται για την ολοκλήρωση µιας 
τοµογραφίας,  
γ) µειώνει την αβεβαιότητα που εισάγει στις µετρήσεις η θέση και ο 
προσανατολισµός των γεωφώνων κατά την διάρκεια των µετρήσεων. 
 Υπάρχουν διαφορές και στις αποστάσεις µεταξύ των δεκτών ή των πηγών. 
Οι απόστασεις κυµαίνονται από τα 10 m έως και τα 70 cm. Στην τελευταία 
περίπτωση γίνεται µια πιο λεπτοµερής µελέτη του χώρου. Στα πλεονεκτήµατα της 
πολύ πυκνής δειγµατοληψίας συµπεριλαµβάνεται η αποφυγή της τµηµατικής 
δίπλωσης των υψηλών συχνοτήτων στα σωληνοκύµατα. Με την πολύ πυκνή 
δειγµατοληψία επιτυγχάνετε επίσης η αναγνώριση λεπτών ενστρώσεων.  
 Κατά την διαδικασία των µετρήσεων µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
καταγραφικό ενός καναλιού ή πολυκάναλο.  

Με την χρήση τέτοιου καταγραφικού, επιτυγχάνεται η καταγραφή έως και 
1600 σεισµικών ακτίνων (π.χ µε το συνδιασµό 40 πηγών και 40 δεκτών). Η 
πολλαπλότητα των σεισµικών ακτίνων, παίζει σπουδαίο ρόλο στην ακρίβεια και τη 
σωστή γεωλογική ερµηνεία των µετρήσεων. Σε διάφορες περιπτώσεις, έχει 
µετρηθεί ότι για την πραγµατοποίηση των µετρήσεων µε 40 κανάλια, χρειάζονται 
περίπου 6 ώρες, ενώ µε 120 κανάλια µόνο 2 ώρες.  
 
 
2.5  Είδη πηγών 
 Ένας από τους σηµαντικούς παράγοντες για τη σωστή πραγµατοποίηση 
µιας γεωφυσικής διασκόπησης είναι η πηγή των ελαστικών κυµάτων. 
 Τα είδη των πηγών που χρησιµοποιούνται κατά την διάρκεια σεισµικής 
διασκόπησης είναι, το αεροβόλο (Airgun), ο υδραυλικός δονητής (Vibrator), ο 
δυναµίτης (Dynamite) και ο πιεζοηλεκτρικός καµπτήρας (Piezoelectric bender). Η 
επιλογή της πηγής (µηχανική ή εκρηκτική), εξαρτάται κάθε φορά από το µέγεθος 
της ισχύος που επιθυµείται, όπως και από το συχνοτικό περιεχόµενο του συρµού 
που παράγεται και κατά συνέπεια επηρεάζει το συχνοτικό περιεχόµενο του 
σήµατος (λόγω κοντινού πεδίου). Εάν χρειαζόµαστε υψίσυχνο περιεχόµενο, τότε 
χρησιµοποιούµε έκρηξη, ενώ στην περίπτωση που θέλουµε χαµηλόσυχνο 
περιεχόµενο χρησιµοποιούµε µηχανική πηγή.  
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Η παραγωγή των ελαστικών κυµάτων πρέπει να είναι επαναλήψιµη, έτσι 
ώστε στο ίδιο σηµείο δοκιµής να επαναλαµβάνονται οι µετρήσεις. Οποιο είδος 
πηγής και να χρησιµοποιηθεί, το σήµα το οποίο κάθε φορά συλλέγεται και 
καταγράφεται, είναι το άθροισµα του αποτελέσµατος 4 εως 16 ανά σηµείο 
πυροδοτήσεων. 

Η χρήση των εκρηκτικών πηγών, δίνει πιο ευδιάκριτες τις πρώτες αφίξεις 
των P κυµάτων, σε αντίθεση µε τις µηχανικές πηγές που παράγουν πιο ευδιάκριτες 
τις αφίξεις των S κυµάτων και σχεδόν άτονες αφίξεις των P κυµάτων ( McLamore 
et al. 1978). 
 
 
2.6  Πραγµατοποίηση των σεισµικών καταγραφών : stop-and-go method και 
on the fly method. 
 Οταν χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά η συνεχής µέθοδος µετρήσεων (on 
the fly) θεωρήθηκε σηµαντική καινοτοµία. Σύµφωνα µε αυτήν, η πηγή 
πυροδοτείται κατ’ επανάληψη, καθώς αυτή κινείται συνεχώς προς τα πάνω. Η 
µέθοδος µε τις διακριτές µετρήσεις (stop and go) είναι γενικά πολύ αργή και 
ακατάλληλη για πυκνή δειγµατοληψία. Η χρήση της νέας συνεχούς µεθόδου (on 
the fly) έχει τα εξής πλεονεκτήµατα:  
α) βελτίωσε κατά πολύ τον έλεγχο των µετρήσεων µε το βάθος (improve depth 
control),  
β) έδωσε την δυνατότητα πολύ πυκνής δειγµατοληψίας, πράγµα που είχε ως 
αποτέλεσµα την αποφυγή του φαινοµένου της δίπλωσης σε σήµατα υψηλών 
συχνοτήτων 
γ) έδωσε την δυνατότητα καταγραφής µε ρυθµό 1000 µετρήσεις ανά ώρα.  
Με τη συνεχή µέθοδο, για να καταγραφούν 40000 σεισµικά ίχνη χρειάζεται 
περίπου 40 ώρες, δηλαδή 10 φορές ταχύτερα από την προηγούµενη µέθοδο 
καταγραφής. Η αύξηση της ταχύτητας µε την οποία γίνεται η λήψη των µετρήσεων 
και η δυνατότητα πιο πυκνών µετρήσεων (on the fly method), είχε σαν 
αποτέλεσµα να µειωθεί η συµµετοχή του ανθρώπινου παράγοντα, και άρα να 
µειωθεί το ανθρώπινο λάθος, ενώ ταυτόχρονα βελτιώθηκε η ποιότητα των 
δεδοµένων.  
 
 
2.7  Τι µετράται σε ένα  πείραµα µεταξύ γεωτρήσεων 
 Κατά την διάρκεια των µετρήσεων γίνεται καταγραφή των απευθείας Ρ και 
S κυµάτων, των πρώτων P και S ανακλάσεων, των µετατροπών των Ρ σε S και 
αντίστροφα. Τα απευθείας επιµήκη κύµατα καταφθάνουν πριν τα εγκάρσια. 
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Οι χρόνοι διαδροµής των απευθείας επιµήκων κυµάτων είναι εύκολο να 
µετρηθούν µε σηµαντική ακρίβεια. Μεταγενέστερες αφίξεις επιµήκων κυµάτων, 
δεν αποτελούν δεδοµένα για επεξεργασία, διότι περιέχουν καταγραφές θορύβων. 
Αντίθετα, οι πρώτες αφίξεις των εγκαρσίων κυµάτων είναι πολύ ασαφείς λόγω των 
άλλων τύπων κυµάτων (σωληνοκύµατα και κύµατα που προέκυψαν από τις 
µετατροπές), µε αποτέλεσµα να χρησιµοποιούνται ελάχιστα στην σεισµική 
τοµογραφία. Τυπικές καταγραφές κυµατοµορφών µέσα σε γεωτρήσεις δίνονται 
στο σχήµα 2.10, στο οποίο παρουσιάζονται οι αφίξεις των P, S κυµάτων, καθώς 
και οι πρώτες αφίξεις των κυµάτων από τη λάσπη που εµπεριέχεται µέσα στη 
σωληνοµένη γεώτρηση και τα σωληνοκύµατα.  

Στην περίπτωση όµως που γίνει χρήση κατάλληλης πηγής παραγωγής S 
κυµάτων, τότε τα S κύµατα αναγνωρίζονται ευκολότερα από ότι τα Ρ, γιατί 
χαρακτηρίζονται από σχετικά µεγάλο πλάτος και µεγάλη περίοδο, σε σχέση µε τα 
Ρ. Τα Ρ κύµατα, εύκολα συγχέονται µε το θόρυβο, λόγο του µικρού πλάτους και 
του πλουσίου σε υψηλές συχνότητες φάσµατός τους. 

Με χρήση µόνο των Ρ κυµάτων σε πειράµατα σεισµικής τοµογραφίας, έχει 
γίνει γεωλογική ερµηνεία µιας περιοχής (Lo et al. 1990, Harris et al. 1990, Lines 
1991, Justice et al. 1992), προσδιορισµός λιθολογίας και πορώδους (Inderwiessen 
και Lo 1990, Lines et al. 1993), προσδιορισµός κορεσµού σε ρευστά (Lo et al. 
1990) και ανίχνευση υπεδάφιου CO2 (Justice et al. 1993). 

Εχει παρατηρηθεί ότι η παρουσία ρευστών στον χώρο έρευνας, επηρεάζει 
πολύ την ταχύτητα των S κυµάτων και όχι των P. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, 
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι καλής ποιότητας δεδοµένα κατά την έρευνα σε 
γεωθερµικά πεδία γίνεται µόνο µε τη χρήση των διατµητικών κυµάτων όπως 
προτάθηκε από τους Medlin και Alhilali (1990). 

Επίσης, η ύπαρξη υδροφόρου ορίζοντος, η µεγάλη ακουστική αντίθεση και 
οι ετερογένειες των εδαφικών υλικών είναι ικανές να προκαλέσουν συµβολές των 
ανακλώµενων, διαθλώµενων και περιθλώµενων κυµάτων, σε βαθµό που να 
αλλοιώνονται αισθητά οι χρόνοι διαδροµής των πρώτων αφίξεων, ιδιαίτερα των Ρ 
κυµάτων (Statton et al. 1978). 

Σε πειράµατα σεισµικής τοµογραφίας, έχει παρατηρηθεί ότι τα πλούσια σε 
υψηλές συχνότητες δεδοµένα, είναι κατάλληλα µόνο για τοµογραφία χρόνων 
διαδροµής, ενώ είναι ακατάλληλα για τοµογραφία ανακλάσεων (Rector et al. 
1995). 

Μεταξύ των ποσοτήτων που µετρώνται σε ένα πείραµα σεισµικής 
τοµογραφίας, είναι και ο λόγος Poisson (σ). Α η τιµή του λόγου αυτού, βρεθεί 
µικρότερη του 0.35 αυτό αποτελεί ένδειξη παρουσίας ρευστών (Mathisen et al. 
1994). 
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Υπάρχει διαφορά στην καταγραφή και την επεξεργασία των Ρ και των S 
κυµάτων. Ετσι για τα Ρ κύµατα χρησιµοποιούµε κοινές οικογένειες δεκτών ενώ 
για τα S κύµατα χρησιµοποιούνται κοινές οικογένειες πηγών.  
 Ταυτόχρονα γίνεται καταγραφή διαθλάσεων και ανακλάσεων (προς τα 
πάνω και προς τα κάτω (upgoing - downgoing) επιφανειακών κυµάτων, κωνικών 
κυµάτων (conical waves) κ.α. 
  
 
2.8  Θόρυβος 

Τα κύµατα που παράγει η σεισµική πηγή, είναι αυτά που απαιτούνται για 
την µελέτη της ερευνόµενης περιοχής. Στην περίπτωση όµως της σεισµικής 
διασκόπησης, τα κύµατα που φθάνουν και καταγράφονται στα γεώφωνα, είναι ένα 
µίγµα από αυτά τα κύµατα και θόρυβο. Ως θόρυβο θεωρούµε όλα τα σήµατα, τα 
οποία παρεµβάλονται σε αυτά που παρήγαγε η πηγή, και από τα οποία δεν 
µπορούµε να πάρουµε πληροφορίες για την δοµή του υπεδάφους.  
 
2.8.1 Θόρυβος κατά την διάρκεια των καταγραφών 

Ο θόρυβος ανάλογα µε την προέλευση του χωρίζεται σε πέντε κατηγορίες: 
 

*   θόρυβος περιβάλλοντος 

 Ο τύπος αυτός θορύβου προέρχεται από σήµατα που καταφθάνουν στα 
όργανα συνεχώς, ακόµα και κατά την απουσία του σήµατος της πηγής. Ο θόρυβος 
αυτός αποτελεί κάτι το µόνιµο αλλά µεταβάλλεται µε τον χρόνο και την 
απόσταση. Πηγές του θορύβου είναι ο άνεµος, η ανθρώπινη κίνηση κατά την 
διάρκεια των µετρήσεων καθώς και οι µικροδονήσεις από την κυκλοφορία 
οχηµάτων κοντά στην περιοχή µελέτης. 
 Για την εξουδετέρωση της επίδρασης του θορύβου αυτού, ενισχύεται το 
πλάτος του σεισµικού σήµατος, δηλαδή αυξάνεται η ενέργεια του. Ετσι αφού ο 
θόρυβος δεν εξαρτάται από την πηγή γένεσης των κυµάτων, δεν θα αυξάνεται, µε 
την αύξηση της ενέργειας την οποία εισάγουµε στο έδαφος στην θέση της πηγής. 
 

• Γεωλογικός θόρυβος 

 Παράγοντα σφάλµατος µπορεί να αποτελέσει επίσης, η πληρότητα ή όχι 
των διακένων ανάµεσα στην γεώτρηση και στην σωλήνωση της, καθώς και το 
είδος του υλικού πλήρωσης. Πρέπει τα διάκενα να γεµίσουν µε υλικό που να έχει 
ανάλογη υφή µε αυτή του εδάφους. Η πλήρωση µε ένεµα βοηθάει, έτσι ώστε να 
περιορίζεται η ζώνη διατάραξης.  
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• Θόρυβος από την πηγή 

 Ο θόρυβος που παράγεται από την πηγή είναι αυτός της ιδιοκίνησης του 
εδάφους λόγω πυροδότησης. Γενικά το µέγεθος αυτού του θορύβου αυξάνει µε την 
αύξηση της µεταδιδόµενης ενέργειας στο έδαφος. Ετσι αύξηση της ενέργειας της 
πηγής δεν βελτιώνει τον λόγο του σήµατος προς το θόρυβο. 

Ακόµη θόρυβος είναι οι φυσαλίδες που παράγονται κατά την διάρκεια της 
εκτόνωσης των αεροβόλων µέσα στις γεωτρήσεις. Αρα όσο µεγαλύτερης 
ενέργειας πηγή αυτού του είδους χρησιµοποιήσουµε, τόσο περισσότερο θόρυβο θα 
παράγουµε. Επίσης έχει διαπιστωθεί ότι ο θόρυβος µπορεί να προέρχεται από την 
εισαγωγή αέρα µέσα στα υγρά της γεώτρησης κατά την διάνοιξη.  

 
• Θόρυβος από τα όργανα 

 Ο θόρυβος αυτός είναι µια διαφορετική κατηγορία. Οι παραπάνω τύποι 
καταγράφονται µαζί µε τα χρήσιµα σήµατα. Ο θόρυβος των οργάνων υπάρχει από 
τα ίδια τα όργανα και µπορεί να υφίσταται ακόµα και αν δεν υπάρχει εισαγωγή 
σήµατος. Αποτελεί ουσιαστικά παραµόρφωση που προέρχεται από την 
επεξεργασία που υφίστανται το σήµα όταν εισάγεται στο όργανο. Τέτοιο 
παράδειγµα είναι η µετατροπή του αναλογικού σήµατος εξόδου του γεωφώνου σε 
ψηφιακό από τον καταγραφέα. 
 

• Θόρυβος εξαιτίας ατελειών στη σχεδίαση της διασκόπησης και 

σφαλµάτων παρατήρησης. 

 Στην κατηγορία αυτή συµπεριλαµβάνονται τα σφάλµατα κατά τον 
σχεδιασµό του καννάβου µετρήσεων, καθώς και στη µέτρηση των αποστάσεων.  

Η µη σωστή εκτίµηση του κατακόρυφου των γεωτρήσεων µπορεί να 
εισάγει λάθη µεγάλης τάξης στους χρόνους διαδροµής των αφίξεων βάσει των 
οποίων υπολογίζονται οι ταχύτητες. Το σφάλµα υπεισέρχεται λόγω του ότι η 
απόκλιση αυτή ως προς την κατακόρυφο, µεγαλώνει ή µικραίνει την απόσταση 
µεταξύ των γεωτρήσεων µε αποτέλεσµα όταν υπολογίζετε η ταχύτητα να υπάρχει 
λάθος στους υπολογισµούς. 
 Σφάλµατα παρατηρήσεως κατά την µέτρηση των χρόνων άφιξης των 
σεισµικών κυµάτων από τις κυµατοµορφές συµπεριλαµβάνονται επίσης στην 
κατηγορία αυτή. 
 Τέλος, σφάλµατα κατά την επεξεργασία των µετρήσεων από τον 
ηλεκτρονικό υπολογιστή, µπορούν να εισαχθούν είτε ως παρενέργεια της 
συγκεκριµένης µαθηµατικής διεργασίας που χρησιµοποιήθηκε, είτε από 
επιπολαιότητα του χειριστή. 
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2.8.2  Αξιολόγηση θορύβου - αντιµετώπιση 
 Εχοντας αξιολογήσει το πλάτος των σηµάτων που καταγράφονται, πρέπει 
να γίνει και µια αξιολόγηση του θορύβου, έτσι ώστε κατόπιν να ακολουθήσει 
φιλτράρισµα των κυµατοµορφών. 
 Ο διαχωρισµός του σεισµικού σήµατος από τη σύνθεση σήµατος και 
θορύβου την οποία τελικά καταγράφουµε, εξαρτάται από τον λόγο του σήµατος 
προς το θόρυβο και από την ύπαρξη κάποιων διαφορών µεταξύ των δύο αυτών 
ποσοτήτων. Το πιο σωστό είναι να επιµένουµε στη µεγιστοποίηση του λόγου 
σήµατος προς το θόρυβο. Βέβαια πρέπει πάντα να έχουµε ως αρχή την προστασία 
της ακεραιότητας του σήµατος. Ενας τρόπος βελτίωσης του λόγου σήµατος προς 
θόρυβο είναι η χρήση φίλτρων κατά την διαδικασία συλλογής των µετρήσεων.   

Γενικά προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε είναι, η δυσκολία στον 
προσδιορισµό των ανακλαστήρων λόγω του χαµηλού λόγου σήµατος προς 
θόρυβο, η µη επάρκεια δεδοµένων που προκαλεί δίπλωση και η παρουσία µεγάλου 
πλάτους σηµάτων όπως οι αφίξεις των σωληνοκυµάτων. 
 
 
2.8.3  Σφάλµατα που οφείλονται στην επεξεργασίας των µετρήσεων και στις 
ερµηνευτικές υποθέσεις 
 Σφάλµατα τέτοιου είδους προέρχονται από το στάδιο στο οποίο γίνεται η 
επεξεργασία των µετρήσεων από το πρόγραµµα επεξεργασίας ώστε να 
καταλήξουµε σε αναπαραγωγή του πεδίου των ταχυτήτων στην περιοχή.  
 Αιτίες τέτοιων σφαλµάτων είναι οι ακόλουθες: 

• Η προσπάθεια ερµηνείας µοντέλων που δεν συµφωνούν µε την υπόθεση 
της επίπεδης και οριζόντιας γεωµετρίας των εδαφικών στρώσεων. 

• Για την ίδια περιοχή µελέτης, οι υψηλές αντιθέσεις ταχύτητας, 
συντελούν στο να εξάγονται λανθασµένα αποτελέσµατα.  

• Η περίπτωση κατά την οποία έχουµε ορική διάθλαση της σεισµικής 
ακτίνας. 

• Όταν η σεισµική ακτίνα εφάπτεται µιας πλευράς ενός κελλιού, έτσι ώστε 
το κελί στο οποίο διέρχεται η ακτίνα, να µην αναγνωρίζεται. 

• Ο µεγάλος αριθµός επαναλήψεων σύγκλισης στην λύση οδηγεί τελικά σε 
απόκλιση αυτής. 

• Οταν το µέγεθος της κλίµακας των ανοµοιογενειών του πετρώµατος 
είναι συγκρίσιµο µε το µήκος κύµατος της σεισµικής ακτίνας. Στην 
περίπτωση αυτή δεν εντοπίζεται η ανοµοιογένεια. 

• Οταν δεν υπάρχουν αρκετές µετρήσεις χρόνων διαδροµής ακτίνων οι 
οποίες να διέρχονται από τα κελλιά. 
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2.8.4  Σφάλµατα που προέρχονται από µεθοδολογικούς περιορισµούς. 
 Κατά την εφαρµογή της µεθόδου διάθλασης, υπάρχουν δύο περιορισµοί οι 
οποίοι δεν επιτρέπουν την ανίχνευση ορισµένου στρώµατος κάτω από 
συγκεκριµένες συνθήκες. Συγκεκριµένα ο πρώτος περιορισµός είναι, όταν το 
στρώµα έχει µικρό πάχος ή η ταχύτητα του είναι σχεδόν η ίδια µε την ταχύτητα 
στο αµέσως υπερκείµενο στρώµα. Ο δεύτερος περιορισµός αφορά την περίπτωση 
που η ταχύτητα µέσα σε κάποιο στρώµα είναι µικρότερη από τη ταχύτητα στο 
αµέσως από πάνω του στρώµα. 
 
 
2. 9   Επίδραση των γεωτρήσεων πηγών - δεκτών 

Οι γεωτρήσεις οι οποίες είναι πληρωµένες µε νερό προκαλούν πολύπλοκα 
φαινόµενα µε κύµατα που κατά βάση είναι θόρυβος και καταγράφονται κατά την 
έρευνα. Η παρουσία σωληνοκυµάτων στην γεώτρηση πηγών, η παρουσία 
µαλακών σχηµατισµών (στρώµατα χαµηλής ταχύτητας) και η υψηλής αντίθεσης 
τοπική στρωµατογραφία (επιφάνεια επαφής µαλακού µε σκληρό πέτρωµα) είναι οι 
παράγοντες οι οποίοι είναι υπεύθυνοι για την εµφάνιση τέτοιων κυµάτων. 
 Σε πειράµατα όπου γίνεται χρήση πηγών υψηλών συχνοτήτων και 
καταγράφονται υψηλές ταχύτητες, µπορούµε να παραβλέψουµε την επίδραση των 
γεωτρήσεων. Αυτό γιατί η πηγή εισάγει µόνο ένα µικρό ποσοστό της ενέργειας 
µέσα στην γεώτρηση και οι υψηλές ταχύτητες εξουδετερώνουν την πιθανότητα 
εµφάνισης κωνικών κυµάτων (Meredith 1990). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 
 
ΘΕΩΡΙΑ  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ 

Γενικά κατά την διαδικασία ανακάλυψης ενός νέου φυσικού νόµου, ακολουθούνται 

τα παρακάτω βήµατα: Πρώτα γίνεται µια πρόβλεψη αυτού. Μετά υπολογίζεται το 

αποτέλεσµα αυτής, έτσι ώστε να ελεγχθεί η ορθότητα της πρόβλεψης. Κατόπιν 

ακολουθεί σύγκριση, των αποτελεσµάτων από υπολογισµούς, µε αυτά που 

προέκυψαν από την απευθείας παρατήρηση. Αν τα αποτελέσµατα δεν συµφωνούν, 

τότε η πρόβλεψη ήταν λάθος. Αυτή η απλή ανάλυση είναι το κλειδί της επιστήµης. 

 

- Richard P. Feynman (1965), The Character of Physical Law 

 
 Το αντίστροφο πρόβληµα, εµφανίζεται τόσο στις θετικές επιστήµες, όσο 
και στις τεχνικές εφαρµογές. Τι είναι όµως το αντίστροφο πρόβληµα : Σύµφωνα µε 
τον Menke (1984), αντιστροφή, είναι το σύνολο των µεθόδων που εφαρµόζεται σε 
ένα σύνολο παρατηρήσεων, και χρησιµοποιείται για την εξαγωγή χρήσιµων 
συµπερασµάτων. Σκοπός δεν είναι η απλή εφαρµογή των µεθόδων αλλά η 
κατάλληλη οργάνωσή τους, έτσι ώστε να αποφέρουν το µέγιστο των πληροφοριών 
από ένα δοσµένο σύνολο παρατηρήσεων. Για παράδειγµα, θα µπορούσε να 
θεωρηθεί ότι η αφαίρεση είναι το αντίστροφο της πρόσθεσης. Η ρίζα ενός αριθµού 
είναι το αντίστροφο του τετραγώνου αυτού. ∆ίνοντας µια απάντηση (για 
παράδειγµα τον αριθµό 4), βρίσκεις µια σωρία ερωτήσεων (2+2=; ή 8/2=; ή 

16 =;). Το τελευταίο αυτό παράδειγµα είναι το πιο σηµαντικό, διότι δείχνει 
καθαρά ότι η ίδια απάντηση (π.χ δεδοµένα), µπορεί να προέλθει από πολλές 
ερωτήσεις (π.χ µοντέλα και µεθόδους ανάλυσης). Για αυτόν το λόγο δεν πρέπει να 
προκαλεί έκπληξη ότι ο βαθµός της αβεβαιότητας (που συνήθως είναι πολύ 
υψηλός), είναι ένα εγγενές τµήµα των περισσότερων πραγµατικών αντιστρόφων 
προβληµάτων. Ετσι η επιλογή των παραµέτρων που θα περιγράψουν το υπό 
µελέτη σύστηµα, δεν θα είναι η µοναδική. Υπάρχουν πολλοί συνδυασµοί 
παραµέτρων µοντέλου που θα οδηγήσουν στο ίδιο αποτέλεσµα. Κοινή επιδίωξη 
πάντα είναι η επιλογή µοντέλου που να παρέχει το µέγιστο των πληροφοριών για 
τον πραγµατικό χώρο µελέτης. Είναι φανερό ότι το απόσπασµα της επιφυλλίδας 
του παρόντος κεφαλαίου δείχνει καθαρά ότι ακόµα και η διαδικασία ανακάλυψης 
ενός φυσικού νόµου, είναι από µόνη της ένα αντίστροφο πρόβληµα. 
 Το σύνολο των πιθανών µοντέλων που περιγράφουν επαρκώς το υπό 
µελέτη φυσικό σύστηµα, αποτελεί τον χώρο του µοντέλου. Αντίστοιχα, το σύνολο 
των δεδοµένων τα οποία χαρακτηρίζουν  το µοντέλο, αποτελούν τον χώρο των 
δεδοµένων.  



 23 

Οι φυσικοί επιστήµονες έχουν συνηθίσει να αντιµετωπίζουν προβλήµατα τα 
οποία δίνονται από εξισώσεις µε µοναδική λύση. Εξαιτίας της κλασικής παιδείας 
που οι περισσότεροι επιστήµονες έχουν λάβει, τα προβλήµατα µε µη µοναδική 
λύση τους οδηγούν µάλλον σε αµηχανία. Ακόµα και στη κβαντοµηχανική ή στην 
θεωρία του Χάους, παρέχονται αριθµητικά παραδείγµατα πραγµατικών 
πειραµάτων, στα οποία η αβεβαιότητα στη λύση είναι γεγονός. Μέθοδοι οι οποίες 
είναι κυρίως στατιστικές και οι οποίες χειρίζονται και µελετούν την αβεβαιότητα 
στη λύση, έχουν ζωτικό, αν όχι κεντρικό, ρόλο στην ανάλυση του προβλήµατος. 
 Πως γίνεται όµως η επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος; Γενικά, 
ακολουθείται η διαδικασία όπως περιγράφηκε στην επιφυλλίδα από τον Feynman, 
δηλαδή: πρόβλεψη, αριθµητικός υπολογισµός, σύγκριση. Προστέθηκε ακόµα ένα 
στοιχείο κατά την επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος που είναι η 
αναπροσαρµογή του µοντέλου µε βάση τα αποτελέσµατα (feedback). Οταν 
ερευνάται ένας φυσικός νόµος, γίνεται αρχικά µια πρόβλεψη, υπολογίζεται το 
αποτέλεσµα και συγκρίνεται µε το αποτέλεσµα του πειράµατος. Αν η σύγκριση 
είναι µη ικανοποιητική, αυτό σηµαίνει ότι και η επιλογή του αρχικού µοντέλου 
(αρχική πρόβλεψη) ήταν κακή. Υπάρχουν περιπτώσεις κατά τις οποίες δεν είναι 
δυνατό να επιτευχθεί µια καλύτερη αρχική πρόβλεψη. Αντίθετα, κατά την επίλυση 
προβληµάτων µη γραµµικής αντιστροφής και τοµογραφίας, συνήθως είναι 
γνωστοί οι φυσικοί νόµοι που διέπουν το πρόβληµα (π.χ εξίσωση διάδοσης 
κύµατος), χωρίς όµως να είναι γνωστές οι ακριβείς τιµές των παραµέτρων. Σε 
κάθε περίπτωση, είναι δυνατό να γίνει χρήση της ασυµφωνίας µεταξύ των 
υπολογιζόµενων και των παρατηρούµενων αποτελεσµάτων, έτσι ώστε να γίνει µια 
καλύτερη προσαρµογή στις παραµέτρους και άρα να προκύψει µια βελτιωµένη 
πρόβλεψη. Σε ορισµένες περιπτώσεις, µια τέτοια διόρθωση της αρχικής 
πρόβλεψης είναι αρκετή, ενώ σε άλλες, απαιτούνται πολλές επαναλήψεις της 
παραπάνω διαδικασίας (feedback step) έτσι ώστε να επιτευχθεί η επιθυµητή 
συµφωνία µεταξύ µοντέλου και δεδοµένων. 
 Οι φυσικές ιδιότητες κάποιου συστήµατος χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. 
Στην πρώτη όπου οι ιδιότητες περιγράφονται από διακριτές παραµέτρους (π.χ η 
µάζα της Γης), και στην δεύτερη όπου γίνεται χρήση συνεχών συναρτήσεων. Η 
θεωρία της Αντιστροφής εφαρµόζει διαφορετικές µαθηµατικές µεθόδους, για 
αυτές τις δύο κλάσεις παραµέτρων. Η θεωρία των εξισώσεων των πινάκων 
χρησιµοποιείται για τις διακριτές παραµέτρους και η θεωρία των ολοκληρωτικών 
εξισώσεων για τις συνεχείς συναρτήσεις. Είναι δυνατό φυσικά να θεωρήσουµε µια 
δειγµατοληπτική (διακριτή) µορφή των συνεχών συναρτήσεων, οπότε να υπάρχει 
µια κοινή αντιµετώπιση των προβληµάτων αντιστροφής, και τα αποτελέσµατα των 
συνεχών και διακριτών παραµέτρων να είναι τα ίδια. Ετσι τα δεδοµένα 



 24 

παρατήρησης µπορεί να είναι διακριτά ή συνεχή. Επίσης τίθεται ένα άλλο 
πρόβληµα που έχει σχέση µε τα δεδοµένα, και είναι ο τρόπος συλλογής τους. Τα 
δεδοµένα πρέπει να συλλεχθούν µε τέτοιον τρόπο έτσι ώστε µετά την επεξεργασία 
τους, να µας παρέχουν το µέγιστο των πληροφοριών για το µοντέλο του χώρου 
µελέτης. 

Επίσης, τα δεδοµένα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, ανάλογα µε την 
ακρίβειά τους, τα ιδανικά (θεωρητικά-συνθετικά) δεδοµένα και τα πραγµατικά. Τα 
ιδανικά δεδοµένα είναι ακριβή, µε την επιθυµητή πυκνότητα, διακριτά ή συνεχή 
και χωρίς σφάλµατα. Τα ιδανικά δεδοµένα είναι ανθρώπινο δηµιούργηµα, µε 
σκοπό την χρήση τους στη προσπάθεια επίλυσης του αντιστρόφου προβλήµατος 
(συνθετικά δεδοµένα). Αντίθετα τα πραγµατικά δεδοµένα είναι κατά βάση 
διακριτά, µε τυχαία ή όχι σφάλµατα, ενώ η καλή ή όχι πυκνότητα δειγµατοληψίας, 
είναι αποτέλεσµα µόνο της δυνατότητας ή όχι λήψης µετρήσεων. 

 
 

3.1  Το αντίστροφο πρόβληµα  για ιδανικά δεδοµένα 
Το ερώτηµα που απευθείας τίθεται κατά την µελέτη του συγκεκριµένου 

προβλήµατος, είναι : ποιος είναι ο λόγος της επίλυσης του αντιστρόφου 
προβλήµατος στην περίπτωση ιδανικών δεδοµένων ; Το ερώτηµα πηγάζει από το 
γεγονός ότι, ουδέποτε κατά την εφαρµογή των µεθόδων της αντιστροφής ή της 
τοµογραφίας για την κατασκευή ενός µοντέλου, δεν θα έχουµε ιδανικά δεδοµένα 
στην διάθεση µας. Η µελέτη του συγκεκριµένου προβλήµατος, προήλθε από την 
ανάγκη να απαντηθούν ερωτήµατα του τύπου : υπάρχει λύση στο πρόβληµα ; αν 
υπάρχει λύση είναι η µοναδική ; και ποια η ευστάθεια της λύσης αυτής; 

Το πρώτο πρόβληµα που τίθεται είναι της ύπαρξης ή µη λύσης στο 
συγκεκριµένο πρόβληµα. Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό συνήθως παραλείπεται. 
Η ανυπαρξία ή όχι λύσης στο πρόβληµα, οφείλεται στο γεγονός ότι συνήθως το 
αρχικό µοντέλο της λύσης είναι υπεραπλουστευµένο σε σύγκριση µε το 
πολυσύνθετο πραγµατικό µοντέλο της περιοχής µελέτης. Ετσι κάθε µέθοδος 
αδυνατεί να συγκλίνει σε µία πιθανή λύση του συστήµατος. 

Το δεύτερο πρόβληµα που αντιµετωπίζεται κατά την µελέτη της 
αντιστροφής ιδανικών δεδοµένων, είναι το πρόβληµα της µοναδικότητας ή όχι της 
λύσης. Στην Γεωφυσική το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό και ως απροσδιοριστία 
του Backus (Backus ambiguity), από το γεωφυσικό Backus ο οποίος και µελέτησε 
εκτενώς το θέµα (Backus 1970 a,b,c;). Η µοναδικότητα ή όχι της λύσης έχει σχέση 
µε το πως είναι καθορισµένο το πρόβληµα. Από µαθηµατικής απόψεως, αν το 
πρόβληµα είναι έστω και µερικώς υποκαθορισµένο, τότε υπάρχει πρόβληµα ως 
προς την µοναδικότητα της λύσης. Σε αυτή τη περίπτωση το πρόβληµα είναι 
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ακατάλληλα ορισµένο (ill posed problem). Σε αυτές τις περιπτώσεις, είτε η λύση 
δεν είναι η µοναδική, είτε δεν είναι συνεχής συνάρτηση των δεδοµένων, δηλαδή, 
µικρές διαταραχές στα δεδοµένα, επιφέρουν µεγάλες µεταβολές στα µοντέλα. Το 
τελευταίο αναφέρεται και ως ευστάθεια της λύσης. 

Το πρόβληµα της έλλειψης της µοναδικότητας της λύσης µπορεί να είναι : 
ι) Εγγενές, δηλαδή να οφείλεται στο τρόπο µε τον οποίο παράγονται τα 

δεδοµένα από τα µοντέλα. ∆ιαφορετικά µοντέλα οδηγούν στο ίδιο σύνολο 
δεδοµένων. Γνωστό παράδειγµα στη Γεωφυσική, αποτελεί το πρόβληµα του Gauss 
όπου, ενώ µια γνωστή κατανοµή πυκνότητας καθορίζει ένα µοναδικό εξωτερικό 
βαρυτικό πεδίο, το ίδιο πεδίο δε µπορεί να καθορίσει µια µοναδική κατανοµή 
πυκνότητας. 

ιι) Αποτέλεσµα των απλοποιήσεων που συνήθως γίνονται κατά την 
κατασκευή του µοντέλου. 

Η παρουσία των παραπάνω προβληµάτων, οδηγούν τον µελετητή να 
στραφεί στις παρακάτω κατευθύνσεις : 

ι) Εξέταση της περίπτωσης, το πρόβληµα να επιλυθεί µε την εισαγωγή 
πρόσθετων δεδοµένων, ή ακόµα και µε την τροποποίηση του µοντέλου. 

ιι) ∆ιεύρυνση του ορισµού της λύσης του αντιστρόφου προβλήµατος. 
Σκοπός, -σε αυτή τη περίπτωση- µπορεί να αποτελέσει, όχι η µοναδικότητα της 
λύσης, αλλά απλά η γνώση ιδιοτήτων της λύσης από τα διαθέσιµα δεδοµένα. 

ιιι) Αναζήτηση πρόσθετων προυποθέσεων οι οποίες θα επιτρέψουν την 
εύρεση µοναδικής λύσης. Σε αυτή τη περίπτωση, θεωρούµε ότι τα ‘ακατάλληλα - 
ορισµένα’ προβλήµατα έχουν “καλά ορισµένες“ επεκτάσεις (Franklin, 1970). 
Γνωστό παράδειγµα στη γεωφυσική αποτελεί η επέκταση του προβλήµατος του 
Gauss, σύµφωνα µε το οποίο είναι δυνατή η εύρεση του σχήµατος του σώµατος 
που δηµιουργεί την ανωµαλία. Εφόσον ικανοποιούνται ορισµένες προυποθέσεις 
(Smith 1961), είναι δυνατό να δειχθεί ότι η λύση είναι µοναδική όταν είναι γνωστή 
η αντίθεση πυκνότητας. 

 

3.2  Το αντίστροφο πρόβληµα  για πραγµατικά δεδοµένα 
Τα πραγµατικά δεδοµένα, είναι το αποτέλεσµα πειράµατος ή παρατήρησης, 

και δηµιουργούν πρόσθετα προβλήµατα τόσο στη µοναδικότητα της λύσης, όσο 
και στην κατασκευή του µοντέλου. Τα δεδοµένα σε αυτή τη περίπτωση είναι 
προφανώς, διακριτά και πεπερασµένα σε πλήθος. Το κύριο πρόβληµα είναι ότι, τα 
προβλήµατα στη φύση περιγράφονται από τυχαίας µορφής συνεχείς συναρτήσεις, 
έχουν δηλαδή άπειρους βαθµούς ελευθερίας και κατά συνέπεια χρειάζονται 
“άπειρα” δεδοµένα για την επίλυσή τους. Ο πρακτικός περιορισµός των 
πεπερασµένων δεδοµένων κάνει κατ΄ουσία, όλα τα αντίστροφα προβλήµατα να 
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είναι πρακτικώς υποκαθορισµένα και επιβάλλει την εισαγωγή κάποιων 
απλοποιήσεων στο µοντέλο και την έστω και µερική διακριτοποίησή του. Ακόµα 
πιο πολύπλοκο γίνεται το πρόβληµα εξαιτίας των παρατηρησιακών και άλλων 
σφαλµάτων τα οποία περιέχονται στα δεδοµένα. Ακόµα και η θεώρηση του είδους 
της κατανοµής την οποία ακολουθούν τα σφάλµατα, είναι εσφαλµένη. Επιπλέον 
όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενο κεφάλαιο, η λύση χάνει την µοναδικότητα 
της και αποκτά ένα στατιστικό χαρακτήρα. Με άλλα λόγια, τα πραγµατικά 
δεδοµένα, επιβάλλουν την αλλαγή του περιεχοµένου της έννοιας της λύσης του 
αντιστρόφου προβλήµατος.  

Η ύπαρξη σφαλµάτων στα δεδοµένα υποχρεώνει τη λεπτοµερή µελέτη του 
αντιστρόφου προβλήµατος, σχετικά µε τα ακόλουθα θέµατα : 

α) Ευστάθεια (stability) της λύσης. Σε ορισµένα αντίστροφα προβλήµατα, 
συνήθως σε µια περιοχή του χώρου του µοντέλου (model space), οι λύσεις είναι 
ασταθείς. Σε αυτή τη περίπτωση, µικρά σφάλµατα στα δεδοµένα οδηγούν σε 
µεγάλη αβεβαιότητα στις λύσεις δηλαδή σε ένα µεγάλο αριθµό πιθανών λύσεων. 
Είναι εύκολο να αντιληφθούµε ότι σε αυτό το θέµα η επιθυµητή κατάσταση είναι 
εντελώς αντίθετη µε αυτή του ευθέος προβλήµατος. Στο ευθύ πρόβληµα θα θέλαµε 
µεγάλες διαταραχές στις παραµέτρους να µην οδηγούν σε σηµαντικές αλλαγές στα 
δεδοµένα παρατήρησης. Οµως, σε µια τέτοια περίπτωση, θα είχαµε ένα φοβερά 
ασταθές αντίστροφο πρόβληµα. Η ιδανική λύση θα ήταν η περίπτωση όπου 
διαταραχές στις παραµέτρους του µοντέλου, να προκαλούν ίδιου µεγέθους 
διαταραχές στα δεδοµένα µας, έτσι ώστε τόσο το ευθύ όσο και το αντίστροφο 
πρόβληµα να παρουσιάζουν µια σχετική ευστάθεια. 

β) Ευρωστεία (robustness) της λύσης. Με τον όρο αυτό εννοούµε την 
ανθεκτικότητα της λύσης σε δεδοµένα τα οποία ξεφεύγουν σηµαντικά λόγω 
µεγάλων τυχαίων σφαλµάτων από τη στατιστική σφάλµατος των δεδοµένων. 
Γνωστό παράδειγµα, η ευρύτατα χρησιµοποιούµενη µέθοδος των ελαχίστων 
τετραγώνων, η οποία δεν είναι εύρωστη µια και το κάθε σηµείο επιδρά στη λύση 
µε βάρος, το οποίο αυξάνει όσο περισσότερο απέχει το σηµείο από τη µέση λύση, 
µε αποτέλεσµα σηµεία µε µεγάλα τυχαία σφάλµατα να επηρεάζουν πολύ τη λύση. 

γ) Βάρος των δεδοµένων (data importance). Σε κάθε περίπτωση επίλυσης 
ενός αντιστρόφου προβλήµατος, πρέπει να εξετάζεται το βάρος της επίδρασης των 
δεδοµένων στην τελική λύση. Η µελέτη αυτή έχει ιδιαίτερη σηµασία ως προς τον 
απαραίτητο αριθµό και την κατάλληλη επιλογή των δεδοµένων, τα οποία θα 
επιτρέψουν την καλύτερη ανακατασκευή του µοντέλου. 
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3.3  To γενικό αντίστροφο γεωφυσικό πρόβληµα 
  Εστω ότι έχουµε µια Γη σφαιρική και ισότροπη ενώ η ακτίνα της, r, 
µεταβάλλεται µεταξύ 0 και 1 στις κατάλληλες µονάδες. Κάθε ν-άδα φυσικών 
συναρτήσεων οι οποίες περιγράφουν την κατανοµή διαφόρων φυσικών µεγεθών 
µέσα στη Γη µπορεί να θεωρηθεί ως ένα γήινο µοντέλο, m(r). To σύνολο, M, των 
µοντέλων, m(r), µπορεί να αποτελέσει ένα διανυσµατικό χώρο πάνω στο σύνολο 
των πραγµατικών αριθµών, ενώ ο ορισµός κάποιου εσωτερικού γινοµένου (άρα 
και κάποιου µέτρου) µετατρέπει αυτό τo χώρο σε χώρο Hilbert. Οι Backus και 
Gilbert (1967) όρισαν ως γενικευµένο γεωφυσικό δεδοµένο (gross Earth datum) 
κάθε συναρτησιοειδές F τoυ χώρου Μ που αντιστοιχεί ένα µοντέλο m τoυ M σε 
ένα πραγµατικό αριθµό F(m). H µελέτη µας περιορίζεται, συνήθως, στα γραµµικά 
συναρτησιοειδή, δηλαδή αυτά που είναι γραµµική συνάρτηση τou m (r) : 

F m G m G r m r dr( ) ( , ) ( ) ( )= = ∫
0

1

                            (3.1) 

Τα γραµµικά συναρτησιοειδή προτιµούνται, γιατί εµφανίζονται αρκετά συχνά 
αλλά κυρίως για λόγους απλότητας αφού, συνήθως, µόνο για αυτό είναι δυνατό να 
καταλήξουµε σε συµπεράσµατα. Επίσης, η επίλυση τoυ προβλήµατος των 
γραµµικών συναρτησιοειδών επιτρέπει και τη µελέτη των µη γραµµικών 
περιπτώσεων. Aυτό συµβαίνει, γιατί για τα µη γραµµικά συναρτησιοειδή 
µπορούµε να θεωρήσουµε την παράγωγό τους κατά Frechet, έτσι ώστε: 

( )F m m F m K r m O m+ = + +δ δ δ( ) ( ( ), )
2

        (3.2) 

όπου Κ(r) είναι ο πυρήνας Frechet και Ο|δm|2 απειροστό 2ης τάξης ως προς |δm|. Η 
παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί σε όρους πρώτης τάξης ως: 

( )F m m F m K r m+ = +δ δ( ) ( ( ), )                       (3.3) 

Βλέπουµε ότι καταλήγουµε σε µια σχέση η οποία είναι γραµµική ως προς 
τις διαταραχές δm σ' ένα αρχικό µοντέλο m. Θα πρέπει βέβαια να λάβουµε υπόψη 
ότι αυτή η σχέση, άρα και όλες οι επόµενες στις οποίες Θα καταλήξουµε κατά τη 
µελέτη των γραµµικών συνσρτησιοειδών, είναι προσεγγιστική και ως τέτοια 
πρέπει να αντιµετωπίζεται. 

Αρχικά, θα µελετήσουµε τo αvτίστρoφo γεωφυσικό γραµµικό πρόβληµα 
για την περίπτωση πειραµατικών δεδοµένων τα οποία δεν περιέχουν σφάλµατα. 
Eστω, ότι έχουµε Ν πειραµατικά δεδοµένα, eJ, j =1, 2, . . . , N. Aυτά αποτελούν 
τιµές διαφόρων συναρτησιοειδών Fj για τo πραγµατικό µοντέλο της Γης, m(r), 
δηλαδή: 

e F mj j= ( ) ,            j=1,2,…,N                   (3.4) 
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To γενικό γεωφυσικό αντίστροφο πρόβληµα (γραµµικό ή γραµµικοποιηµένο) 
µπορεί να γραφεί (εξισώσεις 3.1 και 3.4) ως εξής : 

e G r m r drj j= ∫ ( ) ( )
0

1

,           j=1,2,…,Ν        (3.5) 

Οι παραπάνω Ν εξισώσεις ορίζουν ισάριθµες υπερεπιφάνειες στην τοµή 

των oπoίων βρίσκεται και η πραγµατική λύση. Προφανώς, αφού ο Μ είναι χώρος 

συναρτήσεων, δεν θα έχουµε µοναδική λύση. Η µη µοναδικότητα της λύσης 

αυξάνει για την περίπτωση των πραγµατικών δεδοµένων, αφού έχουµε την ύπαρξη 

σφαλµάτων. Γενικά η λύση της (3.5) µπορεί να γραφεί σαν 
m r m r m rp( ) ( ) ( )= + ⊥ , όπου mp(r) µια ειδική λύση της (3.5) και m⊥(r) κάθε 

λύση της: 

0
0

1

= ⋅∫ ⊥K r m r dri ( ) ( )
,          i= 1,2,…,N        (3.6) 

H ύπαρξη της m⊥(r) για πεπερασµένα γεωφυσικά δεδοµένα έχει αποδειχθεί 

από τους Backus και Gilbert (1967) και φανερώνει ότι η γενική λύση δεν είναι 

µοναδική, αφού είναι εµφανές ότι π.χ. κάθε πολλαπλάσιο της m⊥(r) είναι και αυτό 

λύση. 

Θα εξετάσουµε τώρα τον τρόπο εύρεσης µιας "µέσης" λύσης τoυ 

αντιστρόφου προβλήµατος, όπως αυτή προτάθηκε από τους Backus και Gilbert. 

Στην περίπτωση αυτή, ενδιαφερόµαστε για µια λύση η οποία σε κάθε σηµείο της, 

ro, αποτελεί τo µέσο όρο της κάθε δυνατής λύσης σε µια περιοχή τιµών τoυ r 

εύρους I. Προφανώς, ενδιαφερόµαστε αυτή η περιοχή εύρους Ι να είναι όσο τo 

δυνατό πιο µικρή, αφού αυτό σηµαίνει ότι: 

α) Οι δυνατές λύσεις είναι σχετικά συγγενείς µεταξύ τoυς, 

β) Η "µέση" λύση είναι πιθανότερο να βρίσκεται πιο κοντά στην πραγµατική στο 

σηµείο ro. 

Αυτή η "µέση" λύση, <m>(ro), θα είναι προφανώς ένας "παραλλαγµένος 

µέσος όρος" της πραγµατικής λύσης, m(r). Θα υπάρχει δηλαδή µια συνάρτηση, 

Α(r,ro), τέτοια ώστε : 

m r A r r m r dro( ) ( , ) ( )= ∫ 0

0

1

                             (3.7) 

Προφανώς, θέλουµε η µέση λύση να διατηρεί συνολικά τα ίδια 

χαρακτηριστικά "πλάτους" µε την πραγµατική, δηλαδή : 
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m r dr m r dr A r r dr m r dr m r dr

A r r dr

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , )

0 0 0 0

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

1

= ⇒














= ⇒

⇒ =

∫∫∫∫ ∫

∫
(3.8) 

Αφού η "µέση" λύση, <m>(ro), είναι γραµµική συνάρτηση του m(r), θα υπάρχουν 

συντελεστές, αj(ro) ∈ R, j =1, 2, . . . , N, οι οποίοι θα τη συνδέουν γραµµικά µε τα 

Fj(m), τα οποία είναι επίσης γραµµικές συναρτήσεις του m(r), έτσι ώστε : 

m r r F mj j

j

N

( ) ( ) ( )0 0
1

=
=
∑α

                            (3.9) 

και σύµφωνα µε τη σχέση (3.4) : 

m r r ej j
j

N

( ) ( )0 0
1

= ⋅ =
=
∑α a eT

                      (3.10) 

όπου α και e τα διανύσµατα που περιέχουν τα αj και ej. 

 Η παραπάνω σχέση µας δείχνει ότι η “µέση” λύση δεν εξαρτάται από το 

µοντέλο, m, αλλά µόνο από τα πειραµατικά δεδοµένα. Βλέπουµε δηλαδή ότι το 

µόνο το οποίο χρειάζεται είναι να προσδιορίσουµε τα αj(ro). Από τις σχέσεις (3.5), 

(3.7) και (3.9) είναι προφανές ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση : 

A r r r G rj j

j

N

( , ) ( ) ( )0 0
1

=
=
∑ a

                             (3.11) 

 Αφού γνωρίζουµε τα Gj(r), µας αποµένει ο προσδιορισµός της µορφής της 

Α(r,ro), ώστε να καθοριστούν τα αj(ro). Eίvαι εµφανές ότι θα επιθυµούσαµε η 

Α(r,ro) να είναι η συνάρτηση Dirac, έτσι ώστε σύµφωνα και µε την (3.7) να εiχαµε 

<m>(ro) = m(r), δηλαδή η µέση λύση να συνέπιπτε µε την πραγµατική. Κατά 

συνέπεια, θα πρέπει να καθορίσουµε κάποιο κριτήριο οµοιότητας της Α(r,rο) µε τη 

συνάρτηση δ (δ-ness criterion). Eνα τέτoιo θα µπορούσε να είναι η 

ελαχιστοποίηση τoυ ολοκληρώµατος: 

[ ]I A r r r r dr= − −∫ ( , ) ( )0 0
2

0

1

δ
                         (3.12) 

Ιδιαίτερα σηµαντικό είναι η συνάρτηση Α(r,rο) να είναι "στενή" γύρω από 

τo r=ro µε µικρά "πτερύγια" µακριά από τo ro, έτσι ώστε η συνεισφορά τιµών της 

m(r) στov υπολογισµό της <m>(ro) να είναι µικρή. Για τo λόγο αυτό, µπορούµε να 

ζητήσουµε την ελαχιστοποίηση όχι της (3.12) αλλά γενικά της: 
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[ ]S r A J r r A r r r r dr( , ) ( , ) ( , ) ( )0 0 0 0
2

0

1

= − −∫ δ
              (3.13) 

H J(r,rο) θα θέλαµε να είναι µια θετική συνάρτηση η οποία να µηδενίζεται 

στο r=ro και να αυξάνει µονότονα µακριά από αυτό. Με αυτό τoν τρόπo, 

"τιµωρούµε" τις µεγάλες διαφορές Α(r,ro) - δ(r-rο) µακριά από τo r = ro. Av 

λάβουµε υπ' όψη ότι J(ro,ro)=0 καθώς και τις ιδιότητες της δ(r-rο), η (3.13) γίνεται: 

( )S r A J r r A r r dr( , ) , ( , )0 0
2

0

0

1

= ∫                           (3.14) 

H ελαχιστοποίηση αυτής της σχέσης, µετά την επιλογή µιας κατάλληλης 

J(r,ro) και αφού έχει ληφθεί υπ' όψη η σχέση (3.8), θα καθορίσει τη µορφή της 

Α(r,rο). O Backus (1970c) παρουσίασε µια γενική θεωρία για όλα τα πιθανά δ-

κριτήρια µε κατάλληλη επιλογή της J(r,ro) και ανάλυσε τη σηµασία της επιλογής 

αυτής, ανάλογα µε τo πρόβληµα που αντιµετωπίζεται κάθε φορά. 

Αντικαθιστώντας την (3.11) στις (3.14) και (3.8) έχουµε: 

S r A a a J r r G r G r dri j i j
i j

N

( , ) ( , ) ( ) ( )
,

0 0

0

1

1

= ∫∑
=

               (3.15) 

και 

a G r drj j
j

N

( ) =∫∑
=

1
0

1

1
                                    (3.16) 

Αν ορίσουµε τις ακόλουθες ποσότητες: 

S J r r G r G r drij i j= ∫ ( , ) ( ) ( )0

0

1

                           (3.17) 

και 

a G r drj j
j

N

( ) =∫∑
=

1
0

1

1
                                   (3.18) 

τότε oι σχέσεις (3.15) και (3.16) µετασχηµατίζονται στις: 

S r A a S a a Saj ij j
T

i j

N

( , )
,

0
1

= =
=
∑                            (3.19) 

και 
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a u u a u aj j
T T

j

N

= ⇒ = ⇒ − =
=
∑ 1 1 1 0

1
                    (3.20) 

H ελαχιστοποίηση της (3.19) πρέπει να γίνει υπό τους περιορισµούς της 

(3.20). Εισάγουµε τov πολλαπλασιαστή Lagrange -2λ και αντί της S(ro,A) 

ελαχιστοποιούµε την ποσότητα : 

 ′ = − − = − −S r A S r A u a a Sa u ao
T T T( , ) ( , ) ( ) ( )0 2 1 2 1λ λ  (3.21) 

Av λάβουµε υπ' όψη ότι Sij = Sji (σχέση 3.17), δηλαδή ότι S = ST, τότε : 

∂
∂

λ λ
′
= ⇒ − = ⇒ = −S

a
a S u a S uT T0 2 2 0 1

          (3.22) 

Αντικαθιστώντας τo α από την (3.22) στην (3.20) έχουµε: 

1
11= = ⇒ =−u a u S u

u Su
T T

T
λ λ                    (3.23) 

οπότε η (3.22) γίvεται: 

a
S u

u SuT
=

−1

                                                 (3.24) 

Αντικαθιστώντας τo α στην (3.10) έχουµε τελικά : 

m r a e
u S e

u S u
T

T

T
( )0

1

1
= =

−

−                                 (3.25) 

H λύση στην οποία καταλήξαµε είναι η λύση µε τη µεγαλύτερη διακριτική 

ικανότητα, δηλαδή η λύση εκείνη η οποία για τo συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, 

e, µας επιτρέπει να προσεγγίσουµε στη µικρότερη δυνατή κλίµακα τις ιδιότητες 

της m(r). Τη λύση αυτή θα επιλέγαµε αν τα δεδοµένα µας ήταν απαλλαγµένα από 

σφάλµατα. Στην περίπτωση, όµως, όπου έχουµε σφάλµατα, είναι αναγκαίο να 

εισάγουµε κάποιες τροποποιήσεις. Η διασπορά τoυ µοντέλου δίνεται από τη σχέση 

: 

ε 2 = ∆ ∆m mT
                                            (3.26) 

Από τη (3.10) έχουµε ότι: 

∆ ∆m a eT=                                               (3.27) 

οπότε 

ε 2 = =a e e a a R aT T T
ee∆ ∆                              (3.28) 

όπου Ree = ∆e ∆eT είναι ο πiνακας συµµεταβλητότητας των δεδοµένων. 

Η ελαχιστοποίηση του ε2, µε παρόµοιο τρόπο µε αυτή τou S(ro,A), οδηγεί 

σε αποτέλεσµα παρόµοιο µε τη σχέση (3.25). ∆ηλαδή : 
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m r
u R e

u R u

T
ee

T
ee

ε 2 0

1

1=

−

−
=

min
( )

                                  (3.29) 

Βλέπουµε ότι καταλήξαµε σε µια δεύτερη λύση η οποία παρουσιάζει τo µικρότερο 

σφάλµα, ε2, σε αντίθεση µε τη (3.25) που παρουσιάζει τη µεγαλύτερη διακριτική 

ικανότητα, S(ro,A). Οι Backus και Gilbert (1970) έδειξαν ότι αυτές οι ποσότητες 

είναι γενικά αντιστρόφως ανάλογες. Ως ιδανική (optimum) λύση πρότειναν την 

ακόλουθη : 

$ ( )m r
u W e

u W u

T

T0

1

1
=

−

−                                           (3.30) 

όπου ο W είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των S και Ree. ∆ηλαδή: 

W S Ree= − +( )1 θ θ                                      (3.31) 

όπου θ ∈[0,1]. 

H παραπάνω λύση είναι ισοδύναµη µε την επιλογή ενός α = α(Θ), τo oπoίo 

δίνεται από τη σχέση: 

a
W u

u W uT
( )θ =

−

−

1

1                                       (3.32) 

Aν για διάφορα θ, υπολογίσουµε τo α και στη συνέχεια τα ε2 = αΤ Reea και 

S(ro,A) = aT S a.  

H καµπύλη αυτή επιβάλλει µια συναλλαγή (trade-off) µεταξύ διακριτικής 

ικανότητας και σφάλµατος. Οι Backus και Gilbert πρoτείνουν η επιλογή του θ (και 

κατά συνέπεια των a, W και m(ro)) να γίνει µε την επιλογή ενός ιδανικού 

(optimum) σηµείου στην καµπύλη συναλλαγής (trade-off curve) τo oπoίo 

ικανοποιεί κάποιο κριτήριο, π.χ. στο σχήµα µας αυτό για τo oπoίo ε2 + S(ro,A) = 

minimum. Σε κάθε περίπτωση, αυτό τo κριτήριο µπορεί να αλλάξει, ανάλογα µε τo 

αν µας ενδιαφέρει η λύση να έχει µικρό σφάλµα ή µεγάλη διακριτική ικανότητα. 

Ολα τα προηγούµενα συµπεράσµατα ισχύουν µόνο για τα γραµµικά 

προβλήµατα. Για τα µη γραµµικά προβλήµατα, τα οποία έχουν γραµµικοποιηθεί 

σε µια περιοχή µιας αρχικής προσεγγιστικής λύσης τoυς, όλες οι ανωτέρω σχέσεις 

ισχύουν κατά προσέγγιση. Ο σηµαντικότερος περιορισµός είναι ότι η σχέση (3.10) 

δεν είναι ακριβής αλλά προσεγγιστική. Αυτό σηµαίνει ότι η διόρθωση δm σε κάθε 

βήµα ενός µη γραµµικού προβλήµατος δεν εξαρτάται µόνο από τα πειραµατικά 

δεδοµένα, e, αλλά και από τo αρχικό µοντέλο, m. Εχουµε, έτσι, µια πρόσθετη 

αβεβαιότητα για την τελική µας λύση καθώς και για όλα τα χαρακτηριστικά της 

(καµπύλη συναλλαγής κλπ. ). 
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3.4 Μέθοδοι Αντιστροφής Σεισµικών καταγραφών 
Τα δεδοµένα που αποκτώνται κατά την διάρκεια σεισµικής διασκόπησης, 

είναι είτε κυµατοµορφές (waveforms), είτε χρόνοι διαδροµής (traveltimes). Σε 

αυτά εφαρµόζονται κάποιες τεχνικές αντιστροφής ανάλογες του είδους των 

δεδοµένων. Οι κυριότερες µέθοδοι αντιστροφής, ανάλογα µε το είδος των 

δεδοµένων και τη µεθοδολογία υπολογισµού συνθετικών δεδοµένων, είναι οι 

παρακάτω : 

1. Αντιστροφή χρόνων διαδροµής (travel time inversion).  

2. Αντιστροφή των χρόνων διαδροµής µε βάση την κυµατική εξίσωση (Wave 

equation traveltime inversion - WT method).  

3. Μέθοδος αντιστροφής πλήρους κυµατοµορφής (Full wave ή Full waveform 

inversion). 

4. Μέθοδος αντιστροφής χρόνων διαδροµής και πλήρους κυµατοµορφής (Τravel 

time Inversion + Full wave equation).  

 

 

3.5  Βασικές Αρχές της Σεισµικής Τοµογραφίας 
Το βασικό αντικείµενο αυτής της µεθόδου, είναι ο προσδιορισµός της 

τρισδιάστατης κατανοµής των ταχυτήτων των κυµάτων χώρου µέσα στη Γη, 

χρησιµοποιώντας τις πρώτες αφίξεις των χρόνων διαδροµής, µεταξύ πηγών και 

γεωφώνων που είναι γνωστές οι θέσεις τους µέσα στον χώρο. Αυτό το πρόβληµα 

είναι πολύ κοινό κατά την σεισµική τοµογραφία µεταξύ γεωτρήσεων, όπου γίνεται 

προσπάθεια δισδιάστατης απεικόνισης του χώρου µεταξύ των γεωτρήσεων. Το 

ίδιο πρόβληµα του υπολογισµού του µοντέλου των ταχυτήτων σε ένα µέσο, 

εµφανίζεται και σε άλλες περιπτώσεις όπως στη περίπτωση της τοµογραφίας 

τοπικών σεισµών ή τηλεσεισµών στη σεισµολογία. 

 

 

3.5.1  Μοντέλα ταχύτητας των σεισµικών κυµάτων 
Οταν ένα σεισµικό κύµα διαδίδεται σε κάποιο µέσο (medium) απαιτείται 

κάποιος χρόνος για τη διάδοση του, από την πηγή του κύµατος έως το σηµείο 

όπου θα γίνει η καταγραφή. Ο χρόνος αυτός καλείται χρόνος διαδροµής του 

κύµατος (traveltime). Οταν ένα κύµα διαδίδεται σε ένα µέσο στο οποίο δεν 

παρατηρούνται φυσικές µεταβολές, το κύµα θα έχει µια σταθερή ταχύτητα, η 

οποία καλείται σεισµική ταχύτητα (wave velocity). Το πεδίο ταχύτητας µπορεί να 

καθοριστεί είτε µέσω συναρτήσεων οι οποίες θα περιγράφουν την συνολική 

µεταβολή του πεδίου ταχύτητας για όλο το χώρο µελέτης (Global velocity 

representation), είτε ορίζοντας τη τοπική σεισµική ταχύτητα (local velocity 
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representation), που σχετίζεται µε κάθε σηµείο στο χώρο και η οποία µπορεί να 

εξαχθεί µε βάση τη ταχύτητα δύο γειτονικών σηµείων. Η τοπική καθυστέρηση 

(local slowness) είναι το αντίστροφο της τοπικής ταχύτητας. Γενικά, είναι πιο 

βολική η χρήση των µοντέλων καθυστέρησης των κυµάτων κατά την αντιστροφή 

ή τοµογραφία, και αυτό διότι οι σχετικές εξισώσεις που επιλύουν το πρόβληµα 

είναι στην περίπτωση αυτή γραµµικές. 

Στη περίπτωση της συνολικής παρουσίασης του πεδίου ταχύτητας 

επιλέγεται ένας πεπερασµένος αριθµός κανονικοποιηµένων σφαιρικών αρµονικών 

( )Υl
m θ φ, , οι οποίες σχηµατίζουν µια ορθογώνια βάση : 

h r f ri k l
m( ) ( ) ( , )= Υ θ φ                                    (3.33) 

όπου fk(r) είναι ένα σύνολο συναρτήσεων βάθους οι οποίες είναι ορθοκανονικές 

ως προς το βάθος ενδιαφέροντος. Η παραπάνω προσέγγιση ακολουθήθηκε από 

τους Dziewonski (1984) και Morelli και Dziewonski (1985, 1986). Το 

πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι για µικρές µέγιστες τιµές των l και k 

περιορίζονται οι άγνωστοι παράµετροι. Το µειονέκτηµα της µεθόδου είναι η 

έλλειψη υψηλής διακριτικής ικανότητας. Είναι δυνατό µικρές (σε διαστάσεις) 

ανοµοιογένειες ταχύτητας που εµφανίζονται και στους χρόνους διαδροµής να µη 

περιγράφονται από αυτό το γενικό µοντέλο ταχύτητας. Η παρουσίαση µε βάση τις 

σφαιρικές αρµονικές είναι κατάλληλη για τον κατώτερο µανδύα και το πυρήνα, 

όπου οι αναµενόµενες ανοµοιογένειες είναι πιο εξοµαλυµένες από αυτές του πάνω 

µανδύα. 

Στην περίπτωση παρουσίασης της τοπικής σεισµικής ταχύτητας, µπορούµε 

να θεωρήσουµε τα παρακάτω µοντέλα καθυστέρησης. Μερικές φορές δεχόµαστε 

την καθυστέρηση ως µια συνάρτηση s(x) της θέσης x.  

ι) Το µοντέλο συνίσταται από οµογενή κελιά (cells) στο δισδιάστατο χώρο, ή 

κύβους (blocks) στον τρισδιάστατο χώρο, µε καθυστέρηση sj (την τιµή της 

καθυστέρησης στο jth κελί ή κύβο). 

ιι) Το µοντέλο συνίσταται από ένα κάνναβο (grid), µε τιµές της καθυστέρησης 

στους κόµβους του καννάβου αυτού (grid points), ενώ οι ενδιάµεσες τιµές 

καθυστέρησης καθορίζονται µε παρεµβολή (bilinear, trilinear, spline, etc.). 

Φυσικά, καθώς οι διαστάσεις των κελλιών/κύβων, γίνονται ολοένα και µικρότερες 

(κάτω του απειροελάχιστου), θεωρούµε ότι καθένα από αυτά τα στοιχεία έχει 

σταθερή καθυστέρηση, ως µια περίπτωση ενός συνεχούς µοντέλου. 

 Οταν δεν είναι σηµαντικό το ποιος τύπος µοντέλου καθυστέρησης θα 

επιλεγεί για την επίλυση, αναφερόµαστε στο µοντέλο ως ένα διάνυσµα s στον 

διανυσµατικό χώρο S. Οπως και αν γίνει η παραµετροποίηση του µοντέλου, 

πρέπει πάντα να έχουµε υπόψην ότι, για πραγµατικά προβλήµατα, τα µοντέλα που 

προτείνουµε θα έχουν κατ΄ ανάγκη πολύ λιγότερες παραµέτρους, από τις 
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παραµέτρους του χώρου που θέλουµε να παρουσιάσουµε. Κατά συνέπεια, το 

µοντέλο που προτείνουµε είναι ανάλογο µε τις φιγούρες των κινουµένων σχεδίων, 

όπου γίνεται προσπάθεια να αποδώσουµε τα κύρια χαρακτηριστικά µε τις 

ελάχιστες λεπτοµέρειες. 

 

3.5.2  Αρχή του Fermat και Συναρτησιοειδές των χρόνων διαδροµής 
 Ο χρόνος διαδροµής για ένα σεισµικό κύµα, είναι το ολοκλήρωµα της 

καθυστέρησης κατά µήκος της σεισµικής ακτίνας που ενώνει πηγή µε δέκτη. Για 

να γίνει πιο ξεκάθαρο, πρέπει να ορίσουµε δύο συναρτησιοειδή για τους χρόνους 

διαδροµής. 

 Ας θεωρήσουµε µια τροχιά Ρ, µιας σεισµικής ακτίνας που ενώνει την πηγή 

και τον δέκτη σε ένα συνεχές µοντέλο καθυστέρησης s. Ορίζουµε ένα 

συναρτησιοειδές τΡ το οποίο δίνει τους χρόνους διαδροµής κατά µήκος της ακτίνας 

Ρ : 

( ) ( )τ Ρ Ρ

Ρ

s s x dl= ∫                                        (3.34) 

όπου dlP 
είναι η απειροελάχιστη απόσταση κατά µήκος της σεισµικής ακτίνας Ρ. 

 Σύµφωνα µε την αρχή του Fermat (Fermat 1891, Goldstein 1950, Born and 

Wolf 1980) το κύµα το οποίο φθάνει σε ορισµένο σηµείο από ορισµένη πηγή, 

ακολουθεί το συντοµότερο δρόµο από όλους τους δρόµους που είναι δυνατό να 

ακολουθήσει, δηλαδή, ακολουθεί αυτόν που απαιτεί τον ελάχιστο χρόνο. ∆ηλαδή 

η αρχή του Fermat ελαχιστοποιεί το τΡ(s) σε συνάρτηση µε την τροχιά Ρ.  

 

Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι η αρχή του Fermat είναι στην 

πραγµατικότητα η πιο ασθενής συνθήκη, κατά την οποία το ολοκλήρωµα του 

χρόνου διαδροµής είναι σταθερό (stationary) σε συνάρτηση µε τις µεταβολές στην 

σεισµική ακτίνα. Για την µέθοδο αντιστροφής µε βάση τους χρόνους διαδροµής, η 

παραπάνω αρχή σηµαίνει ότι οι χρόνοι διαδροµής πρέπει να είναι ελάχιστοι. 

 Ας ορίσουµε τώρα ένα συναρτησιοειδές τ�, το οποίο και δίνει τους χρόνους 

διαδροµής υπακούοντας την αρχή του Fermat (ελάχιστος χρόνος διαδροµής). Το 

συναρτησιοειδές θα δίνεται από τον τύπο : 

( ) ( )τ τ∗

∈

=s s
P Paths

Pmin                                         (3.35) 

όπου µε τον όρο Paths θεωρούνται όλες οι δυνατές ακτίνες που ενώνουν το 

δοσµένο ζευγάρι πηγής - δέκτη. Η συγκεκριµένη ακτίνα που ικανοποιεί την σχέση 

(3.35) ορίζεται ως Ρ�. Αν περισσότερες της µιας ακτίνας ικανοποιούν την σχέση 

(3.35), τότε επιλέγεται µία από αυτές ως η αντιπροσωπευτική. 
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 Αντικαθιστώντας την (3.34) στην (3.35), προκύπτει η αρχή του Fermat για 

τον ελάχιστο χρόνο : 

( )τ ∗ = =
∗

∗
∫∫s s x dl s x dlP

P
P

PP

( ) min ( )
                  (3.36) 

Το συναρτησιοειδές του χρόνου διαδροµής τ�(s), είναι αµετάβλητο σε µικρές 

µεταβολές στη σεισµική ακτίνα P�(s). 

 

 

3.5.3  Νόµος του Snell. 
Ο νόµος του Snell  είναι συνέπεια της αρχής του Fermat (Born and Wolf 

1980). Το συµπέρασµα αυτό µπορεί εύκολα να προκύψει χρησιµοποιώντας ένα 

απλό  γεωµετρικό επιχείρηµα, βασισµένο στην σταθερότητα του 

συναρτησιοειδούς του χρόνου διαδροµής. Το γνώστο αποτέλεσµα είναι ότι : 
s1sinθ1=s2sinθ2,          (Snell’s law)                  (3.37) 

όπου θ1 και θ2 είναι οι γωνίες που σχηµατίζουν οι σεισµικές ακτίνες, µε την 

κάθετο στην διαχωριστική επιφάνεια των δύο µέσων. 

 Πρέπει να τονιστεί ότι ο νόµος του Snell είναι πολύ ειδικός και 

συγκεκριµένος. Υπάρχουν διάφορες υποθέσεις που στηρίζουν την 

εφαρµοσιµότητα του νόµου αυτού, όπως : τα σηµεία Α (πηγή) και Β (δέκτης) να 

βρίσκονται µακρυά από την διαχωριστική επιφάνεια, τα δύο µέσα (media) 

εκατέρωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, να είναι οµογενή µε σταθερή ισότροπη 

τιµή καθυστέρησης. Σε προβλήµατα όµως πιο γενικής απεικόνισης, το υποκείµενο 

µέσο µπορεί να είναι πολύ πολύπλοκο, οπότε δεν είναι πρόσφορη η χρήση του 

νόµου του Snell. Μια τυπική µέθοδος προσδιορισµού της ακτίνας µε τη χρήση του 

νόµου αυτού, µπορεί να αποτύχει σε ορισµένες περιπτώσεις, οπότε πρέπει να 

ληφθεί µέριµνα χρησιµοποιώντας πιο εύρωστες (robust) µεθόδους για τον 

προσδιορισµό της σεισµικής ακτίνας και του αντίστοιχου χρόνου διαδροµής. 

Τέτοιες µέθοδοι θα παρουσιαστούν παρακάτω. 

 

 
3.6 Σεισµική Αντιστροφή και Τοµογραφία 
 Θεωρούµε µια οµάδα παρατηρούµενων χρόνων διαδροµής, t1, …, tm, που 

προέρχονται από m ζευγάρια πηγών-δεκτών, τα οποία βρίσκονται σε µέσο µε 

κατανοµή καθυστέρησης s(x). Εστω ότι, Ρi είναι η ακτίνα που ικανοποιεί την αρχή 

του Fermat και ενώνει τα i ζευγάρια πηγών-δεκτών. Αγνοώντας τα 

παρατηρησιακά σφάλµατα προκύπτει ότι : 
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( )s x dl ti

i

i
Ρ

Ρ

=∫ ,   i=1,…,m                           (3.38)    

 Εστω ένα µοντέλο σταθερής καθυστέρησης σε κελιά και lij το µήκος της i 

σεισµικής ακτίνας που διέρχεται από το jth κελί : 

l dlij
P cell

P

i j

i=
∩∫                                 (3.39) 

Αν n είναι το σύνολο των κελιών, η σχέση (3.38) µπορεί να γραφεί ως : 

l s tij j i
j

n

=
=
∑

1
,                       i=1,…,m      (3.40) 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι, για κάθε i, η σεισµική ακτίνα µήκους lij είναι µηδέν 

για τα περισσότερα κελιά j, καθώς µια σεισµική ακτίνα τέµνει µόνο µερικά από τα 

κελιά του µοντέλου. 

 Μπορούµε να επαναπαρουσιάσουµε την εξίσωση (3.40), υπό µορφή 

πινάκων, καθορίζοντας τα διανύσµατα στήλης s και t και τον πίνακα Μ, ως : 

s =
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s
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               (3.41) 

Εποµένως η σχέση (3.40) µπορεί να γραφεί ως : 

M  s  =  t                                                 (3.42) 

 

Μπορούµε να θεωρήσουµε την εξίσωση (3.42), ως την αριθµητική προσέγγιση της 

σχέσης (3.36) (η διακριτή µορφή της εξίσωσης). Η σχέση (3.42) µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για κάθε σύνολο σεισµικών ακτίνων, ανάλογα µε το κατά πόσο 

αυτές οι σεισµικές ακτίνες ελαχιστοποιούν την σχέση (3.36) ή όχι. Αν οι σεισµικές 

ακτίνες που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή του πίνακα Μ, είναι οι ακτίνες µε 

ελάχιστο χρόνο διαδροµής, τότε, πρέπει να έχουµε κατά νου ότι ο Μ είναι µια 

συνάρτηση του s. 

 

 

Ο χρόνος διαδροµής για την ith σεισµική ακτίνα, 

t l si ij j

j

=
=
∑

1

16
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 Οι µέθοδοι που αναπτύχθηκαν εφαρµόζονται τόσο στο δισδιάστατο χώρο, 

όσο και στο τρισδιάστατο. Χρησιµοποιείται ο όρος αντιστροφή τόσο σε 2-D όσο 

και σε 3-D εφαρµογές. Οταν γίνεται αναφορά σε εφαρµογές δύο διαστάσεων, τότε 

χρησιµοποιείται ο όρος τοµογραφία. Το πρόθεµα τοµο- είναι ελληνικό και 

σηµαίνει φέτα (αποδίδεται αγγλικά από το slice). Παροµοίως, τα κελιά στις δύο 

διαστάσεις, συχνά καλούνται pixels καθώς αποτελούν στοιχεία εικόνας δύο 

διαστάσεων. Τα κελιά στις τρεις διαστάσεις συχνά καλούνται voxels καθώς 

αποτελούν στοιχεία όγκου τριών διαστάσεων. 

 
 
3.6.1  Προσεγγιστικός προσδιορισµός του µοντέλου καθυστέρησης µε 

οπισθοπροβολή (Backprojection) 
 Ο όρος οπισθοπροβολή (backprojection) χρησιµοποιήται για να οριστεί η 

προσεγγιστική ανακατασκευή του µοντέλου καθυστέρησης, επιλύοντας την 

εξίσωση (3.42) ως προς το διάνυσµα καθυστέρησης s. Αν έχουµε το χρόνο 

διαδροµής ti κατά µήκος της ith ακτίνας, και γνωρίζουµε ότι το ολικό µήκος της 

ακτίνας κατά µήκος της ίδιας τροχιάς είναι : 

L li ij
j

n

=
=
∑

1
                                                  (3.43) 

τότε η µέση τιµή της καθυστέρησης κατά µήκος συγκεκριµένης σεισµικής ακτίνας, 

θα είναι : 

s
t

L

sdl

dl
i

i

i

P

P

P

P

i

i

i

i

= =
∫
∫ .                                    (3.44) 

Η ith σεισµική ακτίνα θα θεωρείται ότι διέρχεται από το jth κελί αν lij>0, ενώ δεν 

τέµνει καθόλου το κελί αν lij=0. Ενας υπολογισµός για την καθυστέρηση του j 

κελιού µπορεί να γίνει υπολογίζοντας τον µέσο όρο της βραδύτητας <s>i, για όλες 

τις σεισµικές ακτίνες που διέρχονται από το συγκεκριµένο κελί. Αυτή η διαδικασία 

αποτελεί και τη οπισθοπροβολή (backprojection) : Αθροιση όλων των µέσων 

καθυστερήσεων και διαίρεση µε τον αριθµό των ακτίνων για το κάθε κελί. 

 Στην πιο απλή περίπτωση µπορούµε να διαµορφώσουµε την παραπάνω 

διαδικασία, εισάγοντας την συνάρτηση προσήµου (sgn), έτσι ώστε sgn(lij)=1 αν 

l ij>0 και sgn(lij)=0 αν lij=0. Σε αυτήν την περίπτωση, ο ολικός αριθµός των 
ακτίνων που διέρχονται από το jth κελί θα είναι :  

N lj iji

m
=

=∑ sgn( )
1

                                         (3.45) 
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οπότε η µέση καθυστέρηση θα είναι : 

( )s N l
t

Lj j ij
i

ii

m

≅ ⋅−

=
∑1

1

sgn                                      (3.46) 

Η εξίσωση (3.46) είναι η πιο βασική για τον πιο απλουστευµένο υπολογισµό της 

καθυστέρησης (elementary backprojection). Η παραπάνω σχέση εφαρµόζεται το 

ίδιο επιτυχώς και για τις ταχύτητες. Η ανωτέρω εξίσωση παρέχει ένα γρήγορο, 

αλλά όχι ακριβή υπολογισµό της τιµής της καθυστέρησης σε ένα κελί, και 

βασίζεται στα διαθέσιµα δεδοµένα. 

 Σε πολλές περιπτώσεις στις οποίες εφαρµόζεται η σχέση (3.46), φαίνεται να 

οδηγεί σε λανθασµένους υπολογισµούς, πράγµα που δειχνεί την αδυναµία της 

µεθόδου, να χρησιµοποιηθεί σε εργασίες που απαιτούν υψηλής ακρίβειας 

ανακατασκευή του µοντέλου ταχυτήτων. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι η 

καθυστέρηση σε ένα κελί j, δίνεται ως το άθροισµα µε βάρος των γινοµένων lijti. 

Αυτός ο υπολογισµός φαίνεται να είναι βελτιωµένος σε σύγκριση µε τον 

προηγούµενο, καθώς λαµβάνει υπόψην κατά τους υπολογισµούς την περίπτωση 

κατά την οποία lij=0, αλλά συµπληρωµατικά δίνει µεγαλύτερο βάρος κατά τους 

υπολογισµούς, στην ακτίνα µε το µεγαλύτερο µήκος εντός του κελλιού. Ετσι η 

παραπάνω εξίσωση γίνεται : 

s w l tj i ij i

i

m

≅
=
∑

1
,                                           (3.47) 

όπου πρέπει να γίνει και κάποια επιλογή του παράγοντα w. Αντικαθιστώντας την 

(3.47) στην (3.42), προκύπτει ότι : 

l s w l l t tij j k

k

m

j

n

ij kj

j

n

k i=













⋅ ≅

== =
∑∑ ∑

11 1
                         (3.48). 

Συνήθως η επιλογή του παράγοντα του βάρους στις παραπάνω εξισώσεις, δίνεται 

από µια σχέση της µορφής : 

w li ij

j

n

=














=

−

∑ 2

1

1

                                           (3.49). 

Ορίζοντας ένα διαγώνιο πίνακα D  του οποίου τα στοιχεία δίνονται από την σχέση 

: 

( )D MM lii
T

ii ij

j

n

= =
=
∑ 2

1
                                       (3.50) 

προκύπτει ότι οι σχέσεις (3.47) και (3.49) δίνουν την εξίσωση : 

s D M tT≅ −1
.                                            (3.51) 
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Οι σχέσεις (3.46) και (3.51), όπως και οι αριθµητικές παραλλαγές αυτών, 

αποτελούν µεθόδους βασικού υπολογισµού της καθυστέρησης µε οπισθοπροβολή 

(elementary backprojection). Στην προσπάθεια υπολογισµού ολοένα και 

ακριβέστερων αντιστρόφων οι παραπάνω προσεγγιστικοί υπολογισµοί της 

καθυστέρησης, συχνά αποτελούν το αρχικό µοντέλο µιας επαναληπτικής 

διαδικασίας υπολογισµών.  
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3.6.2 Τοµογραφία µε δεδοµένα χρόνων διαδροµής (travel time tomography).  
Γενική αρχή της µεθόδου είναι ότι το µήκος κύµατος των ανωµαλιών που 

προσδιορίζονται, είναι µεγαλύτερο του µήκους κύµατος της ακτινοβολίας. Η 

αδυναµία της µεθόδου συνίσταται στην χρήση της προσέγγισης υψηλών 

συχνοτήτων (high frequency approximation). Η παραδοχή της προσέγγισης αυτής, 

γίνεται διότι η κυµατική εξίσωση στις υψηλές συχνότητες παίρνει την µορφή : 

 ∇ = ⋅2
2

2

2u
1

c

u

t

∂
∂                                               (3.52) 

που είναι και η κατάλληλη για ευθεία σεισµική ακτίνα ή απλή καµπύλη. Η περιοχή 

στην οποία κινείται η σεισµική ακτίνα, ορίζεται από την ακτίνα Fresnel 

(r=[L.λ]1/2), όπου L είναι το µήκος της σεισµικής ακτίνας και λ είναι το µήκος 

κύµατος. Οσο αυξάνεται η συχνότητα, τόσο µειώνεται η ακτίνα Fresnel. Στην 

περίπτωση όπου η µεταβολή της συχνότητας µε το βάθος, είναι ανάλογη της 

µεταβολής των ταχυτήτων, τότε η µέθοδος αποτυγχάνει στον προσδιορισµό του 

τελικού µοντέλου των ταχυτήτων. Οταν δεν ισχύει η θεώρηση υψηλών 

συχνοτήτων, τότε παρουσιάζονται φαινόµενα συµβολής και περίθλασης. Ο 

Williamson (1991) παρατήρησε ότι το µικρότερου µεγέθους χαρακτηριστικό που 

µπορεί µε ακρίβεια να ανακατασκευαστεί, µε εφαρµογή της µεθόδου αντιστροφής 

χρόνων διαδροµής, έχει διάσταση που δίνεται από τον τύπο (L.λ)1/2, όπου L είναι η 

απόσταση διάδοσης του κύµατος και λ είναι το µήκος κύµατος. Η ανάλυση και 

ακρίβεια του µοντέλου που προσδιορίζεται από την µέθοδο αυτή, είναι µικρότερη 

από αυτή που παρέχει η µέθοδος αντιστροφής πλήρους κυµατοµορφής (Full wave 

inversion).  

 Το πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι η συνάρτηση προσαρµογής (misfit 

function) - το άθροισµα των τετραγώνων σφάλµατος, µεταξύ παρατηρούµενων και 

υπολογιζόµενων χρόνων διαδροµής - µπορεί να θεωρηθεί προσεγγιστικά γραµµική 

σε σχέση µε τις κανονικοποιηµένες διαφορές µεταξύ αρχικών και πραγµατικών 

µοντέλων ταχυτήτων. Αποτέλεσµα είναι, να υπάρξει µικρή µεταβολή της 

κατανοµής των ταχυτήτων στον χώρο και εποµένως να επιφέρει µικρή µεταβολή 

στους χρόνους διαδροµής. Συµπερασµατικά, αυτό σηµαίνει ότι πετυχηµένη 

αντιστροφή µπορεί να επιτευχθεί ακόµα και στην περίπτωση κατά την οποία το 

αρχικό µοντέλο είναι µακριά από το πραγµατικό µοντέλο. 
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3.6.3  Τοµογραφία µε χρήση των χρόνων διαδροµής και επίλυση µε βάση την 
κυµατική εξίσωση (Wave equation traveltime inversion - WT method).  

Χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι η χρήση συνθετικών σεισµογραµµάτων, 

τα οποία υπολογίζονται µε κάποια µέθοδο µοντελοποίησης, πλήρους 

κυµατοµορφής (χρησιµοποιείται κυρίως η µέθοδος πεπερασµένων διαφορών). 

Ετσι στην εφαρµογή της µεθόδου σε σεισµογράµµατα δεν γίνεται χρήση της 

θεωρίας σεισµικών ακτίνων, οπότε δεν γίνεται και η παραδοχή της προσέγγισης 

υψηλών συχνοτήτων στα δεδοµένα. Η µέθοδος WT είναι παρόµοια της µεθόδου 

αντιστροφής πλήρους κυµατοµορφής, όταν το αρχικό µοντέλο ταχύτητας 

προσεγγίζει πολύ καλά το πραγµατικό µοντέλο ταχύτητας. Το πλεονέκτηµα της 

µεθόδου είναι, ότι µπορεί να δώσει ένα ικανοποιητικό µοντέλο, ακόµα και όταν οι 

µέθοδοι προσδιορισµού της σεισµικής ακτίνας (ray tracing methods), 

αποτυγχάνουν να υπολογίσουν τους σωστούς χρόνους πρώτων αφίξεων. Οπως και 

η προηγούµενη µέθοδος, έτσι και η WT δεν είναι σε θέση να παράγουν µοντέλα 

ανάλογης ποιότητας και ακρίβειας µε αυτά της µεθόδου αντιστροφής πλήρους 

κυµατοµορφής. 

 

 

3.6.4 Τοµογραφία περίθλασης και αντιστροφή πλήρους κυµατοµορφής. 
 Η τοµογραφία περίθλασης (Devaney 1984, Harris 1987, Wu και Toksoz 

1987, Lo et al. 1990) αποτελείται από µια συλλογή µεθόδων, 

συµπεριλαµβανοµένου και των µεθόδων του Born (Born 1926, Newton 1966) και 

Rytov (Rytov 1937, 1938, Keller 1969, Born and Wolf 1980), οι οποίες κάνουν 

χρήση των πληροφοριών που παρέχουν οι κυµατοµορφές, ως σεισµικά δεδοµένα. 

Επιτυχής αντιστροφές πραγµατικών δεδοµένων έχουν επιτευχθεί χρησιµοποιώντας 

τόσο δεδοµένα µικροκυµάτων (συχνότητες µεγαλύτερες των  20GHz), όσο και 

δεδοµένα υπερηχητικών κυµάτων (ultrasonic), σε τοµογραφίες περίθλασης 

(Tabbara et al. 1988). Σε αυτή την περίπτωση αντί να γίνει χρήση µόνο των 

πρώτων αφίξεων των χρόνων διαδροµής, ως δεδοµένα για την αντιστροφή, γίνεται 

χρήση τόσο των χρόνων όσο και των πλατών και φάσεων των κυµατοµορφών. Σε 

αντίθεση µε τις προηγούµενες µεθόδους (π.χ  αντιστροφή χρόνων διαδροµής) η 

µέθοδος αυτή είναι πολύ ευαίσθητη στην επιλογή του αρχικού µοντέλου και στα 

πλάτη του θορύβου. Κατά την εφαρµογή της µεθόδου, αν γίνει χρήση µιας 

µεθόδου βαθµίδας (gradient method) θα οδηγήσει σε εσφαλµένο τοπικό ελάχιστο, 

στην περίπτωση όπου το αρχικό µοντέλο είναι πολύ διαφορετικό από το 

πραγµατικό.  

Είναι απαραίτητη η χρήση όλων των πληροφοριών που παρέχει η 

κυµατοµορφή, όταν το µήκος κύµατος αυτής, είναι συγκρίσιµο µε το µέγεθος της 
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ανωµαλίας που θέλουµε να απεικονίσουµε. Η θεώρηση της ακτινικής θεωρίας, 

ισχύει περιοριστικά µόνο για τις πολύ υψηλές συχνότητες, ή ισοδύναµα, για µήκη 

κύµατος πολύ “µικρά” συγκρινόµενα µε το µέγεθος της ανωµαλίας. Ο όρος 

“µικρά” είναι αντικείµενο της ερµηνείας, αλλά µακρόχρονη εµπειρία στην 

ασυµπτωτική θεωρία της διάδοσης του κύµατος (Bleistein 1984) έχει δείξει ότι, αν 

το µεγαλύτερο µήκος κύµατος των δεδοµένων είναι λmax, τότε η ακτινική θεωρία 

ισχύει για ανωµαλίες µεγέθους ≅ 3λmax ή µεγαλύτερες. Αν η παραπάνω σχέση 

παραβιάζεται κατά την διάρκεια ενός τοµογραφικού πειράµατος, τότε η 

τοµογραφία περίθλασης (δηλαδή χωρίς τη παραδοχή προσέγγισης υψηλών 

συχνοτήτων στα δεδοµένα µας) παίζει ένα σηµαντικό ρόλο στην ικανοποιητική 

ανακατασκευή του χώρου µελέτης.   

 Η τοµογραφία περίθλασης έχει διάφορα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα 

έναντι της µεθόδου τοµογραφίας χρόνων διαδροµής. Με τον τρόπο µε τον οποίο 

χρησιµοποιείται σήµερα, είναι µια αυστηρά γραµµική µέθοδος τοµογραφίας. Η 

ύπαρξη ενός αρχικού µοντέλου είναι απαραίτητη. Το αρχικό µοντέλο είναι 

συνήθως οµογενές και απλό. Η µέθοδος αυτή απαιτεί µια σύγκριση µεταξύ του 

προβλεπόµενου κυµατικού πεδίου (wave fields) και του παρατηρούµενου. Αν 

θεωρήσουµε πολύπλοκο αρχικό µοντέλο τότε στην τοµογραφία περίθλασης θα 

λάβουµε παραµορφωµένα κύµατα (distorted wave), ως διαφορά µεταξύ του 

υπολογιζόµενου σύνθετου κυµατικού πεδίου και του παρατηρούµενου. Επίσης, 

επειδή γίνεται χρήση κυµατοµορφών και όχι χρόνων, όλα τα στοιχεία συµµετέχουν 

στην συνάρτηση σφάλµατος. Το πρόβληµα που εµφανίζεται σε αυτές τις 

περιπτώσεις, είναι ότι η συνάρτηση σφάλµατος (misfit function) µπορεί να είναι 

ισχυρά µη γραµµική, σε σχέση µε το προτεινόµενο µοντέλο ταχύτητας. Αυτό 

σηµαίνει ότι, µια µικρή µεταβολή στα δεδοµένα επιφέρει µεγάλη µεταβολή στο 

µοντέλο. Σε άλλες περιπτώσεις, είναι δυνατό να καταλήξουµε στην λύση του 

τοµογραφικού προβλήµατος, αν το υπολογιζόµενο και το παρατηρούµενο 

κυµατικό πεδίο διαφέρουν κατά µια µικρή ποσότητα. Κατά συνέπεια, η 

τοµογραφία περίθλασης είναι ένας τύπος γραµµικής τοµογραφίας, παρόλο που 

στην περίπτωση αυτή οι ακτίνες δεν είναι ευθείες, ενώ παραµένει γραµµικό το 

πρόβληµα και από µαθηµατικής απόψεως, καθώς οι διαταραχές του αρχικού 

µοντέλου πρέπει να είναι πολύ µικρές. Άρα, η τοµογραφία περίθλασης είναι 

σαφώς υποδιαίστερη της τοµογραφίας χρόνων διαδροµής, αφού εν γένει ανήκει 

στη γραµµική τοµογραφία. Μια επαναληπτική µέθοδος για τοµογραφία 

περίθλασης, πρόσφατα προτάθηκε από τους Ladas και Devaney (1991, 1992), ενώ 

µια µη γραµµική µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων για αντιστροφή πλήρους 

κυµατοµορφής έχει προταθεί από τους Tarantola και Valette (1982) και Tarantola 

(1984). 
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 Από την άλλη πλευρά, η τοµογραφία περίθλασης είναι πιο επιτυχής από τη 

τοµογραφία χρόνων διαδροµής, και αυτό διότι χρησιµοποιεί περισσότερες 

πληροφορίες, οι οποίες περιέχονται στις σεισµικές κυµατοµορφές. Η µέθοδος αυτή 

έχει ακόµα σοβαρά προβλήµατα που σχετίζονται µε την αβεβαιότητα των 

δεδοµένων πλάτους. Είναι καλά γνωστό ότι η απόσβεση των κυµάτων, η σκέδαση 

αυτών, η τρισδιάστατη γεωµετρική διασπορά, η µετατροπή των ιδιοµορφών των 

κυµάτων (mode conversion), όπως και οι επιδράσεις ανάκλασης / εκποµπής, 

µπορούν όλα µαζί να δράσουν αρνητικά στις κυµατοµορφές που καταγράφονται. 

Κατά συνέπεια, για να θεωρηθεί επιτυχής µια τοµογραφία περίθλασης πρέπει να 

βρεθεί τρόπος ταυτόχρονης αποµάκρυνσης των θορύβων, οι οποίοι αναφέρθηκαν 

νωρίτερα, από τα πραγµατικά δεδοµένα. Ετσι, η χρήση της τοµογραφίας 

περίθλασης, έχει περιοριστεί στην αντιστροφή δύο διαστάσεων, και η πιο επιτυχής 

εφαρµογή της έχει γίνει µε υπέρηχους στην Ιατρική, ή µε µικροκύµατα για 

χαρτογράφηση και ανίχνευση µεταλλικών οπλισµών σε σκυρόδεµα. 

 Συµπερασµατικά, η τοµογραφία περίθλασης και η αντιστροφή πλήρους 

κυµατοµορφής µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ανοικτή σε µια πιο επιστάµενη 

µελέτη. Τα αποτελέσµατα µοντέλων καθυστέρησης από την τοµογραφία χρόνων 

διαδροµής, µπορούν να αποτελέσουν αρχικό µοντέλο για την τοµογραφία 

περίθλασης. Ετσι, η τοµογραφία περίθλασης παρέχει ένα ακόµα εργαλείο για 

βελτίωση των αποτελεσµάτων της αντιστροφής και τοµογραφίας των χρόνων 

διαδροµής. 

 

 

3.6.5  Τοµογραφία µε αντιστροφή των χρόνων διαδροµής και της πλήρους 
κυµατοµορφής (Τravel time Inversion + Full wave equation). 
Εκµεταλλευόµενοι τα πλεονεκτήµατα των δύο µεθόδων που αναφέρθηκαν 

παραπάνω γίνεται εφαρµογή µιας νέας µεθόδου, η οποία θεωρείται περισσότερο 

αξιόπιστη (Zhou et al. 1995). Κύρια χαρακτηριστικά της είναι : 

1.  Αυξηµένος ρυθµός σύγκλισης στο πραγµατικό µοντέλο, λόγω µη 

ευαισθησίας  στο αρχικό µοντέλο. 

2.  Μεγάλου βαθµού διακριτική ικανότητα . 

3.  ∆εν είναι αναγκαία η παραδοχή προσέγγισης υψηλών συχνοτήτων στα 

δεδοµένα. 

4.  Η µέθοδος αυτή δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη στην ύπαρξη θορύβου στα 

δεδοµένα. 

 Βασικό χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι ότι πρώτα γίνεται αντιστροφή 

για τα µεγάλου µήκους κύµατος χαρακτηριστικά ταχύτητας µε βάση την 

αντιστροφή των χρόνων διαδροµής (traveltime inversion) και κατόπιν γίνεται ένας 
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εµπλουτισµός του παρόντος µοντέλου µε πιο λεπτοµερή χαρακτηριστικά, µε βάση 

την µέθοδο αντιστροφής πλήρους κυµατοµορφής (waveform inversion).  

 

 

3.7  Γραµµική - Μη Γραµµική Αντιστροφή και Τοµογραφία 
 Κατά την επίλυση του ευθέος προβλήµατος (forward problem), ζητείται να 

καθοριστούν τα Μ και t, µε δεδοµένο το s. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να 

υπολογιστεί η σεισµική ακτίνα µεταξύ κάθε ζεύγους πηγής και δέκτη (κάνοντας 

χρήση κάποιου αλγορίθµου ray tracing) και κατόπιν να υπολογιστεί ο χρόνος 

διαδροµής ως ολοκλήρωµα κατά µήκος της σεισµικής ακτίνας. 

 Στο γραµµικό τοµογραφικό ή αντίστροφο (linear tomography or inversion) 

πρόβληµα, παρέχονται ως δεδοµένα τα Μ και t, και σκοπός είναι ο προσδιορισµός 

του s. Η θεώρηση που γίνεται σε αυτή τη περίπτωση είναι ότι οι σεισµικές ακτίνες 

είναι εκ των προτέρων (a priori) γνωστές, το οποίο και ισχύει στην γραµµική 

θεώρηση, αγνοώντας την εξάρτηση της σεισµικής ακτίνας από τη κατανοµή των 

τιµών της καθυστέρησης στον χώρο. Συχνά, δεχόµαστε την σεισµική ακτίνα ως 

µια ευθεία γραµµή που ενώνει την πηγή µε τον δέκτη. Η γραµµική τοµογραφία 

εφαρµόζεται στη γεωφυσική διασκόπηση αλλά ακόµα περισσότερο στην ιατρική 

ενδοσκόπηση. 

 Σε προβλήµατα µη γραµµικής τοµογραφίας και αντιστροφής (nonlinear 

tomography or inversion), δίδονται µόνο οι χρόνοι διαδροµής t (για το ζεύγος 

πηγής-δέκτη, έχοντας γνωστές τις θέσεις αυτών), και σκοπός είναι ο 

προσδιορισµός του s και του M . Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, η εξάρτηση των 

σεισµικών ακτίνων από την κατανοµή των τιµών της καθυστέρησης στο χώρο, 

είναι πολύ ισχυρή και καθορίζει άµεσα την αρχιτεκτονική του αλγόριθµου 

αντιστροφής. Η µη γραµµική αντιστροφή, εφαρµόζεται κατά τις περιπτώσεις όπου 

παρατηρείται σηµαντική µεταβολή των τιµών καθυστέρησης στην περιοχή 

ενδιαφέροντος. Οι σεισµικές ακτίνες σε τέτοια µέσα, παύουν να είναι ευθείες 

γραµµές (γραµµικό πρόβληµα), και παρουσιάζουν µεγάλη καµπυλότητα (µη 

γραµµικό), η τιµή της οποίας δεν µπορεί να είναι γνωστή πριν η διαδικασία της 

αντιστροφής αρχίσει. 

 Τα προβλήµατα γραµµικής τοµογραφίας και αντιστροφής, µπορούν 

προσεγγιστικά να λυθούν εφαρµόζοντας µεθόδους οπισθοπροβολής 

(backprojection) (παρ. 3.6.1). Τα γραµµικά αντίστροφα προβλήµατα µπορούν να 

λυθούν µε µεγαλύτερη ακρίβεια µε χρήση κάποιας µεθόδου βελτιστοποίησης 

(optimization technique). Χρησιµοποιώντας την λύση ελαχίστων τετραγώνων για 

παράδειγµα, η κανονική εξίσωση για το διάνυσµα s δίνεται από το παρακάτω τύπο 

: 
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( )$s t=
−

Μ Μ ΜΤ Τ1
                                            (3.53) 

δεχόµενοι φυσικά ότι ο αντίστροφος του πίνακα ΜΤ
Μ υπάρχει. Αν ο αντίστροφος 

δεν υπάρχει, τότε η εξίσωση (3.53) πρέπει να κανονικοποιηθεί (regularized). Η 

κανονικοποίηση πραγµατοποιείται µε άθροιση ενός θετικού πίνακα στον ΜΤ
Μ, 

και αντικατάσταση του αντιστρόφου της σχέσης (3.53), από τον τροποποιηµένο 

πια αντίστροφο. 

 Για την επίλυση της µη γραµµικής αντιστροφής, απαιτείται η χρήση ενός 

επαναληπτικού αλγορίθµου, ο οποίος θα βρίσκει την προσεγγιστική λύση sb. Η 

δοµή ενός τέτοιου προγράµµατος δίνεται παρακάτω: 

1.  Θέτουµε ως sb ένα αρχικό µοντέλο, το οποίο µπορεί να είναι π.χ ένα οµογενές 

µοντέλο ή το καλύτερο µοντέλο βασισµένο σε γνωστές γεωλογικές 

παρατηρήσεις. 

2.  Υπολογίζουµε τον πίνακα των σεισµικών ακτίνων Μ και τους χρόνους 

διαδροµής tb για τις παραµέτρους sb, και κατόπιν υπολογίζεται η διαφορά των 

δύο χρόνων ∆t=t-t b (παρατηρούµενος - υπολογιζόµενος). 
3.  Αν το ∆t είναι ικανοποιητικά µικρό τότε θεωρείται το sb ως τελική λύση και 

τέλος. Αλλιώς προχωράµε στο βήµα 4. 
4.  Βρίσκεται µια διόρθωση του µοντέλου ∆s ως λύση του γραµµικού αντίστροφου 

προβλήµατος : Μ.∆s=∆t. 
5.  Βελτιώνονται οι παράµετροι του µοντέλου sb, παρέχοντας νέες παραµέτρους 

που δίνονται από το άθροισµα των παλίων sb και των διορθώσεων ∆s. 
6.  Επιστρέφουµε στο βήµα 2. 
 

 Ο παραπάνω αλγόριθµος λειτουργεί ικανοποιητικά τις περισσότερες φορές, 

αλλά όχι πάντα. Για µοντέλα τα οποία έχουν µικρή αντίθεση τιµών καθυστέρησης, 

ο παραπάνω αλγόριθµος θα συγκλίνει σε µια αληθοφανή λύση. Οταν όµως η 

µέθοδος αποτυγχάνει, σηµαίνει ότι το µοντέλο παρουσίαζε υψηλή διακύµανση 

στις τιµές του. Για την αντιµετώπιση τέτοιου είδους προβληµάτων, προτείνονται 

τεχνικές που µειώνουν την διακύµανση των τιµών καθυστέρησης, και εγγυούνται 

υψηλό βαθµό οµαλότητας (smoothness) του µοντέλου. 

 Αναλύοντας τον αλγόριθµο, παρατηρούµε ότι υπάρχουν δύο µόνο στάδια, 

κατά τα οποία λαµβάνουν χώρα σηµαντικοί υπολογισµοί. Το στάδιο 2, είναι η 

επίλυση του ευθέος προβλήµατος για τις παραµέτρους sb. Το στάδιο αυτό δεν 

παρουσιάζει κάποια αστάθεια στην επίλυση και αυτό διότι µπορεί να επιλυθεί µε 

όση ακρίβεια επιθυµείται (φυσικά υπάρχουν περιορισµοί υπολογιστικής ισχύος). 

Στο στάδιο 4, παρουσιάζεται το βήµα της γραµµικής αντιστροφής σε ένα 

αλγόριθµο µη γραµµικής αντιστροφής. Αυτό πρέπει να δηµιουργήσει κάποιους 

περιορισµούς αφού στη γραµµική αντιστροφή δεχόµαστε ότι το καινούργιο 
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µοντέλο (ύστερα από την άθροιση της διόρθωσης), δεν είναι τόσο διαφορετικό 

από το προηγούµενο, έτσι ώστε να δικαιολογούνται οι σηµαντικές διαφορές στον 

πίνακα Μ των σεισµικών ακτίνων, από το ένα βήµα στο επόµενο. Αν η παραπάνω 

παραδοχή δεν ισχύει, τότε το στάδιο 4, παύει να ισχύει, και τα στάδια 4 και/ή 5 

στον αλγόριθµο, πρέπει να τροποποιηθούν. 

 Η ανάλυση εφαρµοσιµότητας (feasibility analysis), παρέχει ένα σετ 

αυστηρών φυσικών περιορισµών στην διαδικασία της ανακατασκευής του 

µοντέλου. Η εµπειρία έχει δείξει ότι, αν εφαρµοστούν περιορισµοί στην 

εφαρµοσιµότητα, τότε δεν απαιτούνται περιορισµοί στην οµαλοποίηση της λύσης, 

ή, στα όρια της µέγιστων και ελάχιστων τιµών του µοντέλου. Στο κεφάλαιο που 

ακολουθεί, θα γίνει ανάλυση τέτοιων προβλήµατων µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια, 

ενώ θα αναφερθούν µέθοδοι σταθεροποίησης του µη γραµµικού αντίστροφου 

προβλήµατος. 

 

 

3.8 Ανάλυση της εφαρµοσιµότητας, κατά την εφαρµογή µεθόδων αντιστροφής 
των χρόνων διαδροµής 
 Η ιδέα της χρήσης κάποιων περιορισµών εφαρµοσιµότητας είναι πρόβληµα 

που εµφανίζεται κυρίως κατά την επίλυση µη γραµµικών προβληµάτων (Fiacco 

and McCormick, 1990). Παρόλα αυτά, µόλις πρόσφατα διαπιστώθηκε ότι κάποιες 

φυσικές αρχές, όπως για παράδειγµα η αρχή του Fermat, στην πραγµατικότητα 

οδηγούν στην εφαρµογή αυστηρών περιορισµών εφαρµοσιµότητας σε µη 

γραµµικά προβλήµατα (Berryman 1991). Η κύρια διαφορά που παρουσιάζεται 

µεταξύ της ανάλυσης που γινόταν έως τώρα στον µη γραµµικό προγραµµατισµό 

και στη νέα ανάλυση που εφαρµόζεται, είναι ότι οι συναρτήσεις οι οποίες 

χρησιµοποιούνταν στο µη γραµµικό προγραµµατισµό ήταν συνεχείς και 

διαφοροποιήσιµες, οπότε ήταν σχετικά εύκολο να υπολογιστούν επακριβώς. 

Αντίθετα, τα συναρτησιοειδή στη µη γραµµική αντιστροφή (π.χ τα 

συναρτησιοειδή των χρόνων διαδροµής), δεν είναι συνεχή ή διαφοροποιήσιµα, 

οπότε είναι δύσκολος και ο υπολογισµός τους. Οι περιορισµοί εφαρµοσιµότητας 

που χρησιµοποιούνται κατά την επίλυση ενός αντιστρόφου προβλήµατος, είναι θα 

λέγαµε περισσότερο γενικοί παρά συγκεκριµένοι. 

 Η ανάλυση που µελετάται, είναι πολύ σηµαντική διότι βοηθάει στο να 

χαρακτηριστεί η λύση του αντιστρόφου προβλήµατος, καθώς και να απαντηθούν 

ερωτήµατα που έχουν σχέση µε την εύρεση του τοπικού ή ολικού ελαχίστου του 

αντιστρόφου προβλήµατος. 
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3.8.1  Καθορισµός των περιορισµών εφαρµοσιµότητας 
 Η εξίσωση (3.38), θεωρεί ότι Pi είναι η σεισµική ακτίνα που υπακούει στην 

αρχή του Fermat (ελάχιστος χρόνος) και οδηγεί σε ισότητες οι οποίες µπορούν να 

εκφραστούν υπό µορφή διανυσµάτων µε την εξίσωση Ms=t. Ας θεωρήσουµε τώρα 

ότι Pi είναι µια τυχαία σεισµική ακτίνα, ανεξάρτητα από το αν είναι η ακτίνα 

ελάχιστου χρόνου διαδροµής. Η αρχή του Fermat µας επιτρέπει να γράψουµε την 

εξίσωση  

( )s x dl ti

i

i
Ρ

Ρ

≥∫                                         (3.54) 

όπου ti είναι ο παρατηρούµενος χρόνος διαδροµής για το ζευγάρι i ποµπού και 

δέκτη. Οταν γίνει εφαρµογή της παραπάνω σχέσης για κάθε µοντέλο (κελιά ή 

κύβους) και για όλες τις σεισµικές ακτίνες i, θα προκύψουν m ανισότητες οι 

οποίες µπορούν να γραφούν υπό µορφή διανυσµάτων ως : 

Μ ⋅ ≥s t                                                (3.55) 

Οι εξισώσεις (3.54) και (3.55), µπορούν να θεωρηθούν ως µια οµάδα 

περιοριστικών ανισοτήτων, ως προς τον προσδιορισµό του µοντέλου 

καθυστέρησης s. Οταν το s ικανοποιεί τις m ανισότητες, τότε το s είναι αποδεκτό 

(εφαρµόσιµο - feasible). Οταν έστω και ένας περιορισµός δεν ικανοποιείται, τότε 

χαρακτηρίζουµε το s ως µη αποδεκτό (µη εφαρµόσιµο - infeasible). Το σύνολο 

των ανισοτήτων, αποτελεί τους περιορισµούς εφαρµοσιµότητας (feasibility 

constraints). 

 Η εφαρµογή των περιορισµών εφαρµοσιµότητας είναι σχετικά εύκολη σε 

προβλήµατα µη γραµµικού προγραµµατισµού (Fiacco and McCormick, 1990), 

όταν οι περιορισµοί για το διάνυσµα της λύσης είναι συγκεκριµένοι. Οµως, κατά 

την επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος απαιτείται ένας ακόµη υπολογισµός. 

Γενικά, οι περιορισµοί για το διάνυσµα των χρόνων διαδροµής είναι 

συγκεκριµένοι, σε αντίθεση µε τους περιορισµούς του διανύσµατος της 

καθυστέρησης, που είναι τελείως ασαφής, άρα πρέπει να υπολογιστούν. Αυτός ο 

πρόσθετος βαθµός πολυπλοκότητας του αντιστρόφου προβλήµατος, είναι 

αναπόφευκτος, αν και αντιµετωπίζεται σχετικά εύκολα µε µια µικρή τροποποίηση 

του αλγορίθµου της µη γραµµικής αντιστροφής. 

 

 

3.9  Προβλήµατα κατά την επίλυση του Αντιστρόφου προβλήµατος (Ghosts in 

Traveltime Inversion and Tomography) 

 Κατά την επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος εµφανίζονται 

προβλήµατα τα οποία στην διεθνή βιβλιογραφία αναφέρονται ως φαντάσµατα 
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(ghosts). Φάντασµα στην σεισµική αντιστροφή χρόνων διαδροµής, είναι ένα 

µοντέλο το οποίο όµως δεν επηρρεάζει διόλου τη προσαρµογή των αναµενόµενων 

και των παρατηρούµενων χρόνων διαδροµής. Για παράδειγµα αν ισχύει το 

παρακάτω : 

Ms=t,   M(s+g)=t,                                             (3.56) 

τότε µε επίλυση των δύο σχέσεων προκύπτει ότι : 

Mg = 0,                                                      (3.57) 

οπότε το g ανήκει στον µηδενικό χώρο (null space) του πίνακα Μ, δηλαδή στο 

µηδενικό χώρο του αντίστοιχου συναρτησιοειδούς των χρόνων διαδροµής. 

Προσεκτική ανάλυση των προβληµάτων που συχνά εµφανίζονται, έδειξε ότι 

µερικά από αυτά είναι αναπόφευκτα λόγω της περιορισµένης δυνατότητας ελέγχου 

των δεδοµένων, όταν αυτά συλλέγονται. Αλλα προβλήµατα προέρχονται από 

ατυχή επιλογή του τρόπου διακριτοποίησης του µοντέλου. 

 Σηµαντικό είναι να επισηµάνουµε, ότι πολλές φορές είναι αδύνατη ή/και µη 

επιθυµητή η αποµάκρυνση όλων των προβληµάτων - φαντασµάτων. Η λύση 

ελαχίστων τετραγώνων, δεν µπορεί να προσδιοριστεί στην περίπτωση κατά την 

οποία ο πίνακας ΜΤ
Μ είναι µη αντιστρέψιµος. Η αδυναµία αντιστροφής του 

παραπάνω πίνακα οφείλεται στην ύπαρξη µηδενικού χώρου στον πίνακα Μ, ο 

οποίος χώρος απαρτίζεται από φαντάσµατα (ghosts). Σε ορισµένες περιπτώσεις 

αναπτύσσονται τεχνικές για την αποµάκρυνση των φαντασµάτων (Ivansson, 

1986), αλλά όχι πάντα. 

 

 

3.9.1 Περιορισµοί εφαρµοσιµότητας και Φαντάσµατα 
Σε προηγούµενη παράγραφο αναφέρθηκε ότι οι περιορισµοί 

εφαρµοσιµότητας εξαρτώνται από τα δεδοµένα (χρόνοι διαδροµής), ενώ τα 

φαντάσµατα είναι ανεξάρτητα των χρόνων διαδροµής και εξαρτώνται µόνο από 

τον πίνακα των σεισµικών ακτίνων. Συµπερασµατικά, οι περιορισµοί 

εφαρµοσιµότητας είναι πάντα ορθογώνιοι σε όλα τα διανύσµατα των 

φαντασµάτων.  

Στην πραγµατικότητα, η παραπάνω θεώρηση είναι υπεραπλουστευµένη για 

τη περίπτωση της µη γραµµικής αντιστροφής, και αυτό διότι µπορεί να ζητείται η 

ταυτόχρονη εξέταση πολλών πινάκων σεισµικών ακτίνων. 

 

 

3.9.2  Τύποι “φαντασµάτων”  
Παρακάτω θα γίνει ανάλυση των συνηθέστερων προβληµάτων που 

εµφανίζονται σε προβλήµατα σεισµικής αντιστροφής. 
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3.9.2.1  Φάντασµα ενός µεµονωµένου κελιού (Single cell ghost) 
 Φάντασµα ενός µεµονωµένου κελιού εµφανίζεται όταν ένα κελί δεν 

τέµνεται από καµµία σεισµική ακτίνα. Το κελί αυτό δεν καλύπτεται από καµία 

σεισµική ακτίνα άρα δεν υπάρχει κανένα στοιχείο για τον χώρο αυτό. Κατά 

συνέπεια και η τιµή καθυστέρησης του χώρου αυτού θα είναι αυθαίρετη, µιας και 

δεν υπάρχει κανένας χρόνος διαδροµής από την οµάδα των δεδοµένων. Ο πιο 

κατάλληλος τρόπος επίλυσης του παραπάνω προβλήµατος είναι, η υιοθέτηση µιας 

αυθαίρετης τιµής καθυστέρησης, που θα είναι η µέση τιµή για όλα τα κελιά, ή η 

µέση τιµή καθυστέρησης όλων των παρακείµενων κελιών. 

 
3.9.2.2  ∆ύο κελιά από τα οποία διέρχεται µια µόνο σεισµική ακτίνα 
 Στην περίπτωση κατά την οποία δύο κελιά καλύπτονται µόνο από µια 

σεισµική ακτίνα, προκύπτει φάντασµα και αυτό διότι η αύξηση δti στους χρόνους 

διαδροµής κατά τη κίνηση των ακτίνων διαµέσου των δύο κελιών, είναι 

αµετάβλητη σε διαταραχές της µορφής : 

( )g l lik ij
Τ = −0 0 0 0 0 0,..., , , ,..., , , ,...,                       (3.58) 

καθώς 

( ) ( )δ α αt l s l s l s l l s li ij j ik k ij j ik ik k ij= + = + + −      (3.59) 

όπου α είναι µια αυθαίρετη µονόµετρη ποσότητα. Ο µόνος περιορισµός στον α 

είναι ότι το διαταρασσόµενο διάνυσµα καθυστέρησης 

s’=s+αg                                                  (3.60) 

πρέπει να είναι θετικό. Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι δεν υπάρχει φάντασµα που να 

προέρχεται από κελί το οποίο καλύπτεται από µια σεισµική ακτίνα. 

 Ο σωστότερος τρόπος αντιµετώπισης αυτού του προβλήµατος είναι η 

θεώρηση ότι τα δύο κελιά (ιδιαίτερα αν είναι παρακείµενα), αποτελούν ένα κελί 

µεγαλύτερης διάστασης µε την ίδια τιµή καθυστέρησης και για τα δύο. Με αυτό το 

τρόπο επιτυγχάνεται η αποµάκρυνση του προβλήµατος αλλά ταυτόχρονα και η 

µείωση των παραµέτρων του µοντέλου που πρέπει να προσδιοριστούν, κατά ένα. 

 Αν περισσότερα των δύο κελιών καλύπτονται από µια σεισµική ακτίνα, 

τότε θα εµφανιστούν πολλαπλά φαντάσµατα (για ν κελιά θα υπάρχουν ν-1 

φαντάσµατα). Ξανά, ένας τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι η 

θεώρηση όλων των κελιών ως ένα κελί. Αυτή η λύση δεν είναι και η καλύτερη για 

την περίπτωση όπου τα κελιά δεν είναι παρακείµενα, και για αυτό άλλοι τρόποι θα 

αναφερθούν παρακάτω. 

 

3.9.2.3  Υποκαθορισµένα κελιά 
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 Οι προηγούµενες αναφορές είναι ειδικές περιπτώσεις ενός πιο γενικού 

προβλήµατος που είναι η περίπτωση υποκαθορισµένων κελιών σε 

υπερκαθορισµένο πρόβληµα αντιστροφής. Με τον όρο υποκαθορισµένο εννοούµε 

την περίπτωση όπου οι εξισώσεις είναι λιγότερες των αγνώστων. Το παράδειγµα 

των δύο κελιών µε τη µια σεισµική ακτίνα είναι αντιπροσωπευτικό της περίπτωσης 

που µελετάται. Αλλα παραδείγµατα µπορεί να είναι τρία κελιά µε δύο σεισµικές 

ακτίνες, 20 κελιά µε 15 ακτίνες κ.τ.λ. Η ύπαρξη υποκαθορισµένων κελιών µπορεί 

να είναι αποτέλεσµα του κακού σχεδιασµού εκτέλεσης της έρευνας, των φυσικών 

περιορισµών που εισάγει ο χώρος µελέτης και οι οποίοι µειώνουν σηµαντικά το 

πεδίο έρευνας (όπως για παράδειγµα η γεωµετρία πειράµατος σεισµικής 

τοµογραφίας σε γεωτρήσεις) ή λόγω ύπαρξης ισχυρών αντιθέσεων στις τιµές των 

καθυστερήσεων στον χώρο, οι οποίες και προκαλούν ισχυρή κύρτωση των 

σεισµικών ακτίνων. Είναι αναµενόµενο οι σεισµικές ακτίνες να αποφεύγουν 

περιοχές χαµηλής ταχύτητας, υπακούοντας την αρχή του Fermat, σύµφωνα µε την 

οποία η ακτίνα θα προτιµήσει την γρηγορότερη διαδροµή. Καθώς στα πειράµατα 

προσχεδιάζεται η επιθυµητή ανάλυση και ακρίβεια του µοντέλου, µε βάση την 

παραδοχή της κάλυψης του χώρου από ευθείες σεισµικές ακτίνες, η πραγµατική 

κάλυψη του χώρου στις περιοχές χαµηλών ταχυτήτων είναι σηµαντικά µικρότερη 

της αναµενόµενης. Αυτή η µικρή κάλυψη του συγκεκριµένου χώρου προκαλείται 

από την κάµψη των σεισµικών ακτίνων και προκαλεί τον υποκαθορισµό των 

αντίστοιχων κελιών. 

 Το πρόβληµα αυτό µπορεί να επιλυθεί ως εξής : 

′ ⋅ ′ = ′M s tδ                                           (3.61) 

όπου ′M  είναι ένας πίνακας µε διαστάσεις ′ × ′m n  και ′ < ′m n , ′s  είναι 

υποδιάνυσµα µε µήκος ′n  του µοντέλου καθυστέρησης και δ ′t  είναι το 

υποδιάνυσµα µε µήκος ′m  των χρόνων διαδροµής. Η λύση της παραπάνω σχέσης 

δίνεται ως : 

( )′ = ′ ′ ′ ′
−

s M M M tT T 1
δ                                (3.62) 

στη περίπτωση κατά την οποία ο πίνακας ′ ′M M T
 είναι αντιστρέψιµος. Η γενική 

λύση της σχέσης (3.61) είναι ένα διάνυσµα της µορφής : 

( )′ = ′ ′ ′ ′ + ′
−

s M M M t gT T 1
δ                         (3.63) 

όπου ′g  είναι κάθε διάνυσµα του µηδενικού χώρου του ′M . Ο χώρος αυτός 

πρέπει να έχει διαστάσεις τουλάχιστον ′ − ′n m .  

 Η προτεινόµενη λύση και σε αυτή τη περίπτωση είναι ο συνδυασµός 

πολλών κελιών σε ένα, έως το σηµείο όπου ο αριθµός των εξισώσεων θα είναι 
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τουλάχιστον ίσος του αριθµού των αγνώστων. Σε αυτή τη περίπτωση 

′ − ′ =n m 0 , οπότε και ο µηδενικός χώρος του πίνακα Μ έχει αφανιστεί. Στην 

περίπτωση κατά την οποία τα κελιά δεν είναι παρακείµενα οπότε δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί η προηγούµενη µέθοδος, θέτουµε µια τιµή καθυστέρησης για τα κελιά 

τα οποία έχουν την ελάχιστη κάλυψη, αποµακρύνοντάς τα ως παραµέτρους από το 

αντίστροφο πρόβληµα. 

 

3.9.2.4  Ράβδωση του χώρου µελέτης (Stripes) 
 Ενα από τα πιο κοινά προβλήµατα που εµφανίζονται κατά την εφαρµογή 

της µεθόδου της σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων, είναι η κατακόρυφη 

ράβδωση. Οι ραβδώσεις είναι φαντάσµατα που προκαλούνται είτε από κακή 

παραµετροποίηση του µοντέλου, είτε λόγω περιορισµένης δυνατότητας ανάλυσης 

του µοντέλου που προέρχεται από τη γεωµετρία της συγκεκριµένης µεθόδου, είτε 

λόγω χρήσης ευθειών ακτίνων για την ανακατασκευή του µοντέλου. 

 Για να γίνει πιο εµφανές το πρόβληµα, ας θεωρήσουµε δύο κατακόρυφες 

γεωτρήσεις, µεταξύ των οποίων ορίζουµε κάνναβο µε δύο κελιά κατά την 

κατακόρυφη διεύθυνση και τρία κατά την οριζόντια. Αν θεωρηθεί ότι στην µια 

γεώτρηση είναι οι πηγές και στη άλλη οι δέκτες, τότε για να καταγραφεί ένας 

παλµός που παράγεται στην πηγή, πρέπει η ακτίνα να τµήσει τις τρεις γραµµές που 

υλοποιούν τα κατακόρυφα όρια µεταξύ των κελλιών. Θεωρώντας ευθείες ακτίνες 

το ολικό µήκος αυτών θα είναι Li=3h/cosθi, όπου θi είναι η γωνία που σχηµατίζει η 

ακτίνα µε την οριζόντιο και h είναι η διάσταση του τετράγωνου κελιού. Ετσι για 

κάθε µία από τις κατακόρυφες στήλες του καννάβου που ορίσαµε, το µήκος της 

ακτίνας είναι h/cosθi. Αυτό που παρατηρήθηκε είναι ότι το άθροισµα για όλες τις 

σεισµικές ακτίνες, για κάθε µία στήλη είναι σταθερό. Σε αυτήν την περίπτωση ο 

πίνακας των σεισµικών ακτίνων παίρνει την µορφή  
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όπου 
d h e h f hij

i

ij

i

ij

icos
,
cos

,
cosθ θ θ  είναι θετικά ικανοποιώντας τηνπαρακάτω σχέση :   
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1                            (3.65) 
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για κάθε σεισµική ακτίνα i, µε 1≤ ≤i m. Είναι ξεκάθαρο ότι τα d, e, f 

σχετίζονται αντίστοιχα µε τις τρεις στήλες του ορισµένου καννάβου. 

Αποδεικνύεται ότι τα τρία αυτά διανύσµατα είναι (Berryman, 1991) 
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αποτελούν φαντάσµατα για το πρόβληµα που εξετάζεται, καθώς σε κάθε 

περίπτωση προκύπτει ότι  
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χρησιµοποιώντας και την σχέση (3.65). 

 Τέτοιου είδους “φαντάσµατα” εµφανίζονται στο ανακατασκευασµένο 

µοντέλο ως κατακόρυφες ραβδώσεις και προκύπτουν διότι µια σταθερή ποσότητα 

διαταραχής στο µοντέλο των καθυστερήσεων, αφαιρείται από την µια στήλη και 

προστίθεται σε µια άλλη. 

 Για την αποµάκρυνση των προβληµάτων πρέπει να διασπάσουµε την 

συµµετρία της διάταξης. Τα φαντάσµατα δεν θα εµφανίζονται εάν, τα κελιά δεν 

ευθυγραµµίζονται πλήρως µε την κατακόρυφη διάταξη των γεωτρήσεων. Έτσι µια 

προτεινόµενη λύση είναι η επιλογή κελιών τα οποία δεν θα είναι τετράγωνα ή 

ορθογώνια παραλληλόγραµµα, αλλά τρίγωνα ή εξάγωνα (όπως για παράδειγµα 

τρίγωνα Delauny, πολύγωνα Voronoi). Βελτίωση των αποτελεσµάτων 

παρουσιάζεται κατά την αντικατάσταση των τριγώνων του καννάβου από τα 

πολύγωνα Voronoi, καθώς και µειώνοντας την διακριτική τους ικανότητα. Έτσι 

φαίνεται καθαρά ότι ο µηδενικός χώρος (null space), δεν έχει τόσο υψηλή ενέργεια 

παντού (Vesnaver 1994, Bohm et al. 1995). 

Άλλη λύση είναι η συννένωση των κελιών µε τη µικρότερη κάλυψη από 

ακτίνες. Η λύση αυτή όµως θα οδηγήσει σε µια διάσπαση της συµµετρίας. Μια 
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απλούστερη µέθοδος (τουλάχιστον θεωρητικά) είναι η χρήση των καµπυλωµένων 

ακτινών, αντί των ευθειών σεισµικών ακτινών. 
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3.9.2.5  Γραµµική εξάρτηση 
 Τα φαντάσµατα προκύπτουν λόγω γραµµικής εξάρτησης του πίνακα Μ, 

αλλά και κάθε άλλου υποπίνακα αυτού Μ’ . Το πρόβληµα των ραβδώσεων 

προέρχεται από την γραµµική εξάρτηση όλων των γραµµών του πλήρους πίνακα 

Μ. Στην περίπτωση των υποκαθορισµένων κελιών, το πρόβληµα πηγάζει από την 

φτωχή κάλυψη του χώρου αυτού από σεισµικές ακτίνες.  

 Η εξίσωση η οποία και καθορίζει την παρουσία φαντασµάτων : 
M g⋅ = 0                                              (3.68) 

δείχνει καθαρά την γραµµική εξάρτηση µεταξύ των γραµµών του πίνακα Μ. Η 

εξίσωση (3.68) είναι ένα σύστηµα m εξισώσεων και n αγνώστων συνιστώσων του 

g, µε m>n. Κάθε n από τις m εξισώσεις είναι ικανές να ερµηνεύσουν το g, καθώς 

και τις υπόλοιπες m-n εξισώσεις. Εξαίρεση στα παραπάνω αποτελεί το πρόβληµα 

του “φαντάσµατος” ενός κελιού (single cell ghost). 

 

 

3.9.3  Τρόποι εξουδετέρωσης των “φαντασµάτων” (Ghostbusting) 
 Τα φαντάσµατα που εµφανίζονται κατά την επίλυση του αντιστρόφου 

προβλήµατος, µπορούν να αποµακρυνθούν εφαρµόζοντας µια ποικιλία µεθόδων, 

µερικές από τις οποίες αναφέρθηκαν παραπάνω. Παρόλο, που όπως αναφέρθηκε 

παραπάνω, οι καµπυλόγραµµες ακτίνες εισάγουν φαντάσµατα στις περιοχές 

χαµηλών ταχυτήτων, αποτελούν µια απλή και συχνά εφαρµοζόµενη λύση σε 

πειράµατα σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων. Αναπτύχθηκαν πολλές 

µέθοδοι βελτίωσης της σύζευξης µεταξύ κελιών και ακτίνων, όπως η εφαρµογή 

παχιών σεισµικών ακτίνων (fat rays) (Kak 1984, Michelena and Harris 1991). 

 

3.9.3.1  Παχιές σεισµικές ακτίνες (Fat rays) 
 Το γεγονός ότι οι σεισµικές ακτίνες είναι σταθερές (δηλαδή, µικρές 

µεταβολές στην σεισµική ακτίνα δεν επηρρεάζουν κατά πολύ τους χρόνους 

διαδροµής) σηµαίνει, ότι στη πραγµατικότητα κάθε σεισµική ακτίνα αποτελείται 

από µια οµάδα ακτίνων οι οποίες φαινοµενικά όλες έχουν τον ίδιο χρόνο 

διαδροµής. Κάνοντας χρήση της παραπάνω ιδιότητας είναι δυνατή η βελτίωση της 

κάλυψης των κελιών από σεισµικές ακτίνες. Ετσι είναι δυνατό, µεταξύ ενός 

ζεύγους πηγής - δέκτη να χρησιµοποιηθούν παραπάνω της µιας σεισµικές ακτίνες. 

Για παράδειγµα, κατά τον υπολογισµό των σεισµικών ακτίνων είναι δυνατό να 

χρησιµοποιήσουµε όχι µόνο την ακτίνα µε τον µικρότερο χρόνο διαδροµής, αλλά 

και όλες τις άλλες σεισµικές ακτίνες οι οποίες είναι προσεγγιστικά “καλές”. Στην 

περίπτωση αυτή, στη θέση του απλού στοιχείου του πίνακα των σεισµικών 
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ακτίνων για την ith σεισµική ακτίνα, εισάγουµε πολλαπλές γραµµές 

σχηµατίζοντας ένα πίνακα της µορφής : 
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                                     (3.69) 

όπου µ είναι η πολλαπλότητα της ith σεισµικής ακτίνας. Η παραπάνω διαδικασία 

εφαρµόζεται σχετικά εύκολα στην ακτινική θεωρία, είτε στη περίπτωση της 

µεθόδου των καµπυλωµένων ακτίνων είτε στην περίπτωση της µεθόδου βολών. Η 

επίδραση που έχει στην όλη διαδικασία είναι ότι αυξάνει το µέγεθος των 

δεδοµένων κατά ένα παράγοντα µ. Ετσι το πρόβληµα που απευθείας προκύπτει 

είναι ο αυξηµένος αποθηκευτικός χώρος που απαιτείται. 

 Η µέθοδος των παχιών ακτίνων, είναι µια εναλλακτική µέθοδος η οποία  

χρησιµοποιεί την ίδια θεωρία µε τη προηγούµενη µέθοδο, αλλά αποφεύγει το 

πρόβληµα του αποθηκευτικού χώρου διότι δεν µεταβάλλει (αυξάνει) τις 

διαστάσεις των πινάκων. Στην µέθοδο αυτή δεχόµαστε ότι η σεισµική ακτίνα έχει 

κάποιο πεπερασµένο πάχος. Αποτέλεσµα αυτού, είναι ότι ενώ µέχρι τώρα γινόταν 

υπολογισµός του µήκους της ακτίνας που διέρχεται ανά κελί, τώρα εξετάζεται η 

περιοχή (εµβαδό) επικάλυψης που έχει η ακτίνα στη περιοχή του  κελιού. Στις 

τρεις διαστάσεις, η επιφάνεια αυτή γίνεται όγκος. Αν το εύρος της ακτίνας στις 

δύο διαστάσεις είναι ∆w και η κατακόρυφη τοµή της ακτίνας στην περίπτωση των 

τριών διαστάσεων είναι µια επιφάνεια ∆α, τότε ο πίνακας των σεισµικών ακτίνων 

δίνεται ως : 
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όπου τα στοιχεία που απαρτίζουν το πίνακα είναι οι επιφάνειες επικάλυψης στις 

δύο διαστάσεις, και 
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και vij είναι οι όγκοι επικάλυψης για τις τρεις διαστάσεις. Πρέπει να τονιστεί ότι, 

στην περίπτωση της τοµογραφίας χρόνων διαδροµής το άθροισµα των γραµµών 

του πίνακα Μ, είναι µήκος και όχι επιφάνεια ή όγκος, διότι αλλιώς δεν θα είχαν 

σηµασία οι τιµές καθυστέρησης του ανακατασκευασµένου µοντέλου. Το 

µειονέκτηµα της µεθόδου είναι η δυσκολία µε την οποία υπολογίζονται οι 

επιφάνειες και οι όγκοι επικάλυψης. 

 Αναπτύχθηκε µια µέθοδος που κάνει χρήση των πλεονεκτηµάτων και των 

δυο µεθόδων που προαναφέρθησαν. Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, πρώτα γίνεται 

ο καθορισµός του µήκους των σεισµικών ακτίνων µε “κοινό” χρόνο διαδροµής 

(εξίσωση 3.69), και κατόπιν πέρνουµε τον µέσο όρο αυτών σύµφωνα µε το τύπο : 

l lij i j

i

= ′
′ =
∑1

1
µ

µ

                                          (3.72) 

Με αυτό το τρόπο χρησιµοποιούµε µία και θεωρητικά τη πιο αποτελεσµατική 

σεισµική ακτίνα, ενώ δεν παρουσιάζεται το πρόβληµα του αποθηκευτικού χώρου. 

Ακόµη, υπάρχει το πλεονέκτηµα ότι τα µεµονοµένα µήκη των ακτίνων li’j από τα 

οποία υπολογίστηκαν και τα µέσα µήκη (3.72), είναι εύκολο να υπολογιστούν. 

Τελικά, ο πίνακας των σεισµικών ακτίνων που προκύπτει είναι  
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 Είναι φανερό ότι χρησιµοποιώντας τις παχιές σεισµικές ακτίνες, 

επιτυγχάνεται σαφής βελτίωση της σύζευξης των σεισµικών ακτίνων και των 

κελιών του µοντέλου. Ακόµη οι πίνακες των σχέσεων (3.70, 3.71) έχουν 

σηµαντικά περισσότερα στοιχεία από ότι ένας πίνακας Μ, απλών σεισµικών 

ακτίνων. Το κατά πόσο η µέθοδος αυτή βελτιώνει τα αποτελέσµατα κατά την 

ανακατασκευή του µοντέλου, εξαρτάται από την εφαρµογή. Γενικά, οι παχιές 

ακτίνες πρέπει να χρησιµοποιούνται σε συνδυασµό µε άλλες µεθόδους 
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αποµάκρυνσης των “φαντασµάτων” που εµφανίζονται κατά την διαδικασία της 

αντιστροφής. 

 

3.9.3.2  Απόσβεση (Damping) 
 Η γενική λύση ελαχίστων τετραγώνων µε απόσβεση κατά την επίλυση του 

αντιστρόφου προβλήµατος είναι 

( ) ( )s s M F M G M F t MsT T= + + −− − −
0

1 1 1
0µ             (3.74) 

η οποία και ικανοποιεί την σχέση  

( ) ( ) ( )M F M G s s M F t MsT T− −+ ⋅ − = −1
0

1
0µ          (3.75) 

Η χρήση του παράγοντα απόσβεσης έγινε προκειµένου να µείωση την επίδραση 

που έχουν οι πολύ χαµηλές ιδιοτιµές των ιδιοδιανυσµάτων στη λύση του 

αντιστρόφου προβλήµατος. Παράλληλα, πρέπει να εξεταστεί αν η απόσβεση 

αποµακρύνει τα “φαντάσµατα”. Πολλαπλασιάζοντας την σχέση (3.75) από δεξιά 

µε το διάνυσµα gT και δεδοµένου ότι Mg=0, προκύπτει ότι : 

( )g G s sT − =0 0                                       (3.76) 

Με βάση την παραπάνω σχέση παρατηρούµε ότι, στην περίπτωση που ο πίνακας 

βάρους είναι ο µοναδιαίος (G=I), τότε κανένα “φάντασµα” δεν εµφανίζεται στο s 
διάνυσµα, εκτός εάν το s0 διάνυσµα περιέχει ήδη κάποιους όρους. Αρα, σε αυτή τη 

περίπτωση η απόσβεση βοηθάει στην εξουδετέρωση των “φαντασµάτων”. Στην 

περίπτωση κατά την οποία G I≠ , η σχέση (3.76) αποτελεί συζυγή συνθήκη, η 

οποία αποδεικνύει ότι το διάνυσµα g και το διάνυσµα διόρθωσης s-s0 είναι 

ορθογώνια µεταξύ τους, σε σχέση µε τον πίνακα βάρους G. Παρόλο που η σχέση 

(3.76) συµφωνεί µε την απουσία φαντασµάτων στο διάνυσµα διόρθωσης, δεν 

εγγυάται την εξουδετέρωση των φαντασµάτων σε όλες τις περιπτώσεις. Οταν 

G=C, όπου C είναι ο πίνακας κάλυψης (coverage matrix), η ερµηνεία της 

παραπάνω σχέσης είναι η ίδια της περίπτωσης όπου G=I . Οταν G=KTK όπου K  

είναι ο πίνακας της βαθµίδας (gradients) ή της λαπλασιανής (Laplacians) του 

διανύσµατος του µοντέλου, τότε η ερµηνεία γίνεται αρκετά πολύπλοκη. 

 

3.10  Ανακεφαλαίωση 
 Οι µέθοδοι οι οποίες χρησιµοποιούνται για την εξουδετέρωση των 

“φαντασµάτων”, µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες : (α) πειραµατικής 

σχεδίασης, (β) τρόπου µοντελοποίησης και χρήσης αναλυτικών µεθόδων. 

 Καµµιά χρήση αναλυτικής µεθόδου δεν µπορεί να αντιµετωπίσει µια κακή 

πειραµατική σχεδίαση. Οταν σχεδιάζεται ένα πείραµα τοµογραφίας είναι πολύ 

σηµαντικό να γίνει η συλλογή των δεδοµένων µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να 
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καλύπτεται πλήρως ο χώρος. Είναι επίσης σηµαντικό να συλλέξουµε αρκετά 

δεδοµένα έτσι ώστε να είναι δυνατή η πλήρης ανακατασκευή του µοντέλου. Ενας 

εµπειρικός κανόνας υποστηρίζει ότι ο αριθµός των ζευγαριών πηγής-δέκτη, πρέπει 

να είναι τουλάχιστον διπλάσιος του αριθµού των παραµέτρων (αριθµού των 

κελιών) του µοντέλου που πρέπει να υπολογιστούν. Ενας άλλος χρήσιµος κανόνας 

ορίζει ότι το µέσο µέγεθος των κελιών του µοντέλου πρέπει να είναι περίπου 

3λmax, όπου λmax=1/fminsmin είναι το µέγιστο αναµενόµενο µήκος κύµατος που 

σχετίζεται µε την ελάχιστη συχνότητα fmin της διάδοσης του παλµού, και την 

ελάχιστη αναµενόµενη τιµή καθυστέρησης για τον χώρο µελέτης. Οι παραπάνω 

κανόνες προσδιορίστηκαν µε βάση την ασυµπτωτική ανάλυση της διάδοσης του 

κύµατος. 

 Ο αναλυτής πρέπει να σχεδιάσει το µοντέλο µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε τα 

δεδοµένα να αποδώσουν το µέγιστο των πληροφοριών που µεταφέρουν. Το σχήµα 

και το µέγεθος των κελιών του µοντέλου είναι δική µας επιλογή. Είναι δυνατόν να 

παραλείψουµε κατά την ανάλυση κελιά τα οποία δεν έχουν την επιθυµητή 

κάλυψη, ή να συννενώσουµε κελιά µεταξύ τους για λόγους που εξυπηρετούν την 

πληρέστερη ανακατασκευή του µοντέλου. Τα κελιά µπορεί να έχουν οποιοδήποτε 

σχήµα. Πολλές φορές επιλέγονται ορθογώνια ή τετράγωνα κελιά για τα οποία 

είναι ευκολότερη η γραφική απεικόνιση του ανακατασκευασµένου µοντέλου όπως 

και ο υπολογισµός της σεισµικής ακτίνας. Αλλες φορές χρησιµοποιούνται 

ακανόνιστα σχήµατα κελιών. Οι αναλυτικές µέθοδοι (τεχνάσµατα) επεξεργασίας 

των δεδοµένων, εφαρµόζονται όταν τα δεδοµένα έχουν ήδη συλλεχθεί. Η 

εξοµάλυνση και η οριοθέτηση (clipping) εφαρµόζονται ως µέθοδοι στις τιµές του 

µοντέλου καθυστέρησης, έτσι ώστε οι τιµές του ανακατασκευασµένου µοντέλου 

να βρίσκονται µεταξύ λογικών και αναµενόµενων ορίων. Τέλος, οι παχιές ακτίνες 

χρησιµοποιούνται ως τελευταίος τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος στην 

περίπτωση που οι άλλες µέθοδοι έχουν αποτύχει. 

 

 
3.11  Σπουδαιότητα των “φαντασµάτων” 
 Είναι σηµαντικό να καταλάβουµε ότι η αποµάκρυνση όλων των 

φαντασµάτων κατά την διαδικασία της αντιστροφής, είναι τόσο απίθανη λόγω 

δυσκολίας, όσο και µη επιθυµητή. Στην πραγµατικότητα είναι επιθυµητή µια 

διαταραχή του µηδενικού χώρου του πίνακα Μ, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι 

ποικίλες γεωλογικές και φυσικές συνθήκες που είναι παρούσες στο χώρο που 

συλλέγονται τα τοµογραφικά δεδοµένα. Η διαδικασία αυτή είναι ανάλογη της 

διαδικασίας επίλυσης µιας κανονικής διαφορικής εξίσωσης, στην οποία 

προσδιορίζεται µια συγκεκριµένη λύση, υπολογίζονται το σύνολο των οµογενών 
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λύσεων και τελικά παράγεται ένας γραµµικός συνδυασµός αυτών, που ικανοποιεί 

την αρχική ή τις οριακές συνθήκες. 

 
 
3.12  Γρήγορες µέθοδοι προσεγγιστικού καθορισµού της σεισµικής ακτίνας 
(Fast Ray Tracing Methods) 
 Ο προσεγγιστικός καθορισµός της σεισµικής ακτίνας, αποτελεί τη πιο 

χρονοβόρα (υπολογιστικά) διαδικασία κατά την σεισµική αντιστροφή ή 

τοµογραφία χρόνων διαδροµής και είναι πρόβληµα συνοριακών τιµών. Συνεπώς, 

είναι πολύ σηµαντική η επιλογή του κατάλληλου αλγορίθµου για τον 

προσδιορισµό της σεισµικής ακτίνας. Η επιλογή του κατάλληλου αλγορίθµου είναι 

στενά συνδεδεµένη µε την επιλογή του τρόπου µε τον οποίο θα δωθεί το µοντέλο. 

Τρεις είναι οι συνήθεις δυνατότητες για την παρουσίαση του µοντέλου : α) κελιά 

δύο ή τριών διαστάσεων σταθερής τιµής βραδύτητας, β) ένας ορθογώνιος 

κάνναβος στους κόµβους του οποίου ορίζονται οι τιµές καθυστέρησης του 

µοντέλου ενώ οι τιµές καθυστέρησης για το εσωτερικό των κελιών υπολογίζονται 

µε µεθόδους γραµµικής παρεµβολής, γ) άθροιση ενός συνόλου συναρτήσεων 

βάσης των οποίων οι συντελεστές ερµηνεύουν το µοντέλο. Η µέθοδος καθορισµού 

της σεισµικής ακτίνας πρέπει να είναι η βέλτιστη για τον συγκεκριµένο τρόπο 

παρουσίασης του µοντέλου. 

 Για την επίλυση του προβλήµατος προτάθηκε αρχικά η τεχνική της 

σκόπευσης (shooting method). Εκτός από αυτή τη µέθοδο κατά την οποία 

επιλύονται διαφορικές εξισώσεις, υπάρχουν τεχνικές εύρεσης του πεδίου των 

ελάχιστων χρόνων (minimum time) επιλύοντας εξισώσεις πεπερασµένων 

διαφορών (Vidale, 1988, 1990). Η µέθοδος πεπερασµένων διαφορών απαιτεί 

µεγαλύτερη υπολογιστική προσπάθεια ιδιαίτερα για την εύρεση της πορείας των 

µετωπικών κυµάτων (Vesnaver, 1996). Κατόπιν προτάθηκαν τεχνικές ελαχίστου 

χρόνου (Moser 1989, 1991, Saito 1989, Fischer και Lee 1993). Παρόλο που αυτές 

οι τεχνικές είναι γρήγορες, η επιλογή του διαστήµατος των κόµβων στο πλέγµα 

που περιγράφει το πεδίο ταχυτήτων, παίζει σηµαντικό ρόλο καθώς υπάρχει 

ανταγωνισµός µεταξύ ακρίβειας και υπολογιστικού κόστους. Οι τεχνικές της 

κάµψης (bending) και της συνέχισης (continuation) ανήκουν σε αυτή τη 

κατηγορία.  

 Πριν εξετάσουµε τις µεθόδους και ιδιαίτερα την µέθοδο που εφαρµόστηκε 

στη παρούσα εργασία, θα πρέπει να απαντήσουµε στην ερώτηση που τίθεται για 

την αναγκαιότητα ή όχι των καµπυλοµένων σεισµικών ακτίνων στην τοµογραφία 

χρόνων διαδροµής. 
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3.12.1  Ευθείες ή Καµπυλωµένες σεισµικές ακτίνες ; 
 Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι στην ιατρική τοµογραφία χρησιµοποιούνται 

ευθείες σεισµικές ακτίνες και τα αποτελέσµατα είναι ικανοποιητικά. Το ερώτηµα 

είναι γιατί στην σεισµική τοµογραφία είναι απαραίτητη η χρήση καµπυλωµένων 

σεισµικών ακτίνων ; Η απάντηση είναι ότι στην ιατρική τοµογραφία οι 

συντελεστές διάθλασης κατά την κίνηση των ακτίνων διαµέσου του ανθρώπινου 

σώµατος, είναι ουσιαστικά σταθερή, οπότε και οι ακτίνες είναι ουσιαστικά 

ευθείες. Αντίθετα, η Γη είναι ένα ανοµοιογενές µέσο, στο οποίο η ταχύτητα 

µεταβάλλεται σηµαντικά οπότε και ο συντελεστής διάθλασης είναι µη σταθερός. 

Ακόµη, στην ιατρική τοµογραφία η ανακατασκευή γίνεται µε χρήση των 

συντελεστών απόσβεσης, ενώ στην σεισµική αντιστροφή και τοµογραφία µε 

χρήση των τιµών καθυστέρησης, οπότε γενικά θα λέγαµε ότι οι δύο περιπτώσεις 

δεν µπορούν να συγκριθούν µεταξύ τους. Κατά συνέπεια, στη σεισµική 

τοµογραφία είναι απαραίτητη η χρήση καµπυλωµένων ακτίνων και πρέπει να 

λαµβάνεται υπόψην κατά την ανακατασκευή του µοντέλου. 

 Ας θεωρήσουµε ότι κατά την ανακατασκευή του µοντέλου χρησιµοποιούµε 

ευθείες ακτίνες, άσχετα του γεγονότος ότι οι παρατηρούµενοι χρόνοι διαδροµής 

προέκυψαν από κεκκαµένες ακτίνες υπακούοντας στην αρχή του Fermat και τον 

νόµο του Snell. Σε µια περιοχή χαµηλών ταχυτήτων, οι πραγµατικές 

(καµπυλωµένες) ακτίνες θα κινηθούν περιµετρικά της περιοχής αυτής, ενώ οι 

ευθείες ακτίνες θα κινηθούν διαµέσου της περιοχής αυτής. Ετσι η οπισθοπροβολή 

κατά µήκος της ευθείας σεισµικής ακτίνας θα δώσει µια ψευδή εικόνα της 

ανωµαλίας µε µικρότερα χωρικά χαρακτηριστικά. Παροµοίως, στην περίπτωση 

περιοχών υψηλών ταχυτήτων οι πραγµατικές σεισµικές ακτίνες θα συγκεντρωθούν 

στο χώρο αυτό, ενώ οι ευθείες ακτίνες θα αγνοήσουν την ύπαρξη της αντίθεσης 

ταχύτητας στον χώρο αυτό. Ετσι µετά την ανακατασκευή του χώρου µελέτης µε 

βάση τις ευθείες ακτίνες, θα εµφανίζεται µια πιο ευρεία περιοχή υψηλών 

ταχυτήτων από ότι στην πραγµατικότητα είναι. Είναι σηµαντικό τελικά, να 

καταλάβουµε ότι η χρήση ευθείων σεσµικών ταχυτήτων επιδρά αρνητικά στην 

διακριτική ικανότητα του ανακατασκευασµένου µοντέλου.  

 Υπάρχουν περιπτώσεις που σε αντίθεση µε τα παραπάνω προτείνεται η 

χρήση των ευθείων σεισµικών ακτίνων. Τέτοιες είναι οι παρακάτω :  

α) Σε περίπτωση όπου στη περιοχή µελέτης παρατηρούνται υψηλές αντιθέσεις 

ταχύτητας οι οποίες µπορεί να οδηγήσουν σε παραβίαση των βασικών αρχών της 

ακτινικής θεωρίας (αρχή Fermat, νόµος του Snell). Σε αυτή την περίπτωση οι 

ευθείες ακτίνες είναι δυνατό να δώσουν χρήσιµες πληροφορίες σε αντίθεση µε τις 

καµπυλωµένες ακτίνες που αδυνατούν να ανακατασκευάσουν το µοντέλο. 
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β) Είναι αρκετή η χρήση των ευθείων σεισµικών ακτίνων στη περίπτωση που 

απαιτείται µια εικόνα του χώρου, µε φτωχή διακριτική ικανότητα η οποία 

πιστοποιεί µόνο την παρουσία ή όχι µιας ανώµαλης περιοχής. 

γ) Κατά την ανακατασκευή ενός ανισότροπου χώρου ταχυτήτων, προτείνεται η 

χρήση ευθείων σεισµικών ακτίνων λόγω της µη µοναδικότητας που παρέχει η 

ανακατασκευή του µοντέλου µε βάση της καµπυλωµένες σεισµικές ακτίνες. Το 

πρόβληµα είναι η σύζευξη µεταξύ των κεκκαµένων ακτίνων και της ανισοτροπίας 

(Jech and Psencik 1989, 1991). 

 Οι ευθείες σεισµικές ακτίνες υπολογίζονται πολύ γρήγορα καθώς 

εξαρτώνται µόνο από τις θέσεις των πηγών - γεωφώνων. Συµπερασµατικά, στην 

περίπτωση που ενδιαφέρει περισσότερο η ταχύτητα από την διακριτική ικανότητα 

συνιστάται η χρήση των ευθείων ακτίνων. Στην περίπτωση αυτή περιοριζόµαστε 

σε µια γραµµική αντιστροφή ή τοµογραφία. 

 

 

3.12.2  Τεχνική της σκόπευσης (Shooting Method) 
 Η κυµατική εξίσωση είναι η βάση για την εφαρµογή της µεθόδου αυτής. Η 

κυµατική εξίσωση δίνεται παρακάτω : 
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 Στη τεχνική αυτή χρησιµοποιείται ο νόµος του Snell σύµφωνα µε τον οποίο 

το πηλίκο του ηµιτόνου της γωνίας πρόσπτωσης προς τη ταχύτητα είναι αριθµός 

σταθερός και χαρακτηριστικός κάθε ακτίνας. Αυτός παριστάνεται µε το p και 

λέγεται παράµετρος της ακτίνας. Συνεπώς είναι : 
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όπου v1, v2, v3, .., οι ταχύτητες των αντίστοιχων στρωµάτων και i1, i2, i3,…, οι 

γωνίες που σχηµατίζονται από την προσπίπτουσα ακτίνα και την κάθετη στη 

διαχωριστική επιφάνεια. 

 Σε αυτή τη τεχνική σχεδιάζεται η διαδροµή της σεισµικής ακτίνας µε βάση 

τον παραπάνω νόµο. Ετσι, ξεκινώντας µε αρχική γωνία πρόσπτωσης i1, 

υπολογίζεται η οριζόντια απόσταση της πηγής από το σηµείο της επιφάνειας της 

Γης στο οποίο φθάνει η αναδυόµενη ακτίνα. Αν αυτή η απόσταση είναι 

διαφορετική από την απόσταση πηγής - γεωφώνου, τότε η παραπάνω διαδικασία 

επαναλαµβάνεται για καινούργια γωνία η οποία προκύπτει από την προηγούµενη 

προσθέτοντας ένα βήµα da.  

 Συνήθως καµµιά ακτίνα δεν φθάνει ακριβώς στη θέση του γεωφώνου, αλλά 

µερικές ακτίνες φθάνουν πλησίον του γεωφώνου και από αυτές δεχόµαστε εκείνη 



 63 

που πλησιάζει περισσότερο. Οµως πολλές φορές, η επαναληπτική αυτή διαδικασία 

σταµατά όταν βρεθεί η πρώτη αποδεκτή σεισµική ακτίνα, δηλαδή η ακτίνα που 

φθάνει σε σηµείο που απέχει απόσταση ∆x (ανοχή - tolerance) από το γεώφωνο. 

Με αυτό το τρόπο εξοικονοµείται υπολογιστικός χρόνος, αλλά µειώνεται η 

ακρίβεια του υπολογιζόµενου χρόνου διαδροµής. 

 Τα κυριότερα προβλήµατα αυτής της τεχνικής είναι : η αρχική εκτίµηση της 

γωνίας και ο τρόπος υπολογισµού του βήµατος da. Ακόµη, υπάρχουν προβλήµατα 

που εµφανίζονται στην αντιστροφή και τοµογραφία στα οποία είναι δύσκολος ή 

αδύνατος ο καθορισµός της σεισµικής ακτίνας λόγω του υπολογιζόµενου 

µοντέλου ταχυτήτων. Τέτοια προβλήµατα εµφανίζονται σε µοντέλα µε υψηλές 

αντιθέσεις ταχύτητας.  

 Η τεχνική της σκόπευσης είναι κατάλληλη για εξοµαλυµένα µοντέλα και 

για την εφαρµογή τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων. 

 

 

3.12.3  Μέθοδοι καθορισµού της σεισµικής ακτίνας µε χρήση πεπερασµένων 
διαφορών (Vidale Method) 
    Η µέθοδος του Vidale (1988), κάνει χρήση των πεπερασµένων διαφορών  

για τον υπολογισµό των χρόνων διαδροµής των κυµάτων σε ένα αυθαίρετο µέσο. 
Οι τιµές καθυστέρησης δίνονται για τους κόµβους του καννάβου (grid nodes), ενώ 

για το ενδιάµεσο η καθυστέρηση υπολογίζεται µε µεθόδους γραµµικής 

παρεµβολής. Η µέθοδος αυτή δέχεται ότι επίπεδα κύµατα
1 διαδίδονται στο χώρο 

µελέτης. Η παραδοχή αυτή είναι έγκυρη µόνο στη περίπτωση του µακρυνού 

πεδίου.  

 

(1
Επίπεδα κύµατα είναι αυτά για τα οποία δεχόµαστε ότι το µέτωπο κύµατος είναι επίπεδο χωρίς να 

παρουσιάζει καµµιά καµπυλότητα. Είναι µια παραδοχή που εφαρµόζεται τόσο στην θεωρία του 

ηλεκτροµαγνητισµού όσο και στη θεωρία των σεισµικών. Σε αυτή τη περίπτωση το επίπεδο κύµα 

δίνεται από το παρακάτω σχέση : 

( )f lx my nz Vt+ + ± , 

όπου l,m,n, είναι τα συνηµίτονα διεύθυνσης τα οποία δίνουν τη διεύθυνση του κύµατος, V είναι η 

ταχύτητα του κύµατος και t ο χρόνος.) 
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3.12.4  Τεχνική της κάµψης (Bending Methods) 
 Οι µέθοδοι κάµψης εισήχθησαν στη σεισµολογία από τους Wesson (1971), 

Chander (1975), και Julian et al. (1977). Αναπτύχθηκαν δύο παραλλαγές της 

µεθόδου :  

α) Η αρχική παραλλαγή της µεθόδου από τους Julian και Gubbins (1977), η οποία 

αργότερα βελτιώθηκε από τους Pereyra et al. (1980), χρησιµοποιεί τη παρακάτω 

εξίσωση : 
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για ακτίνα 
r
r  παραµετροποιηµένη µε µήκη τόξων s, σε ένα πεδίο ταχυτήτων 

( )c r
r

. Η ακτίνα χωρίζεται σε k+1 τµήµατα (για τον δισδιάστατο και τρισδιάστατο 

χώρο) (
r r r
r r rk0 1, , ... , ) και µε πεπερασµένες διαφορές που χρησιµοποιούνται για τον 

υπολογισµό των παραγώγων επιλύεται η εξίσωση. Το σύστηµα εξισώσεων που 

παράγεται, γραµµικοποιείται και κατόπιν υπολογίζεται η διόρθωση που πρέπει να 

εφαρµοστεί στην αρχική επιλογή έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί η εξίσωση (3.79). 

Πρόκειται για µια επαναληπτική διαδικασία. 

β) Η δεύτερη παραλλαγή, πρωτοπαρουσιάστηκε από τους Um και Thurber (1987) 

και Prothero et al. (1988), οι οποίοι επιχείρησαν τον απευθείας υπολογισµό του 

χρόνου διαδροµής ως ένα συναρτησιοειδές της καµπυλότητας της ακτίνας γ. 
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= →∫                                    (3.80) 

Η δεύτερη µέθοδος πλεονεκτεί έναντι της πρώτης διότι η ολοκλήρωση αριθµητικά 

είναι πιο αξιόπιστη από την παραγώγιση. Το γεγονός αυτό εισάγει µικρά 

σφάλµατα στο σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων της πρώτης µεθόδου. Σε 

περιπτώσεις µε πολύπλοκο µοντέλο ταχυτήτων το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων 

γίνεται κακώς ορισµένο (ill-conditioned), µε αποτέλεσµα τα µικρά 

προαναφερθέντα σφάλµατα να οδηγούν σε κακή σύγκλιση ή ακόµη και σε 

απόκλιση της λύσης. Οπότε προτιµάται η δεύτερη µέθοδος ως πιο σταθερή. 

Η µέθοδος κάµψης δεν είναι τόσο µεθοδική και ακριβής όσο είναι η 

µέθοδος σκόπευσης. Παράλληλα όµως, είναι λιγότερο επιρρεπής στην αποτυχία, 

σε περιπτώσεις κατά τις οποίες τα µοντέλα ταχύτητας παρουσιάζουν υψηλές 

αντιθέσεις (ζώνες σκιάς πίσω από περιοχές χαµηλής ταχύτητας), από ότι είναι οι 

µέθοδοι σκόπευσης. Κατά την µέθοδο κάµψης απαιτείται µια αρχική σεισµική 

ακτίνα µεταξύ πηγής - γεωφώνου, που συνήθως συνδέει γεώτρηση µε γεώτρηση, 

και κατόπιν χρησιµοποιούνται µέθοδοι οι οποίες επανασχηµατίζουν την ακτίνα ή 

απλώς τη κάµπτουν. Η όλη διαδικασία βασίζεται στην αρχή του Fermat, διότι 
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γίνεται επαναληπτική προσπάθεια ελαχιστοποίησης του ολικού χρόνου διαδροµής 

εφαρµόζοντας την διαδικασία δοκιµής - σφάλµατος (trial - error). Η µέθοδος είναι 

εύκολο να χρησιµοποιηθεί τόσο στις δύο όσο και στις τρεις διαστάσεις. Η µέθοδος 

αυτή είναι εξίσου αξιόπιστη και ακριβής όπως και οι προηγούµενες, στην 

περίπτωση όπου ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται είναι καλά δοµηµένος. Η 

τεχνική της κάµψης είναι πιο γρήγορη υπολογιστικά από αυτή της σκόπευσης. 

Υπάρχουν και γρηγορότερες µέθοδοι όπως η µέθοδος της συνέχισης (continuation 

method), η οποία όµως χρειάζεται αρχική ακτίνα που υπολογίζεται από την 

µέθοδο κάµψης. Η µέθοδος κάµψης (bending method) προτείνεται για τις 

περιπτώσεις κατά τις οποίες χρησιµοποιείται µοντέλο µε κελιά σταθερής τιµής 

καθυστέρησης και εξαρτάται από την πολυπλοκότητα των µοντέλων. 

 

 

3.12.5  Προσεγγιστικός καθορισµός της αρχικής ακτίνας 
 Οι Thurber και Ellsworth (1980) ανέπτυξαν µια πολύ ταχεία µέθοδο 

προσεγγιστικού προσδιορισµού της σεισµικής ακτίνας, την οποία ονόµασαν 

µέθοδο αρχικής ακτίνας (ray initializer), η οποία διαφέρει σηµαντικά από τις 

υπόλοιπες. Συγκεκριµένα, αντί να αναζητείται µια προσεγγιστική πορεία της 

σεισµικής ακτίνας στο τρισδιάστατο µέσο, κατασκευάζεται ένα ισοδύναµο 

µονοδιάστατο µέσο στο οποίο υπολογίζεται η ισοδύναµη µονοδιάστατη αναλυτική 

λύση. Για να επιτευχθεί το παραπάνω, στρέφουµε το δίκτυο, θεωρώντας την πηγή 

ως σηµείο µε συντεταγµένες (0,0), ενώ το γεώφωνο αποκτά συντεταγµένες (0,∆). 

∆ είναι η επικεντρική απόσταση των σηµείων και φ είναι η γωνία µεταξύ, νέου και 

παλιού συστήµατος µετά τη στροφή.  

Παρόµοια µεθοδολογία ανέπτυξε ανεξάρτητα και ο Horie (1980). Το 

ισοδύναµο µονοδιάστατο µοντέλο κατασκευάζεται σύµφωνα µε το σχήµα 3.10. Σε 

κάθε ένα στρώµα ορίζεται ο χώρος µεταξύ του υπόκεντρου και του σταθµού 

αναγραφής. Το πλάτος, D, αυτού του χώρου µεταβάλλεται ανάλογα µε την 

επικεντρική απόσταση ∆. Στην αρχική εργασία των Thurber και Elsworth, το 

πλάτος αυτό ήταν ίσο µε D=∆/10. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε η 

σχέση lam=delta/8, όπου lam είναι το πλάτος του χώρου και delta είναι η 

επικεντρική απόσταση. Μέσα σε αυτή τη περιοχή, υπολογίζεται η µέση ταχύτητα 

των κυµάτων χώρου σε κάθε στρώµα ως ένας µέσος όρος των αντίστοιχων 

ταχυτήτων των κυψελών του τρισδιάστατου µέσου. Το βάρος στους υπολογισµούς 

είναι ανάλογο της επιφάνειας της κάθε κυψέλης η οποία βρίσκεται µέσα στο χώρο 

αυτό. Κατασκευάζεται, µε αυτό το τρόπο, ένα ισοδύναµο µονοδιάστατο µοντέλο 

στο οποίο υπολογίζονται οι χρόνοι διαδροµής των απευθείας και των διαθλώµενων 

κυµάτων, για όλες τις πιθανές περιπτώσεις αυτών. Η σεισµική ακτίνα µε το 
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µικρότερο χρόνο διαδροµής επιλέγεται ως η πρώτη άφιξη. Κατόπιν 

πραγµατοποιείται αποστροφή του δικτύου στο αρχικό και εισάγεται η αρχική 

υπολογιζόµενη ακτίνα στον αλγόριθµο υπολογισµού της προσεγγιστικής ακτίνας 

µε τη µέθοδο της κάµψης (bending method). Ο τελικός χρόνος διαδροµής 

(ελάχιστος) είναι αυτός που υπολογίζεται µε τη παρακάτω µέθοδο στο αρχικό 

τρισδιάστατο µοντέλο. Οι χωρικές παράγωγοι του χρόνου διαδροµής µπορούν να 

υπολογιστούν σύµφωνα µε τις γνωστές σχέσεις που ισχύουν για τα απευθείας και 

διαθλώµενα κύµατα στο “ ισοδύναµο” µονοδιάστατο µοντέλο (Eaton 1969). 
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3.12.6  Αναθεωρηµένη µέθοδος κάµψης 
 Στη παράγραφο αυτή παρουσιάζεται η βελτιωµένη έκδοση της παραπάνω 

µεθόδου, η οποία και χρησιµοποιήθηκε για την παραγωγή του αλγόριθµου του 

προσεγγιστικού καθορισµού της σεισµικής ακτίνας στη παρούσα εργασία. 

Πρόκειται για µια εργασία των Moser, Nolet και Snieder (1992) στην οποία 

παρουσιάστηκαν βελτιώσεις στο συµβατικό αλγόριθµο των Um και Thurber 

(1987) σε δύο κύρια σηµεία. Πρώτον, έγινε παραµετροποίηση µε χρήση των 

συναρτήσεων Beta-Splines αντί των πολυγωνικών προσεγγίσεων των ακτίνων. 

∆εύτερον, εφαρµόστηκε ολική διαταραχή στην σεισµική ακτίνα και όχι τριών 

σηµείων, προκειµένου να επιτευχθεί ελαχιστοποίηση του χρόνου διαδροµής Τ. Σε 

αντίθεση µε τους Prothero et al. (1988), οι οποίοι χρησιµοποίησαν την simplex 

µέθοδο για την ελαχιστοποίηση (Nelder και Mead 1965), οι Moser et al. (1992) 

παρατήρησαν ότι λόγω της εξοµάλυνσης των χρόνων διαδροµής, ήταν δυνατή η 

ελαχιστοποίηση µε χρήση µεθόδων παραγώγων όπως η µέθοδος συζυγούς 

βαθµίδας (Fletcher and Reeves 1964). 

 Για υπολογιστικούς σκοπούς, η σεισµική ακτίνα χωρίζεται σε πολυγωνικά 

τµήµατα τα οποία αποτελούνται από k+1 σηµεία, αριθµηµένα από 0 έως k και 

ενωµένα µε ευθείες γραµµές. Ο αριθµός των τµηµάτων (k) στα οποία χωρίζεται η 

σεισµική ακτίνα δεν πρέπει να είναι µικρός, διότι σε αυτή τη περίπτωση ο 

υπολογισµός του χρόνου διαδροµής µε το κανόνα του τραπεζοειδούς θα οδηγήσει 

σε τελείως λανθασµένους χρόνους. Ο λόγος είναι ότι προσεγγίζουµε µια συνεχής 

καµπύλη µε διακριτά ευθύγραµµα τµήµατα, εποµένως είναι πολύ πιθανή η µη 

αναγνώριση ταχέων µεταβολών στο πεδίο ταχύτητας. Οι συντεταγµένες x, z ή οι x, 

y, z των σηµείων, ορίζουν ένα διάνυσµα γ µε διάσταση n (n=2(k+1) ή n=3(k+1)). 

( )γ = x z x z x zk k0 0 1 1, , , ,..., ,                            (3.81) 

 Ο χρόνος διαδροµής κατά µήκος της σεισµικής ακτίνας υπολογίζεται µε τον 

κανόνα του τραπεζοειδούς : 

( ) ( ) ( )T
c c
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i i i i
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όπου ci είναι η σεισµική ταχύτητα στο (xi,zi) σηµείο. 

 Η βαθµίδα του χρόνου διαδροµής Τ, ως προς το σηµείο γ που είναι n 

διαστάσεων δίνεται από το παρακάτω διάνυσµα : 
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Για τους σκοπούς της µεθόδου θεωρούµε το αρχικό και τελικό σηµείο της ακτίνας 

σταθερά. 
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δ δ δ δx z x zk k0 0 0= = = =                           (3.84) 

Ο ευκολότερος τρόπος υπολογισµού των άλλων σηµείων είναι η αριθµητική 

διαφοροποίηση της σχέσης (3.82). Ο τύπος που εφαρµόζεται για την αριθµητική 

διαφοροποίηση µε κεντρικές διαφορές, είναι : 

( ) ( ) ( )( ) ( )T T T Oγ δγ γ δγ γ δγ δγ+ − − = ∇ +2
3

, ,    ( )δγ → 0  (3.85) 

Προτιµήθηκε η χρήση τεχνικών ελαχιστοποίησης για την συνάρτηση του χρόνου 

διαδροµής µε παραγώγους, και συγκεκριµένα η µέθοδος της συζυγούς βαθµίδας. 

Προτιµήθηκε η µέθοδος αυτή διότι έχει τις µικρότερες απαιτήσεις χώρου µνήµης 

και λόγω των εξαιρετικών ιδιοτήτων σύγκλισης που παρουσιάζει. Αλλες µέθοδοι 

ελαχιστοποίησης όπως η Newton (Stoer and Bulirsch 1980) απαιτεί Ο(n2) χώρο 

µνήµης, ενώ η µέθοδος µεγίστης κλίσης παρουσιάζει προβλήµατα σύγκλισης στην 

παρουσία επιµηκυσµένης στενής ζώνης στη συνάρτηση χρόνου διαδροµής (Conte 

and de Boor 1980). Η επαναληπτική διαδικασία της ελαχιστοποίησης πέρνει τέλος 

όταν η λύση προσεγγίση µια τιµή ανοχής που ο ερµηνευτής έχει εκ των προτέρων 

καθορίσει. Ενα κριτήριο διακοπής µπορεί να αποτελέσει ο ρυθµός µειώσης του 

χρόνου διαδροµής µετά κάθε επανάληψη. Αυτή η ανοχή µπορεί να είναι της τάξης 

της υπολογιστικής ακρίβειας του υπολογιστή επεξεργασίας. Αλλο κριτήριο 

διακοπής είναι µεταβολή της θέσης του ελάχιστου σηµείου µετά κάθε επανάληψη. 

Η ανοχή δεν πρέπει να είναι µικρότερη της τετραγωνικής ρίζας της υπολογιστικής 

ακρίβειας του χρόνου διαδροµής Τ (Press et al. 1988). Αντί της µεθόδου συζυγούς 

βαθµίδας για την ελαχιστοποίηση του χρόνου διαδροµής, µπορούν να 

εφαρµοστούν µέθοδοι ελαχιστοποίησης δευτέρου βαθµού µε δεδοµένα από τον 

πίνακα δευτέρων παραγώγων (Hessian). 

 Ενας τρόπος βελτίωσης της λύσης είναι η γραµµική παρεµβολή στις 

συναρτήσεις Beta-Splines. Υπάρχουν δύο σηµαντικοί λόγοι που επιβάλουν την 

παρεµβολή σηµείων µεταξύ των k+1 σηµείων της σεισµικής ακτίνας. Το πρώτο 

πρόβληµα οφείλεται στο µοντέλο ταχυτήτων και κυρίως στις περιοχές χαµηλών 

ταχυτήτων. Από τον Pereyra et al. (1980), προτάθηκε παρεµβολή σηµείων µε 

διάστηµα µεταξύ τους, ανάλογο των µεταβολών του πεδίου ταχύτητας. Το δεύτερο 

πρόβληµα οφείλεται στην προσέγγιση µιας συνεχούς καµπύλης όπως η σεισµική 

ακτίνα, από συνεχή ευθύγραµµα τµήµατα. Το πρόβληµα αυτό αναφέρθηκε και 

παραπάνω στο σηµείο όπου χωρίζεται η σεισµική ακτίνα σε τµήµατα. Μια λύση 

είναι αρχικά η επιλογή λιγότερων k+1 σηµείων και κατόπιν η παρεµβολή άλλων 

µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός των σηµείων που θα διαταραχθούν, θα 

είναι µικρότερος των σηµείων που θα χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό του 

χρόνου διαδροµής µέσω ολοκλήρωσης (κανόνας τραπεζοειδούς).   
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 Προτιµήθηκε η χρήση των συναρτήσεων Beta-Splines (Barsky 1988) αντί 

των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων λόγω της µεγαλύτερης προσαρµοστικότητας 

που έχουν αυτές. Η καµπύλη Beta-Spline είναι µια τροποποιηµένη µορφή 

(επέκταση) της καµπύλης cubic Β-spline (Newman και Sproull 1981). Η καµπύλη 

Beta-Spline έχει τις παρακάτω ιδιότητες : 

α) ∆εν υπάρχει κάποιος κύριος περιορισµός στον τρόπο καµπυλοποίησης των 

σεισµικών ακτίνων. 

β) Η καµπύλη δεν είναι απαραίτητο να περνάει από τα k+1 σηµεία της αρχικής 

σεισµικής ακτίνας. 

γ) Είναι δυνατός ο επαναυπολογισµός ενός τµήµατος της σεισµικής ακτίνας χωρίς 

να γίνεται αναθεώρηση των ήδη υπολογισµένων τµηµάτων αυτής. 

δ) Η συµπεριφορά της καµπύλης ελέγχεται από δύο παραµέτρους β1 και β2, οι 

οποίες περιγράφουν την συνέχεια στη πρώτη και δεύτερη παράγωγο στα σηµεία 

επαφής των ευθύγραµµων τµηµάτων. Στην περίπτωση όπου και οι δύο παράγωγοι 

είναι συνεχής (β1=1 και β2=0), τότε η καµπύλη προσεγγίζεται από την cubic Β-

spline. Στην περίπτωση όπου β1=β2=0, η Beta-Spline καµπύλη αποτελείται από 

ευθύγραµµα τµήµατα µεταξύ των k+1 σηµείων (polygonal path).  

 Ο χρόνος διαδροµής κατά µήκος της καµπύλης beta-spline υπολογίζεται 

µέσω του κανόνα του τραπεζοειδούς από τον τύπο : 

( ) ( ) ( )T
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όπου ( )
r
Q ui  µε (ι=1,…,k και 0≤u≤1) είναι σηµείο του ith τµήµατος της καµπύλης, 

m είναι ο αριθµός των σηµείων που θα χρησιµποιηθούν για να γίνει η 

ολοκλήρωση κατά µήκος των επιµέρους τµηµάτων, ..  είναι η Ευκλείδια 

απόσταση και cij είναι η σεισµική ταχύτητα στο σηµείο ( )
r
Q ui j . Συνήθως  uj=j/m. 

 Μια σύγκριση των µεθόδων ως προς την αποτελεσµατικότητά τους είναι 
µόνο µερικώς δυνατή, λόγω της διαφορετικής συµπεριφοράς των µεθόδων στην 
σύγκλιση, σε περιπτώσεις όπου τα µοντέλα έχουν ισχυρή ανοµοιογένεια και 
ασυνέχεια. Η παρούσα µέθοδος δεν παρουσιάζει προβλήµατα σε περιπτώσεις 
όπως αυτές που αναφέρθηκαν παραπάνω, όπως άλλες µέθοδοι (Julian και 
Gubbins, 1977) σε πολύπλοκα µοντέλα ταχυτήτων, ή στη περίπτωση των κακώς 
ορισµένων γραµµικών συστηµάτων (Um and Thurber, 1987). Πειραµατική 
εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου απέδειξε ότι, οι συναρτήσεις Beta-Splines είναι 
ακριβέστερες και πιο αποτελεσµατικές από ότι οι πολυγωνικές ακτίνες. Επίσης δεν 
υπάρχουν περιορισµοί ως προς την επιλογή της αρχικής ακτίνας διότι είναι 
απίθανη η απόκλιση της λύσης. Παρόλα αυτά δεν είναι ξεκάθαρο το κατά πόσο η 
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τελική σεισµική ακτίνα ελάχιστου χρόνου διαδροµής, είναι µια ακτίνα ολικού ή 
τοπικού ελαχίστου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 
 
ΜΕΘΟ∆ΟΙ  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ 
 Για την επίλυση του υπερκαθορισµένου συστήµατος της µορφής Τ=DS 
υπάρχει µια ποικιλία από αλγορίθµους. Οι Phillips και Fehler (1991) 
πραγµατοποίησαν σύγκριση των πιο δηµοφιλών αλγορίθµων. Αναζητώντας τον 
καλύτερο αλγόριθµο προτάθηκαν και αξιολογήθηκαν οι εξής : 
 Τεχνικές ελαχίστων τετραγώνων damped least squares (DLS), 
regularization, singular value decomposition (SVD), IRLS και convolutional 
quelling  (CQ). 
 Τεχνική Αλγεβρικής Ανακατασκευής (Algebraic Reconstruction Technique 
ή ART). 
 Τεχνική Ταυτόχρονης Επαναληπτικής Ανακατασκευής (Simultaneous 
Iterative Reconstruction Technique ή SIRT). 
 Τεχνική Συζυγούς Βαθµίδας (Conjugate Gradients ή CG) 
 Τεχνική Lanczos. 
 Τεχνική LSQR (Paige and Saunders, 1982). 
Η σύγκριση των παραπάνω τεχνικών έγινε για το πρόβληµα της σεισµικής 
τοµογραφίας όσον αφορά την ακρίβεια, την ταχύτητα σύγκλισης και την ευελιξία 
στη χρήση του πίνακα των αποστάσεων. 
 Τελικά, ως πιο κατάλληλη µέθοδος αντιστροφής επιλέχθηκε η µέθοδος 
ελαχίστων τετραγώνων, αν και γίνονται αναφορές και στις άλλες µεθόδους, λόγω 
της µαθηµατικής της ευρωστίας, στην περίπτωση όπου τα δεδοµένα είναι 
ανακριβή, ανεπαρκή και ασυνεπή (Jackson, 1972). 
 Πολλά µοντέλα στη Γεωφυσική είναι µη γραµµικές συναρτήσεις των 
παραµέτρων του µοντέλου. Η µέθοδος Marquardt-Levenberg παρέχει µια 
“ ισχυρή” µέθοδο αντιστροφή για τον προσδιορισµό των παραµέτρων του 
µοντέλου (Levenberg 1944, Marquardt 1963).  
 
 

4.1  Γραµµική Αντιστροφή Ελαχίστων Τετραγώνων 
 Η βασική ιδέα κατά την εφαρµογή της µεθόδου αυτής, είναι η 
ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των διαφορών µεταξύ των 
αποκρίσεων του µοντέλου και των παρατηρήσεων. Ας θεωρήσουµε ότι n είναι το 
σύνολο των παρατηρήσεων και δίνεται από το διάνυσµα : 

y col y y yn= ( , , ..., )1 2                                           (4.1) 

ενώ το διάνυσµα της απόκρισης του µοντέλου δίνεται ως : 
f col f f fn= ( , ,..., )1 2                                                        (4.2)                            
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Το µοντέλο είναι µια συνάρτηση των p παραµέτρων οι οποίες είναι στοιχεία του 
διανύσµατος θ, 

θ θ θ θ= col p( , , ..., )1 2                                           (4.3) 

Αν το θ j
0
είναι µια αρχική προσέγγιση των θj παραµέτρων, (j=1,2,…,p), τότε το f0 

είναι η αρχική απόκριση του µοντέλου. Αν η απόκριση του µοντέλου είναι 
γραµµική συνάρτηση των παραµέτρων, µια διαταραχή στην απόκριση του 
µοντέλου λόγω µεταβολής κατά θj-θj

o 
µπορεί να παρουσιαστεί απ΄το ανάπτυγµα 

Taylor πρώτης τάξης : 

f f
f
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= =
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∂
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θ θ

( )
                            (4.4) 

ή υπό µορφή πινάκων, 

f f Z= +0 δ                                               (4.5) 

όπου Ζ είναι ο Ιακωβιανός (nxp) πίνακας των µερικών παραγώγων µε στοιχεία 

Z
f

ij
i

j

=
∂
∂θ                                                  (4.6) 

και δ είναι η παράµετρος µεταβολής του διανύσµατος µε στοιχεία τα δj τα οποία 
ορίζουν τη διαταραχή στις παραµέτρους του µοντέλου 

δ θ θj j j= − 0
 ,       (j=1,2,…,p) 

Οι µη γραµµικές µέθοδοι ελαχίστων τετραγώνων, είναι πολύ ευαίσθητες στην 
επιλογή του αρχικού διανύσµατος των παραµέτρων θ0 όπως προτάθηκε από τους 
Box και Kanemasu (1972). Αν για παράδειγµα η αρχική επιλογή του µοντέλου 
είναι πολύ µακριά από τη πραγµατική λύση, το διάνυσµα διόρθωσης δ θα 
αποκτήσει µεγάλες τιµές παραβιάζοντας τη θεώρηση της γραµµικότητας - 
ανάπτυγµα κατά Taylor όπου το δ θεωρείται πολύ µικρό. Αυτό αυτόµατα οδηγεί 
στην απόκλιση της λύσης.  
 Ως e ορίζουµε το διάνυσµα σφάλµατος το οποίο εκφράζει τη διαφορά 
µεταξύ της απόκρισης του µοντέλου f και των παρατηρούµενων δεδοµένων y : 

y f e− =                                                     (4.7) 

Από τις σχέσεις (4.5) και (4.7) προκύπτει : 

y f Z e y f Z e− + = ⇒ − = +( )0 0δ δ                   (4.8) 

Το διάνυσµα y-f0, το οποίο και περιέχει τις διαφορές µεταξύ των αρχικών 
αποκρίσεων των µοντέλων και των παρατηρούµενων δεδοµένων, καλείται 
διάνυσµα ασυµφωνίας g, 

g y f= − 0
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και  

e g Z= − δ                                                 (4.9) 

 Στη πιο απλή περίπτωση ελαχίστων τετραγώνων ή Gauss-Newton 
προσέγγιση, επιδιώκεται η ελαχιστοποίηση του αθροιστικού τετραγωνικού 
σφάλµατος S=eTe ως προς το διάνυσµα διαταραχής των παραµέτρων δ. Από τη 
σχέση (4.9) προκύπτει : 

S e e g Z g ZT T= = − −( ) ( )δ δ                           (4.10) 

Η ελαχιστοποίηση του S ως προς το δ απαιτεί : 

∂
∂δ
S
= 0                                                  (4.11) 

Η διαφόριση ενός διανύσµατος ως προς ένα διάνυσµα περιγράφεται από τον 
Graybill (1969). 
 Εφαρµόζοντας τη (4.10) στη σχέση (4.11), προκύπτει ότι : 

( )∂
∂δ

δ δ δ δT T T T T TZ Z g Z Z g g g− − + = 0              (4.12) 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτουν οι κανονικές εξισώσεις : 

Z Z Z gT Tδ =                                               (4.13) 

Οι λύσεις των εξισώσεων αυτών για το διάνυσµα δ είναι : 

δ = −( )Z Z Z gT T1
                                          (4.14) 

η οποία καλείται λύση ελαχίστων τετραγώνων ή Gauss-Newton λύση. 
 Ο όρος “κανονικές” εξισώσεις, προέρχεται από τη γεωµετρική ιδιότητα του 
διανύσµατος σφάλµατος e να είναι κάθετο του διανύσµατος στήλης του πίνακα Ζ. 
 Η πραγµατική τιµή του αθροιστικού τετραγωνικού σφάλµατος S 
υπολογίζεται αντικαθιστώντας τη σχέση (4.14) στη σχέση (4.10), 

$ ( $ ) ( $ ) ( )S Z g Z g g I ZZ gT T
n L= − − = − −δ δ 1

        (4.15) 

όπου
$δ  είναι η λύση ελαχίστων τετραγώνων (4.14) και Z Z Z ZL

T T− −=1 1( ) . Ο pxn 

πίνακας ZL
−1

, είναι ο Lanczos αντίστροφος του Ζ και Ιn (nxn) είναι ο µοναδιαίος 

πίνακας. Στην βιβλιογραφία πολύ συχνά ο Lanczos αντίστροφος αναφέρεται και 
ως φυσικός ή γενικευµένος αντίστροφος ενός nxp πίνακα Ζ.  
 Η λύση ελαχίστων τετραγώνων που υπολογίστηκε παραπάνω παρουσιάζει 
ορισµένα προβλήµατα που έχουν σχέση µε την ύπαρξη ή όχι αντιστρόφου στο 
πίνακα ΖΤ

Ζ. Και στη περίπτωση που υπάρχει αντίστροφος, πάλι παρουσιάζονται 
προβλήµατα που έχουν σχέση µε την απόκλιση της λύσης ή την αργή σύγκλιση 
αυτής. Αυτό συµβαίνει όταν η επιλογή του αρχικού µοντέλου είναι κακή (Draper 
and Smith, 1981). Οι Smith και Shanno (1971) παρατήρησαν ότι στην περίπτωση 
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όπου ο πίνακας Ζ
Τ
Ζ είναι ιδιάζων, οι αναβαθµισµένες τιµές των παραµέτρων 

θ=θ
0+δ οδηγούν σε απόκλιση της λύσης. 

 
 

4.2  Ασθενώς ορισµένα προβλήµατα και σφάλµατα στα δεδοµένα 
 Ενα από τα συνήθη και πιο κύρια προβλήµατα που εµφανίζονται κατά την 
επίλυση αντιστρόφων προβληµάτων είναι ότι ο πίνακας Ζ

Τ
Ζ είναι ιδιάζων. Ο 

Lanczos (1960) ανέλυσε τη φυσική σηµασία που έχει ένα ιδιάζων σύστηµα σε 
σχέση µε τα παρατηρησιακά σφάλµατα. Παρατήρησε ότι η ύπαρξη µικρών 
ιδιοτιµών σε ένα σύστηµα, υποδεικνύει το γραµµικό συνδυασµό µερικών από τις 
άγνωστες παραµέτρους, οι οποίες πολύ ασθενώς παρουσιάζονται µέσα στο 
σύστηµα. Στη περίπτωση όπου δεν υπάρχουν παρατηρησιακά σφάλµατα, η 
αντιστροφή ενός περίπου ιδιάζων πίνακα, δεν αποτελεί σοβαρό πρόβληµα. Ο 
συνδυασµός κακώς ορισµένων προβληµάτων και παρατηρησιακών σφαλµάτων 
είναι αυτός που δηµιουργεί τα περισσότερα προβλήµατα. Ο Lanczos (1960) έδειξε 
ότι για ένα ιδανικό γραµµικό πρόβληµα (m=n), το µέγεθος του σφάλµατος στη 

λύση ( xi
e

) σχετίζεται µε τα σφάλµατα µέτρησης ( yi
e

) και τις αντίστοιχες ιδιοτιµές 

(λi) και δίνεται από τη παρακάτω σχέση, 

x yi
e

i
i
e=

1

λ                                               (4.16) 

Μια ιδιοτιµή µε τιµή 0.01 και ένα σφάλµα µέτρησης της τάξης 1% θα 
µεγενθύνουν το σφάλµα του διανύσµατος της λύσης κατά παράγοντα 100. 
 
 

4.3  Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων µε απόσβεση (Marquardt-Levenberg 
method - DLS) 
 Προκειµένου να µειωθούν τα προβλήµατα που δηµιουργούνται στη 
περίπτωση στη οποία ο πίνακας ΖΤ

Ζ είναι ιδιάζων, επιλύεται µια παραλλαγµένη 
µορφή ελαχίστων τετραγώνων. Στη µέθοδο αυτή εφαρµόζεται η περιοριστική 
συνθήκη ότι το άθροισµα των τετραγώνων, ή η ενέργεια των στοιχείων του 

διανύσµατος µεταβολής των παραµέτρων δ, περιορίζεται από µια ποσότητα δ0
2

. 

Η µέθοδος αυτή προτάθηκε από τον Levenberg (1944) και αργότερα περιγράφηκε 
λεπτοµερώς από τον Marquardt (1963). Καλείται και ως µέθοδος ελαχίστων 
τετραγώνων µε απόσβεση ή ως “ridge regression” (Inman, 1975). Σκοπός του 
προαναφερθέντος περιορισµού είναι η ελεγχόµενη µεταβολή της λύσης. 
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 Η λύση των ελαχίστων τετραγώνων µε περιορισµό, προκύπτει από την 
επίλυση προβλήµατος µε πολλαπλασιαστή Lagrange, στο οποίο η ποσότητα eTe 

ελαχιστοποιείται ικανοποιώντας και την συνθήκη δΤ
δ=δ0

2
. Τελικά προκύπτει ότι : 

S e eT T( , ) ( )δ β β δ δ δ= + − 0
2

                          (4.17) 

όπου β είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange. 
 ∆ιαφορίζοντας τη παραπάνω σχέση ως προς το διάνυσµα δ, παράγεται µια 
τροποποιηµένη µορφή των κανονικών εξισώσεων : 

( )Z Z I Z gT T+ =β δ                                 (4.18a) 

οπότε, 

δ β= + −( )Z Z Z gT TI 1
                              (4.18β) 

 Συγκρίνοντας τις σχέσεις (4.14) και (4.18β), προκύπτει ότι ο περιορισµός 
που εισάγει η µέθοδος αποφεύγει προβλήµατα ιδιαζόντων τιµών στο πίνακα ΖΤ

Ζ. 
Αυτό επιτυγχάνεται προσθέτωντας τη σταθερή αυτή ποσότητα στη κύρια διαγώνιο 
του πίνακα ΖΤ

Ζ, οπότε αυξάνουν οι τιµές των µικρών ιδιοτιµών. Ο Levenberg 
(1944) ονόµασε τη σταθερά β, παράγοντα απόσβεσης. Η ποσότητα β επιλέγεται 
έτσι ώστε να µην επηρρεάζει την ακρίβεια και ταυτόχρονα να περιορίζει τον 
αριθµό των µηδενικών στοιχείων.  
 Η σχέση (4.18β) έχει και άλλα ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά. Μπορεί να 
θεωρηθεί ως η διασταύρωση της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων και της µεθόδου 
µεγίστης κλίσης.  
 Το διάνυσµα της λύσης για τη µέθοδο µεγίστης κλίσης δίνεται από το τύπο 
: 

δg
TZ g= 2                                           (4.19) 

Το διάνυσµα λύσης της µεθόδου Marquardt-Levenberg, οριοθετείται από τα 
διανύσµατα λύσης των µεθόδων Gauss-Newton και της µεθόδου µεγίστης κλίσης. 
Ετσι είναι κατανοητό ότι κατάλληλη επιλογή του παράγοντα απόσβεσης β, µπορεί 
να οδηγήσει σε µια από τις τρεις σχετιζόµενες µεταξύ τους µεθόδους. Για τιµή 
β=0, εφαρµόζεται η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων, ενώ όσο η τιµή του β 
αυξάνεται τόσο οδηγούµαστε στη µέθοδο µεγίστης κλίσης. 
 Κατά καιρούς αναπτύχθηκαν τρόποι - µέθοδοι, κατά τις οποίες 
πραγµατοποιείται αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης στη λύση. Μια από αυτες είναι 
η χρήση κλίµακας (scaling). O Marquardt (1963) όρισε µε ποιο τρόπο πρέπει να 
καθοριστεί ένας διαγώνιος πίνακας D, τέτοιος ώστε ο πίνακας ΖD-1 να τοποθετεί 
τα µοναδιαία στοιχεία κατά µήκος της κύριας διαγώνιας του κλιµακωτού πίνακα 
(ΖD-1)T(ZD-1). Τα στοιχεία di του πίνακα D είναι ίσα µε το µέσο τετραγωνικό 
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άθροισµα (r.m.s), των στοιχείων στην ith στήλη του ανευ κλίµακας Ιακωβιανού 
πίνακα Ζ. Η λύση που προκύπτει είναι ίση µε : 

 
( )δ δ= −D D1

                                             (4.20) 
 Η µέθοδος DLS αποτελεί την βάση σειράς τεχνικών που χρησιµοποιούνται 
στην ανακατασκευή του πεδίου όπως η επαναληπτική µέθοδο µε 
επαναπροσδιορισµό των συντελεστών βαρύτητας (iteratively reweighted least 
squares, IRLS) και convolutional quelling (CQ). 
 Συνήθως εξοµαλύνουµε τη λύση DLS εφαρµόζοντας φίλτρα τα οποία 
αντικαθιστούν τη τιµή της ταχύτητας σε κάθε κελί του τοµογράµµατος από τη 
µέση τιµή των γειτονικών κελιών των οποίων οι τιµές είναι πολλαπλασιασµένες µε 
συντελεστές βαρύτητας : 

D G D D I Dg
T T− −= +1 2 1( )ε                            (4.21) 

όπου ο πίνακας G περιγράφει το φίλτρο εξοµάλυνσης. Παρόµοια φίλτρα 
προκύπτουν αν αντί της µέσης τιµής χρησιµοποιηθεί η κεντρική (median) τιµή. Τα 
φίλτρα κεντρικής τιµής δεν εκφράζονται υπό µορφή πινάκων, αλλά βρίσκουν 
ευρεία εφαρµογή στη σεισµική τοµογραφία. Αυτά τα φίλτρα δεν παραµορφώνουν 
τα όρια περιοχών υψηλής αντίθεσης της σεισµικής ταχύτητας και δεν εισάγουν 
σφάλµατα σε γειτονικά κελιά περιοχής µε πολύ µικρές ή πολύ µεγάλες ταχύτητες. 
 Από τη µέθοδο CQ (convolutional quelling) προκύπτει λύση παρόµοια µε 
αυτή της µεθόδου συζυγούς βαθµίδας. Στη µέθοδο αυτή το φίλτρο εξοµάλυνσης G 
εφαρµόζεται απευθείας στο πίνακα D, δηλαδή 

D G GD DG I GDg
T T T− −= +1 2 1( )ε                     (4.22) 

Ετσι οι γραµµές του πίνακα D εξοµαλύνονται και τα µηδενικά στοιχεία του 
αντικαθίστανται από τις εξοµαλυµένες τιµές. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα κάθε 
σεισµική ακτίνα να διευρύνεται και να περνά από περισσότερα κελιά (ray 
broadening). Η µέθοδος CQ δίνει τη καλύτερη λύση DLS, αλλά λόγω της 
διεύρυνσης της σεισµικής ακτίνας, η διακριτική ικανότητα είναι υποδιαίστερη. 
 Γενικότερα, για τη βελτιστοποίηση της ακρίβειας και της ευστάθειας της 
λύσης ελαχίστων τετραγώνων προτείνεται µέθοδος η οποία περιγράφεται από την  

D D D A A Dg
T T T− −= +1 1( )λ                         (4.23) 

όπου ο πίνακας Α περιγράφει διαφορικό τελεστή πρώτης ή δεύτερης τάξης, ενώ το 
λ προκύπτει από τη βελτιστοποίηση. Το DTD καθορίζει τη συσχέτιση των 
παραµέτρων (πίνακας συµµεταβλητότητας - covariance matrix). Η τεχνική 
ρύθµισης µε παραγώγους πρώτης τάξης παρουσιάζει ευσταθεία και καλύτερη 
ακρίβεια ανεξάρτητα από το επίπεδο του θορύβου. 
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 Στη µέθοδο IRLS (iterative regularized least squares) ελαχιστοποιούµε αντί 
της νόρµας δεύτερης τάξης L2, τη πιο γενικευµένη Lp η οποία για p=1 αντιστοιχεί 
στο άθροισµα των απολύτων τιµών του υπολειµατικού πεδίου (data residuals) 
(Scales, 1987).  
 Από την ελαχιστοποίηση της Lp προκύπτουν οι εξισώσεις (normal 
equation): 

D RDS D RTT T=                                      (4.24) 
όπου R είναι διαγώνιος πίνακας αποτελούµενος από όρους |∆ri|

p-2 και ∆ri είναι το 
υπολλειµατικό πεδίο. Η παραπάνω σχέση επιλύεται µε επαναληπτική διαδικασία 
όπου ο διαγώνιος πίνακας R επαναπροσδιορίζεται σε κάθε επανάληψη.  
 Στις περιπτώσεις όπου ο πίνακας DTD είναι ιδιάζων ή περίπου ιδιάζων, η 
πιο κατάλληλη µέθοδος επίλυσης του είναι η τεχνική singular value decomposition 
(SVD, Lanczos, 1961). 
 Η µέθοδος DLS έχει δύο κύρια µειονεκτήµατα : α) το τελικό αποτέλεσµα 
είναι στενά εξαρτηµένο από την αρχική επιλογή µοντέλου (Smith and Vozoff, 
1984) και β) σε µερικές περιπτώσεις η µέθοδος αυτή παράγει πολύπλοκες λύσεις 
οι οποίες µαθηµατικά πληρούν τη λύση, αλλά δεν είναι λογικά αποδεκτές. 
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4.4  Μέθοδος Ανάλυσης Ιδιαζουσών Τιµών (S.V.D) 
 Είναι γνωστό ότι η επίλυση του γραµµικού προβλήµατος ελαχίστων 
τετραγώνων, απαιτεί τη χρήση των κανονικών εξισώσεων (4.13) : 

Z Z Z gT Tδ =                                           (4.25) 

Η λύση απαιτεί τον πολλαπλασιασµό των παραπάνω πινάκων. Ο πίνακας ΖΤ
Ζ 

είναι ένας µη αρνητικός καθορισµένος, τετραγωνικός και συµµετρικός πίνακας, ο 
οποίος είναι πάντα θετικά ορισµένος κατά τη περίπτωση χρήσης του παράγοντα 
απόσβεσης του Marquardt. Είναι εποµένως δυνατή η επίλυση του παραπάνω 
συστήµατος µε ανάλυση Cholesky, χωρίς να απαιτείται η αντιστροφή κανενός 
πίνακα (Lawson and Hanson, 1974). 
 Οµως, ο σχηµατισµός των πινάκων Ζ

Τ
Ζ και Ζ

Τg εισάγει αριθµητικές 
ανακρίβειες. Οι Golub και Reinsch (1970) παρατήρησαν το πρόβληµα αστάθειας 
της λύσης και πρότειναν την επίλυση του συστήµατος : 

Z gδ =                                                   (4.26) 

αντί των κανονικών εξισώσεων. 
Η λύση του σχέσης (4.19) είναι : 

δ = −Z g1
                                                (4.27) 

αλλά ο αντίστροφος του Ζ (Ζ-1), υπάρχει µόνο στη περίπτωση όπου ο Ζ είναι 
τετραγωνικός (n=p) και µη ιδιάζων. Στη γεωφυσική όµως, τα περισσότερα 
προβλήµατα είναι υπερκαθορισµένα (n>>p), µε αποτέλεσµα ο αντίστροφος του Ζ 
να υπολογίζεται µε χρήση του γενικευµένου αντίστροφου (Lanczos, 1961).  
 Οι Golub και Reinsch (1970), ανέπτυξαν µια πολύ αποτελεσµατική µέθοδο 
για την επίλυση των εξισώσεων της σχέσης (4.19), στη περίπτωση όπου αυτές 
είναι ιδιάζουσες ή περίπου ιδιάζουσες. Η µέθοδος αυτή κάνει χρήση της ανάλυσης 
ιδιαζουσών τιµών (Singular Value Decomposition - S.V.D). Στις περιπτώσεις όπου 
µέθοδοι όπως οι Gauss elimination, LU decomposition αδυνατούν να δώσουν 
ικανοποιητική λύση, εφαρµόζεται η ανάλυση ιδιαζουσών ιδιοτιµών η οποία κάνει 
ακριβής διάγνωση της φύσης του προβλήµατος. Πέρα από τη διάγνωση του 
προβλήµατος, η µέθοδος παρέχει µια ικανοποιητική αριθµητική λύση. Η µέθοδος 
S.V.D χρησιµοποιείται ευρέως για την επίλυση γραµµικών προβληµάτων 
ελαχίστων τετραγώνων. Κατά την εφαρµογή της µεθόδου ο πίνακας Ζ (MxN) 
αναλύεται ως (Golub and Van Loan, 1989): 

Z U V T= Λ                                                  (4.28) 
όπου U είναι ένας ορθοκανονικός πίνακας (MxM) των ιδιοδιανυσµάτων και ο 
οποίος καλύπτει τον χώρο των δεδοµένων, V είναι ένας (NxN) ορθοκανονικός 
πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων, ο οποίος και καλύπτει το χώρο των παραµέτρων 
του µοντέλου και Λ είναι ένας (ΜxΝ) διαγώνιος πίνακας, τα στοιχεία του οποίου 
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είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα Ζ. Οι στήλες του πίνακα U είναι τα ιδιοδιανύσµατα 
του πίνακα ΖΖ

Τ και οι στήλες του V είναι τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα ΖΤ
Ζ. Στη 

πιο γενική περίπτωση όπου η ανάλυση παράγει κάποιες µηδενικές ιδιοτιµές (ας 
θεωρήσουµε p τον αριθµό των µη µηδενικών ιδιοτιµών), η παραπάνω ανάλυση 
του πίνακα Ζ (Lines and Treitel, 1984) γίνεται, 

Z U Vp p p
T= Λ                                         (4.29) 

όπου Up και Vp είναι ηµιορθογώνιοι πίνακες µε διαστάσεις mxp και nxp 
αντίστοιχα, ενώ ο πίνακας Λp είναι ένας pxp διαγώνιος πίνακας. 
 Οταν µια από τις ιδιοτιµές είναι µηδενική, το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα δεν 
µπορεί να απεικονιστεί από το χώρο των δεδοµένων στο χώρο των παραµέτρων 
του µοντέλου και αντίστροφα. ∆ιανύσµατα των δεδοµένων και των παραµέτρων 
του µοντέλου, τα οποία έχουν µηδενικές ιδιοτιµές, ανήκουν στο µηδενικό χώρο 
και δεν µπορούν να υπολογιστούν. Οταν µια ιδιοτιµή δεν είναι µηδενική, αλλά 
έχει πολύ µικρή τιµή συγκρινόµενη µε τη µεγαλύτερη ιδιοτιµή (ο λόγος των δύο 
τιµών είναι µεγάλος - condition number), η συµβολή που θα έχουν στη λύση τα 
αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα, πρέπει να είναι ελάχιστη διότι αυτό θα οδηγήσει σε 
αστάθεια της λύσης. 
 
 

4.5  Μέθοδος ανάλυσης ιδιαζουσών τιµών και παράγοντα απόσβεσης 
 Γνωρίζοντας τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων µε 
απόσβεση και της ανάλυσης ιδιαζουσών τιµών, έγινε µια προσπάθεια εφαρµογής 
και των δύο σε µια κοινή µέθοδο. Η εφαρµογή της µεθόδου SVD προτάθηκε 
µεταξύ των άλλων και από τους Lawson και Hanson (1974) και από τους Jupp και 
Vozoff (1975). 
 Η λύση των κανονικών τροποποιηµένων εξισώσεων δίνεται ως : 

δ β= + −( )Z Z I Z gT T1
                                 (4.30) 

Αν επαναδιατυπώσουµε τους (ΖΤ
Ζ) µε την µορφή U, Λ και V: 

Z Z V VT T= Λ2
                                          (4.31) 

οπότε, 

( ) .Z Z V VT T− −=1 2Λ                                      (4.32) 

Ο πίνακας (ΖΤ
Ζ+βΙ) γίνεται, 

( ) ( ) .Z Z I V V I V I VT T T+ = + = +β β βΛ Λ2 2
          (4.33) 

Τελικά, 
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( ) ( )Z Z I V I V Vdiag VT T
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 (4.34) 

όπου (Λ2+βΙ)-1 είναι ένας διαγώνιος πίνακας της µορφής, 
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Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στις γνωστές σχέσεις προκύπτει, 
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λ β
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                (4.36) 

Η λύση του συστήµατος µπορεί να γραφεί και ως άθροισµα των γινοµένων των 
διανυσµάτων µε βάρος, 

δ
λ

λ β

λ

λ β

λ

λ β
=

+
+

+
+ +

+
v u g v u g v u gT T

n
n

n
n
T

1
1

1
2 1 2

2

2
2 2 2

...    (4.37) 

Συγκρίνοντας τις λύσεις που προκύπτουν, παρατηρούµε ότι το στοιχείο 1/λi του 
πίνακα Λ-1 στην µέθοδο Marquardt, αντικαθίσταται από το στοιχείο, 

λ

λ β
j

j
2 +                                        (4.38) 

όπου β είναι ο παράγοντας απόσβεσης. Στο σηµείο αυτό φαίνεται καθαρά η 
αποτελεσµατικότητα αυτής της λύσης στη περίπτωση ιδιάζοντα πίνακα. Αν οι 
ιδιοτιµές είναι µεγάλες τότε και η επίδραση της άθροισης του παράγοντα β σε 
αυτές είναι αµελητέα οπότε είναι αµελητέα και η επίδραση στο διάνυσµα της 
λύσης.  Στη περίπτωση κατά την οποία οι ιδιοτιµές είναι µικρές (το λj�0), η 
άθροιση του παράγοντα απόσβεσης προκαλεί µείωση της παράστασης που δίνεται 
παραπάνω, άρα είναι ασθενέστερη η επίδραση του διανύσµατος της λύσης. 
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Οταν το β παίρνει µεγάλες τιµές, τότε βελτιώνεται η ευστάθεια της λύσης, 
αλλά χειροτερεύει η διακριτική ικανότητα της µεθόδου. Άρα είναι επιθυµητό το β 
να επιλεγεί έτσι ώστε να υπάρχει ευσταθής λύση και καλή διακριτική ικανότητα. 
 
 

4.6  Μέθοδος αντιστροφής υπό περιορισµούς µε εξοµάλυνση (Occam method) 
 Ενας τρόπος επίλυσης της αστάθειας της λύσης του αντιστρόφου 
προβλήµατος, είναι η εφαρµογή εξοµαλυµένων περιορισµών. Η εφαρµογή τέτοιων 
περιορισµών που σταθεροποιούν φτωχά καθορισµένα προβλήµατα, ανήκει στη 
γενική κατηγορία µεθόδων κανονικοποίησης (Tikhonov, 1963). Αυτού του τύπου 
οι µέθοδοι είναι γνωστοί και ως µέθοδοι ελαχίστων τετραγώνων µε τετραγωνικούς 
περιορισµούς ανισοτήτων (LSQI method - Golub and Van Loan, 1989). Η τεχνική 
που θα παρουσιαστεί, εφαρµόστηκε για πρώτη φορά στις γεωφυσικές επιστήµες 
από τον Constable et al. (1987), την οποία και ονόµασε τεχνική αντιστροφής του 
Occam (όνοµα φιλοσόφου του 14ου αιώνα). Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιήθηκε 
πρώτη φορά για την επίλυση αντιστρόφων προβληµάτων σε µελέτες 
µαγνητοτελλουρικών και προσδιορισµού γεωηλεκτρικής δοµής. Η αρχή της 
τεχνικής είναι ο προσδιορισµός του πιο εξοµαλυµένου µοντέλου το οποίο 
προσαρµόζει τα δεδοµένα παρατήρησης, µε βάση το γεγονός ότι το τελικό 
µοντέλο θα παρεκκλίνει τόσο από το πιο απλοποιηµένο µοντέλο όσο χρειάζεται 
για να επιτευχθεί η προσαρµογή των δεδοµένων. 
 Η ανάγκη εφαρµογής αυτής της µεθόδου, προέκυψε από την αδυναµία της 
µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων µε απόσβεση να δώσει απλές και ρεαλιστικές 
λύσεις, όπως και λόγω της εξάρτησης της τελικής λύσης από την επιλογή του 
αρχικού µοντέλου. Η µέθοδος αυτή (Occam  method) δεν υπόσχεται την καλύτερη 
λύση αλλά σίγουρα τη πιο απλή και αληθοφανής. Επίσης, η µέθοδος αυτή παρέχει 
σταθερότητα στη λύση και είναι ανεξάρτητη της επιλογής του αρχικού µοντέλου. 
 Για την εφαρµογή της µεθόδου απαιτείται ο προσδιορισµός ενός 
παράγοντας ο οποίος θα περιγράφει την επιθυµητή σχέση εξοµάλυνσης µεταξύ 
των παραµέτρων ως συνάρτηση των τιµών βραδύτητας του µοντέλου. Αυτός ο 
παράγοντας τραχύτητας (roughness term) (Constable et al., 1987) µπορεί να 
εκφραστεί µε διακριτή µορφή ως ένας τελεστής πεπερασµένων διαφορών. 
 Ενας τέτοιος παράγοντας τραχύτητας για δισδιάστατη Γη, προτάθηκε από 
τον Sasaki (1992), όπου αν θεωρήσουµε L παραµέτρους στρωµάτων και Q 
παραµέτρους ανά στρώµα, τότε το ολικό µοντέλο τραχύτητας R δίνεται από τη 
παρακάτω σχέση, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]R x x x x x
k
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k l k l k l k l k l
l
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= − − + − −
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− − + +
=

−

∑ ∑
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1

1 1 1 1

2

2

1

4, , , , , (4.39) 

όπου x(k,l) είναι το κεντρικό σηµείο και x(k-1,l), x(k,l-1), x(k,l+1) και x(k+1,l) είναι οι 
παρακείµενοι του κεντρικού κόµβοι προς το νότο, δύση, ανατολή και βορρά 
αντίστοιχα. 
 Στη παρούσα εργασία εφαρµόστηκε φίλτρο εξοµάλυνσης µε δεύτερες 
παραγώγους όπου το βάρος καθενός των παρακείµενων του κεντρικού, κόµβων, 
έχει τιµή -1 πολλαπλασιασµένο µε τον επιθυµητό βαθµό εξοµάλυνσης. Ο 
κεντρικός κόµβος έχει τιµή ίση µε τον αριθµό των παρακείµενων κόµβων 
πολλαπλασιασµένο µε τον επιθυµητό βαθµό εξοµάλυνσης. 
 Συχνά εφαρµόζεται η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων µε απόσβεση και 
παράλληλα µε περιορισµούς εξοµάλυνσης. Στη περίπτωση αυτή η λύση δίνεται 
από τη παρακάτω σχέση, 

δ β= + −( )Z Z C C Z gT T T1
                        (4.40) 

Παρατηρείται ότι η µόνη διαφορά µε τον γνωστό τύπο λύσης της DLS µεθόδου, 
είναι ότι ο µοναδιαίος πίνακας I αντικαθίσταται από τον εξοµαλυµένο πίνακα 
CTC. 
 
 

4.7  ∆ιακριτική ικανότητα και πίνακας συµµεταβλητότητας της λύσης του 
γραµµικού συστήµατος 
 Μελετώντας ένα απλό γραµµικό σύστηµα και έχοντας ορίσει την τελική 
λύση αυτού, τίθεται το ερώτηµα κατά πόσο οι υπολογιζόµενες παράµετροι του 
µοντέλου προσαρµόζουν καλά στα δεδοµένα. Ετσι µπορεί να δοθεί η παρακάτω 
σχέση : 

( ) ( )d Gm

Gm d m G d
d G G d GG d Nd

pre est

est g obs

pre g obs g obs obs=

= ⇒ = ⋅






⇒ = = =

−
− −

(4.41) 

 
 
 
όπου τα pre και obs είναι οι αναµενόµενες και παρατηρούµενες τιµές αντίστοιχα, 
ενώ G-g είναι ο γενικευµένος αντίστροφος του πίνακα G. 
O NxN τετραγωνικός πίνακας Ν=GG-g καλείται πίνακας διακριτικής ικανότητας 
των δεδοµένων. Ο πίνακας αυτός περιγράφει την καλή ή όχι προσαρµογή των 
προβλέψεων στα δεδοµένα. Αν ο πίνακας Ν=Ι, τότε εύκολα φαίνεται ότι dpre=dobs 
και το λάθος πρόβλεψης είναι µηδέν. Στην αντίθετη περίπτωση όπου ο πίνακας Ν 
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δεν ισούται µε το µοναδιαίο Ι, τότε το σφάλµα πρόβλεψης είναι µη µηδενικό. Η 
γραµµή αυτή του πίνακα δίνει το βαθµό που µπορούν τα γειτονικά δεδοµένα να 
προβλεφθούν. Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα αυτού δείχνουν το βάρος που έχει 
κάθε στοιχείο στη πρόβλεψη.  
 Οµοίως µπορεί να υπολογιστεί και ο πίνακας διακριτικής ικανότητας των 
παραµέτρων του µοντέλου. Για να υπολογιστεί το παραπάνω ας θεωρήσουµε ένα 
σύνολο παραµέτρων του µοντέλου (mtrue) οι οποίες έιναι άγνωστες αλλά επιλύουν 
τη σχέση Gmtrue=dobs. Εφαρµόζοντας τις σχέσεις για τα παρατηρούµενα δεδοµένα 
και τις υπολογιζόµενες παραµέτρους του µοντέλου προκύπτει η παρακάτω σχέση : 

( ) ( )G m d

m G d
m G G m G G m R m

true obs

est g obs

est g true g true true⋅ =

= ⋅






⇒ = ⋅ = ⋅ = ⋅

−
− −

  (4.42)  

Ο πίνακας R (ΜxΜ) καλείται πίνακας διακριτικής ικανότητας του µοντέλου. Στην 
περίπτωση όπου R=I κάθε παράµετρος του µοντέλου καθορίστηκε µοναδικά. 
Πλοτάρισµα των γραµµών του πίνακα αυτού, µας ορίζουν πόσο καλά οι 
παράµετροι του πραγµατικού µοντέλου έχουν καθοριστεί.  

Ο έλεγχος της ποιότητας των πινάκων διακριτικής ικανότητας των 
δεδοµένων και των παραµέτρων του µοντέλου γίνεται µε τις παρακάτω σχέσεις, 

[ ]
[ ]

spread N N I

spread R R I

= −

= −

2
2

2
2                                   (4.43) 

όπου γίνεται ο έλεγχος κατά πόσο οι δύο πίνακες (Ν, R) απέχουν από τον 
µοναδιαίο. 
 Στη περίπτωση που εξετάζουµε ένα γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα, η 
διαταραχή στο µοντέλο εξαιτίας σφαλµάτων στα δεδοµένα δίνεται ως : 

δ δm A dT=                                          (4.44) 
Ο πίνακας συµµεταβλητότητας Cov(δm), που συνδέεται µε την αβεβαιότητα στο 
προσδιορισµό των παραµέτρων του µοντέλου δm, δίνεται ως, 

Cov m A Cov d AT T( ) ( )δ =                          (4.45) 

Αν τα δεδοµένα είναι ασυσχέτιστα, ο πίνακας Cov(d), είναι ένας διαγώνιος 

πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι οι τυπικές αποκλίσεις των δεδοµένων σd
2

. 

Σε αυτή τη περίπτωση, 

Cov m A A V Vd
T T

d p p p
T( )δ σ σ= = −2 2 2Λ                 (4.46) 

Από τη παραπάνω σχέση φαίνεται καθαρά ότι η αβεβαιότητα στις υπολογιζόµενες 
τιµές των παραµέτρων του µοντέλου, είναι ανάλογες των αβεβαιοτήτων στα 
δεδοµένα και αντιστρόφως ανάλογες των τετραγώνων των ιδιοτιµών. Αυτό 
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συνεπάγεται ότι : όσο ο θόρυβος αυξάνει τόσο και η αβεβαιότητα των 
υπολογισµών των παραµέτρων του µοντέλου αυξάνει και ακόµα ότι όσες 
παράµετροι σχετίζονται µε µικρές ιδιοτιµές είναι κακώς υπολογισµένες. 
 Τέλος, θα αναφερθούµε στο µοναδιαίο πίνακα συµµεταβλητότητας, ο 
οποίος χαρακτηρίζει το βαθµό µε τον οποίο τα σφάλµατα στα δεδοµένα, 
µεγενθύνονται και επηρεάζουν τις παραµέτρους του µοντέλου. Αν τα δεδοµένα τα 
θεωρήσουµε ασυσχέτιστα και όλα µε την ίδια διακύµανση σ

2, ο µοναδιαίος 
πίνακας συµµεταβλητότητας δίνεται από τη σχέση : 

[ ] [ ]cov covu
g gT g gTm G d G G G= =− − − − −σ 2

        (4.47) 

 Ακόµα και αν τα δεδοµένα είναι συσχετισµένα, µπορεί να οριστεί ο 
µοναδιαίος πίνακας συµµεταβλητότητας των δεδοµένων [covud], ο οποίος 
σχετίζεται µε τον πίνακα συµµεταβλητότητας του µοντέλου µε τη σχέση : 

[ ] [ ]cov covu
g

u
gTm G d G= − −

                     (4.48) 

Ο πίνακας συµµεταβλητότητας του µοντέλου µας, αποτελεί ένα ακόµα κριτήριο 
για την ποιότητα της λύσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 
 
Πρόγραµµα επίλυσης του ευθέος και αντιστρόφου προβλήµατος 
 Η διαδικασία η οποία ακολουθείται στη παρούσα εργασία βασίζεται στη 
µέθοδο του Thurber (1983), η οποία αναπτύχθηκε για ένα καρτεσιανό σύστηµα 
αναφοράς. Εστω ότι έχουµε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς. Ο χώρος, ο 
οποίος θεωρείται επίπεδος, χωρίζεται σε ένα σύνολο από κυψέλες µε πλευρές 
παράλληλες µε τους άξονες του συστήµατος και η ταχύτητα των σεισµικών 
κυµάτων είναι σταθερή για κάθε κόµβο του δικτύου που δηµιουργείται.  

Το σύστηµα αναφοράς µπορεί να οριστεί τόσο για ισαπέχοντα σηµεία όσο 
και για µη ισαπέχοντα σηµεία - κόµβους. Αυτό σηµαίνει ότι τα κελιά είναι δυνατό 
να µην έχουν όλα τις ίδιες διαστάσεις. Αυτό έγινε προκειµένου να δοθεί λύση στη 
περίπτωση όπου χρειάζεται αυξηµένη διακριτική ικανότητα σε ένα συγκεκριµένο 
χώρο της περιοχής µελέτης (έντονη µεταβολή της ταχύτητας). Το παραπάνω 
σύστηµα αναφοράς είναι δυνατό να οριστεί παρέχοντας τις ελάχιστες και µέγιστες 
τιµές ανά άξονα, καθώς και το σταθερό βήµα µεταξύ δύο διαδοχικών τιµών του 
άξονα. 
 Αφού οριστεί το σύστηµα αναφοράς, κατόπιν γίνεται εισαγωγή στο 
πρόγραµµα του µοντέλου ταχυτήτων. Το µοντέλο ταχυτήτων µπορεί να είναι 
µονοδιάστατο ή τρισδιάστατο. Με την εισαγωγή του µοντέλου ταχυτήτων, γίνεται 
απευθείας τοποθέτηση αυτών στους αντίστοιχους κόµβους του δικτύου ενώ 
παράλληλα υπολογίζεται η τιµή καθυστέρησης για κάθε κόµβο ως το αντίστροφο 
της τιµής της ταχύτητας. Η τιµή της ταχύτητας για κάθε στρώµα, στο 
µονοδιάστατο µοντέλο ταχύτητας, ισούται µε το µέσο όρο των τιµών ταχυτήτων 
των κόµβων που βρίσκονται εκατέρωθεν του στρώµατος. Στην περίπτωση του 
τρισδιάστατου µοντέλου ταχυτήτων ακολουθείται η διαδικασία που περιγράφηκε 
κατά το προσεγγιστικό καθορισµό της σεισµικής ακτίνας (Thurber and Ellsworth, 
1980), κατά την οποία κατασκευάζεται ένα ισοδύναµο µονοδιάστατο µέσο και 
κατόπιν υπολογίζεται ο µέσος όρος όπως προαναφέρθηκε.  
 Το επόµενο βήµα είναι η εισαγωγή στο πρόγραµµα, των ακριβών θέσεων 
στο χώρο, των πηγών και δεκτών που χρησιµοποιήθηκαν κατά την διεξαγωγή του 
πειράµατος σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ γεωτρήσεων. Κατόπιν, εισάγονται τα 
ζευγάρια πηγών - γεωφώνων και οι αντίστοιχοι χρόνοι διαδροµής. Είναι δυνατόν 
να µην υπάρχουν καταγραφές από όλα τα γεώφωνα για κάθε πυροδότηση της 
πηγής, για αυτό και κρίθηκε αναγκαία η δηµιουργεία ενός αρχείου που 
πληροφορεί ποια γεώφωνα διεγέρθηκαν κατά την πυροδότηση µιας πηγής και τι 
χρόνους κατέγραψαν. 
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 Κατά την επίλυση του ευθέος προβλήµατος, ακολουθούνται τα παρακάτω 
στάδια. Αρχικά, για κάθε ζευγάρι πηγής-δέκτη, υπολογίζονται οι χρόνοι διαδροµής 
καθώς και η γεωµετρία των σεισµικών ακτίνων στο τρισδιάστατο µέσο. Βασική 
αρχή για τους υπολογισµούς αυτούς είναι ο νόµος του Snell, δηλαδή η παράµετρος 
της σεισµικής ακτίνας όπως παρουσιάστηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο. Τα 
παραπάνω στοιχεία υπολογίστηκαν µε βάση τις γνωστές σχέσεις που ισχύουν για 
την περίπτωση οριζοντίων στρωµάτων (Παπαζάχος, 1986). Ξέρουµε ότι και για τη 
περίπτωση των οριζοντίων επίπεδων στρωµάτων, δεν υπάρχει αναλυτική λύση για 
τα κύµατα που εξετάζουµε. Ετσι εφαρµόστηκαν αριθµητικές µέθοδοι 
προσδιορισµού αυτών. Στην περίπτωση των απευθείας κυµάτων το πρόβληµα 
αντιµετωπίστηκε µε την εύρεση της γωνίας αναχώρησης του απευθείας κύµατος το 
οποίο καταγράφεται σε απόσταση ∆ (επικεντρική απόσταση). Συνήθως, 
χρησιµοποιούνται η µέθοδος της λανθασµένης θέσης (false position method) και 
του αντιστρόφου ηµιτόνου (secant method). Με αυτό το τρόπο, υπολογίζονται 
εύκολα τα µήκη και οι χρόνοι διαδροµής της σεισµικής ακτίνας µέσα σε κάθε 
στρώµα. Από τους τελικούς χρόνους για τα δύο είδη σεισµικών κυµάτων, 
επιλέγεται το κύµα µε τον µικρότερο χρόνο διαδροµής, ενώ παράλληλα 
υπολογίζονται και οι συντεταγµένες (x,y,z) των σηµείων, που αποτελούν τα 
σηµεία τοµής των σεισµικών ακτίνων µε τις οριζόντιες επιφάνειες του ορισµένου 
συστήµατος αναφοράς. Εφαρµόζεται παρεµβολή στα σηµεία που 
προαναφέρθηκαν µε βάση το µήκος της σεισµικής ακτίνας που κάθε φορά 
εξετάζεται, προκειµένου να αυξηθεί το πλήθος τους και να αποτελέσουν το αρχείο 
εισαγωγής για τον τελικό προσδιορισµό της σεισµικής ακτίνας µε βάση την 
αναθεωρηµένη µέθοδο κάµψης (Moser, Nolet and Snieder, 1992).  
 Στη συνέχεια εφαρµόζεται µέθοδος η οποία κάµπτει τις σεισµικές ακτίνες 
προκειµένου να προσοµοιάσουν την πραγµατική πορεία των ακτίνων σε ένα 
τρισδιάστατο µέσο, οµοιογενές ή ανοµοιογενές ως προς τις ταχύτητες. Η 
παρουσίαση της µεθόδου αναφέρεται συνοπτικά στο κεφάλαιο προσδιορισµού της 
σεισµικής ακτίνας (τεχνική της κάµψης - bending methods). Κατά τη διαδικασία 
της κάµψης των σεισµικών ακτίνων, ξαναυπολογίζεται ο χρόνος διαδροµής 
(κανόνας του τραπεζοειδούς) ο οποίος είναι και ο τελικός χρόνος. Η διαφορά του 
υπολογιζόµενου χρόνου διαδροµής από τον παρατηρούµενο µας δίνει το διάνυσµα 
Β (χρονικό υπόλοιπο) της γραµµικής σχέσης Αx=Β. Η σχέση αυτή θα επιλυθεί µε 
κάποια µέθοδο αντιστροφής. Ο πίνακας Α της γραµµικής σχέσης, είναι ο πίνακας 
των παραγώγων των σεισµικών ακτίνων ως προς τις µεταβολές αυτών στο χώρο.  
 Τελικά, για την επίλυση του παραπάνω γραµµικού συστήµατος 
εφαρµόστηκε µια µέθοδος µη γραµµικής αντιστροφής ελαχίστων τετραγώνων. 
Σύµφωνα µε όσα ειπώθηκαν στο αντίστοιχο κεφάλαιο παρουσίασης των µεθόδων 
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αντιστροφής, θεωρήθηκαν ως καλύτερες η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων µε 
απόσβεση (Damped Least Squares-DLS) και η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων µε 
εξοµάλυνση (Occam method). Κατόπιν εφαρµόστηκαν και οι δύο σε κοινό 
αλγόριθµο αντιστροφής. Η επιτυχία του παρόντος αλγόριθµου βασίζεται στη 
κατάλληλη επιλογή του παράγοντα απόσβεσης και του παράγοντα εξοµάλυνσης. 
Για την εύρεση των κατάλληλων τιµών των παραµέτρων αυτών (damping factor, 
smoothing), εφαρµόστηκε η διαδικασία δοκιµής - σφάλµατος (trial-error method). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 
 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΕΙΣΜΙΚΗΣ ΤΟΜΟΓΡΑΦΙΑΣ 
6.1. Εφαρµογή σε συνθετικά δεδοµένα 

  Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα εφαρµογής του 
λογισµικού επίλυσης του ευθέος και αντιστρόφου προβλήµατος σε συνθετικά 
δεδοµένα. 

Το µοντέλο αποτελείται από 11 κόµβους κατά τη x διεύθυνση µε ελάχιστη 
τιµή 0m µέγιστη στα 25m και απόσταση ανά κόµβο 2.5m, 3 κόµβους κατά τη y 
διεύθυνση µε ελάχιστη τιµή 0m µέγιστη στα 10m και απόσταση ανά κόµβο 5m και 
11 κόµβους (ορίζοντες) κατά τη z διεύθυνση µε ελάχιστη τιµή 0m µέγιστη στα 
100m και απόσταση ανά κόµβο 10m (σχ. 6.1). 
 Το χρησιµοποιούµενο συνθετικό µοντέλο ταχύτητας, είναι ένα 
τρισδιάστατο ανοµοιογενές µοντέλο. Αποτελείται από κάποιο µέσο στο οποίο 
υπάρχουν δύο δοµές µε ανώµαλες ταχύτητες. Οι ταχύτητες αυτές είναι της τάξης 
του 15% υψηλότερη για τους κόµβους του καννάβου στους οποίους εφαρµόζεται η 
πρώτη (θετική) ανωµαλία και 10% αρνητική ανωµαλία, δηλαδή, χαµηλότερη του 
περιβάλλοντος για τους συγκεκριµένους κόµβους του καννάβου (σχ. 6.1). Το 
συνθετικό µοντέλο δηµιουργήθηκε για να διαπιστωθεί η δυνατότητα και η 
ακρίβεια υπολογισµού του µοντέλου ταχυτήτων.  
 Το συνθετικό τρισδιάστατο ανοµοιογενές µοντέλο ταχύτητας, αποτέλεσε 
αρχικά το µοντέλο εισαγωγής στον αλγόριθµο επίλυσης του ευθέος προβλήµατος. 
Από αυτό παρήχθησαν οι συνθετικοί χρόνοι διαδροµής οι οποίοι 
χρησιµοποιήθηκαν ως οι παρατηρούµενοι (observed traveltimes) για το πείραµα 
σεισµικής τοµογραφίας. Από το συνθετικό µοντέλο ταχύτητας παρήχθησαν και οι 
συνθετικές σεισµικές ακτίνες, οι οποίες συµφωνούν µε τη παρουσία των 
ανωµαλιών. 
 Στο επόµενο στάδιο, εισήχθηκε το αρχικό µονοδιάστατο µοντέλο 
ταχυτήτων το οποίο χρησιµοποιήθηκε ως βάση για τους παραπέρα υπολογισµούς. 
Το χρησιµοποιούµενο µονοδιάστατο µοντέλο ταχυτήτων φαίνεται στο πίνακα (πιν. 
6.1), 
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Πίνακας 6.1  Το µονοδιάστατο µοντέλο ταχυτήτων το οποίο χρησιµοποιήθηκε στους 

υπολογισµούς των συνθετικών χρόνων διαδροµής 
 
 

Βάθος (m) Ταχύτητα (m/sec) 

0 0.7 

10 0.8 

20 0.9 

30 1.0 

40 1.1 

50 1.2 

60 1.3 

70 1.4 

80 1.5 

90 1.6 

100 1.7 

 

 Το µονοδιάστατο µοντέλο ταχύτητας του πίνακα (6.1), αποτέλεσε τη βάση 
για το προσδιορισµό του τρισδιάστατου µοντέλου ταχυτήτων της περιοχής 
µελέτης. Κάθε φορά που υπολογιζόταν ένα νέο µοντέλο ταχύτητας, (πράγµα που 
σηµαίνει υπολογισµό νέων χρόνων διαδροµής), υπολογίζονταν ταυτόχρονα το 
µέσο τετραγωνικό σφάλµα (r.m.s) των χρονικών υπολοίπων ως κριτήριο 
σύγκλισης. 
 Στο ίδιο µοντέλο εφαρµόστηκαν τρεις διαφορετικές πειραµατικές διατάξεις 
γεωφώνων - πηγών :  
α) Στη πρώτη διάταξη τοποθετήθηκαν οι πηγές σε µια γεώτρηση βάθους 100m 
(όσο και η µέγιστη διάσταση του z άξονα του καννάβου), ενώ τα γεώφωνα 
τοποθετήθηκαν σε άλλη γεώτρηση µε το ίδιο βάθος. Τόσο τα γεώφωνα όσο και οι 
πηγές τοποθετήθηκαν ανά 2m. Εποµένως έχουµε 51 ζεύγη γεωφώνων - πηγών. Οι 
γεωτρήσεις είχαν απόσταση 25m µεταξύ τους, όσο δηλαδή και η µέγιστη διάσταση 
του x άξονα (σχ. 6.1). 
β) Η δεύτερη διάταξη διαφέρει από τη προηγούµενη στο γεγονός ότι γεώφωνα 
τοποθετήθηκαν και στην επιφάνεια εκτός του χώρου των γεωτρήσεων. Συνολικά 
χρησιµοποιήθηκαν 50 πηγές και 76 γεώφωνα (σχ. 6.2). 
γ) Τέλος, στη τρίτη διάταξη τα γεώφωνα τοποθετήθηκαν όπως και στη 
προηγούµενη διάταξη στη µια γεώτρηση και στην επιφάνεια, ενώ οι πηγές 
τοποθετήθηκαν τυχαία κατά τη x και z διεύθυνση µέσα στο χώρο του καννάβου. 
Οµοίως χρησιµοποιήθηκαν 50 πηγές και 76 γεώφωνα (σχ. 6.3). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 
 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Στη παρούσα διατριβή αναπτύχθηκαν ορισµένες τεχνικές και αλγόριθµοι, µε 
σκοπό τη προσαρµογή της µεθόδου της σεισµικής τοµογραφίας στη µελέτη του 
χώρου µεταξύ γεωτρήσεων. Συγκεκριµένα, αντιµετωπίστηκε το πρόβληµα της 
τοµογραφίας σε χώρο µεταξύ δύο γεωτρήσεων µε διάφορες διατάξεις πηγών και 
γεωφώνων όπως αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 6. Για την αντιστροφή των σεισµικών 
δεδοµένων (χρόνοι διαδροµής), κατασκευάστηκε κατάλληλο λογισµικό στη 
γλώσσα FORTRAN, το οποίο συµπεριλήφθηκε στη βάση προγραµµάτων του 
Τοµέα Γεωφυσικής. 
 Από την εφαρµογή της µεθόδου σε συνθετικά δεδοµένα (αποτελέσµατα του 
κεφαλαίου 6), είναι προφανές ότι είναι δυνατή η επιτυχής αντιστροφή χρόνων 
διαδροµής σεισµικών κυµάτων, µε σκοπό την ανακατασκευή του µοντέλου του 
χώρου µελέτης. Η µέθοδος αυτή είναι από τις πλέον κατάλληλες µεθόδους 
ανάλυσης σεισµικών δεδοµένων. Προβλήµατα που παρουσιάστηκαν στα 
αποτελέσµατα της αντιστροφής είχαν τη βάση τους στην εγγενώς προβληµατική 
διάταξη των πηγών - γεωφώνων σε πειράµατα σεισµικής τοµογραφίας µεταξύ 
γεωτρήσεων. Κύριο στοιχείο ήταν η ύπαρξη πολλών υποπαράλληλων σεισµικών 
ακτίνων οι οποίες δεν ήταν σε θέση να δώσουν σαφή εικόνα του πεδίου των 
ταχυτήτων, λόγω της προσανατολισµένης πορείας των ακτίνων από τη µία 
γεώτρηση στην άλλη. Για το λόγο αυτό, εφαρµόστηκαν οι δύο τεχνικές επίλυσης 
προβληµάτων ελαχίστων τετραγώνων (µε απόσβεση και µε εξοµάλυνση) 
προκειµένου να αποµακρύνουν τα σφάλµατα στο προσδιορισµό των παραµέτρων 
των µοντέλων. Παρατηρείται ότι στη περίπτωση του πειράµατος κατά το οποίο 
έχουµε πηγές τυχαία στο χώρο, τα αποτελέσµατα είναι πολύ καλά λόγω ακριβώς 
της µη παράλληλης κίνησης των σεισµικών ακτίνων. 
 Από την ακρίβεια των παραγόµενων µοντέλων ταχύτητας επιβεβαιώνεται η 
ορθότητα του τρόπου εργασίας και της ακολουθούµενης µεθοδολογίας. 
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