
1 

 

 

 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΟ ΙΔΡΥΜΑ 

ΚΡΗΤΗΣ 
 

 

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 

Τ.Ε 
 



2 

 

 

 

ΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕ ΘΕΜΑ 
 

 

 

 

ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΤΩΝ 
ΝΟΜΩΝ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΚΑΙ Η 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ 

ΠΑΛΜΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ 

 

 

 

 



3 

 

 

 

ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ 

ΔΡ. Δ. ΠΛΙΑΚΗΣ 

 

 

 

 

ΦΟΙΤΗΤΕΣ 

ΑΛΕΞΑΝΔΡΑΚΗΣ ΧΡΗΣΤΟΣ 

ΛΑΜΠΑΘΑΚΗΣ ΛΕΩΝΙΔΑΣ 

 
 

  



4 

 

Peter D. Lax 
Courant Institute of Mathematical 
Sciences 
New York University 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΤΩΝ 
ΝΟΜΩΝ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΚΑΙ Η 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ 

ΠΑΛΜΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ 

 
  



5 

 

 

 

 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

Εισαγωγή  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 

1. Μερικώς γραμμικές υπερβολικές εξισώσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 

2.Νόμοι διατήρησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 

3. Απλοί  νόμοι διατήρησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12 

4. H μείωση των λύσεων καθώς το t τείνει στο άπειρο . . . . . . . . . . . . . . . .33 

5.Υπερβολικά συστήματα των νόμων διατήρησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 

6. Ζεύγη των νόμων διατήρησης. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 

Σημειώσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 

Βιβλιογραφία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 

   



6 

 

Εισαγωγή  

     Είναι ευρέως γνωστό ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών για µια οµαλή µη 
γραµµική εξίσωση ίσως και να µην έχει πάντα λύση- η λύση ενδέχεται να γίνει 
άπειρη σε πεπερασµένο χρόνο. Το ίδιο ισχύει και για τις ηµιγραµµικές 
υπερβολικές µερικές διαφορικές εξισώσεις· ίσως σπάσουν σε πεπερασµένο χρόνο 
όταν οι παράγωγοι τους γίνουν άπειρα. Σε αυτές τις σηµειώσεις γίνεται µελέτη 
στην πρώτη τάξη µερικών γραµµικών υπερβολικών συστηµάτων που προέρχονται 
από τους νόµους διατήρησης. Έχοντας υπόψιν ότι ένας νόµος διατήρησης είναι 
ολοκληρωτική σχέση, ίσως ικανοποιηθεί από συναρτήσεις που δεν είναι 
διαφορισιµες, ούτε καν συνεχής. Ενδεχοµένως να είναι απλά µετρήσιµες και 
φραγµένες τις οποίες θα αποκαλούµε γενικευµένες λύσεις, σε αντίθεση µε τις 
κανονικές, δηλαδή τις διαφορικές. Η ανάλυση µιας κανονικής λύσης ίσως και να 
σηµαίνει ότι παρόλο που µία γενικευµένη λύση υπάρχει πάντα, παύει να είναι 
διαφορίσιµη µετά από πεπερασµένο χρόνο. Όλα τα διαθέσιµα στοιχεία δείχνουν 
ότι αυτό ισχύει. Όµως φαίνεται πως υπάρχουν αρκετές γενικευµένες λύσεις µε τα 
ίδια αρχικά δεδοµένα, από τα οποία ένα έχει φυσική σηµασία- ο στόχος είναι να 
δοθεί κριτήριο για την επιλογή του σωστού δεδοµένου. Μία κατηγορία τέτοιων 
κριτήριων περιγράφεται σε αυτές τις σηµειώσεις και ονοµάζονται συνθήκες 
εντροπίας καθώς στην περίπτωση δυναµικών αερίων απαιτείται η αύξηση 
εντροπίας των µορίων που διανύουν ένα κρουστικό παλµό. 

     Αυτές οι διαλέξεις αντιμετωπίζουν την μαθηματική πλευρά της θεωρίας, 

δηλαδή ασχολούνται με τα αποτελέσματα που μπορούν να αποδειχθούν 

αυστηρά. Παρουσιάζουμε ότι είναι γνωστό για την ύπαρξη και την μοναδικότητα 

των γενικευμένων λύσεων του προβλήματος αρχικής τιμής που υποβάλλεται σε 

συνθήκες εντροπίας. Επίσης ερευνούμε τον διακριτικό σχεδιασμό που εισάγει η 

συνθήκη εντροπίας και αποδεικνύουμε ότι προκαλεί μία αργή φθορά στην 

ένταση του σήματος. 

     Δεν παρουσιάζεται κανένα αριθμητικό αποτέλεσμα, όμως υπάρχει μία πολύ 

σύντομη εισαγωγή στις αριθμητικές μεθόδους στο κεφάλαιο 7 των σημειώσεων. 

Οι κατά προσέγγιση λύσεις, οι οποίες μπορούν να υπολογιστούν με αυτές τις 

μεθόδους, είναι και αρκετά χρήσιμες ποσοτικά αλλά δίνουν και ελπίδα ότι 
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τέτοιοι μέθοδοι μπορούν να αποδείξουν την ύπαρξη λύσεων που θα οδηγήσει 

στην ποσοτική τους μελέτη.     

 

1. Μερικές γραµµικές υπερβολικές εξισώσεις. Ένα σύστηµα πρώτης 
διάταξης των µερικώς γραµµικών εξισώσεων σε δύο ανεξάρτητους 
µεταβλητές έχει την µορφή  
 

(1.1)  
 
όπου u η διανυσµατική συνάρτηση του x και t, το Α  πινακοσυνάρτηση του 
u αλλά και των x και t. Τέτοιο σύστηµα ονοµάζεται αυστηρά υπερβολικό αν 
για κάθε x, t και u ο πίνακας A = A(x, t, u) έχει πραγµατικές και 

διακεκριµένες ιδιοτιµές τj = τj (x, t, u), j = 1, …. , n. 

  Παροµοίως, ένα µερικώς γραµµικό σύστηµα µε k + 1 µεταβλητές               
x1, x2, .... , ,xk, r  

      ( 1.2 ) 

 

 

ονοµάζεται υπερβολικό αν για κάθε x, t, u και διανυσµατική µονάδα, ο 
πίνακας   

 

έχει πραγµατικές και διακεκριµένες ιδιοτιµές τj (x, t, u, ω), j = 1, . . . , n. 

Το πρόβληµα αρχικών τιµών για την (1.1) ή την (1.2) είναι να βρεθεί λύση 
u(x, t) µε καθορισµένες τιµές t = 0: 

 (1.3)  

Εύκολα συµπεραίνουµε από την γραµµική θεωρία το γεγονός ότι αυτό το 
πρόβληµα αρχικής τιµής έχει το πολύ µία λύση στην κατηγορία των λύσεων 
C1. 
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όπου το n δηλώνει τον προς τα έξω κανόνα του G και το dS δηλώνει το 
στοιχείο επιφάνειας στο �G, το όριο του G, ώστε το ολοκλήρωµα στα δεξιά 
στην (2.1) να  µετράει την εκροή – εξού και το πλην. Εφαρµόζοντας το 
θεώρηµα απόκλισης και βάζοντας το d/dt κάτω από το ολοκληρωτικό 
σύµβολο έχουµε 
 

 

∆ιαιρώντας µε τον όγκο (G) και µικραίνοντας το G σε σηµείο όπου όλα τα 
µερικά παράγωγα του u και f  να είναι συνεχή, καταλήγουµε στον διαφορικό 
νόµο διατήρησης 
 
(2.2) 
 
Θα αντιµετωπίσουµε τα συστήµατα των νόµων διατήρησης 

 
 (2.3) 

Όπου κάθε f  

j είναι κάποια µη γραµµική συνάρτηση του u1, ... , un. 

Εκτελώντας τις διαφορικότητες στην (2.3) βγάζουµε το πρώτο βαθµό του 
µερικώς γραµµικού συστήµατος 

(2.4)  

Εισάγοντας τον συµβολισµό του διανύσµατος και του πίνακα 

  

 

(2.5) 
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Μπορούµε να γράψουµε το (2.4) µε την µορφή 

(2.6)  

 

Αφού τα f  

j είναι µη γραµµικές συναρτήσεις του u, οι πίνακες Ai όπως 
καθορίζονται στο (2.5) είναι συναρτήσεις του u. Υποθέτουµε ότι το µερικώς 
γραµµικό σύστηµα (2.6) είναι αυστηρά υπερβολικό. 

u ονοµάζεται µία γενικευµένη λύση του συστήµατος των νόµων διατήρησης 
(2.3) αν αυτό ικανοποιεί την ολοκληρωµατική µορφή αυτών των νόµων, π.χ. 
αν 

 

(2.7) 

  

κρατάει για κάθε οµαλά φραγµένο χωρίο και για κάθε χρονικό διάστηµα      
(  tl, t2 ). Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να απαιτείται η (2.3) να κρατήσει για 
κάθε λογική της θεωρίας κατανοµής.  

Ας θέσουµε το S(t) ως µία λεία επιφάνεια η οποία κινείται µε το t, το u µία 
συνεχή διαφορίσιµη λύση της (2.3) σε όποια πλευρά του S που είναι 
ασυνεχής στην επιφάνεια του S. Η συνθήκη η οποία πρέπει να ικανοποιηθεί 
σε κάθε σηµείο του S, αν το u είναι γενικευµένη λύση στην επιφάνεια του S, 
είναι 

(2.8)  

Εδώ το [u] και το [f] συµβολίζουν τη διαφορά µεταξύ των τιµών του u και 
του f αντίστοιχα στις δύο πλευρές του S. Το n είναι το κανονικό του S και s 
είναι η ταχύτητα διάδοσης του S προς το n. Η σχέση (2.8) ονοµάζεται 
συνθήκη άλµατος Rankine-Hugoniot.  Στη συνέχεια θα το αποδείξουµε για 
µία µονοδιάστατη περίπτωση. 
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    Τόσο η γεωμετρική και η αναλυτική επιχειρηματολογία αποδεικνύουν 

πέρα από κάθε  αμφιβολία ότι εάν u0(x) δεν αποτελεί αύξουσα συνάρτηση 

του x,τότε καμία συνάρτηση u (x, t) δεν υπάρχει για κάθε t > 0 με  αρχική 

τιμή u0 που λύνει το (3.3), με τη συνήθη έννοια! Είδαµε όµως στην § 2 , οι 
µετρήσιµες συναρτήσεις u που ικανοποιούν την (3.1) κατά την έννοια των 
κατανοµών , µπορούν να θεωρηθούν ότι ικανοποιούν την ολοκληρωτική 
µορφή του νόµου διατήρησης της οποίας η (3.1) είναι η διαφορική µορφή. 
Γυρνάµε τώρα στη µελέτη αυτών των λύσεων διανοµής, ξεκινώντας µε το 
απλούστερο είδος –αυτές που ικανοποιούν την (3.1) κατά τη συνήθη έννοια 
σε κάθε πλευρά µιας οµαλής καµπύλης x = y (t) κατά µήκος της οποίας , το 

u είναι ασυνεχής. Θα συµβολίζουµε µε το u και ur τις τιµές του u στην 
αριστερή και δεξιά πλευρά, αντίστοιχα , του  x =y.  

 

 

 

 

 

 

 

                                                Εικ. 4 

                                    

Επιλέξτε τα α και b , έτσι ώστε η καµπύλη να τέµνει το διάστηµα                α 
≤ x ≤ b τη χρονική στιγµή t (βλέπε εικόνα 4). Συµβολίζοντας µε Ι(t)     την 
ποσότητα 

 

 

έχουμε:  
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              (3.8) 

 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη συντοµογραφία :                   

 

(3.9) 

 

για την ταχύτητα µε την οποία η ασυνέχεια διαδίδεται. ∆εδοµένου ότι σε 
κάθε πλευρά της ασυνέχειας η (3.1) ικανοποιείται , θα µπορούσαµε να 

θέσουµε ut = - fx στην (3.8) για x < y και x > y. Μετά την ολοκλήρωση της 
διενέργειας προκύπτει ότι  

 

 

Εδώ έχουμε χρησιμοποιήσει τις εύχρηστες συντομεύσεις  

 

 

 

Ο νόµος της διατήρησης ισχυρίζεται ότι :    

 

 

 

Συνδυάζοντας αυτόν τον τύπο µε την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε την 
αλµατώδη κατάσταση   

 (3.10) 
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όπου [u] = ur - u  και  [ f ]  =  fr -  ft  υποδηλώνουν το άλµα σε u και f σε 
όλο τον  y . 

Θα δείξουµε τώρα σε ένα παράδειγµα  ότι προηγουµένως άλυτα 
προβλήµατα αρχικών τιµών µπορούν να λυθούν για όλα τα t µε την βοήθεια 
των ασυνεχών λύσεων. 

       ( 3.11 )  

 

 

 

 

 

Η γεωµετρική λύση (βλέπε fig. 5) παίρνει µία µόνο τιµή για t ≤ 1 άλλα δύο 
τιµές έπειτα. 

 

 

 

 

 

 

 

 Τώρα ορίζουµε για t ≥ 1  
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Η ασυνέχεια ξεκινάει στο σηµείο ( 1,1 ) και διαχωρίζει την κατάσταση       

ut = 1 στα αριστερά από την κατάσταση ur = 0 η οποία είναι στα δεξιά. Η 
ταχύτητα διάδοσης επιλέχτηκε αναλόγως της κατάστασης άλµατος  ( 3.10) 

µε f(u) = 
�
��� :       

 

 

     Εισάγοντας γενικευµένες λύσεις καθιστά δυνατή την επίλυση των 
προβληµάτων της αρχικής τιµής τα οποία δεν θα µπορούσαν να λυθούν µε 
την κατηγορία των γνήσιων λύσεων. Ταυτόχρονα απειλεί µε τον κίνδυνο ότι 
η διευρυµένη κατηγορία των λύσεων είναι τόσο µεγάλη ώστε να υπάρχουν 
αρκετές γενικευµένες λύσεις µε τα ίδια αρχικά δεδοµένα. Το παράδειγµα 
που ακολουθεί µας δείχνει ότι αυτή η ανησυχία είναι βάσιµη : 

    

 

 

Η γεωµετρική λύση (βλέπε Fig. 6) παίρνει µία µόνο τιµή για t > 0 άλλα δεν 
ορίζει (υπολογίζει) την τιµή του u στην περιοχή  0 < x < t. Θα µπορούσαµε 
να καλύψουµε αυτό το κενό σύµφωνα µε το µοντέλο  του προηγούµενου 
παραδείγµατος και να θέσουµε  

 

 

(3.12) 
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Η ταχύτητα διάδοσης επιλέχθηκε έτσι ώστε η κατάσταση άλµατος της 
(3.10) να ικανοποιείται.  Από την άλλη πλευρά η συνάρτηση 

 

( 3.12’ )  

 

Ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση  (3.3)  µε  α(u) = u  και συνδέει συνεχώς 
το υπόλοιπο της προσδιορισθείσας λύσης  γεωµετρικά. Σαφώς µόνον µία 
από αυτές τις λύσεις µπορεί να έχει φυσική σηµασία. Το ερώτηµα  είναι 
ποιά ;  

    Απορρίπτουµε την ασυνεχή λύση  της (3.12)  για την αποτυχία να πληροί 
τα ακόλουθα κριτήρια : 

     Τα χαρακτηριστικά ξεκινώντας από  οποιαδήποτε  πλευρά της ασυνεχής 
καµπύλης όταν συνεχίζουν προς την κατεύθυνση της αύξησης του t 
τέµνονται µε την γραµµή ασυνέχειας. Αυτή θα είναι η περίπτωση αν  

       (3.13) 

Είναι σαφές ότι αυτή η συνθήκη παραβιάζει τη λύση που δόθηκε από την 
(3.12) 

      Αν όλες οι ασυνέχειες µιας γενικευµένης λύσης ικανοποιούν τους όρους 
της (3.13) , κανένα χαρακτηριστικό σχεδιασµένο προς  την κατεύθυνση 
φθίνοντος  t δεν τέµνει την γραµµή ασυνεχείας . Αυτό δείχνει ότι για 
τέτοιου είδους λύσεις κάθε σηµείο µπορεί να συνδεθεί από ένα προς τα 
πίσω χαρακτηριστικό προς ένα σηµείο της αρχικής γραµµής. Εδώ έγκειται η 
σηµασία της συνθήκης  (3.13). Όταν εφαρµόζεται στις  εξισώσεις της ροής 
συµπιεστού , αυτή η γενίκευση αντιστοιχεί στο να απαιτεί το υλικό που 
διασχίζει την ασυνέχεια , να πρέπει να υφίσταται αύξηση της εντροπής. Γι 
αυτό το λόγο η συνθήκη  (3.13) θα λέγεται συνθήκη εντροπίας. 

     Μια ασυνέχεια που ικανοποιεί την σχέση άλµατος (3.10) και την 
συνθήκη εντροπίας (3.13) ονοµάζεται κύµα. Το έργο που έχουµε µπροστά 
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µας είναι να διερευνηθεί κατά πόσον κάθε πρόβληµα  αρχικής τιµής για την 
(3.1) έχει ακριβώς µία γενικευµένη λύση , η οποία προσδιορίζεται για όλους 
τους t ≥ 0 και έχει µόνο κύµατα όπως ασυνέχειες. 

   Θα πρέπει πρώτα να ελέγξουµε την υπόθεση όταν η συνθήκη (3.7) 
ικανοποιείται δηλαδή  η α(u) είναι µια αυξητική συνάρτηση του u. Σαφώς 
αυτό είναι έτσι ώστε κάθε φορά η f(u) να είναι µία κυρτή συνάρτηση του u. 

 

 

      

 

 

 

 

 

(βλέπε Fig. 7 ). Μια τέτοια συνάρτηση έγκειται πάνω από όλα στις 
εφαπτόµενες της: 

(3.14) 

 

     Ας   υποθέσουµε ότι η u είναι µια πραγµατική ( δηλαδή συνεχής και 
διαφορίσιµη ) λύση της  (3.1) και ας υποθέσουµε ότι  ��=u(x,0) είναι 0  για 
µεγάλες αρνητικές τιµές του x. Τότε το ίδιο ισχύει για το u(x,t)  για κάθε t > 
0 που το u ορίζεται. Έχουµε εισάγει την ολοκληρώσιµη συνάρτηση U(x,t) 
που ορίζεται ως εξής : 

  

  (3.15) 
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τότε    

(3.16) 

Ολοκληρώνοντας την (3.1) από το -∞ εώς το x και χρησιµοποιώντας την 
(3.16) παίρνουµε  

         

     (3.17)  

όπου έχουµε προσαρµόσει το f έτσι ώστε  

   (3.18)  

Εφαρµόζοντας την ανισότητα  (3.14) µε �� = u και για οποιονδήποτε 
αριθµό υ παίρνουµε ότι  

    (3.19) 

Συµβολίζουµε µε y το σηµείο όπου η γραµµή  
	�
	
 =α(u) δια µέσω του x,t  

τέµνει τον x άξονα. Προφανώς 

   (3.20)    

 

Ολοκληρώνοντας την (3.19) κατά µήκος αυτής της γραµµής από το 0 έως το 
t παίρνουµε , για t ≥  0  

   (3.21)    

           

Συµβολίζουµε µε b το αντίστροφο της συνάρτησης α. Από την  (3.20) 
παίρνουµε την  

     (3.22)      

  

Συµβολίζουµε µε g την συνάρτηση  
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 (3.23)      

   

Προφανώς , δεδοµένου ότι οι α και b και αντίστροφες ισχύει ότι  

  

 

 

Συµβολίζουµε το α(0) µε c. Τότε b(c) = 0 και λαµβάνοντας υπόψιν την 
εξοµάλυνση µε την (3.18) έχουµε από την (3.23) ότι g(c) = 0. Έτσι 
παράγοντας την συνάρτηση g στο δεξί µέρος της (3.21) παίρνουµε  

 

   (3.24)   

 

Αυτή η ανισότητα ισχύει για όλες τις τιµές του y.Για την τιµή του y για την 
οποία το υ,  δίνεται από την (3.22) , ισούται µε u(x,t) ,η ισότητα  στην σχέση 

(3.19) κατά µήκος όλου του χαρακτηριστικού  
	�
	
 = u απoρέει από το (x,t). 

Συνεπώς ισχύει η ισότητα και στην (3.24). Συνοψίζουµε αυτά τα 
αποτελέσµατα ως εξής :   

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1 :    Ας υποθέσουµε ότι   η u είναι µια     πραγµατική  
λύση της     (3.1) τότε  

 
 
(3.25)    
 
 
όπου y = y(x,t) είναι αυτή η τιµή η οποία ελαχιστοποιεί. 
 
   (3.26) 
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Εδώ το b είναι η αντίστροφη συνάρτηση του α και η g ορίζεται από 
 
  
(3.27) 
 
 
Και 
 
 
(3.28) 
 
 
     Ας υποθέσουµε ότι η u(x,t) είναι µια γενικευµένη λύση. Η σχέση (3.17) 
είναι η ολοκληρωτική µορφή του νόµου διατήρησης (3.1).Έτσι προκύπτει 
ότι όταν η f είναι κυρτή η ανισότητα (3.24) είναι ισχύει και για τις 
γενικευµένες λύσεις επίσης. 
     Αν όλες οι ασυνέχειες της γενικευµένης λύσης της u είναι κύµατα , τότε 
κάθε σηµείο (x,t) µπορεί να συνδεθεί σε ένα σηµείο y της αρχικής γραµµής 
από ένα χαρακτηριστικό προηγούµενο . 
Για την συγκεκριµένη τιµή του y το σύµβολο της ισότητας διατηρείται  στη 
(3.24). Εποµένως το θεώρηµα 3.1 ισχύει και για γενικευµένες λύσεις της 
(3.1) της όποιας οι ασυνέχειες είναι κύµατα. Σας δείχνουµε ότι και το 
αντίστροφο ισχύει , αποδεικνύοντας  έτσι την ύπαρξη των λύσεων  µε 
κύµατα(διακυµάνσεις) και  µε αυθαίρετο τρόπο ορίστηκαν ολοκληρωµένα 
αρχικά δεδοµένα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.2 : Οι τύποι (3.25) – (3.26) καθορίζουν µια ενδεχοµένως 
ασυνεχή λειτουργία του u(x,t) για τις αυθαίρετα ολοκληρωµένες αρχικές 
τιµές uo(x). Η συνάρτηση u που ορίζεται έτσι  ικανοποιεί την (3.1) υπό την 
έννοια των κατανοµών και οι ασυνέχειες του u είναι κύµατα. 

 Απόδειξη  : (i)  Εάν το u0 είναι ολοκληρωµένο, τότε το U0 οριοθετείται. 
Όπως µπορεί να διαπιστωθεί από την (3.27),η g είναι µια κυρτή συνάρτηση 
η όποια επιτυγχάνει την ελάχιστη τιµή  της στο  z = c. Εποµένως η 
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συνάρτηση G που ορίζεται από την (3.26) επιτυγχάνει την ελάχιστη τιµή της 
σε κάποιο σηµείο ή σηµεία της y.  
  Ληµµα 3.3 : Για σταθερό t, συµβολίζουµε µε y(x) οποιαδήποτε τιµή του y, 
όπου G (x, y) επιτυγχάνει την ελάχιστη τιµή του. Τότε η y(x) είναι µια µη 
φθίνουσα συνάρτηση του x. 

 Απόδειξη : Πρέπει να δείξουµε ότι για x2> xl, η G(x2, y) δεν λαµβάνει 

την ελάχιστη τιµή της για y < y1 = y(x1). Ειδικότερα, θα δείξουµε ότι για 
y  < y1 ισχύει  

 
    (3.29) 
 

Για την ελαχιστοποίηση της ιδιότητας του y1  

 

         (3.30) 

 Από την ανισότητα του Jensen έχουµε ότι για xl <x2  και  y <y1 

 
 
 
 
 
Πολλαπλασιάζοντας αυτή τη τελευταία ανισότητα µε το t και προσθέτοντας 
την στην (3.30) παίρνουµε την (3.29). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του 
λήµµατος. 
    Προκύπτει από το λήµµα ότι ,για σταθερό t ,για όλα αλλά για ένα 
αριθµήσιµο σύνολο των x το ελάχιστο του G (x, y, t) επιτυγχάνεται σε ένα 
σηµείο ακριβώς y = y (x, t), το οποίο είναι µια µονότονη αύξουσα 
συνάρτηση του x. Έτσι το u (x, t) είναι καλά καθορισµένο από την(3,25), 
αλλά σε όλα αυτά τα σηµεία. 
  (ii)   Μπορούµε να συνδυάσουµε την(3.25) και την(3.26) σε ένα τύπο 
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όπου  
 
 
 
 
 
Οµοίως  
 
 
 
όπου 
 
 

 

 

∆ηλώνουµε ως  VN  την συνάρτηση  

 

 

Σαφώς  

 

 

Και οµοίως βλέπουµε ότι  

 

 

µε την προϋπόθεση ότι θα κάνουµε χρήση της ταυτότητας  
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Προκύπτει από αυτές τις σχέσεις ότι   

 

τοποθετώντας το Ν → ∞ λαµβάνουµε το όριο στη σχέση(3.1) για u. 

   (iii)   Εφόσον στο Λήµµα 3.3 η  y (x, t) είναι µια αύξουσα συνάρτηση του 

x, και  δεδοµένου  ότι το b είναι µια αύξουσα συνάρτηση  ισχύει για xt  < x2  
ότι  

 

 

 

 

 
 
Εδώ το k είναι µια σταθερά Lipschitz για το b.Το αποτέλεσµα είναι µια 
µονόπλευρη κατάσταση Lipschitz για  το  u 
    
 
(3.31)  
 
 

η οποία δείχνει ότι στα σηµεία ασυνέχειας ισχύει ur < ut  όπως απαιτείται 

από την κυµατώδη κατάσταση. 
    (iv)   Οι λύσεις που ορίζονται από τις (3,25), (3,26) έχουν την ιδιότητα 
υποοµάδας, δηλαδή ότι , εάν η u( x ,t1 ) λαµβάνεται ως νέα αρχική τιµή, 
τότε η αντίστοιχη λύση σε χρόνο t2 

παρέχεται από την(3.25) ,(3.26) και ισούται µε u (x, t1+t2). Αυτό εύκολα 
επαληθεύεται από ένα απλό επιχείρηµα. 
    Περνάµε τώρα στο πρόβληµα της µοναδικότητας. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3.4 : Έστω ότι u και υ είναι δύο τµήµατα συνεχών 
γενικευµένων λύσεων της (3.1).Ας υποθέσουµε ότι η f είναι κυρτή και ότι 
όλες οι ασυνέχειες των u και υ  είναι κύµατα. 
 
Έπειτα  η                                     είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του t  
όπου η στάθµη είναι η L1  στάθµη  όσον αφορά την µεταβλητή x. 
    ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν  u =υ τη στιγµή όπου t=0 τότε το u=υ για κάθε t>0. 
 ( Αυτό είναι το θεώρηµα της µοναδικότητας που ψάχναµε). 
Απόδειξη : Μπορούµε να γράψουµε την στάθµη L1   έτσι : 
 
  (3.32) 
 
όπου τα σηµεία επιλέγονται έτσι ώστε  u(x,t)  –  υ(x,t)  είναι το σήµα  
��1��  για yn < x < yn+1 (φυσικά οι yn είναι συναρτήσεις του  t). 
   Υπάρχουν δύο περιπτώσεις :  

(i) Το  yn  είναι σηµείο συνέχειας και των δύο υ και u . Σε αυτή την 
περίπτωση          

              (3.33)             u(yn,t)  =  υ(yn,t)   

∆εδοµένου ότι οι τιµές λύσεων είναι σταθερές µαζί µε τα χαρακτηριστικά 

επακολουθεί ότι σε αυτή την περίπτωση το yn  είναι γραµµική συνάρτηση 

του t. 

(ii)  Το  yn είναι σηµείο ασυνέχειας µίας εκ των δύο υ και u.Σε αυτήν 

την περίπτωση yn είναι µια καµπύλη κύµατος. 

Λύνοντας  διαφορικά  την (3.32) ως προς το t έχουµε  την       (3.34) 

 

 

Για το διάστημα yn  ,  yn+1   και οι δύο τιµές ικανοποιούν την (3.1) στην 
έννοια των κατανοµών. 
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Καθορίζοντας ut =  - f(u)x, υt = ω - f(υ) στην (3.34) λαµβάνουµε, αφού 
εκτελέσουµε την ολοκλήρωση.  

 

(3.35)  

 
 
Στην περίπτωση  (i) όπου  u(y)= υ(y) κάνει την  (3.35) να είναι  ίση  µε το 
µηδέν (0). 
Ερχόµαστε τώρα στην περίπτωση (ii) . Υποθέτουµε ότι η τιµή u έχει έναν 

κυµατισµό στην τιµή yn = yn+1 και ότι το υ=υ(g) κυµαίνεται µεταξύ του u1 

και ur  

  (3.36)                      ur  < υ <  u1 

 
Στην συνέχεια το u-υ είναι θετικό στην (yn,yn+1) και άρα το n είναι ίδιο. 
Σύµφωνα µε την παραπάνω θεωρία την (3.10), έχουµε  
 
 
 
 
Αντικαθιστώντας αυτό στην (3.35) καταλήγουµε στο σηµείο (καταληκτικό) 

yn+1   με  = u1  

          
 
 
 
 
 
Επειδή η f είναι µια κυρτή συνάρτηση και από την (3.36) το υ έγκειται του 

διαστήµατος (ur , u1) , προκύπτει από την ανισότητα  Jensen’s ότι η δεξιά 

πλευρά του (3.37) είναι αρνητική. Παροµοίως , επίσης η συµβολή του 
κατώτερου τελικού σηµείου στην (3.35) είναι αρνητική. Αυτό µας δείχνει 
ότι  το    (d/dt)||u - υ||   είναι πάντα   ≤ 0(µικρότερο ίσο του 0) άρα όπου το t 
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αυξάνει το ||u - υ||   µειώνεται(φθίνει). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του 
θεωρήµατος.  
    Η περίπτωση όπου το y είναι ασυνέχεια και για τα δύο υ και u µπορεί να 
αντιµετωπιστεί  µε τον ίδιο τρόπο. 
   Για την παραγωγή του  Θεωρήµατος  3.4  µπορούµε να παραλείψουµε την 
απαίτηση ότι η f είναι κυρτή εάν αντικαταστήσουµε τον κανόνα εντροπίας 
(3.13) µε τον ακόλουθο : 

   (i) Αν ur  <  u1 τότε η γραφική παράσταση της f στο διάστηµα [ur , u1] 

βρίσκεται κάτω από τη χορδή(βλέπε  fig. 8).  
 

(3.38i)   

 

 

 

 

 

 

(ii)  Αν u1 < ur  τότε η γραφική παράσταση της f στο διάστηµα [ur , u1] 

βρίσκεται πάνω από τη χορδή(βλέπε  fig. 9). 

 

(3.38ii)  

Οι συνθήκες (3.38) ονοµάζονται γενικευµένοι κανόνες εντροπίας. 

Ας υποθέσουµε ότι f(u) είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση �� του u· ας 
υποθέσουµε ότι u(x,t) είναι µια λύση κατανοµής της (3.1) η οποία είναι µια 
πραγµατική λύση έξω από έναν πεπερασµένο αριθµό ασυνεχειών. 
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    Η ασυνέχεια στο u ονοµάζεται κρουστική εάν τα u1  και  ur  πληρούν έναν 

από τους κανόνες εντροπίας (3.38).  

    Η απόδειξη του  Θεωρήµατος  3.4  δίνει τα ακόλουθα περισσότερο γενικά 
αποτελέσµατα. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 3.5 :  Έστω ότι η f µία οποιαδήποτε συνάρτηση �� , και 
τα u και υ δύο κατανεµητές  λύσεις της (3.1) από όπου όλες οι ασυνέχειες 
είναι κρουστικές. Τότε           || u(t) – υ(t) ||   είναι µια φθίνουσα συνάρτηση 
του t.   Ακολούθως συνεπάγεται ότι δύο τέτοιες λύσεις οι οποίες είναι ίσες 
για t=0 , είναι ίσες για όλα τα t. Η απόδειξη του  Θεωρήµατος  3.5 επίσης 
δείχνει  το παρακάτω αντίστροφο. 

    ΠΟΡΙΣΜΑ :  Αν το u είναι µια λύση κατανοµής  της (3.1) εκ των οποίων 
µια από τις ασυνέχειες αδυνατεί να ικανοποιήσει τον κανόνα εντροπίας 
(3.38) τότε υπάρχει µια πραγµατική λύση υ τέτοια ώστε    || u(t) – υ(t) ||   δεν 
είναι φθίνουσα συνάρτηση του t. 

   Το θεώρηµα µοναδικότητας  που προαναφέρθηκε δεν παρουσιάζει µεγάλο 
ενδιαφέρον εκτός εάν µπορέσουµε να καταδείξουµε ότι ο γενικευµένος 
κανόνας εντροπίας δεν είναι υπερβολικά περιοριστικός , δηλαδή , ότι κάθε 
πρόβληµα αρχικών τιµών  u(x,0) = ����� έχει λύση κατανοµής  u που οι 
ασυνέχειες του ικανοποιούν τον γενικευµένο κανόνα. Μια τέτοια λύση του u 
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µπορεί να κατασκευασθεί ως το όριο των λύσεων �� της παραβολικής 
εξίσωσης 

 

   (3.39)  

 

 

Συνεπάγεται εύκολα από το µέγιστο αξίωµα ότι η (3.39) έχει το πολύ µία 
λύση· είναι επίσης αλήθεια ότι µια λύση �� υπάρχει για όλα  τα t και ότι 

όταν  λ → 0 αυτές οι λύσεις συγκλίνουν µε βάση τον  L1 σε ένα όριο της u. 
Εµείς δε θα παρουσιάσουµε αυτές τις αποδείξεις ,αλλά θα δείξουµε ότι το 
όριο αυτό είναι µια λύση κατανοµής της(3.1), η οποία ικανοποιεί τη 
γενικευµένη εντροπία κατάσταση. Για να δείξουµε την πραγµατικότητα της 
πρώτης πρότασης πολλαπλασιάζουµε την (3.39) µε την  ��� συνάρτηση 
δοκιµής   Φ και ολοκληρώνουµε κατά µέρη· Παίρνουµε 

 

 

Έστω ότι   λ → 0· το αριστερό µέρος συγκλίνει στο 

 

 

το δεξί µέρος συγκλίνει στο 0. Αυτό αποδεικνύει ότι η u αποτελεί λύση 
κατανοµής της (3.1). Για να αποδείξουµε ότι το u ικανοποιεί την εντροπία 
κατάσταση,  θα δείξουµε πρώτα ότι για κάθε δύο λύσεις �� και ��  της 
(3.39) ,  

                                     || �� (t) – �� (t) ||   

είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του t.  
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Για να το δούµε αυτό γράφουµε : 

 

 

όπου �� �	�� αλλάζει πρόσηµο στο σηµείο ��. ∆εδοµένου ότι οι λύσεις της 
(3.39) είναι συνεχείς,  

   (3.40)                       �� �	�� � �   στο σηµείο �� . 

Κάνοντας διαφορική την   ||u� �	υ�|| : 
 

 

   Λαµβάνοντας υπόψη την (3.40), ο δεύτερος όρος στα δεξιά είναι µηδέν· 
αντικαθιστώντας από την(3.39) τον πρώτο όρο και εκτελώντας την 
ολοκλήρωση  λαµβάνουµε 

 

  

 Και πάλι το δεύτερο άθροισµα στα δεξιά είναι µηδέν, λόγω της (3.40). 
Υποθέτουµε ότι κάθε όρος στο πρώτο άθροισµα είναι µη θετικός· Για 
��1��!��� � ��� = p είναι µη αρνητικό στο µεσοδιάστηµα και από την 
(3.40) είναι µηδέν στα τελικά σηµεία· άρα το "� είναι µη αρνητικό στο 
αριστερό τελικό σηµείο του διαστήµατος και µη θετικό στο δεξί άκρο. Αυτό 
ολοκληρώνει την απόδειξη ότι το  

                                         ||u��t� �	υ�(t)|| 

είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του t. Αν το u είναι το L1 όριο του u� και το 
υ το  L1 όριο του υ� τότε και το    ||u��t� �	υ�(t)||   µειώνεται. 
   ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι κάθε πραγµατική λύση υ της (3.1) είναι 
το όριο καθώς το λ → 0 των λύσεων της υ� της παραβολικής εξίσωσης. Ως 
εκ τούτου προκύπτει ότι εάν το u αποτελεί λύση κατανοµής της (3.1) η 
οποία είναι ένα  L1 όριο των λύσεων  u� της (3.39) και αν υ είναι µία 
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οποιαδήποτε πραγµατική λύση της (3.1) , τότε το   ||u��t� �	υ�(t)||  είναι µία 
φθίνουσα συνάρτηση του t. Σύµφωνα µε το πόρισµα στο Θεώρηµα 3.5 
προκύπτει ότι όλες οι ασυνέχειες του u ικανοποιούν τη γενικευµένη 
κατάσταση εντροπίας, όπως  υποστηρίχθηκε.  

   Το να απαλλαχθούµε από τους όρους κυρτότητας µας καθιστά δυνατό να 
επεκτείνουµε αυτές τις έννοιες και τα θεωρήµατα ύπαρξης και 
µοναδικότητας σε µονούς νόµους διατήρησης , σε οποιοδήποτε αριθµό 
µεταβλητών χώρου. 

4. H µείωση των λύσεων καθώς το t τείνει στο άπειρο. Ας υποθέσουµε ότι η 
f(u) είναι µια κυρτή συνάρτηση· τότε το Θεώρηµα 3.2 δίνει µια ρητή 
έκφραση για τις λύσεις u της (3.1) από την άποψη των αρχικών δεδοµένων  
                     

 

(4.1) 

 

Όπου το y ελαχιστοποιεί  

 

   (4.2) 

 

Ας δούµε τι µπορούµε να συµπεράνουµε από την (41) σχετικά µε την τις 
λύσεις για µεγάλα t. Υπενθυµίζουµε ότι η g είναι µια κυρτή συνάρτηση και 
b µια µονότονα αύξουσα(µοναδική) , και ότι η g παίρνει την ελάχιστη τιµή 
της όταν c = α(0) και 

   (4.3)                 g(c) = 0 

Συµβολίζουµε µε k την ποσότητα 

  

  (4.4)    
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Ας υποθέσουµε ότι  η f είναι αυστηρά κυρτή· τότε   k > 0. Θα υποθέσουµε 
ότι η b΄ βρίσκεται µεταξύ δύο θετικών σταθερών για όλα τα u : 

   (4.5)       

Έπεται από αυτήν και την (4.3) ότι 

   (4.6)     

τότε 

 

    

Ας υποθέσουµε ότι η αρχική τιµή �� της u είναι µέσα στο L1· τότε για κάθε 

y,   ����� � $ 	��%�&
'�    οριοθετείται σε απόλυτη τιµή µε ||��|| = M. 

Χρησιµοποιώντας την (4.6) βλέπουµε ότι για όλα τα y  

     

 

(��, � * +,	, ,� � ���� * +,�είναι ≤ Μ. Αυτό µας δείχνει ότι	(��, �, ,� - . 
στο ελάχιστο σηµείο. Συνδυάζοντας αυτήν µε την (4.7) βλέπουµε ότι  

     

    (4.8) 

 

Από την (4.5) και b(c) = 0 έχουµε  

και συνδυάζοντας αυτήν µε την (4.8) παίρνουµε  

 

 

Έτσι από την (4.1) 
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   (4.9)  

 

Υποθέτουµε ότι η αρχική τιµή ����� είναι µηδέν έξω από το διάστηµα         
(-Α,Α). Τότε η �����  είναι µηδέν για x < -A και σταθερό για Α < x . 
Σύµφωνα µε την (4.8) η ελάχιστη τιµή του y βρίσκεται στο διάστηµα  

 

 

Αν  x < ct – const(σταθερά)√, � 	0 , το y έγκειται στο διάστηµα y < -A 
όπου η τιµή του  �1��� είναι ανεξάρτητη από το y· συνεπώς το ελάχιστο 
του G έχει ληφθεί στο σηµείο το  οποίο ελαχιστοποιεί την   tg((x — y)/t)· 
αυτή η τιµή είναι η y = x – ct. 

Οµοίως , για    x > ct + const(σταθερά)√, * 	0  η τιµή  y που ελαχιστοποιεί 
είναι η   y = x – ct. Από το b(c)=0 , συµπεραίνουµε από την (4.1) ότι το 
u(x,t) = 0 για τα x έξω από το διάστηµα  

 

Αυτό το αποτέλεσµα αν το συνδυάσουµε µε την (4.9) , µπορεί να εκφραστεί 
ως : Κάθε λύση u του οποίου η αρχική τιµή είναι µηδέν έξω από ένα 
πεπερασµένο χρονικό διάστηµα είναι , σε χρόνο t , µηδέν έξω από ένα 

διάστηµα του οποίου το µήκος είναι  O(√,)· µέσα σε αυτό το διάστηµα  το u 

είναι  O(1/√,). 
    Μια πιο λεπτοµερής ανάλυση της ρητής φόρµουλας αποδίδει την 
ακόλουθη πιο ακριβής δήλωση σχετικά µε τη συµπεριφορά των λύσεων για 
µεγάλα t. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1 :  Ορίζουµε την οµάδα συναρτήσεων 2-παραµέτρων 
την  υ(p,q)     p,q  ≥ 0 : 
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 Έστω ότι  u(x,t)  είναι οποιαδήποτε λύση µε κύµατα της  

(4.11)       

όπου η f είναι κυρτή , f ́ (0) = c , f ́΄(0) = h. Τότε  

                                              || u�t� � 	�(t ; p,q) || 

τείνει στο 0 όταν t → ∞ , όπου  || ·  || είναι η στάθµη L1 και 

 

 

(4.12) 

 

 

   ∆εν θα παρουσιάσουµε απόδειξη αυτού του θεωρήµατος αλλά θα 
παρουσιάσουµε µια επαλήθευση από µία από τις συνέπειές της. 

    Έχουµε εισάγει τις ακόλουθες συντοµογραφίες: 

 

                                                                                                                             
(4.13)  

 

 

Σε συσχέτιση µε αυτές η (4.12) µπορεί να γραφτεί ως  
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Προκύπτει εύκολα από τον ορισµό της υ στην (4.10) ότι , για κάθε Τ  ,  

 

 

Από το θεώρηµα  4.1 έχουµε ότι    || u�t * Τ; ", 4� � 	�(t ; p,q) || = 0. 
Εφαρµόζοντας την (4.12) το u��, t * Τ� στην θέση του u��, t� 
συµπεραίνουµε ότι για κάθε Τ  

  

 

 

Με λόγια : Ι_ και Ι+  είναι χρονικά αµετάβλητες λειτουργίες των λύσεων. 

   Θα παρουσιάσουµε τώρα µια άµεση απόδειξη για τη διακύµανση στην Ι_. 

   Έστω ότι η u είναι µία λύση της (4.11) , πιθανόν µε διακυµάνσεις. 
∆ηλώνουµε µε  Μ(t) : 

  

 

και µε y(t) κάποια από τις τιµές y όπου λαµβάνεται το ενδεδειγµένο 
ελάχιστο. Στόχος µας είναι να δείξουµε ότι η M είναι ανεξάρτητη του t. 

    Σύµφωνα µε την ολοκληρωµένη µορφή του νόµου διατήρησης , για κάθε 
t1 και t2 και y ,   

 

 

Εδώ έχουµε χρησιµοποιήσει το δεδοµένο ότι u(�∞, ,) = 0 και ότι f (0) = 0. 
Λαµβάνοντας το y ώστε y(t1) = y1 , y(t2) = y2  , αντίστοιχα , και 
χρησιµοποιώντας τον ορισµό του y ως ελάχιστο , καταλήγουµε στις 
ανισότητες  
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Το οποίο σηµαίνει ότι  

 (4.14) 

     Όπου 

 (4.15) 

 

εδώ  f(y,t) χρησιµοποιείται εν συντοµία του f(u(y,t)). 

   Λήµµα  :  y(t) , το t είναι ένα σηµείο της συνέχειας του u , και  

       (4.16)                          u(y , t) = 0. 

   Απόδειξη. Με την ιδιότητα της ελαχιστοποίησης του y έχουµε : 

   (4.17)            �5 � ���_, ,�- 0 ,    �8 � ���9, ,�: 0 

Επειδή το f θεωρείται κυρτό , η κατάσταση εντροπίας είναι ότι  �5 ; �8 
Έτσι προκύπτει από την (4.17) ότι η y(t)  δεν µπορεί να είναι ένα σηµείο 
ασυνέχειας και ότι  u(y,t) = 0. 

   ∆εδοµένου ότι το σύνολο των σηµείων ελαχιστοποίησης της y(t) ,το t είναι 
κλειστό ,συνεπάγεται ότι σε κάθε συµπαγές τµήµα του επιπέδου (x,t) , στον 
y(t) , το t έχει µια θετική απόσταση από οποιαδήποτε διακύµανση της 
αντοχής. | �8 � �5| = ε. Από αυτό ακολουθεί ότι όταν ,� → ,� , η ταλάντωση 
του u(��, ,) και του u(��, ,) µέσα στο (,�	, ,�) τείνει στο 0. Σύµφωνα µε την 
(4.16) , u(��, ,�) = u(��, ,�)  = 0.Έτσι τα  u(��, ,) και u(��, ,) τείνουν στο 0 
οµοιόµορφα  στο (,�	, ,�) όταν ,� → ,� . Επειδή το f(0)=0 , ακολουθεί ότι 
όµοια για το  F , το µέγιστο του f µέσα σε αυτό το διάστηµα τείνει στο 0 
καθώς ,� → ,�	.  
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Τότε συµπεραίνουµε από την (4.12) ότι  

 

το οποίο αποδεικνύει την σταθερότητα του Μ και δείχνει ότι µένει 
αµετάβλητη η συνάρτηση  Ι_ .  Το ότι µένει αµετάβλητη η >9 ακολουθεί 
παρόµοια. Εναλλακτικά, παρατηρούµε ότι το ελάχιστο και το µέγιστο στην 
(4.13) συµβαίνουν για την ίδια τιµή του y. Έτσι συµπεραίνουµε ότι  

 

  

Αυτό είναι µια συνέπεια της ολοκληρωτικής µορφής του νόµου διατήρησης 
ότι για τις λύσεις u οι οποίες είναι 0 στο x=?∞ , @���� είναι ανεξάρτητο του 
t. Έτσι το ότι µένει αµετάβλητη η >9 ακολουθεί από το ότι µένουν 
αµετάβλητα η Ι_ και η  @�. 

   Η ποσότητα @� είναι  εκ φύσεως αµετάβλητη και ανήκει στο νόµο της 
διατήρησης. Είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι υπάρχουν άλλες, "αφύσικες" 
σταθερές. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2 :  Η εξίσωση (3.1) έχει ακριβώς δύο ανεξάρτητες 
σταθερές και συνεχείς συναρτήσεις στην τοπολογία L1. 

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι  Ι είναι οποιαδήποτε σταθερή και συνεχής 
συνάρτηση στην τοπολογία L1 . Από το θεώρηµα 4.1 έχουµε 

 

 

Η τιµή της δεξιάς πλευράς καθορίζεται από τις τιµές του p και q , που µε τη 
σειρά τους καθορίζονται από τις  >'���  και >9���.Ως εκ τούτου , η τιµή της 
Ι(u) είναι µια συνάρτηση των τιµών των >'���  και >9���. 
   Χρησιµοποιώντας τη ρητή φόρµουλα (4.1) συµπεραίνουµε από την(4.9) 
και το θεώρηµα 4.1 ότι οι λύσεις των αρχικών τιµών που βρίσκονται στην 
τοπολογία L1 φθίνει στο 0 καθώς το Α →	∞. Θα παρουσιάσουµε τώρα µια 
άλλη µέθοδος για τη µελέτη της συµπεριφοράς των λύσεων καθώς το t →	∞ 
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η οποία δεν βασίζεται στην (4.1).Με την βοήθεια αυτής της µεθόδου 
µπορούµε να δείξουµε ότι καθώς  t →	∞ οι λύσεις των αρχικών τιµών που 
είναι περιοδικές τείνουν οµοιόµορφα στην µέση τιµή τους ��AAA : 
 

  (4.18)    

 

Όπως παρατηρείται στην παράγραφο 3 , κάθε διαφορίσιµη λύση u της (4.11) 
είναι σταθερή 

 

(4.19)   

 

Έστω x��t� και  x��t� είναι ένα ζεύγος χαρακτηριστικών , 0 - t - T. Τότε 
υπάρχει µια κατηγορία χαρακτηριστικών µοναδικής παράµετρος που ενώνει 
τα σηµεία του διαστήµατος [x��0�,x��0�] , t=0  µε τα σηµεία του 
διαστήµατος [x��Τ�,x��Τ�] , t=T. Επειδή το u είναι σταθερό κατά µήκος 
αυτών των χαρακτηριστικών το u(�, 0) στο πρώτο διάστηµα και το u(�, C) 
στο δεύτερο διάστηµα είναι ισοδύναµα. Γενικότερα ,αν σ και τ είναι µη 
χαρακτηριστικές καµπύλες οι οποίες συνδέουν το  x�με		το	x� ,το u κατά 
µήκος των σ και τ είναι  ισοδύναµα. Επειδή οι ισοδύναµες συναρτήσεις 
έχουν την ίδια συνολική αύξηση και µείωση διακύµανσης καταλήγουµε στο 
συµπέρασµα ότι οι συνολικές  αυξήσεις και µειώσεις διακύµανσης από µια 
διαφορική λύση ανάµεσα σε οποιοδήποτε ζεύγος χαρακτηριστικών  
παραµένει. 

   ∆ηλώνουµε µε D(t) το πλάτος της γραµµής  που οριοθετείται από τα   
x�και	x� : 

   (4.20)                              K�,� � 		 x��,� �	x��,�.	 
Κάνοντας διαφορική την (4.20) σε σχέση µε το t και χρησιµοποιώντας την 
(4.19) παίρνουµε 
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    (4.21)   

 

           Ολοκληρώνοντας σε σχέση µε το t έχουµε  

   (4.22)     

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας παλµός y ο οποίος βρίσκετε στο u ανάµεσα 
στις χαρακτηριστικές x�και	x� (βλέπε Fig.10).Επειδή σύµφωνα µε την 
(3.13) οι χαρακτηριστικές εκατέρωθεν του παλµού  

 

 

 

 

 

 

 

βρίσκονται στον παλµό , υπάρχουν σε κάθε δεδοµένο χρόνο Τ ,δύο 
χαρακτηριστικές ��και	y� οι  οποίες τέµνουν τον y παλµό σε ακριβώς χρόνο 
T. Υποθέτοντας ότι δεν υπάρχουν άλλοι παλµοί παρών καταλήγουµε στο 
συµπέρασµα ότι η αυξανόµενη διαφορά του u στο (���t�, ���t�) , όπως και 
στο (���t�, ���t�) , είναι ανεξάρτητη του t. Σύµφωνα µε την σχέση (3.13) το 
α(u) µειώνεται δια µέσω των παλµών , έτσι ώστε η αύξηση µεταβολής του 
α(u) κατά µήκος του [���Τ�, ���Τ�] ισούται µε το άθροισµα της 
αυξανόµενης µεταβολής του α(u) κατά µήκος των [���0�, ���0�] και 
[���0�, ���0�]. Αυτό το άθροισµα είναι κατά κανόνα λιγότερο από ότι είναι 
η αύξουσα µεταβολή του u κατά µήκος του [���0�, ���0�]. Συνεπώς 
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι αν υπάρχουν παλµοί , η συνολική 



42 

 

αύξουσα µεταβολή του α(u) ανάµεσα σε δύο χαρακτηριστικές µειώνεται µε 
το χρόνο. 

 
    ∆ίνουµε τώρα µια ποσοτική εκτίµηση της µείωσης αυτής. Έστω ότι >� 
είναι οποιοδήποτε διάστηµα του x άξονα. Το υποδιαιρούµε σε 
υποδιαστήµατα [�M'�,	�M] , j = 1,…,n , έτσι ώστε το u(x,0) να εναλλάξ 
αυξάνεται και µειώνεται σε αυτά τα διαστήµατα(υποθέτουµε για την 
απλοποίηση ότι το �� είναι τµηµατικά µονότονο). Συµβολίζουµε µε  �M�,� 
την χαρακτηριστική επακολουθία από το j σηµείο της 	�M , µε την 
προϋπόθεση ότι αν το  �M�,� βρίσκονται στον παλµό , το  �M�,� θα συνεχίσει 
µέσα στον παλµό. 
   Είναι εύκολο να δείξουµε ότι για κάθε t > 0 , τo u(x,t) αυξάνεται και 
µειώνεται εναλλάξ στα διαστήµατα (�M'�(t),	�M(t)). ∆εδοµένου ότι δια µέσω 
όλων των παλµών το u µειώνεται , η συνολική αύξηση µεταβολής N9�C� 
του α(u) καθ όλο το διάστηµα Ι(Τ) = [��(T),	��(T)] είναι  

 
   (4.23)   

 
όπου το �M'�(T) υποδηλώνει την τιµή του u στο δεξιό άκρο του �M'�(T) , 
και το �M(T) υποδηλώνει την τιµή του u στο αριστερό άκρο του �M(T). Στην 
περίπτωση που τα �M'�(T) και �M(T) είναι τα ίδια , ο j όρος στην (4.23) είναι 
µηδέν. Υποθέτουµε ότι �M'�(T) < �M(T). Τότε υπάρχουν χαρακτηριστικές 
�M'�(t) και �M(t) οι οποίες αρχίζουν όταν t = 0 µέσα στο (�M'�,	�M) και οι 
οποίες όταν t = T βρίσκονται στα �M'�(T) , και �M(T) αντίστοιχα. Η τιµή του 
u κατά µήκος του  �M(t) είναι �M(T). 
     Συµβολίζουµε το �M(t) - �M'�(t) µε KM(t). Σύµφωνα µε την (4.22)  

     
 

Συνοψίζοντας όταν ο j είναι περιττός και χρησιµοποιώντας την (4.23) 
έχουµε 

 
 
 

∆εδοµένου ότι τα διαστήµατα [�M'�(T) , �M(T)] =[�M'�(T) , �M(T)] είναι 
τµηµατισµένα και βρίσκονται στο Ι(Τ) , το άθροισµα των µήκων τους (όρων 
τους) δεν µπορεί να υπερβαίνει το µήκος  L(T) του I(t). Έτσι συµπεραίνουµε 
ότι 
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    (4.24)     

 
 

    Ας υποθέσουµε ότι η αρχική τιµή του u είναι περιοδική , µε περίοδο p. 
Τότε ,  από τη µοναδικότητα προκύπτει ότι το u είναι περιοδικό για όλα τα 
p. Παίρνουµε το O� να είναι µήκους p. Τότε το L(T) έχει επίσης µήκος p και 
συµπεραίνουµε από την (4.24) ότι το N9�C� ≤ p/T. ∆εδοµένου ότι η 
αυξανόµενη µεταβολή της περιοδικής συνάρτησης ανά περίοδο είναι 
διπλάσια της συνολικής της µεταβολής , αποδεικνύουµε το παρακάτω 
Θεώρηµα. 
    ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2 :  Για κάθε διάστηµα η περιοδική λύση u της (4.11) , 

 
    

 (4.25)    
 
    

    Η σχέση (4.25) µας δείχνει ότι η συνολική µεταβολή του α(u) ανά 
περίοδο τείνει στο µηδέν καθώς το Τ τείνει στο ∞. ∆εδοµένου ότι η µέση 
τιµή �Aₒ της οποιαδήποτε περιοδικής λύσης του νόµου διατήρησης είναι 
ανεξάρτητη  του t , συνεπάγεται ότι το u(x,T) τείνει στη �Aₒ οµοιόµορφα 
όταν το Τ τείνει στο ∞. Υποθέτουµε ότι  |α΄(�Aₒ)| = h	P 0. Ακολουθεί από 
την (4.25) ότι η συνολική µεταβολή του u(T) ανά περίοδο είναι  ≤  2p/hT. 
Οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι για Τ αρκετά µεγάλο , 

 
   

 (4.26)   
 
 

   Η σύγκριση της (4.26) µε την (4.9) µας δείχνει ότι οι περιοδικές λύσεις 
φθίνουν ταχύτερα από τις λύσεις των οποίων οι αρχικές τιµές είναι 
ολοκληρώσιµες (έχουν υποστεί ολοκλήρωµα). 
   Ο υπολογισµός της  (4.26) , σε αντίθεση µε την (4.9) , είναι απόλυτος, 
διότι η δεξιά πλευρά είναι ανεξάρτητη από το εύρος της λύσης. 

 
5.    Υπερβολικά συστήµατα των νόµων διατήρησης. Στην ενότητα αυτή θα 

µελετήσουµε συστήµατα  των νόµων  διατήρησης  
 
(5.1) 
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όπου κάθε QR είναι µία συνάρτηση των ��……��. Θα συµβολίσουµε το 
διάνυσµα στήλης που σχηµατίζεται από τα ��……�� µε u. Με την 
εφαρµογή της διαφοροποίησης στην (5.1) παίρνουµε το µερικώς γραµµικό 
σύστηµα. 
  
(5.2)      
 
όπου η i γραµµή του πίνακα Α είναι η κλίση του QR σε σχέση µε το u. 
Υποθέτουµε ότι το σύστηµα (5.2) είναι υπερβολικό, δηλ., ότι για κάθε τιµή 
του u ο πίνακας Α έχει n πραγµατικές διακρίνουσες  ιδιοτιµές  !�……!�, 
που επισηµαίνονται σε αύξουσα σειρά. Από το Α εξαρτάται για το u, και 
έτσι βγαίνουνε οι ιδιοτιµές !T και τα αντίστοιχα δεξιά και αριστερά 
ιδιοδιανύσµατα UV και WV. 
   Η αληθινή µη γραµµικότητα έπαιξε σηµαντικό ρόλο για τους µοναδικούς 
νόµους διατήρησης. Αυτή ήταν η απαίτηση ότι το λ είναι µια µη σταθερή 
συνάρτηση του u δηλ. ότι !X P 0. Η ανάλογη κατάσταση για το σύστηµα 
δεν είναι απλώς ότι η    grad u!T    είναι µη µηδενική , αλλά ότι δεν είναι 
ορθογώνιο στο UV , το αντίστοιχα ιδιοδιάνυσµα. Εάν αυτό είναι έτσι 
µπορούµε να καλέσουµε τον k-τοµέα πραγµατικά γραµµικό  και να 
εξοµαλύνει τα UV έτσι ώστε  
   
 (5.3) 
 
Αν από την άλλη πλευρά   UV·grad !V ≡ 0 καλούµε το k-χαρακτηριστικό 
τοµέα γραµµικά ασθενής. 
   Γυρνάµε τώρα στη µελέτη των κατά τµήµατα συνεχείς λύσεων της (5.1) 
στην ολοκληρωτική της µορφή. Κάθε ένα από τους n νόµους διατήρησης 
πρέπει να ικανοποιεί την συνθήκη άλµατος  Rankine-Hugoniot  δηλ. 
    
(5.4)    
  
 

πρέπει να κατέχουν σε κάθε ασυνέχεια , όπου το s είναι η ταχύτητα 
διάδοσης της ασυνέχειας. 
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   Στη συνέχεια θα διατυπώσουµε µια συνθήκη εντροπίας για συστήµατα. 
Για µονές κυρτές (ή κοίλες) εξισώσεις αυτή η κατάσταση απαιτεί ότι τα 
χαρακτηριστικά εκατέρωθεν της ασυνέχειας ΄΄ τρέχουν ΄΄ πάνω στη γραµµή 
της ασυνέχειας , η οποία είναι η περίπτωση  εάν η 
χαρακτηριστική ταχύτητα στα αριστερά είναι µεγαλύτερη,  στο δεξί  
λιγότερο, από το s : 

λ�υ[� ; \ ; λ�u]� 
Για συστήµατα απαιτούµε ότι για κάθε δείκτη k , 1≤ k ≤ n , 
 
    (5.5́)                     															!^��[� ; \ ; λ^�u]� 
ενώ 
    (5.5́΄)                              !^'���[� _ \ _ λ^9��u]� 
                               	 
Οι ανισότητες αυτές υποστηρίζουν ότι τα χαρακτηριστικά k προσκρούουν 

στη γραµµή της ασυνέχειας από αριστερά , και τα n – k *	1 από τα δεξιά , 
στο σύνολο του   n + 1. Αυτή η πληροφορία  µεταφέρεται  από αυτά τα 
χαρακτηριστικά συν των n -1 σχέσεων που λαµβάνονται από την (5.4), µετά 
εξαλείφοντας το s είναι επαρκή για να προσδιορίσουµε τις 2n τιµές στις 
οποίες το u υπάρχει και στις δύο πλευρές της γραµµής της ασυνέχειας. 
   Μια ασυνέχεια κατά µήκος της οποίας οι (5.4) και (5.5) ικανοποιούνται 
ονοµάζεται k-shock(παλµός). 
   ∆ίνουµε τώρα µια περιγραφή όλων των αδύναµων k-shocks  δηλ. αυτούς 
των οποίων  τα �[ και u] διαφέρουν λίγο. Είναι κατανοητό ότι το �[ είναι 
στα αριστερά του u]. 
   ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1 :  Το σύνολο των καταστάσεων  u] κοντά στο �[ τα 
οποία είναι συνδεδεµένα µε κάποια δεδοµένη κατάσταση �[ μέσω ενός        

k-shocks σχηµατίζει µία στρωτή(λεία) κατηγορία µονής παραµέτρου 
u] � ��a�, �a� _ a - 0	, ��0� � �[. Η ταχύτητα παλµού s είναι επίσης µια 
λεία συνάρτηση του ε. 
   Θα πρέπει να παραλείψουµε την απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος, 
αλλά πρέπει να υπολογίσουµε τα δύο πρώτα παράγωγα του u(ε) για ε=0. 
 
Κάνοντας διαφορική την σχέση του άλµατος  
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Παίρνουµε χρησιµοποιώντας το σύµβολο    b  = d/dε, 
 
(5.6)       
 
Στο σηµείο ε=0 έχουµε [u] = 0 και έτσι 
 
 
Η οποία ικανοποιείται για  �b P 0  µόνο εάν s(0) είναι µία ιδιοτιµή του Α : 
  
   (5.7) 
 
και το �b �0� ένα ιδιοδιάνυσµα : 
  
  (5.8)    
 
Με την επανα-παραµετροποίηση µπορούµε να πάρουµε α =1.Κάνοντας 
διαφορική για άλλη µια φορά την (5.6) και βάζοντας ε=0 παίρνουµε 
(παραλείποντας τον δείκτη k)  
 
 
Αντικαθιστώντας τις (5.7) και (5.8) , µε α=1 έχουµε 
    
   (5.9)  
 
Για τον προσδιορισµό του \b και του �c  στρεφόµαστε στην σχέση ιδιοτιµής 
!U � 0U , περιορίζοντας το u = u(ε) και κάνοντας διαφορική ως προς το ε : 
 
 
 
Αφαιρώντας αυτό από την (5.9) : 
    
(5.10)   
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Λαµβάνοντας το εσωτερικό γινόµενο µε το αριστερό ιδιοδιάνυσµα l που 
ανήκει στο λ έχουµε  
 

∆εδοµένου από την (5.3) , !b � �b  grad λ = r grad λ = 1 παίρνουµε  
   
    (5.11)    
Η εξίσωση (5.10) έχει τη λύση �c � Ub � dU.Με την αλλαγή της παραµέτρου 
ε συµπληρώνουµε ότι β=0 και έτσι 
   (5.12)    
Προκύπτει από την (5.11) ότι ο όρος Ο(a�), 
          
 
 
 
Έτσι η κατάσταση εντροπίας (5.5) 
 
 
ικανοποιείται για ε < 0 και όχι για ε > 0.Αυτό ισχύει επειδή στο Θεώρηµα 
5.1 η παράµετρος ε περιορίζεται στο ότι ε  ≤ 0. 
   Στη συνέχεια θα στραφούµε σε µια σηµαντική κατηγορία των συνεχών 
λύσεων , τα επικεντρωµένα αραιωµένα κύµατα. Αυτά είναι λύσεις οι οποίες 
εξαρτώνται µόνο από την αναλογία �� � ���/�, � ,��, �� , ,� είναι το 
κέντρο του κύµατος. 
   Έστω ότι u είναι ένα αραιό κύµα επικεντρωµένο στο προσδιοριστικό 
σηµείο :  
   (5.13)   
 
Έστω ότι δηλώνουµε το x/t µε ξ και την παράγωγο σε σχέση µε το ξ µε ΄. 
Αντικαθιστώντας την (5.13) στην (5.2) παίρνουµε  
 
 
 
το οποίο είναι το ίδιο µε το  
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Αυτό ικανοποιείται από την   
 
   (5.14) 
 
Χρησιµοποιώντας την σχέση (5.3) παίρνουµε , αφού κάνουµε διαφορική την 
πρώτη σχέση της (5.14) και χρησιµοποιώντας την δεύτερη , ότι 
 
 
όπου λ = !T είναι µία από τις ιδιοτιµές του Α. Το h καλείται µία k-αραίωση 
κύµατος. Βάζοντας α =1 στην (5.14) έχουµε  
 
   (5.14́)  
 
Συντοµεύουµε το λ(�[) µε λ. Η διαφορική εξίσωση (5.14́) έχει µια µοναδική 
λύση που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη. 
 
   (5.15)    
 
Το h ορίζεται για όλα τα ξ που είναι αρκετά κοντά στο λ. 
   Έστω ότι ε είναι  ≥ 0 ,τόσο µικρό ώστε το h να ορίζεται στο λ + ε. 
Αντικαθιστούµε µε �8 την τιµή  
 
   
 (5.16)  
 
 
∆ηµιουργούµε τώρα την ακόλουθη τµηµατικά οµαλή συνάρτηση  u(x,t)  που 
ορίζεται για t ≥ 0 (βλέπε  Fig. 11) : 
 
 
 
(5.17)  
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Αυτή η συνάρτηση u ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση (5.2) σε κάθε µία 
από τις τρεις περιοχές , και είναι συνεχής σε όλη τη γραµµή που χωρίζει τις 
περιοχές. Μπορούµε να πούµε ότι στην u οι περιοχές  �8 και  �5 συνδέονται 
από ένα κεντρικό k-αραίωσης κύµα. 

    ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2 :  Λαµβάνοντας υπόψη µια περιοχή  �5  , υπάρχει µια 
συγγενική µοναδική παράµετρος των περιοχών �8 � ��a� , 0 - a - a� , 
όπου µπορεί να συνδεθεί µε την  �5  µέσω ενός κεντρικού k-αραίωσης 
κύµατος. 
   Τα θεωρήµατα 5.1 και 5.2 µπορούν να συνδυαστούν. 

  ΘΕΩΡΗΜΑ 5.3 :  Λαµβάνοντας υπόψη µια περιοχή  �5  ,αυτή µπορεί 
να συνδεθεί µε µια συγγενική µοναδική παράµετρος των περιοχών          
�8 � ��a� , 0 - a - a� , στα δεξιά της �5 µέσω ενός κεντρικού k-αραίωσης 
κύµατος , δηλ. είτε  ένα k-κύµα είτε ένα k-αραίωσης κύµα. Το ��a� είναι 
δύο φορές συνεχής διαφορίσιµο σε σχέση µε το ε. 
   Το µόνο σηµείο που χρειάζεται απόδειξη είναι η συνέχεια του du/dε και 
του 	d�u/dε� στο ε = 0. Από την (5.8) και την (5.14) βλέπουµε , όταν το α = 
1 και στις δύο περιπτώσεις , ότι  du/dε = r(u[) για ε = ? 0. Για να δείξουµε 
ότι το 	d�u/dε�  είναι συνεχής στο ε = 0 κάνουµε διαφορική την (5.14́) σε 
σχέση µε το ε και έχουµε 
 
   (5.18)    
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∆εδοµένου ότι  ú (0) = �b �0� , βλέπουµε συγκρίνοντας τις (5.18) και (5.12) , 
ότι u΄΄ = �c  στο ε = 0. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.3. 
   Αν το k χαρακτηριστικό πεδίο  της (5.1) είναι παραγωγίσιµο , τότε  η (5.1) 
έχει ασυνεχείς λύσεις των οποίων η ταχύτητα διάδοσης είναι  
        
 
Αυτές καλούνται σηµεία ασυνέχειας. 
   Επιστρέφουµε τώρα στο Riemann πρόβληµα αρχικής τιµής , όπου η 
αρχική συνάρτηση �� είναι η 
 
   (5.19)     
 
όπου  ��	 και  �� είναι δύο διανύσµατα. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 5.3 :  Αν οι περιοχές  �� και �� είναι αρκετά κοντά , το 
πρόβληµα αρχικής τιµής της  (5.19) έχει µια λύση. Αυτή η λύση αποτελείται 
από n + 1 σταθερές περιοχές  ��, ��, …… , ��, διαχωρισµένα από την 
κεντρική αραίωση ή παλµικά κύµατα ,ένα από κάθε οµάδα.(βλέπε Fig 12) 
 
 

  

   
    
 
 
 
   Απόδειξη : Η περιοχή  �� µπορεί να συνδεθεί µέσω ενός µονού κύµατος 
σε µια οµάδα µονής  παραµέτρου της περιοχής   ��(a�) στα δεξιά της ��. Η 
�� αντίστοιχα µπορεί να συνδεθεί µέσω ενός διπλού κύµατος σε µια οµάδα 
µονής  παραµέτρου ��(a�, a�) των περιοχών στα δεξιά του �� κτλ. Έτσι η �� 
µπορεί να συνδεθεί µέσω µιας αλληλοδιαδοχής n κυµάτων σε µια n(νιοστή) 
οµάδα παραµέτρων των περιοχών ��(a�, a�, …… , a�).  
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Από τις σχέσεις (5.8) έως (5.14) , 
 
 
 
∆εδοµένου ότι η UM είναι γραµµικά ανεξάρτητη , ακολουθεί από το θεώρηµα 

άπειρων συναρτήσεων ότι µια µικρή οµάδα των ε καθορίζεται µία προς µία 
γειτονικά του ��. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.4. 
   Θα περιγράψουµε τώρα µια µέθοδο που αναπτύχθηκε από τον  James 
Glimm για  να λύσει κάθε πρόβληµα αρχικής τιµής του  u(x,0)  =  ��(x) 
όπου η ταλάντωση του �� είναι µικρή. Η λύση u λαµβάνεται ως το όριο 
όταν το h→0  των κατά προσέγγιση λύσεων �g κατασκευασµένες ως 
ακολούθως : 
   (Ι) �g��, 0� είναι µια τµηµατικά σταθερή προσέγγιση στο ��(x) : 

  (5.20)   

όπου το hM είναι ένα είδος της µέσης τιµής του ��(x) µέσα στο διάστηµα 

(jh,(j+1)h). 

   (II) Για 0 ≤ t < h/λ , ) �g��, ,� είναι µια ακριβής λύση της (5.1) µε αρχικές 
τιµές �g��, 0� που δίνονται από την (5.20). Εδώ το λ είναι ένα πάνω όριο 
για 2|!T���|. Αυτή η ακριβής λύση έχει κατασκευαστεί από την λύση των 
Riemann  προβληµάτων αρχικής τιµής 

 

(5.21j)    

 

j = 0,?1,……,.∆εδοµένου ότι η ταλάντωση του �� είναι µικρή , τα hM και 
hM'� είναι κοντά και έτσι σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.4 αυτό το πρόβληµα 

αρχικής τιµής έχει µια λύση που αποτελείται από σταθερές περιοχές 
διαχωρισµένες από παλµούς ή κεντρικά αραιωµένα κύµατα που απορρέουν 
από τα σηµεία x = jh , t=0(βλέπε Fig. 13). Όσο  

  (5.22)             t < h/λ  
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Αυτά τα κύµατα δεν τέµνουν µεταξύ τους και έτσι οι λύσεις του 
προβλήµατος αρχικής τιµής µπορεί να συνδυαστεί  σε µια µοναδική λύση 
�g. 

 

   

 

 

 

 

   (ΙΙΙ) Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία , µε t = h/λ ως νέο αρχικό χρόνο στο 
σηµείο όπου t = 0. 
 ∆εν είναι καθόλου προφανές ότι αυτή η διαδικασία δίνει µια προσεγγιστική 
λύση �g η οποία ορίζεται για όλα τα t.Για να αποδείξουµε αυτό πρέπει να 
δείξουµε ότι η ταλάντωση του u(x,nh) παραµένει µικρή , οµοιόµορφα για    
n = 1,2,… ούτως ώστε τα Riemann προβλήµατα (5.21j)  να µπορούν να 
λυθούν , και το λ να µην τείνει στο ∞. Αυτή η εκτίµηση αποδεικνύεται να 
εξαρτάται η µεγάλη ευαισθησία µε το είδος  του κατά µέσο όρου που 
χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της µέσης τιµής  hM.Στο καθεστώς που 

έγινε από τον Glimm οι ποσότητες  hM υπολογίζονται ως :  
Επιλέγεται µία ακολουθία τυχαίων αριθµών i�, i�, ……, οµοιόµορφα 
κατανεµηµένων στο [0,1]. Λαµβάνεται η   hM� , η µέση τιµή του u(x,nh/λ) 

µέσα  στο διάστηµα (jh,(y+1)h) να είναι  
    
   (5.23)    
 
Ο Glimm µας δείχνει : 
   (Α) Λαµβάνοντας υπόψη οποιοδήποτε  ε , µπορούµε να διαλέξουµε ένα n 
τόσο µικρό ώστε εάν η ταλάντωση  και  η συνολική µεταβολή του �� να 
είναι  µικρότερη του n τότε για κάθε t , η ταλάντωση και η συνολική 
µεταβολή του u(x,t) κατά µήκος οποιουδήποτε κενού γραµµής είναι 
µικρότερη του ε. 
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  (Β) Μια ακολουθία του �g συγκλίνει στην στάθµη L1 σε σχέση µε το x , 
οµοιόµορφα µε το  t ,στο όριο u. 
  (C) Για όλες σχεδόν τις επιλογές της τυχαίας ακολουθίας {αj} , αυτό το 
όριο u είναι µία λύση  του νόµου διατήρησης (5.1). 
    Για την απόδειξη παραπέµπουµε στον Glimm. Εδώ έχουµε µόνο να 
επισηµάνουµε πως το σχέδιο του Glimm  αντιµετωπίζει ένα ιδιαίτερα απλό 
πρόβληµα αρχικής τιµής , ένα Riemann πρόβληµα αρχικής τιµής : 
 
 
 
όπου τα  �[ και  �8 επιλέγονται έτσι ώστε η ακριβής λύση του u συνίσταται 
των δύο περιοχών �[ , �8 διαχωρισµένα από ένα  µοναδικό παλµό  
 
   (5.24)   
 
 
όπου το s είναι η ταχύτητα µε την οποία  ο παλµός χωρίζει τις 2 περιοχές 
που διαδίδεται. Με την παραδοχή , λ > |s|.Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι 0 < s. 
Τότε από τον τύπο του Glimm η (5.23) δίνει  
 
 
 
όπου  

 

 
Επαναλαµβάνοντας αυτή την ανάλυση n φορές παίρνουµε  
 
   (5,25)   
 
όπου το Jj είναι αριθµός του αM,j = 1,…,n , το οποίο ικανοποιεί  
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   (5.26)   
 
∆εδοµένου ότι το {αM} είναι µία οµοιόµορφα κατανεµηµένη τυχαία 

ακολουθία , 
 
   (5.27)   
 
µε πιθανότητα 1.Αυτό µας δείχνει ότι η προσεγγιστική λύση που δίνεται από 
την (5.25) τείνει σχεδόν σίγουρα στην ακριβής λύση που δίνεται από την 
(5.24). 
   Σηµειώστε ότι εάν, αντί να χρησιµοποιηθούν τυχαίες ακολουθίες 
χρησιµοποιείται  µια ενιαία ακολουθία αριθµών {αM} , δηλ. αριθµοί για τις 

οποίες η (5.27) διατηρείται , συµπεραίνουµε ότι το �g τείνει στο u όταν 
 h → 0. 
   Συµπεραίνουµε δηλώνοντας ακριβώς το υπάρχον θεώρηµα του οποίου η 
απόδειξη του οποίου περιγράφεται παραπάνω, και δηλώνοντας κάποια 
άλυτα προβλήµατα. 

      ΘΕΩΡΗΜΑ 5.5 :  Το πρόβληµα αρχικής τιµής για τα συστήµατα 
των νόµων διατήρησης της (5.1) έχουν µία λύση για όλα τα t υπό την 
προϋπόθεση ότι η αρχική συνάρτηση �� έχει αρκετά µικρή ταλάντωση και 
συνολική µεταβολή. 
   Αυτό που λείπει προς το παρόν είναι µια απόδειξη ότι η λύση u που 
κατασκευάστηκε από το σχέδιο του Glimm ικανοποιεί τη συνθήκη 
εντροπίας , και ότι µοναδικά καθορίζεται από το ��. Μερικές παρατηρήσεις 
σχετικά µε τα δύο σηµεία θα γίνουν στην §6. 
    Ένα άλλο σηµαντικό πρόβληµα είναι να καταργηθεί η απαίτηση ότι το �� 
έχει µικρή ταλάντωση. 
   Οι ανισότητες (3.14) και (3.38) και (5.5) είναι κριτήρια που απορρίπτουν 
ορισµένες ασυνέχειες όπως φυσικά απραγµατοποίητα ακόµη και αν οι νόµοι 
διατήρησης ικανοποιούνται ολόκληροι. Έχουµε ορίσει τα κριτήρια αυτά ως 
συνθήκες εντροπίας. Θα εισάγουµε τώρα µια έννοια της εντροπίας που 
µπορεί να σχετίζεται µε αυτά τα κριτήρια. 
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   Αρχίζουµε µε ένα σύστηµα των νόµων διατήρησης (5.1). Έστω ότι το U 
είναι µία συνάρτηση  ��, … , ��. Πότε το U ικανοποιεί έναν νόµο 
διατήρησης , δηλ. , έναν νόµο της µορφής  
    
   (5.28)  
 
όπου  F είναι οποιαδήποτε συνάρτηση ��, … , �� ; Εκτελώντας την 
διαφοροποίηση στην (5.28) παίρνουµε  
 
 
όπου η κλίση είναι σε σχέση µε το u. Για να συµπεράνουµε αυτό από την 
(5.2)    
πολλαπλασιάζουµε την (5.2) στα αριστερά µε το   gradU. H (5.28) 
προκύπτει αν και µόνο αν η σχέση  
   (5.29)  
ισχύει. Αυτό είναι ένα σύστηµα των n µερικώ διαφορικών εξισώσεων του U 
και του F. Για n ≥ 2 υπερπροσδιορίζεται  και δεν έχει γενικά λύση. 
Υπάρχουν , ωστόσο , ειδικές περιπτώσεις κάποιας σπουδαιότητας µε 
τετριµµένη λύση , για παράδειγµα , στην αέρια δυναµική. Μια γενική 
κατηγορία των εξισώσεων, όπου υπάρχει µια λύση είναι οι συµµετρικές 
αυτές , δηλ. όταν Α είναι ένας συµµετρικός πίνακας. Στην περίπτωση αυτή , 
 
   (5.30)  
 
Η σχέση (5.30) είναι µια συµβατική σχέση για την ύπαρξη µιας συνάρτησης 
g(u) που ικανοποιεί 
 
 
Τότε είναι εύκολο να εξακριβωθεί ότι  
  
  (5.31)    
 
ικανοποιεί την (5.29).     
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   Ο ρόλος των συνθηκών εντροπίας είναι να διακρίνουν τις ασυνεχείς 
λύσεις οι οποίες είναι φυσικά πραγµατοποιήσιµες από αυτές που δεν είναι. 
Ένας άλλος τρόπος που χαρακτηρίζει τις φυσικά πραγµατοποιήσιµες λύσεις 
είναι να προσδιορίσουµε τα όρια των λύσεων των εξισώσεων στην οποία 
ένας µικρός µηχανισµός διάδοσης έχει προστεθεί στους νόµους που έχουν 
ήδη ενσωµατωθεί στην (5.1). Ένα συγκεκριµένο παράδειγµα ενός τέτοιου 
µηχανισµού διάδοσης είναι τεχνητό ιξώδες. Εδώ η επαυξηµένη συνάρτηση 
είναι  
 

   (5.32)                                                                 λ > 0.  
 
Πολλαπλασιάζουµε αυτήν µε   gradU. Αν η (5.29) ικανοποιείται παίρνουµε  
    
   (5.33) 
 
Έχουµε την ταυτότητα     
 
όπου  
 
 
 
Υποθέτουµε ότι η U είναι κυρτή , δηλ. , ο πίνακας των δεύτερων 
παράγωγών της είναι θετικά ορισµένος. Τότε συµπεραίνουµε ότι  
 
 
αντικαθιστώντας αυτό στην (5.33) παίρνουµε , και για όσο λ > 0 , ότι  
 
 
Έστω ότι το λ → 0. Η δεξιά πλευρά τείνει στο µηδέν κατά την έννοια της 
κατανοµής και συµπεραίνουµε το παρακάτω Θεώρηµα. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 5.5 :  Έστω ότι η (5.1) είναι ένα σύστηµα νόµων 
διατήρησης η οποία συνεπάγεται έναν πρόσθετο νόµο διατήρησης της (5.28) 
Υποθέτουµε ότι η U είναι αυστηρά κυρτή. Έστω ότι u(x,t) είναι µια λύση 
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κατανοµής  της (5.1) η οποία είναι το όριο , φραγµένο, των λύσεων της 
(5.32) που περιέχουν έναν τεχνητό όρο. Τότε o u ικανοποιεί την ανισότητα  
 
   (5.34)    
 
Το παρακάτω είναι άµεση συνέπεια της (5.34) : 
 (a)  
(5.35)   
 
Εάν είναι πεπερασµένο τότε είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του t. 
 (b)   Υποθέτουµε ότι u είναι κατά τµήµατα συνεχείς. Τότε σε µια ασυνέχεια  
 
(5.36)    
 
   Μπορούµε να καλούµε συνθήκες εντροπίας τις (5.34) και (5.36). Για να 
δικαιολογήσουµε το όνοµα πρέπει να δείξουµε τη συµβατότητα µε τις 
προηγούµενες ονοµασίες. 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 5.7 :  Υποθέτουµε ότι το σύστηµα των νόµων διατήρησης 
(5.1) είναι υπερβολικό και πραγµατικά γραµµικό κατά την έννοια της (5.3). 
Υποθέτουµε ότι είναι µία αυστηρά κυρτή συνάρτηση U της u η οποία 
ικανοποιεί τον πρόσθετο νόµο διατήρησης (5.28). Έστω ότι u είναι µία λύση 
της (5.1) σε ολοκληρωµένη έννοια η οποία έχει µια ασυνέχεια που 
πολλαπλασιάζεται µε ταχύτητα s.Υποθέτουµε ότι οι τιµές στις δύο πλευρές 
της ασυνέχειας είναι κλειστές. Τότε η συνθήκη εντροπίας (5.5) ισχύει αν και 
µόνο αν ισχύει και η συνθήκη εντροπίας (5.36).  
   Απόδειξη  : Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1 οι καταστάσεις �8 οι οποίες 
µπορούν να ενωθούν µε µια δεδοµένη κατάσταση �5 µέσω ενός k κύµατος , 
σχηµατίζουν µια µοναδική παράµετρο των καταστάσεων �8 � ��a� ,           
-	a� _ a _ 0. ∆ηλώνουµε µε Ε(ε) την ποσότητα στα αριστερά της (5.36) : 
 
 
Ένας σύντοµος υπολογισµός χρησιµοποιώντας τις (5.8) και (5.11) , και τις 
οποίες θα παραλείψουµε , δείχνει ότι οι τιµές των δύο πρώτων παραγώγων 
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σε σχέση µε το ε του Ε(ε) είναι µηδέν όταν ε=0 , και η τιµή της τρίτης 
παραγώγου στο ε=0 είναι  
 
 

Εδώ το U
  είναι η µετάθεση του δεξιού ιδιοδιανύσµατος r και U΄΄ είναι ο 
πίνακας της δεύτερης παραγώγου του U. ∆εδοµένου ότι η U είναι κυρτή , το 

lm είναι θετικό. Αυτό µας δείχνει ότι το Ε(ε) είναι µία αύξουσα συνάρτηση 
του ε κοντά στο ε = 0. Αλλά τότε η Ε(ε) είναι αρνητική για ε αρνητικά. 
∆εδοµένου του Θεωρήµατος 5.1 η κατάσταση άλµατος (5.5) περιορίζει το 
�� σε αρνητικές τιµές του ε. 
   Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι η συνθήκη εντοπίας (5.34) είναι ισοδύναµη 
µε την συνθήκη εντροπίας (3.38) που επιβάλλονται στις λύσεις των 
µοναδικών εξισώσεων. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή η U µπορεί 
να θεωρηθεί ότι είναι οποιοδήποτε συνάρτηση του u. H F µπορεί να 
προσδιοριστεί από την (5.29) µε  ολοκλήρωση. 

    ΘΕΩΡΗΜΑ 5.8 :  Η συνθήκη εντροπίας  (3.38) ικανοποιείται αν και 
µόνο αν η (5.36) ικανοποιείται για όλες τις U , F οι οποίες ικανοποιούν την 
(5.29) και όπου η U είναι κυρτή. 
   Απόδειξη :  Υποθέτουµε ότι �5 _ �8. Έστω zείναι ένας οποιοσδήποτε 
αριθµός µεταξύ των  �5 	nio	�8 , και βάζοντας 
  

 
 
Ακολουθεί από την (5.29) ότι 
    
 

 

 

Αντικαθιστώντας αυτά στην (5.36) και χρησιµοποιώντας την αλµατώδη 
εξίσωση  
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παίρνουµε µετά την αναδιάταξη 
 
 
 

που είναι ακριβώς η κατάσταση (3.38ii). H άλλη περίπτωση 
αντιµετωπίζεται παρόµοια. 

 

6.      Ζεύγη των νόµων διατήρησης :  Περισσότερα γνωρίζουµε σχετικά µε 
τα συστήµατα των δύο νόµων διατήρησης από ότι τα συστήµατα που 
αποτελούνται από παραπάνω από δύο. Το ιδιαίτερο σχετικά µε τα 
συστήµατα των δύο µόνο εξισώσεων είναι η ύπαρξη των σταθερών 
Riemann,τις οποίες εµείς τώρα θα περιγράψουµε. 
Γράφουµε το σύστηµα ως  

 

           (6.1)                          �
	+ Q�= 0, 

                                             p
	+ q�= 0, 

Όπου f και g είναι συναρτήσεις των u και v. Για την πραγµατοποίηση της 
διαφοροποίησης στην (6.1) παίρνουµε  

(6.2)                        rX	st,+ A rXstx= 0, 

Όπου  

                                 A=uQX QsqX qsv 

Υποθέτουµε ότι η (6.2) είναι υπερβολική, που σηµαίνει ότι ο πίνακας Α έχει 
πραγµατικές και διακριτές ιδιοτιµές. Εµείς τις συµβολίζουµε λ και ρ, έτσι 
ώστε λ < ρ και φυσικά λ και ρ είναι συναρτήσεις των u και ορίζουµε το 
αριστερό και δεξιό ιδιοδιάνυσµα των l και r, το οποίο είναι  

   W�A = λW�,     AU� = λU�  
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και                        

                         WwΑ = ρWw,   ΑUw = ρUw 

 

Τα ιδιοδιανύσµατα, επίσης , εξαρτώνται από τα u και υ. Εµείς θα 
εξετάσουµε  τις συναρτήσεις w των u και υ οι οποίες ικανοποιούν την 
πρώτη εξίσωση 

(6.3�)                  grad w * U� = 0 

Η εξίσωση αυτή υποστηρίζει ότι το w είναι σταθερό κατά µήκος των 
τροχιών του διανυσµατικού πεδίου U�.Εµείς µπορούµε να φτιάξουµε λύσεις 
της (6.3) παίρνοντας µία καµπύλη C η οποία δεν εφάπτεται στο  U� σε 
κανένα σηµείο και να βάλουµε τυχαίες τιµές του w κατά µήκος της. Θα 
πρέπει να επιλέξουµε το w να αυξάνεται αυστηρά κατά µήκος της C. Η τιµή 
του u προσδιορίζεται στη συνέχεια κατά µήκος κάθε τροχιάς τεµνόµενης 
στο C και το w έχει διακριτές τιµές ακολουθώντας διαφορετικές τροχιές. Η 
συνάρτηση z του  u, υ ορίζεται ανάλογα ως λύση του  

(6.3�)                          grad z * Uw = 0 

 

Επειδή το w έχει διακριτές τιµές ακολουθώντας διαφορετικές  U�-τροχιές και 
το z έχει διακριτές τιµές ακολουθώντας  Uw-τροχιές και δεδοµένου ότι  στην 

απλά συνδεδεµένη περιοχή του u,υ διαστήµατος µια Uw-τροχιά τέµνει µια U�-

τροχιά το πολύ σε ένα σηµείο, προκύπτει ότι  η χαρτογράφηση     

                                           u, υ →	w,z 

είναι ένα προς ένα πάνω από οποιοδήποτε απλά συνδεδεµένο τοµέα. 

Είναι γνωστό ότι τα αριστερά και τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα  του πίνακα µε 
διαφορετικές ιδιοτιµές είναι ορθογώνια. Από εδώ εµείς εκµεταλλευόµαστε 
ότι n = 2 : δεδοµένου ότι από (6.3) grad w είναι ορθογώνια προς το  U� και 
έπειτα ότι το grad w είναι ένα αριστερό ιδιοδιάνυσµα µε ιδιοτιµή ρ : 
(6.4w	)                       grad w A = ρ grad w . 
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Οµοίως , 

(6.4�	)                       grad z A = λ grad z 

Πολλαπλασιάζοντας την (6.2) από grad w, χρησιµοποιώντας την παραπάνω 
σχέση και τον κανόνα αλυσίδας , παίρνουµε  

(6.5)                          w’ = {
		+ ρ{�		=0 ,  

Όπου υποδηλώνει διαφοροποίηση στην κατεύθυνση 

(6.6)                                 
	�
	
  = ρ 

Οµοίως , 

(6.7)                           z =	|
		+ λ|�		= 0, 

Που είναι διαφορίσιµο στην κατεύθυνση(κλίση) 

(6.8)                                
	�
	
  = λ . 

Οι καµπύλες που ικανοποιούν τις (6.6) και (6.8) ονοµάζονται  λ και ρ 
χαρακτηριστικές αντίστοιχα. Οι σχέσεις (6.5) και (6.7) µπορούν να 
διατυπωθούν µε λόγια ως εξής. 

Ως συναρτήσεις των x και t ,το w είναι σταθερό κατά µήκος των  ρ-
χαρακτηριστικών, το z είναι σταθερό κατά µήκος των                                          
λ-χαρακτηριστικών. Μετά που ανακαλύφτηκαν , w και z ονοµάστηκαν 
Riemann αµετάβλητες. 

Στο § 3 όσον αφορά τους απλούς νόµους διατήρησης δώσαµε ένα 
γεωµετρικό επιχείρηµα για την ανυπαρξία συνεχόµενων λύσεων πέρα από 
ένα ορισµένο χρονικό διάστηµα . Ένα συστατικό της απόδειξης αυτής ήταν 
η σταθερότητα του u κατά µήκος των χαρακτηριστικών και το άλλο ήταν το 
γεγονός ότι οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες γραµµές. Το πρώτο  συστατικό 
είναι τώρα εδώ: w και z είναι σταθερά κατά µήκος των χαρακτηριστικών, 
αλλά δεν είναι πλέον αληθές ότι οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες γραµµές , 
έτσι η απλή γεωµετρική λογική που δίνεται στην  § 3 δεν µπορεί να 
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επεκταθεί σε συστήµατα. Εµείς παρουσιάζουµε τώρα µια διαφορετική 
απόδειξη ανυπαρξίας για µία µόνο εξίσωση η οποία είναι ικανή γενίκευσης. 

Η εξίσωση (3.3) που ικανοποιείται από το u είναι 

                                      �
 + α(u) �� = 0  

 

Και διαφοροποιείται ως προς το x: 

                            ��� +  α���	 +}X �� �� = 0 . 

Αντικαθιστώντας το  �� µε q , το παραπάνω µπορεί να γραφεί ως  

(6.9)                             4~ + }X4� = 0, 

Όπου το  4~ είναι εν συντοµία η κατευθυνόµενη παράγωγος     

                                    4~= 4
  +   }4�	                 
 

Η εξίσωση (6.9) είναι µία συνηθισµένη διαφορική εξίσωση για το q κατά 
µήκος της χαρακτηριστικής και µπορεί να ενσωµατωθεί ρητά : 

(6.10)                           q(t) =	 ��
�9	��V


 

Όπου 4�= q(0) και k=}~(u) είναι σταθερά κατά µήκος των χαρακτηριστικών. 
Αυτός ο τύπος δείχνει ότι εάν 4�k>0, τότε το g(t) οριοθετείται για όλα τα     
t > 0	, ενώ όταν 4�k< 0 , q(t) οριοθετείται σε t=−1 4��⁄ . 

Μιµούµαστε την παραπάνω απόδειξη για το σύστηµα (6.5),(6.7) ως 
ακολούθως. ∆ιαφοροποιείται η (6.5) ως προς το x: 

                   {�� + �{�� + �� 	{�� + �� {�	|� = 0 . 

Αντικαθιστώντας το {� µε p µπορούµε να βάλουµε αυτό ως 

(6.11)                 "~ + ��"� + �� "|	� = 0 
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Από (6.7)  συµπεραίνουµε ότι  

(6.12)                     |� = 
��

w	'	�  

Και αντικαθιστώντας αυτήν µέσα στην (6.11) παίρνουµε  

(6.13)            "~ + ��"� + 
	w�
w'�	 	|

~"  = 0 . 

Έστω h υποδηλώνει µία συνάρτηση των w και z που ικανοποιεί  

                           ℎ� = 
	w�
w'�	 . 

Τότε σύµφωνα µε (6.5)  {~ = 0, 

                          ℎ~ =  ℎ�{~ + ℎ�|~ = 
	w�
w'�	 |

~ . 

Αντικαθιστώντας τώρα αυτήν στην (6.13) παίρνουµε  

                          "~ + ��"� + ℎ~p = 0 

Πολλαπλασιάζουµε  αυτό µε   �g	, χρησιµοποιώντας τις συντοµογραφίες  

(6.14)              �gp = q  ,     �'	g	�� = k     , 

η εξίσωση που προκύπτει µπορεί να ξαναγραφεί ως  

(6.15)                    4~ + �4� = 0 

Αυτή είναι µία συνηθισµένη διαφορική εξίσωση για το q κατά µήκος κάθε ρ 
– χαρακτηριστικής , οµοίως και στην (6.9) εκτός του ότι ο συντελεστής k 
του 4� δεν είναι σταθερός .Ωστόσο ο ρητός τύπος για το q µπορεί να 
γραφτεί :  

(6.16)                    q(t) =	 ��
�9���(�)	

  

 

Όπου  4�=q (0) και 

                                 K(t) = $ �	%,

�  , 
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η ολοκλήρωση κατά µήκος της ρ- χαρακτηριστικής. 

Σαφώς το φραγμένο ή μη του q(t) εξαρτάται από το αν το  q0K(t) παίρνει 

ποτέ την τιμή -1.  
Αυτό είναι εύκολο να αναλυθεί αν �� ≠ 0 οπουδήποτε και δεδοµένου ότι το 
πρόσηµο του w είναι αυθαίρετο, θα µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι  

(6.17)                             �� > 0 

Ας υποθέσουµε ότι οι αρχικές τιµές των w, z οριοθετούνται : 	|{| ,||| <M. 
Οι ίδιες ανισότητες ισχύουν για όλα τα t > 0 , δεδοµένου ότι η τιµή του w ή 
z σε οποιοδήποτε σηµείο ισούται µε την τιµή του w ή του z σε εκείνο το 
σηµείο σχετικά µε την αρχική γραµµή όπου το P µπορεί να συνδέεται µε µία 
ρ ή λ χαρακτηριστική. Αφού ξέρουµε ότι (w , z) µένει για όλη την ώρα σ’ 
ένα σύνολο ορίων , µπορούµε να συµπεράνουµε από (6.17) ότι η συνάρτηση 
k ορίζεται ως �'g"�  στην (6.14) η οποία οριοθετείται από κάτω για όλα τα 
t και x από µία θετική σταθερά ��. Το ολοκλήρωµα  K τότε ικανοποιεί  

                          Κ(t) ≥	��t για όλα τα t ≥	0. 

Αντικαθιστώντας αυτό στην (6.16) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι αν 
4� > 0 , το q(t) παραµένει οριοθετηµένο, αν  4� < 0 , το q(t) γίνεται 
απεριόριστο µετά από κάποιο πεπερασµένο χρονικό διάστηµα . Βλέπουµε 
από την (6.14) ότι το σηµείο του 4� είναι το ίδιο µε εκείνο του "� , την 
αρχική τιµή του {� . Έτσι µπορούµε να συνοψίσουµε τι έχουµε αποδείξει 
ως ακολούθως. 

     ΘΕΩΡΗΜΑ 6.1 :  Ας υποθέσουµε ότι η συνθήκη (6.17)  
ικανοποιείται για ένα σύστηµα εξισώσεων της 6.2. Ας πούµε ότι u , υ είναι 
µια λύση της οποίας οριοθετούνται οι αρχικές τιµές , τότε αν {�(�, 0) < 0 
σε οποιοδήποτε σηµείο οι παράγωγοι της λύσης γίνονται απεριόριστοι µετά 
από ένα πεπερασµένο χρονικό διάστηµα. 

Ένα παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει σε σχέση µε την άλλη µεταβλητή z και το 
ακόλουθο αντίστροφο ισχύει : 

Ας υποθέσουµε ότι για το σύστηµα (6.2) �� > 0 και !� > 0. Επίσης ότι u , υ 
είναι µία λύση της (6.2) της οποίας οριοθετούνται οι αρχικές τιµές και ας 
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υποθέσουµε ότι w(x,0) και z(x,0) είναι αυξανόµενες εξισώσεις του x. Τότε 
τα πρώτα παράγωγα της λύσης παραµένουν οµοιόµορφα οριοθετηµένα και η 
λύση υπάρχει και είναι διαφορίσιµη για όλα τα t	> 0. 

Παρατήρηση. Είναι εύκολο να επαληθευτεί ότι η κατάσταση �� ≠ 0  είναι 
η ίδια όπως η γνήσια µη γραµµική κατάσταση (5.3). 

Γυρνάµε τώρα σε λύσεις µε κύµατα(παλµούς).∆εδοµένου ότι υπάρχουν δύο 
οικογένειες χαρακτηριστικών, υπάρχουν δύο οικογένειες ασυνεχειών , θα 
αναφερθούµε σ’ αυτές ως ρ-shocks και λ- shocks. 

Πως αλλάζει η σταθερά Riemann w δια µέσου της λ-shock ; Σύµφωνα µε το 
θεώρηµα 5.1 οι καταστάσεις �8 που µπορούν να συνδεθούν µε �5 σε µια 
µορφή λ- shock µίας οικογένειας παραµέτρων u(ε) ,ε < 0 , η πρώτη 
παράγωγος του u σε σχέση µε το ε δίνεται από την (5.8) : 

  

                                       rXbst(0) = U�  

 

Ας υπολογίσουµε το {b  :  

                            {b  = grad w * rXbst = const. grad w * U�	, 

η οποία σύµφωνα µε την (6.4�) είναι µηδέν. 

Ένας παρόµοιος υπολογισµός σύµφωνα µε την (5.12) , δείχνει επίσης ότι  

                                {c  = 0 . 

Ωστόσο το {�  γενικά δεν είναι µηδέν. Αν επιβάλουµε την ανάγκη ότι           
{�  ≠ 0, λέµε 

(6.18)                              {�	 > 0 , 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι , τουλάχιστον για τα αδύναµα κύµατα. 

(6.19)                             w (�5	) > w (�8)  
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Θεωρήστε µια λύση που περιέχει ένα πεπερασµένο αριθµό αδύναµων 
κυµάτων. Έστω (x, t) οποιοδήποτε σηµείο ,   t  > 0. Σχεδιάστε µία προς τα 
πίσω  ρ-χαρακτηριστική µέσω αυτού του σηµείου. Σύµφωνα µε την 
κατάσταση άλµατος (5.5) , η C δεν µπορεί να τρέξει σε ένα ρ-shock , έτσι η 
C µπορεί να συνεχιστεί σε όλη την διαδροµή προς την αρχική γραµµή. Η  C 
θα τέµνει ένα πεπερασµένο αριθµό των λ-shocks .Μεταξύ δύο σηµείων 
τοµής το w είναι σταθερό. Από λ > ρ , όπως προκύπτει  από (6.19) ότι w 
αυξάνεται κατά µήκος της C όσο το t µειώνεται . Έτσι συµπεραίνουµε :  

Αν (6.18) ισχύει , τότε 

(6.20)                         w(x, t) < w(y, 0) ,  

όπου y είναι το σηµείο που η ρ-χαρακτηριστική µέσω του (x, t) τέµνει τη 
γραµµή t = 0 . 

Γυρνάµε τώρα στην ασυµπτωτική συµπεριφορά των λύσεων για µεγάλα t.  
Αυτό το πρόβληµα µελετήθηκε για µονούς νόµους διατήρησης στο   §4.  Το 
κύριο εργαλείο υπήρξε η διατήρηση της αύξησης και µείωσης µεταβολής 
των συνεχών λύσεων ανάµεσα σε δύο χαρακτηριστικές . Χάρη στην ύπαρξη 
των σταθερών Riemann , έχουµε τη διατήρηση της µεταβολής του w µεταξύ 
των ρ-χαρακτηριστικών και του z µεταξύ των λ-χαρακτηριστικών , που 
ισχύει για συνεχείς λύσεις. Είδαµε ότι για λύσεις ενός µονού νόµου 
διατήρησης µε παλµούς η µεταβολή µεταξύ δύο χαρακτηριστικών µειώνεται 
όσο το t αυξάνεται . Το ίδιο επιχείρηµα,          εφαρµόζοντας  τις σταθερές 
Riemann, δείχνει ότι η παρουσία των ρ-κυµάτων προκαλεί τη µεταβολή του 
w, µεταξύ χαρακτηριστικών να µειώνεται µε την αύξηση του χρόνου , και 
οµοίως η παρουσία των λ-κυµάτων προκαλεί τη µεταβολή του z µε το z να 
µειώνεται. Έχουµε όµως την επιπλέον εργασία της εκτίµησης επίδρασης 
των λ-κυµάτων σχετικά µε τη διακύµανση των w και ρ-κυµάτων στο z. 
Αυτό έχει πραγµατοποιηθεί σε Glimm – Lax για τις λύσεις των οποίων η 
ταλάντωση είναι µικρή. 

           Το ακριβές αποτέλεσµα απέδειξε ότι υπάρχει το ακόλουθο. 

 Ας υποθέσουµε η κατάσταση (6.18) και µία ανάλογη κατάσταση για το z , 
ικανοποιείται για ένα σύστηµα νόµων διατήρησης (6.1).Τότε το πρόβληµα 
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των αρχικών τιµών για (6.1) έχει µια λύση για όλα τα οριοθετηµένα, 
µετρήσιµα αρχικά δεδοµένα των οποίων η ταλάντωση είναι αρκετά µικρή. Η 
συνολική µεταβολή αυτής της λύσης σε ένα διάστηµα µήκους t σε χρόνο t 
οριοθετείται από µία σταθερά. Για περιοδικές λύσεις , η συνολική µεταβολή 
του u και του v ανά περίοδο φθίνει ως  

                                      
����


    

 

Όχι πολύ γνωστή για τη µοναδικότητα. Ο Oleinik έχει  µελετήσει λύσεις 
συστηµάτων της ειδικής µορφής 

                        �
 - �� = 0,      �
 +  Q(�)� = 0, 

όπου f είναι µια αύξουσα συνάρτηση του u.Έχει αποδειχθεί ότι οι λύσεις 
που περιέχουν ένα πεπερασµένο αριθµό διαταραχών και κεντρικά 
επαληθευµένα κύµατα προσδιορίζονται µοναδικά από τα αρχικά δεδοµένα 
τους. 

Γυρνάµε τώρα στην κατάσταση εντροπίας (5.36) που περιγράφηκε στην  
προηγούµενη ενότητα : 

                                 �
 + �� ≤ 0 

Για όλα τα U(u, r) και F(u, r) τα οποία ικανοποιούν την (5.29) : 

(6.21)                        grad U * A = grad F. 

Μπορούµε να εξαλείψουµε το F από αυτό το σύστηµα εξισώσεων µέσω της 
διάκρισης. Παίρνουµε µία οµογενής εξίσωση δεύτερου βαθµού για το  U : 

(6.22)                        α�XX + b	�Xs + c �ss = 0, 

όπου   

(6.23)                    α = - QX,     b = QX - qX,   c = qX . 

Είναι εύκολο να επαληθευτεί ότι εάν το αρχικό µη γραµµικό σύστηµα (6.1) 
είναι υπερβολικό , έτσι είναι και το γραµµικό σύστηµα (6.21) και η 
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προκύπτουσα εξίσωση (6.22). Η ερώτηση είναι : έχει η υπερβολική εξίσωση 
δεύτερης τάξης (6.22) κυρτές λύσεις ; Είναι αρκετά εύκολο να δείξουµε ότι 

η απάντηση είναι ‘‘ ναι’’, στην βάση αυτής της εξέτασης : Εάν ο 
πραγµατικός συµµετρικός πίνακας iR	M είναι αόριστος , υπάρχει ένας θετικά 

ορισµένος πίνακας �R	M τέτοιος ώστε  

                              ∑iR	M  �R	M = 0. 

Θα δείξουµε τώρα ότι η εξίσωση συµβατότητας (6.21) έχει λύσεις όπου το 
U είναι κυρτό, υπό τον όρο ότι η συγκεκριµένη συνθήκη , βλέπε (6.31) 
παρακάτω, ικανοποιείται. Εµείς δεν ισχυριζόµαστε ότι αυτή η συνθήκη είναι 
απαραίτητη. 

Θα φτιάξουµε οικογένειες λύσεων ανάλογα µε την παράµετρο k µε αυτό τον 
τρόπο : 

(6.24)               U = �V�V + ��	,     F = �V� H + ��	, 
Όπου 

 (6.25) 

 

φ ,  �M	 και �M	 είναι συναρτήσεις του u και του v .    ��	και ��	είναι 
συναρτήσεις του u, v και του k επίσης, της τάξης �'	� �V� , i.e., 

(6.26)                                           

 

Επεκτάσεις αυτού του είδους , µε iφ στη θέση του φ, είναι συνηθισµένα 
στην γεωµετρική οπτική. 

Η επίσηµη δοµή στην πραγµατική κατάσταση είναι η ίδια όπως στην 
φανταστική κατάσταση : 
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Αντικαθιστούµε τις (6.24) , (6.25) µε την (6.21) , διαιρώντας µε  �V� και  
εξισώνουµε τις δυνάµεις του k για να βρούµε 

(6.27)                 ��	( grad φ) Α =  ��	grad φ, 

 

(6.28)            �M	(grad φ ) Α +  �M'� =  �M	 grad φ +  �M'�	, 

j = 1,2, …. , N. Λύνουµε αυτά επαναλαµβανόµενα. Η εξίσωση (6.27) 
υποστηρίζει ότι grad φ είναι ένα αριστερό ιδιοδιάνυσµα  του Α, µε ιδιοτιµή   
��/ ��	.Μια τέτοια συνάρτηση ονοµάζεται συνάρτηση φάσης στην 
γεωµετρική οπτική. Σύµφωνα µε την (6.4) η κατάσταση αυτή σηµαίνει ότι 
το φ είναι µία σταθερά Riemann. 

Έχοντας βρει το φ, αντικαθιστούµε αυτό στην (6.28) την οποία λύνουµε 
επαναλαµβανόµενα, δίνοντας τυχαίες αρχικές τιµές για το  U σε µια µη 
χαρακτηριστική καµπύλη. Εάν η αρχική τιµή για το  ��	επιλεγεί να είναι 
θετική , το  ��	θα είναι παντού θετικό.  

Πρέπει να λύσουµε ένα σύστηµα πρώτου βαθµού για να ορίσουµε τα  
��	και ��	.Ο ανοµοιογενής όρος σε αυτό το σύστηµα είναι Ο(�T�/��) και 
µε την κατάλληλη επιλογή για µία αρχική καµπύλη, ��	και ��	 θα 
ικανοποιούν την (6.26). Όταν η συνάρτηση U ορίζεται από την (6.24) , η 
(6.25) είναι κυρτή για αρκετά µεγάλο k , όταν είναι                                      
Q = �� �X�	+ ξη �Xs	+ ���ss	θετικό για όλα τα ξ ,η . Η απάντηση µπορεί να 
διαβαστεί από τους δύο πρώτους κύριους όρους του Q σε αυτή την 
ασυµπτωτική επέκταση των δυνάµεων του k . Ο συντελεστής του    ���V� 
είναι 

                    (����� + 2�X		�s	ξη + �s���) ��	, 

το οποίο είναι ίσο µε  

(6.29)              ( �X		ξ + �s	η)���	. 

Όπως έχουµε παρατηρήσει πριν ,το	��	µπορεί να επιλεγεί να είναι θετικό 
παντού. Εποµένως , ο παραπάνω τύπος είναι θετικός εκτός κατά µήκος του 
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(6.30)                (ξ, η) = (−�s	, �X		). 

Ο συντελεστής του  ��V� αποτελείται από τρεις όρους. ∆ύο από αυτούς 
είναι µηδενικοί κατά µήκος της (6.30).Η παραµένων είναι  

(6.31)               �X	X  �s� −2�X	s�X	�	s +�s	s  �X�. 
Κάνουµε την υπόθεση ότι υπάρχει µία σταθερά  Riemann φ  για την οποία η 
(6.31) είναι θετική. Αν αυτό είναι έτσι, U που δίνεται από την (6.24) είναι 
κυρτή για k αρκετά µεγάλο. Εάν η (6.31) είναι θετική , η συνάρτηση  

                          Ψ(u, v) = �V� 

είναι κυρτή. ∆εδοµένου ότι  ψ είναι µία συνάρτηση της σταθεράς Riemann 
φ είναι η ίδια µια άλλη σταθερά Riemann και έτσι το αποτέλεσµά µας 
µπορεί να διαµορφωθεί ως : Εάν υπάρχει µία κυρτή σταθερά Riemann ψ σε 
ένα τοµέα του (u, v) επιπέδου , υπάρχουν συναρτήσεις του τύπου 

                               U =  �V����	 + �(1/ )¡, 

(6.32)                      F =  �V����	 + �(1/�)¡, 
Οι οποίες ικανοποιούν την (6.21). Επιπλέον U είναι κυρτό για k αρκετά 
µεγάλο. 

 

Τι µπορούµε να συµπεράνουµε από την κατάσταση εντροπίας  

(6.33)                              �
	+ �� ≤ 0 

για συναρτήσεις της µορφής της (6.32) ;  

 

 

   ΘΕΩΡΗΜΑ 6.3 :  Ας πούµε u, v είναι µια λύση  γενικά των νόµων 
διατήρησης (6.1),η οποία ικανοποιεί την κατάσταση εντροπίας (6.33) για 
όλα τα U , F του τύπου  (6.32) ,µε k αρκετά µεγάλο. Τότε  
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Είναι µία φθίνουσα συνάρτηση του t. 

Σκίτσο της απόδειξης. Ολοκληρώνουµε την (6.33) πάνω σε µία περιοχή 
σχήµατος φακού περιεχόµενη ανάµεσα σε  ¢�	και  ¢�	 (βλέπε Fig. 14). 
Παίρνουµε 

(6.34) 

 

 

 

Εάν  ¢�	επιλέγεται έτσι ώστε          

                  

η k-ρίζα της αριστερής πλευράς της (6.34) τείνει ως k→ ∞ στο µέγιστο του 
ψ στην ¢�	,	ενώ η k-ρίζα της δεξιάς πλευράς τείνει στο µέγιστο του ψ στην 
¢�	. Η προκύπτουσα ανισότητα αποδεικνύει το θεώρηµα 6.3 και ακόµη λίγο 
περισσότερο. 

Παρατήρηση. Το συµπέρασµα του θεωρήµατος 6.3 συµφωνεί µε την 
κατάσταση (6.20),που προέκυψε από την υπόθεση (6.18). Αποδεικνύεται ότι 
η ανισότητα (6.18) είναι ισοδύναµη µε τη θετικότητα της (6.31) . 
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          Σηµειώσεις 

1.  Μερικώς γραµµικές εξισώσεις. Η ανισότητα ενέργειας για τα συµµετρικά 
υπερβολικά συστήµατα είναι εξαιτίας των Friedrichs και Lewy , για τα 
µη συµµετρικά συστήµατα , βλέπε τους Leray , Garding και Calderon. 
Το υπάρχον θεώρηµα χρησιµοποιώντας το εποικοδοµητικό χαρακτήρα 
του        είναι εξαιτίας του Schauden. Για πιο λεπτοµερή προσέγγιση 
αυτών των προσεγγίσεων βλέπε το Κεφάλαιο 6 του Courant  και Hilbert.  
    Για την περίπτωση των συναρτήσεων µιας µεταβλητής χώρου µπορεί 
κανείς να χρησιµοποιήσει τις εκτιµήσεις στη µέγιστη στάθµη αντί για 
την ενεργειακή στάθµη. Αυτό γίνεται ως εξής : Παραγωγίζοντας την 
(1.1) σε σχέση µε το x. ∆ηλώνοντας την �� µε p παίρνουµε µια εξίσωση 
του παρακάτω τύπου : 
   (1)   
όπου Q είναι µια τετραγωνική συνάρτηση του p. ∆ηλώνουµε µε WM το 

αριστερό ιδιοδιάνυσµα του Α : 
    
(2)          
 Πολλαπλασιάζοντας την (1) µε το WM παίρνουµε την ακόλουθη εξίσωση 

για "M � WM" : 

(3)  
όπου 4M είναι κάποια τετραγωνική συνάρτηση του διανύσµατος p. Οι 

πρώτοι δύο όροι στην (3) είναι οι κατευθυνόµενοι παράγωγοι του "M σε 
ένα λεγόµενο χαρακτηριστικό , που δίνεται από την  
   
 
 
 
Ολοκληρώνοντας την (3) κατά µήκος του j χαρακτηριστικού και 
συνδέοντας το σηµείο (x,t) µε ένα σηµείο στην αρχική γραµµή t=0 
παίρνουµε 
(4)  
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Αντικαθιστώντας µε Μ(Τ) το µέγιστο όλων των "M(�, ,�, j = 1,…,n , 

�∞ _ � _ ∞	, 0 - , - £.Παίρνουµε από την (4) ότι  
(5)  
 
Από αυτήν συµπεραίνουµε εύκολα ότι  
 
(6)  
 
και  ισχύει για όσο διάστηµα 
 (7)  
 
Χρησιµοποιώντας αυτή την εκτίµηση για τα πρώτα παράγωγα των 
λύσεων µπορούµε να αποδείξουµε ότι το αρχικό πρόβληµα τιµών (1.1) , 
η (1.3) έχει µια λύση στο χρονικό διάστηµα (7) , όπου το Μ(0) ορίζεται 
ως  
 
Η µη ύπαρξη του Θεωρήµατος 6.1 µας δείχνει ότι το ο χρονικός 
περιορισµός (7) είναι , περίπου , απαραίτητος εκτός εάν βάλουµε 
περιορισµούς στις αρχικές τιµές όπως στο Θεώρηµα 6.2 

2.  Νόµοι διατήρησης.  Μια σηµαντική οµάδα των υπερβολικών 
συστηµάτων των νόµων διατήρησης είναι αυτοί που διέπουν τη ροή 
συµπιεσµένων , µη ιξώδους µη θερµικά αγώγιµων υγρών. Υπάρχουν 5 
συντηρούµενες ποσότητες : µάζα ορµή και ενέργεια ανά µονάδα όγκου : 
           ρ = µάζα ανά µονάδα όγκου = πυκνότητα 
          Μ = ορµή ανά µονάδα όγκου =ρV , όπου (u,υ,w) =V είναι 
ταχύτητα ροής 
           Ε = ενέργεια ανά µονάδα όγκου = δυναµική(εσωτερική) +κινητική 
ενέργεια = ρe + ½ ρ�� , όπου e = δυναµική ενέργεια ανά µονάδα µάζας. 
    Οι ροές υπάρχουν εν µέρει λόγω υλικού που µεταφέρεται σε όλο το 
όριο µε την ταχύτητα της ροής. Για την ορµή υπάρχει µια επιπρόσθετη 
ροή λόγω της ώθησης που εισάγεται από την όση (δύναµη πίεσης) στο 
όριο , και υπάρχει ροή ενέργειας λόγω του έργου που παράγεται από τη 
δύναµη πίεσης(όση) στο όριο. Αν δεν υφίσταται θερµική αγωγιµότητα 
,αυτό ισχύει για όλες τις µεταβολές ενέργειας. Για ένα µη ιξώδες υγρό η 
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πίεση είναι µια µονοδιάστατη p , ασκούµενη εξίσου σε όλες τις 
κατευθύνσεις. Οι τύποι για τις ροές είναι : 
 
 
 
                     
            
 
 
 
 
 
Η εσωτερική ενέργεια e η πίεση p και η πυκνότητα ρ συνδέονται µε µία 
εξίσωση του τύπου :  

                                         p = p(e,ρ). 

Βάση αυτό οι ροές µπορούν να εκφραστούν µε τους όρους ρ , M και E. 

   Οι εξισώσεις άλµατος για τους παλµούς στη δυναµική αερίων 
πρωτοδιατυπώθηκαν από το Riemann , λανθασµένα , αφού συντήρησε 
εντροπία αντί για ενέργεια. Οι σωστές εξισώσεις διατυπώθηκαν από τους 
Rankine και Hugoniot. 

   Άλλα σηµαντικά µη γραµµικά υπερβολικά συστήµατα νόµων 
διατήρησης είναι οι εξισώσεις που διέπουν την κίνηση ενός ρηχού 
στρώµατος νερού, και οι εξισώσεις των υδροδυναµικών ροών.(βλέπε 
Courant και Hilbert , Κεφάλαιο 6). 

 

3.  Ενιαίοι Νόµοι ∆ιατήρησης. Η αρχή της αυστηρής θεωρίας των ενιαίων 
νόµων διατήρησης  ήταν µια εργασία από τον Hopf το 1950 όπου ο 
σαφής τύπος που δηλώνεται στο θεώρηµα 3.1 δόθηκε στην ειδική 
περίπτωση του νόµου τετραγωνικής διατήρησης f(u) = ½ ��. O τύπος για 
την αυθαίρετη κυρτή f διατυπώθηκε από τον Lax (1954) , και αναλύθηκε 
από τον ίδιο το 1957. 



75 

 

   Τα αποκαλυπτικά θεωρήµατα 3.4 και 3.5 για την µείωση της  O� 
στάθµης της διαφοράς δύο λύσεων υφίσταται λόγω της Barbara Quinn. Ο 
κανόνας O�παίζει επίσης ρόλο στο έργο της Oleinik(1957). H συνθήκη 
(3.38) υφίσταται λόγω της Oleinik(1959).Αυτή απέδειξε ότι οι λύσεις 
που ικανοποιούν την (3.38) προσδιορίζονται µονοσήµαντα  από τα 
αρχικά τους δεδοµένα , και ο Kalashnikof απέδειξε ότι οι λύσεις στην 
(3.39) συγκλίνουν όταν λ → 0 σε µία λύση που ικανοποιεί την (3.38). 
   Υπάρχει µια παράλληλη θεωρία ενιαίων νόµων διατήρησης n 
µεταβλητών χώρου. Υπαρκτά θεώρηµα υπάρχουν από τους Conway και 
Smoller  , Volpert , Krushov (1969) και Kotlow. Ένα  Θεώρηµα 
µοναδικότητας για τµηµατικές συνεχείς λύσεις δόθηκε από τους Douglis 
και Quinn. Ένα πιο γενικευµένο Θεώρηµα µοναδικότητας διατυπώθηκε 
από τον Krushkov. 

4.   Η ∆ιάσπαση των λύσεων.   Στην εργασία του Hopf του 1950 µελέτησε 
την µακροχρόνια συµπεριφορά των λύσεων των νόµων τετραγωνικής 
διατήρησης. Η επέκταση σε κάθε κυρτό p διατυπώθηκε από τον 
Lax(1957). Τα πιο εκλεπτυσµένα Θεωρήµατα 4.1 και 4.2 για τις δύο και 
µοναδικές συντηρηµένες ποσότητες ανήκει στον Lax(1970). Οι νόµοι της 
µείωσης της αυξανόµενης µεταβολής , και η µέθοδος για την απόδειξή 
του προέρχεται από τους Glimm και Lax(1972).Για µη κυρτές 
περιπτώσεις βλέπε Dafermos(1972).   

5. Υπερβολικά συστήµατα των νόµων διατήρησης. Η συνθήκη 
άλµατος(παλµού) (5.5) και τα Θεωρήµατα 5.1 , 5.2 , 5.3 ,5.4 ανήκουν 
στον Lax(1957). Σε περίπτωση που το πεδίο k πεδίο είναι γραµµικά 
εκφυλισµένο , δηλ. ,     grad !T·UT ≡ 0	,	   υπάρχουν ασυνεχείς λύσεις 
οπού η ασυνέχεια είναι ένα k χαρακτηριστικό που τείνει σε κάθε πλευρά. 
Τέτοιες ασυνέχειες ονοµάζονται ασυνέχειες επαφής. Μπορεί να 
αποδειχθεί ότι λύσεις µε µόνο ασυνέχειες επαφής είναι τα όριο των 
συνεχών λύσεων.  
    Ο Foy απέδειξε ότι αν �5	nio	�8 µπορούν να συνδεθούν µε έναν 
αδύναµο παλµό τότε µπορούν να συνδεθούν από ένα ιξώδες προφίλ δηλ. 
µία λύση επίπεδου κύµατος της εξίσωσης  
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Με τεχνητό ιξώδες όρο. Με το επίπεδο κύµα εννοούµε µία λύση της 
µορφής  
  
 
όπου υ είναι ανεξάρτητο του λ και ικανοποιεί την συνήθη διαφορική 
εξίσωση  
 

Οι  Conley , Smoller  µελέτησαν ιξώδες προφίλ για ισχυρούς παλµούς. 
   Το βασικό εργαλείο στο υπάρχον Θεώρηµα του Glimm , εκτός του 
καθεστώτος διαφοράς είναι µια συνάρτηση που µετράει την δυνητική 
αλληλεπίδραση που περιέχεται στα δεδοµένα Cauchy κατά µήκος 
καµπυλοειδούς χώρου. Ο Glimm αποδεικνύει ότι αυτή η συνάρτηση 
µειώνεται µε τον χρόνο. 
   Η αντίληψη της εντροπίας που συζητείται εδώ προτάθηκε από τον 
Lax(1971) και τον Krushkov(1970). Η θεωρία της συµµετρικής 
περίπτωσης ανήκει στον Godunov και εφαρµόστηκε από αυτόν στις 
εξισώσεις ροής συµπίεσης.  

6.  Υπερβολικά συστήµατα δύο νόµων διατήρησης. Τα µη υπάρχοντα 
Θεωρήµατα 6.1 και 6.2 είναι από τον Lax(1964). Mια άλλη εκδοχή 
δόθηκε από τον Zabusky(1962). 
    Οι Johnson  και  Smoller απέδειξαν ότι κατόπιν παραδοχής το αρχικό 
πρόβληµα τιµής του Riemann  µπορεί να λυθεί µοναδικά για δύο 
αυθαίρετες µοναδικές καταστάσεις , όχι αναγκαία  κοντινές. Έδειξαν πως 
λύνεται το πρόβληµα αρχικής τιµής για τέτοια συστήµατα κατόπιν 
παραδοχής µονοτονίας για τις αρχικές τιµές. 
 

               Ο Nishida  απέδειξε ότι για το σύστηµα 
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το πρόβληµα αρχικής τιµής µπορεί να λυθεί για αυθαίρετες αρχικές τιµές  
u(x) , ��(�) , �� ≥ 0. H εργασία του Nishida επεκτάθηκε από τους 
Bakhvalov , DiPerna , Greenberg και Smoller. Το πρόβληµα αρχικής 
τιµής του Rimann στη δυναµική αερίων για µία ευρεία κλάση εξισώσεων 
µελετήθηκε από τον Wendroff. 
   Το Θεώρηµα 6.2 ανήκει στον Glimm , Lax. Περεταίρω Θεωρήµατα 
µοναδικότητας , κατά την απουσία κυµάτων αραίωσης δόθηκε από τους 
Roxhdestvenskii και Hurd. Η δηµιουργία της συνάρτησης εντροπίας 
αναλύεται µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια από τον Lax(1971). 

7. Συστήµατα διαφοράς. Καµία σειρά διαλέξεων για τους υπερβολικούς 
νόµους διατήρησης δεν πρέπει να λήξουν χωρίς αναφορά των διαφόρων 
αποτελεσµατικών συστηµάτων διαφοράς για τον υπολογισµό 
λύσεων των νόµων διατήρησης.  Αυτά χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό λύσεων των ειδικών προβλήµατα αρχικών τιµών οι οποίες 
κατέληξαν σε επιστηµονικά και τεχνολογικά προβλήµατα. Προβλήµατα 
που αφορούν δύο διαστάσεις του χώρου µπορούν να αντιµετωπιστούν, 
επίσης. Επιπροσθέτως παρέχοντας αριθµητικές απαντήσεις σε 
συγκεκριµένα ερωτήµατα, ελπίζοντας κανείς ότι η αριθµητική 
υπολογισµοί θα αποκαλύψουν τα πρότυπα τα οποία παίζουν ρόλο στη 
θεωρία να αναπτυχθούν σχετικά µε τις λύσεις των εξισώσεων αυτών. 
    Αν ήταν δυνατό να αποδειχθεί αυστηρά ότι οι λύσεις των εξισώσεων 
πεπερασµένης διαφοράς συγκλίνουν , αυτό θα αποδεικνύει την ύπαρξη 
λύσεων µε αυθαίρετα διατυπωµένα δεδοµένα. Έως τώρα αυτό έχει 
επιτευχθεί µόνο για τους µοναδικούς νόµους διατήρησης , και για ένα 
πολύ ακατέργαστο σύστηµα διαφοράς που προτάθηκε από τον Lax(1954) 
: 
 
 
 
(8)  
  

   Εδώ το �V� συντοµογραφεί µία προσέγγιση του u στο t = n∆t , x = k∆t και 
QV� συντοµογραφεί το Q��V�). H σύγκλιση αυτού του συστήµατος για ειδική 
περίπτωση  επιβεβαιώθηκε από τον Lax(1957). Η σύγκριση για κάθε κυρτή 
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f ανήκει στον Vvedenskaya. Η σύγκλιση για κάθε αριθµό µεταβλητών 
χώρου αποδείχθηκε από τους Conway και Smoller και επίσης και από τον 
Kotlow.  

   Η προσέγγιση (8)  σε µορφή διατήρησης είναι : αν θεωρήσουµε  το �V� ως 
µία προσέγγιση ως προς τη µέση τιµή του u µέσα στο διάστηµα             

[¤� − �
�¥ ¦�, ¤� *

�
�¥ ¦�§	  σε χρόνο  t-n∆t  η (8) είναι σε γενική µορφή 

 

(9)  

 

δηλ. όπου η µέση τιµή του u στο k διάστηµα των χρόνων t = (n+1)∆t  
διαφέρει από την µέση τιµή σε χρόνο ∆t κατά την µέση ποσότητα που 
εισήχθη και διέφυγε στα άκρα κατά τον χρόνο που πέρασε. Ο χαρακτήρας 
διατήρησης της προσεγγιστικής εξίσωσης (9) εκφράζεται από το γεγονός ότι 
το ποσό που εισήχθη στο k διάστηµα , κατά το χρονικό διάστηµα 
{n∆t,(n+1)∆t} µέσω του αριστερού άκρου είναι ακριβώς ίσο µε το ποσό που 
διαφεύγει (από το k-1 διάστηµα ) από το δεξί άκρο κατά το ίδιο χρονικό 
διάστηµα. 

    Στην (8) , Q59�/� ελήφθη να είναι  

(10)  

 

Είναι µία µάλλον φτωχή προσέγγιση στην µέση ροή στο k + ½ όταν 
{n,n+1}αφού η ροή αντί να είναι µέση εκτιµάται στο µικρότερο χρόνο n. 
Επιπλέον , για ∆t µικρό, η παρουσία σχετικά µεγάλου ποσού σχετικής 
ιξώδες ανάλογη προς το �¦������/¦,  προκαλεί επιπλέον λάθη. Αυτόν ο 
δεύτερος όρος πρέπει να εισαχθεί για να σταθεροποιηθεί η (8). Για να 
διασφαλίσουµε σταθερότητα οφείλουµε να εισάγουµε την συνθήκη CFL  

 

(11)  
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   Μια πιο ακριβής επιλογή του QV9�/� προτάθηκε από τους Lax και 

Wendroff(1960),(1964). Ξεκινώντας από την σειρά του Taylor  

 

 

και του τύπους  

 

τοποθετούµενους στην (9) 

 

(12)  

 

Αφού αυτός ο τύπος συγκεντρώνει ορθά την ροή την στιγµή t =(n + ½ )∆    
είναι πιο ακριβής από την  (8) . Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός ο τύπος 
είναι σταθερός όταν ικανοποιείται η συνθήκη CFL. 

    H ακόλουθη µετατροπή του (12) , που προτάθηκε από τον Ritchtmyer , 
αποδεικνύεται πιο πρακτική : 

 

(13)  

 

 

όπου  

(14)  
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 Μια επιπλέον ενδιαφέρουσα µετατροπή που προτάθηκε από τον R.W. 
MacCormack είναι ιδιαίτερα αποτελεσµατική σε περίπτωση αρκετών 
µεταβλητών χώρου. 

   Πρόσφατα , τα πιο ακριβή συστήµατα δηµιουργήθηκαν από τον Rusanov 
και από τους Burstein και Mirin. 

   Μια άλλη µορφή συστηµάτων διαφοράς προτάθηκε από τον Godunov. Η 
αρχή είναι ίδια όπως στο σύστηµα του Glimm , αλλά η κατά προσέγγιση 
µέση τιµή τον χρόνο (n+1)∆t στο κ διάστηµα ορίζεται ως το µέσο της 
ακριβής τιµής που υπολογίζεται εδώ. Αυτή υπολογίζεται από την σχέση 
ροής δηλ. η (9) χρησιµοποιείται , µε QV9�/�		ως ακριβής τιµή του f  στη 

σύνδεση µεταξύ του k και k+1 διαστήµατος. 

   Υπολογισµοί που γίνονται µε τις µεθόδους που περιγράφονται παραπάνω 
δίνουν προσεγγιστικές λύσεις στις οποίες ένας παλµός εκτίνεται σε έναν 
πεπερασµένο αριθµό – συνήθως 2 ή 4- σηµείων. Σε πλήρη αντίθεση µε 
αριθµητικές λύσεις ή γραµµικές εξισώσεις , όπου οι ασυνέχειες εκτείνονται 
σε περιοχές που είναι ανάλογες σε κάποια δύναµη του αριθµού των 
χρονικών βηµάτων.  

     Μια διαφορετική µέθοδος υπολογισµού αποκαλούµενη σωµατίδιο σε 
κύτταρο αναπτύχθηκε από τον Harlow. Αυτή η µέθοδος είναι ιδιαίτερα 
αποτελεσµατική σε αρκετές διαστάσεις χώρου. 

    Μία µελέτη του σχηµατισµού των προφίλ σταθερής κατάστασης για 
λύσεις εξισώσεων διαφοράς ξεκίνησε από τον Jennings(1973). 
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