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Περίληψη 

  Η παρούσα εργασία αναφέρεται στην ανίχνευση και εκτίµηση σήµατος που έχει πολλές 
εφαρµογές, όπως στο δέκτη του ραντάρ. Από την τυχαία παρατήρηση του σήµατος λήψης 
επιθυµούµε να εξάγουµε πληροφορίες για κάποιο φαινόµενο που συνδέεται µε αυτή την 
παρατήρηση.  Μελετώνται τα προβλήµατα ανίχνευσης, στα οποία επιθυµούµε να 
αποφασίσουµε ανάµεσα σ’ έναν πεπερασµένο αριθµό πιθανών καταστάσεων και τα 
προβλήµατα εκτίµησης, στα οποία επιθυµούµε να εκτιµήσουµε την τιµή (τιµές) κάποιου 
µεγέθους ή µεγεθών που δεν παρατηρούνται άµεσα. Παρουσιάζονται τα βασικά στοιχεία του 
δυαδικού ελέγχου υπόθεσης µε διακριτού χρόνου παρατηρήσεις, καθώς και η ανάλυση της 
απόδοσης τους. Τέλος γίνεται αναφορά σε προβλήµατα εκτίµησης παραµέτρου του σήµατος 
σε διακριτό χρόνο.  

 

 

Summary 

  This project presents signal detection and estimation and its many applications, such as in 
the radar receiver.  From the random observation of the reception signal we wish to extract 
information about a phenomenon associated with this observation.  Detection problems are 
studied in order to decide between a finite number of possible states; and estimation problems 
are also studied in order to estimate those values of size that are not directly observable.  We 
also present the basic elements of binary hypothesis-testing with discrete-time observations, 
as well as the analysis of their performance.  Finally, we discuss problems of signal parameter 
estimation within discrete time.
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Εισαγωγή 

Μιλώντας γενικά, η ανίχνευση και εκτίμηση σήματος είναι το πεδίο μελέτης που αφορά 

στην επεξεργασία των φερόντων πληροφορίας σημάτων με σκοπό την εξαγωγή αυτών των 

πληροφοριών. Οι εφαρμογές της θεωρίας ανίχνευσης και εκτίμησης σήματος απαντούν σε 

πολλά πεδία, όπως οι επικοινωνίες και ο αυτόματος έλεγχος. Για παράδειγμα, σε 

εφαρμογές επικοινωνιών, όπως η μετάδοση δεδομένων ή τα ραντάρ, η ανίχνευση και η 

εκτίμηση παρέχουν τη θεωρητική και αναλυτική βάση για το σχεδιασμό αποτελεσματικών 

δεκτών επικοινωνίας. Εναλλακτικά, σε εφαρμογές αυτόματου ελέγχου, η θεωρία 

ανίχνευσης και εκτίμησης οδηγεί σε τεχνικές για την εξαγωγή ακριβών συμπερασμάτων 

σχετικά με τις συνθήκες που υπάρχουν σε μια διαδικασία ή ένα σύστημα που πρόκειται να 

ελεγχθεί. Ένα παράδειγμα εφαρμογής στην οποία οι τεχνικές ανίχνευσης και εκτίμησης 

είναι χρήσιμες, είναι το ραντάρ, το οποίο μεταδίδει ένα παλμικό ηλεκτρομαγνητικό σήμα 

και κατόπιν περιμένει ένα πιθανό επιστρεφόμενο σήμα να ανακλαστεί από έναν στόχο.  

Λόγω των θορύβων των ηλεκτρικών δεκτών, των ατμοσφαιρικών διαταράξεων, των ψευδών 

ανακλάσεων από το έδαφος και άλλα αντικείμενα, συνήθως δεν είναι δυνατό να οριστεί με 

απόλυτη βεβαιότητα αν ένας στόχος είναι παρών. Άρα,  κανείς θα πρέπει να συμπεράνει 

από την (ατελή) παρατήρηση της κεραίας λήψης αν ο στόχος είναι παρών και η θεωρία 

ανίχνευσης παρέχει το μέσο για την επιλογή μιας καλής τεχνικής για τη διαδικασία αυτή. 

Επιπλέον, έχοντας ορίσει με κάποιο βαθμό βεβαιότητας ότι ένας στόχος είναι παρών, τότε 

θα θέλαμε να εκτιμήσουμε κάποια χαρακτηριστικά του στόχου, όπως η θέση και η 

ταχύτητά του, μια διαδικασία που εμπίπτει στο γενικό πλαίσιο της θεωρίας εκτίμησης. 

Τέτοιες εκτιμήσεις  μπορούν να αποδειχθούν χρήσιμες στο έλεγχο της κεραίας του ραντάρ, 

για τον εντοπισμό του στόχου ή για τον εκ του μακρόθεν έλεγχο του ίδιου στόχου 

προκειμένου να διατηρήσει την επιθυμητή τροχιά. Άλλες συγκεκριμένες εφαρμογές στις 

οποίες οι τεχνικές ανίχνευσης και εκτίμησης είναι χρήσιμες είναι η σεισμολογία, η 

ραδιοαστρονομία, τα σόναρ, η επεξεργασία λόγου και εικόνας, η επεξεργασία ιατρικών 

σημάτων και οι οπτικές επικοινωνίες. Γενικά, οι τεχνικές ανίχνευσης και εκτίμησης αφορούν 

στην εξαγωγή συμπερασμάτων από παρατηρήσεις που παραμορφώνονται ή αλλοιώνονται 

κατά κάποιο άγνωστο τρόπο. Εξάλλου,  οι πληροφορίες  που επιθυμούμε να αποκομίσουμε 

από τέτοιες παρατηρήσεις είναι κατά μείζονα λόγο άγνωστες στον παρατηρητή. Άρα είναι 

πολύ χρήσιμο να θέσουμε τα προβλήματα ανίχνευσης και εκτίμησης σ’ ένα πιθανολογικό 

πλαίσιο στο οποίο η άγνωστη συμπεριφορά θεωρείται ότι είναι τυχαία. Υπό αυτό το 

πρίσμα, η θεωρία ανίχνευσης και εκτίμησης αρμόζει κατάλληλα στο πεδίο των στατιστικών 

συμπερασμάτων και αυτή είναι η ερμηνεία που θα χρησιμοποιηθεί σε όλη αυτή τη μελέτη. 

Βασικό στοιχείο της μελέτης της θεωρίας ανίχνευσης και εκτίμησης σήματος είναι η έννοια 

μια τυχαίας παρατήρησης Υ  που λαμβάνει τιμές σ ‘ ένα σύνολο παρατηρήσεων Γ, που 

μπορεί να είναι ένα σύνολο διανυσμάτων, κυματομορφών, πραγματικών αριθμών ή όποιο 

άλλο σύνολο. Από την παρατήρηση του Υ επιθυμούμε να εξάγουμε πληροφορίες για 

κάποιο φαινόμενο που συνδέεται με το Υ.  Υπάρχουν δύο τύποι τέτοιων προβλημάτων που 

μας ενδιαφέρουν: προβλήματα ανίχνευσης, στα οποία επιθυμούμε να αποφασίσουμε 

ανάμεσα σ’ έναν πεπερασμένο αριθμό πιθανών καταστάσεων ή «φυσικών καταστάσεων» 
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και προβλήματα εκτίμησης, στα οποία επιθυμούμε να εκτιμήσουμε την τιμή (τιμές) 

κάποιου μεγέθους ή μεγεθών που δεν παρατηρούνται άμεσα. Σε κάθε περίπτωση,  η 

σύνδεση μεταξύ της παρατήρησης και της επιθυμούμενης πληροφορίας είναι μάλλον 

πιθανολογική παρά άμεση, υπό την έννοια ότι η στατιστική συμπεριφορά του Υ 

επηρεάζεται από τη φυσική κατάσταση ή τις τιμές των μεγεθών που πρόκειται να 

εκτιμηθούν. Άρα ένα μοντέλο για αυτή την κατάσταση θα πρέπει να περιλαμβάνει μια 

οικογένεια κατανομών πιθανότητας στο Γ, τα μέλη της οποίας αντιστοιχούν σε στατιστικές 

συνθήκες παρούσες στις διάφορες φυσικές καταστάσεις ή στις διάφορες τιμές των μεγεθών 

που εκτιμώνται. Δοθέντος ενός τέτοιου μοντέλου, το πρόβλημα ανίχνευσης και εκτίμησης 

είναι να βρεθεί ο βέλτιστος τρόπος επεξεργασίας της παρατήρησης Υ  προκειμένου να 

εξαχθούν οι επιθυμητές πληροφορίες. Τα βασικά χαρακτηριστικά που διακρίνουν τέτοιου 

είδους προβλήματα από άλλα είναι η φύση των επιθυμητών πληροφοριών (διακριτές ή 

συνεχείς), το πόσες εκ των προτέρων γνώσεις έχουμε σχετικά με τα μεγέθη ή τη φυσική 

κατάσταση, και τα κριτήρια επίδοσης με τα οποία συγκρίνουμε διάφορες διεργασίες 

ανίχνευσης και εκτίμησης. Στόχος αυτής της πτυχιακής εργασίας είναι να εισάγει τον 

αναγνώστη στις βασικές αρχές της θεωρίας ανίχνευσης και εκτίμησης. Τα Κεφάλαια ΙΙ, ΙΙΙ 

και VI πραγματεύονται προβλήματα ανίχνευσης σήματος. Το Κεφάλαιο ΙΙ παρουσιάζει τα 

βασικά στοιχεία του δυαδικού ελέγχου υπόθεσης, που αποτελεί τη βάση για τα 

περισσότερα προβλήματα ανίχνευσης σήματος. Στο Κεφάλαιο III αυτά τα βασικά  στοιχεία 

εφαρμόζονται ώστε να δώσουν τις βέλτιστες διαδικασίες για μοντέλα  συγκεκριμένα για 

προβλήματα ανίχνευσης σήματος. Στο κεφάλαιο αυτό επίσης μελετάται η ανάλυση 

απόδοσης αυτών των διεργασιών. Το Κεφάλαιο ΙΙΙ επίσης ασχολείται με διάφορες ειδικές 

μεθόδους ανίχνευσης σήματος που μπορούν να εφαρμοστούν σε προβλήματα ανίχνευσης 

σημάτων για μη πάγιες καταστάσεις. Τα Κεφάλαια ΙΙ και ΙΙΙ πραγματεύονται κυρίως 

καταστάσεις στις οποίες οι παρατηρήσεις είναι διανύσματα. Η περίπτωση αυτή αναφέρεται 

στην ανίχνευση σήματος με διακριτού χρόνου (δηλ. με δειγματοληψία)  παρατηρήσεις. Το 

πρόβλημα ανίχνευσης σήματος με παρατηρήσεις συνεχούς χρόνου αναλύεται στο 

Κεφάλαιο IV. Το πρόβλημα αυτό, παρόλο που φιλοσοφικά είναι παρόμοιο με την 

περίπτωση του διακριτού χρόνου, αναλύεται ξεχωριστά λόγω των πιο προηγμένων 

αναλυτικών μεθόδων που απαιτούνται για την ανάλυσή του. Το Κεφάλαιο IV αφορά σε 

προβλήματα εκτίμησης διακριτού χρόνου. Σε αυτό το Κεφάλαιο, ερευνώνται τα στοιχεία και 

η δομή των προβλημάτων εκτίμησης παραμέτρου.  

 

Σημείωση για τη σημειογραφία (συμβολισμό). 

 Η συγκεκριμενοποίηση της κατανομής πιθανότητας στο σύνολο παρατήρησης r απαιτεί την 

ανάθεση των πιθανοτήτων σε υποσύνολα του Γ. Για κάποιους  χώρους  παρατήρησης που 

μας ενδιαφέρουν δεν είναι δυνατή η ανάθεση συνεπών πιθανοτήτων σε όλα τα υποσύνολα 

του Γ. Άρα θα συνδέουμε πάντα με το Γ μια τάξη G των υποσυνόλων του Γ, στο οποίο 

θέλουμε να αναθέσουμε πιθανότητα. Τα σύνολα στο G ονομάζονται γεγονότα 

παρατήρησης και το ζεύγος (Γ,G) καλείται χώρος παρατήρησης. Για λόγους ανάλυσης 

υποθέτουμε πάντα ότι η συλλογή G είναι μια σ- άλγεβρα. Δηλαδή, υποθέτουμε ότι το G 

περιλαμβάνει όλα τα συμπληρώματα (σχετικά με το Γ) και μετρήσιμες (δηλ. αριθμήσιμες) 

ενώσεις των μελών του.  
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Στο μεγαλύτερο μέρος αυτού του βιβλίου θα ασχοληθούμε με δύο περιπτώσεις για το (Γ, 

G). Η πρώτη είναι η περίπτωση στην οποία  , το σύνολο των n-διάστατων 

διανυσμάτων με πραγματικά στοιχεία και η δεύτερη είναι η περίπτωση στην οποία το Γ 

είναι ένα διακριτό (δηλ. μετρήσιμο σύνολο, . Στην πρώτη από τις 

περιπτώσεις αυτές, είναι φυσικό να θέλουμε να αναθέσουμε πιθανότητες σε σύνολα της 

μορφής όπου τα αi  και τα bi  

είναι αυθαίρετα πραγματικοί αριθμοί. Άρα, για , θα θεωρήσουμε ότι το G είναι η 

μικρότερη σ-άλγεβρα που περιλαμβάνει όλα αυτά τα σύνολα με τα αi  και τα bi  να 

κυμαίνονται σε όλους τους πραγματικούς. Αυτή η σ-άλγεβρα συνήθως συμβολίζεται με Β
n
 

και καλείται τάξη των συνόλων Borel  στο . Για το δεύτερο από αυτά τα δύο σύνολα 

παρατήρησης είναι δυνατόν να επιτρέψουμε στο G να είναι το σύνολο όλων των 

υποσυνόλων του Γ. Αυτή η σ-άλγεβρα συνήθως συμβολίζεται με 2
Γ
 και καλείται σύνολο 

δύναμης του Γ. Αυτοί οι δύο χώροι παρατήρησης θα είναι επαρκείς για τη μελέτη των 

περισσότερων προβλημάτων ανίχνευσης και εκτίμησης διακριτού χρόνου που αναλύονται 

στα Κεφάλαια ΙΙ ως V. Μέχρι να διατυπωθεί διαφορετικά, θα υποθέτουμε πάντα ότι (Γ, G) 

είναι μία από αυτές τις δύο περιπτώσεις. Για την αναλύση προβλημάτων συνεχούς χρόνου 

απαιτούνται πιο αφηρημένοι χώροι παρατήρησεις και αυτοί θα παρουσιαστούν στα 

Κεφάλαια VΙ και VII.  

Για το διακριτό χώρο παρατήρησης (Γ, 2
Γ
), οι πιθανότητες μπορούν να ανατεθούν σε 

υποσύνολα του Γ με τη μορφή μιας συνάρτησης μάζας πιθανότητας,  

μέσω του  

 

όπου η P(A) συμβολίζει την πιθανότητα η παρατήρηση Υ  να βρίσκεται στο υποσύνολο Α.  

Οποιαδήποτε συνάρτηση που αντιστοιχεί το Γ στο [0,1] είναι μια αποδεκτή συνάρτηση 

μάζας πιθανότητας με την προϋπόθεση ότι ικανοποιεί τον όρο . Για το χώρο 

παρατήρησης , μας ενδιαφέρουν πρωτίστως τα λεγόμενα συνεχή τυχαία 

διανύσματα για τα οποία οι πιθανότητες μπορούν να ανατεθούν σε μια συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας    της μορφής  

 

(Σημειώστε ότι το ολοκλήρωμα στο (Ι.2) είναι n-πλάσιο). Οποιαδήποτε ολοκληρώσιμη 

συνάρτηση που αντιστοιχεί το  στο  είναι μια αποδεκτή συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας, με την προϋπόθεση ότι ικανοποιεί τη συνθήκη . Για χάρη της 

ορολογίας και του συμβολισμού θα χρησιμοποιήσουμε τον όρο πυκνότητα τόσο για την 

μαζική συνάρτηση πιθανότητας όσο και για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και θα 

χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό  
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για να συμβολίσουμε τόσο το άθροισμα του (Ι.1) όσο και το n-πλάσιο του (Ι.2). Όπου η 

μεταβλητή του ολοκληρώματος εννοείται, θα χρησιμοποιούμε ενίοτε τον εναλλακτικό 

συμβολισμό  

 

Για μια πραγματικής τιμής συνάρτηση  g της τυχαίας παρατήρησης Υ,  μας απασχολεί η 

αναμενόμενη τιμή της g(Y), που συμβολίζεται με . Στην περίπτωση ενός διακριτού 

χώρου παρατήρησης (Γ, 2
Γ
) το μέγεθος αυτό δίνεται από  

 

και στην περίπτωση ενός συνεχούς τυχαίου διανύσματος στο , έχουμε  

 

όπου σε κάθε περίπτωση έχουμε υποθέσει την ύπαρξη του απαιτούμενου αθροίσματος του 

ολοκληρώματος. Και πάλι, για χάρη του συμβολισμού, θα χρησιμοποιήσουμε τους 

ακόλουθους συμβολισμούς για το (Ι.5) και για το (Ι.6): 

 

Ο συμβολισμός αυτός θα αποκτήσει περαιτέρω νόημα στο Κεφάλαιο VI. Σημειώστε ότι τα 

(Ι.3) και (Ι.4) είναι ειδικές περιπτώσεις του (Ι.7) με το g να δίνεται από  

 

Στο σύνολο της μελέτης αυτής θα χρησιμοποιηθούν κεφαλαία γράμματα για το συμβολισμό 

των τυχαίων μεγεθών και πεζά γράμματα για το συμβολισμό συγκεκριμένων τιμών των 

μεγεθών αυτών. Άρα η τυχαία παρατήρηση Υ μπορεί να λάβει την τιμή y.  

 

 

 

ΣΤΟΙΧΕΊΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΥΠΟΘΕΣΗΣ 
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ΙΙ. Α Εισαγωγή  

Τα περισσότερα προβλήµατα ανίχνευσης σήµατος µπορούν να τεθούν στο πλαίσιο του 
ελέγχου υπόθεσης Μ-ary, στην οποία έχουµε µια παρατήρηση (πιθανόν ένα διάνυσµα ή µια 
συνάρτηση), µε βάση την οποία θέλουµε να αποφασίσουµε ανάµεσα σε Μ πιθανές 
στατιστικές καταστάσεις που περιγράφουν τις παρατηρήσεις. Για παράδειγµα, σε έναν Μ-ary 
δέκτη επικοινωνιών παρατηρούµε µια ηλεκτρική κυµατοµορφή που συνίσταται σε ένα από τα 
Μ πιθανά σήµατα που αλλοιώνονται από τυχαίο κανάλι ή θόρυβο του δέκτη, και 
προσπαθούµε να αποφασίσουµε ποιο από τα Μ πιθανά σήµατα είναι παρόν. Προφανώς, για 
οποιοδήποτε δεδοµένο πρόβληµα απόφασης, υπάρχουν διάφορες πιθανές στρατηγικές ή 
κανόνες που θα µπορούσαν να εφαρµοστούν. Ωστόσο, θα θέλαµε να επιλέξουµε έναν κανόνα 
που είναι βέλτιστος υπό κάποια έννοια. Υπάρχουν διάφοροι χρήσιµοι ορισµοί βελτιστότητας 
για τέτοια προβλήµατα και στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε τις τρεις πιο κοινές διατυπώσεις- 
την Μπαϊεσιανή, την ελαχιστοµέγιστη, και του Neyman-Pearson- και εξάγουµε τις 
αντίστοιχες βέλτιστες λύσεις. Γενικώς, εξετάζουµε το ειδικό πρόβληµα του δυαδικού (Μ=2) 
ελέγχου υπόθεσης, παρόλο που η επέκταση πολλών από τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου 
αυτού στη γενική υπόθεση Μ-ary είναι άµεση και θα αναπτυχθεί στις ασκήσεις. Η εφαρµογή 
της θεωρίας αυτής στα µοντέλα  που αφορούν στην ανίχνευση σηµάτων εξετάζονται 
λεπτοµερώς στα Κεφάλαια ΙΙΙ και VI.  

 

II. B. Μπαϊεσιανός Έλεγχος Υπόθεσης (ή κατά Bayes) 

Το κύριο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε στο κεφάλαιο αυτό είναι το απλό πρόβληµα του 
ελέγχου υπόθεσης στο οποίο υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο πιθανές υποθέσεις ή   «φυσικές 
καταστάσεις»Η0 και Η1, που αντιστοιχούν σε δύο πιθανές κατανοµές πιθανότητας Ρ0 και Ρ1, 
αντίστοιχα, στο χώρο παρατήρησης (Γ, G). Μπορούµε να γράψουµε το πρόβληµα ως 

 

    Η0 : Υ ~ Ρ0 

  ως προς  

    Η1 : Υ~ Ρ1 

 

Όπου ο συµβολισµός Υ~ Ρ δηλώνει τη συνθήκη «το Υ έχει κατανοµή Ρ». Οι υποθέσεις Η0  

και Η1  αναφέρονται ορισµένες φορές ως µηδενικές και εναλλακτικές υποθέσεις, αντίστοιχα. 
Ένας κανόνας απόφασης (ή έλεγχος υπόθεσης) δ για Η0  ως προς Η1 είναι  κάθε µερισµός του 

συνόλου παρατήρησης Γ σε σύνολα και  τέτοιος ώστε επιλέγουµε Hj  

όταν  για j =0 ή 1. Το σύνολο Γ1 είναι ενίοτε γνωστό ως περιοχή  απόρριψης ή 
κρίσιµη περιοχή, ενώ το σύνολο Γ0 είναι γνωστό ως περιοχή  αποδοχής. Μπορούµε επίσης να 
σκεφτούµε τον κανόνα απόφασης δ ως συνάρτηση στο Γ που δίνεται από  
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Ώστε η τιµή του δ για ένα δεδοµένο είναι ο δείκτης της υπόθεσης που γίνεται δεκτή 
από το δ.  

Θα θέλαµε να επιλέξουµε το Γ1 µε κάποιο βέλτιστο τρόπο και, έχοντας αυτό στο µυαλό µας, 
θα θέλαµε να αποδώσουµε κόστη στις αποφάσεις µας. Ειδικότερα, θα υποθέσουµε για τώρα 
ότι έχουµε θετικούς αριθµούς για Cij για  i= 0,1  και j=0,1, όπου  Cij είναι το κόστος που 
προκύπτει µε την επιλογή της υπόθεσης Ηi  όταν η υπόθεση Ηj είναι αληθής. Μπορούµε τότε 
να προσδιορίσουµε την υπό συνθήκη διακινδύνευση για κάθε υπόθεση ως το µέσο ή 
αναµενόµενο κόστος που προκύπτει από τον κανόνα απόφασης δ όταν η υπόθεση αυτή είναι 
αληθής. ∆ηλαδή:  

 

 

 

Σηµειώστε ότι Rj (δ) είναι το κόστος επιλογής Η1 όταν Ηj είναι αληθές επί την πιθανότητα να 
γίνει αυτό συν το κόστος επιλογής Η0 όταν το Ηj είναι αληθές επί την πιθανότητα να γίνει 
αυτό 

Τώρα ας υποθέσουµε περαιτέρω ότι µπορούµε να αποδώσουµε πιθανότητες π0 και π1 = (1- π0) 
στην εµφάνιση των υποθέσεων Η0 και Ηj αντίστοιχα. ∆ηλαδή, πj είναι η πιθανότητα η 
υπόθεση Ηj να είναι πραγµατικά µορφοποιηµένο ως προς την αξία του Υ. Οι πιθανότητες 
αυτές π0 και π1 είναι γνωστές ως οι εκ των προτέρων ή a priori πιθανότητες των δύο 
υποθέσεων. Για a priori δεδοµένα µπορούµε να ορίσουµε µια µέση ή κατά Bayes 
διακινδύνευση ως το συνολικό µέσο κόστος που προκύπτει από τον κανόνα απόφασης δ..  

Η ποσότητα αυτή δίνεται από :  

 

 

 

 

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε έναν βέλτιστο κανόνα απόφασης για Η0  ως προς Η1, ως αυτόν 
που ελαχιστοποιεί, σε σχέση µε όλους τους άλλους κανόνες, την κατά Bayes διακινδύνευση. 
Μια τέτοια απόφαση είναι γνωστή ως απόφαση κατά Bayes για Η0 ως προς Η1 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι τα (ΙΙ.Β.3) και (ΙΙ.Β.4) µπορούν να συνδυαστούν και να δώσουν  
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το δεδοµένο ότι . Αν υποθέσουµε ότι το 
Ρj έχει πυκνότητα  pj για j = 0,1, και χρησιµοποιώντας το συµβολισµό που είδαµε στο 
Κεφάλαιο Ι (ΙΙ.Β.5) συνάγεται ότι  

  

 

 

Και εποµένως βλέπουµε ότι r(δ) είναι ένα ελάχιστο συνολικό Γ1 αν επιλέξουµε  

 

 

Υποθέτοντας ότι C11 < C01 (ότι δηλαδή το κόστος της ορθής επιλογής του Η1 είναι 
µικρότερο από το κόστος της εσφαλµένης απόρριψης  του Η1, το (ΙΙ.Β.7) µπορεί να 
ξαναγραφεί ως :  

 

 

 

Όπου  
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Ας σηµειωθεί ότι το πεδίο δε συµβάλλει στο µέσο σφάλµα και 
εποµένως µπορεί να παραλειφθεί εξ ολοκλήρου ή εν µέρει από το Γ1 χωρίς να επηρεάζει τον 
κίνδυνο που προκύπτει.  

Ο κανόνας απόφασης που περιγράφεται στην περιοχή απόρριψης του (ΙΙ.Β.8) είναι γνωστός 
ως έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας (ή έλεγχος λόγου πιθανότητας). Ο έλεγχος αυτός παίζει 
κεντρικό ρόλο στη θεωρία ελέγχου υπόθεσης. Ας σηµειωθεί ότι το Γ1 του (ΙΙ.Β.8.) µπορεί να 
ξαναγραφεί ως  

  

Όπου ερµηνεύουµε το (k/0) ως ∞ για κάθε k ≥ 0. Το µέγεθος   

 

είναι γνωστό ως λόγος  πιθανοφάνειας (ή στατιστική λόγου πιθανοφάνειας) µεταξύ του H0  και 
του Η1.  Έτσι ο κανόνας απόφασης κατά Bayes που αφορά στο (ΙΙ.Β.8) υπολογίζει το λόγο 
πιθανοφάνειας για την παρατηρούµενη τιµή του Υ και µετά επιλέγει την απόφαση 
συγκρίνοντας το λόγο αυτό µε το κατώφλι τ.  ∆ηλαδή, ένας κανόνας κατά Bayes  για το 
(ΙΙ.Β.1) είναι   

 

 

 

 

 

Μια κοινώς χρησιµοποιούµενη απόδοση κόστους είναι η απόδοση οµοιόµορφου κόστους που 
δίνεται από  
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Η διακινδύνευση κατά Bayes για έναν κανόνα απόφασης δ µε κρίσιµο πεδίο Γ1 δίνεται στην 
περίπτωση αυτή από  

  

 

 

Ας σηµειωθεί ότι Ρi (Γj) είναι η πιθανότητα επιλογής του Ηj όταν το Hi είναι αληθές. 
Εποµένως, Pi(Γj) για i≠j είναι η υπό συνθήκη (ή δεσµευµένη) πιθανότητα πραγµατοποίησης 
σφάλµατος δεδοµένου ότι το Ηi  είναι αληθές, και έτσι στην περίπτωση αυτή του r(δ) είναι η 
µέση πιθανότητα σφάλµατος που προκύπτει από τον κανόνα απόφασης δ. Αφού η εξέταση 
λόγου πιθανοφάνειας µε τ= π0/π1 ελαχιστοποιεί το r(δ) για το κόστος δοµής του (ΙΙ.Β.13), 
αποτελεί εποµένως µία µέθοδο ελάχιστης πιθανότητας σφάλµατος απόφασης.  

 Ο Μπαϊεσιανός τύπος (βλέπε, Thomas (1986) υποδεικνύει ότι η υπό συνθήκη 
πιθανότητα η υπόθεση Ηj να είναι αληθής, δοθέντος ότι η τυχαία παρατήρηση Υ  παίρνει την 
τιµή y,  δίνεται από 

 

 

Όπου p(y) είναι η µέση ή συνολική πυκνότητα του Υ όπως δίνεται από p(y) =π0p0(y)+π1p1(y). 
Οι πιθανότητες π0(y) και π1(y) ονοµάζονται ύστερες ή εκ των υστέρων πιθανότητες των δύο 
υποθέσεων. Χρησιµοποιώντας το (II.B.15), το κρίσιµο πεδίο του Μπαϊεσιανού κανόνα 
(ΙΙ.Β.7) µπορεί να ξαναγραφεί ως  

  

 

 

 

Εποµένως, σ’ αυτό το Μπαϊεσιανό πλαίσιο, οι βέλτιστες αποφάσεις βασίζονται σε ύστερες 
πιθανότητες και θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε τη διαδικασία παρατήρησης ως ένα 
µηχανισµό ανανέωσης των πρότερων πιθανοτήτων των υποθέσεων µε τις ύστερες 
πιθανότητες.  

Ας σηµειωθεί ότι το µέγεθος  
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είναι το µέσο κόστος που προκύπτει από την επιλογή της υπόθεσης Ηi δοθέντος ότι το Υ 
ισούται µε το y. Το µέγεθος αυτό καλείται το ύστερο κόστος επιλογής του Ηi όταν η 
παρατήρηση είναι το y και εποµένως ο Μπαϊεσιανός κανόνας παίρνει την απόφασή του 
επιλέγοντας  

 

 

Σχήµα ΙΙ.Β.1 Το δυαδικό κανάλι  

 

την υπόθεση που παράγει το ελάχιστο ύστερο κόστος. Για παράδειγµα για το κριτήριο 
οµοιόµορφου κόστους (ΙΙ.Β.13), ο Μπαϊεσιανός κανόνας µπορεί εποµένως να γραφεί ως  

 

 

Εποµένως, ο κανόνας ελάχιστης πιθανότητας σφάλµατος απόφασης επιλέγει την υπόθεση 
που έχει τη µέγιστη εκ των υστέρων πιθανότητα να έχει προκύψει, δοθέντος ότι Υ = y. Αυτός 
ο κανόνας απόφασης είναι ενίοτε γνωστός ως κανόνας απόφασης ΜΑΡ για τον δυαδικό 
έλεγχο απόφασης (ΙΙ.Β.1). Τα ακόλουθα απλά παραδείγµατα απεικονίζουν τον Μπαϊεσιανό 
(ή κατά Bayes) κανόνα απόφασης.  

 

Παράδειγµα ΙΙ.Β.1. : Το ∆υαδικό Κανάλι  

Ας υποθέσουµε ότι ένα δυαδικό ψηφίο (δηλαδή, ένα «µηδέν» ή ένα «ένα») πρόκειται να 
µεταδοθεί από ένα κανάλι επικοινωνίας. Η παρατήρηση Υ  είναι η έξοδος του καναλιού που 
µπορεί να είναι είτε 0 είτε 1. Λόγω των θορύβων του καναλιού και της ατελούς διαµόρφωσης 
ή αποδιαµόρφωσης, ένα µεταδιδόµενο «µηδέν» λαµβάνεται ως 1 µε πιθανότητα λ0 και ως 0 
µε πιθανότητα (1- λ0), όπου 0<λ0<1. Παροµοίως, ένα µεταδιδόµενο «ένα» λαµβάνεται ως 0 
µε πιθανότητα λ1 και ως 1 µε πιθανότητα (1 – λ1). (Οι σχέσεις αυτές απεικονίζονται στο 
σχήµα ΙΙ.Β.1).  
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Εποµένως, η παρατήρηση του Υ δεν µας λέει ακριβώς αν το µεταδιδόµενο ψηφίο ήταν 
«µηδέν» ή «ένα» και θα θέλαµε να βρούµε έναν καλύτερο τρόπο για να αποφασίσουµε τι 
µεταδόθηκε.  

Η κατάσταση µπορεί να µοντελοποιηθεί ως ένα πρόβληµα δυαδικού ελέγχου υπόθεσης στην 
οποία η υπόθεση Ηj είναι ότι µεταδόθηκε ένα “j” (j = 0,1), το σύνολο παρατήρησης Γ είναι 
{0, 1} και η παρατήρηση Υ έχει πυκνότητες (δηλ. µαζικές λειτουργίες πιθανότητας)  

 

Για  j = 0 και 1. Άρα ο λόγος πιθανοφάνειας δίνεται από  

 

   

 

 

Για έναν Μπαϊεσιανό έλεγχο, το κατώφλι ελέγχου τ ορίζεται από τα κόστη και τις πρότερες 
πιθανότητες από (ΙΙ.Β.9). Αν λ1, λ0 και τ είναι τέτοια ώστε λ1 ≥ τ (1 – λ0), ο έλεγχος λόγου 
πιθανοφάνειας του (ΙΙ.Β.12) ερµηνεύει ένα λαµβανόµενο 0 ως ένα µεταδιδόµενο «ένα». 
Αλλιώς, ένα λαµβανόµενο 0 ερµηνεύεται ως ένα µεταδιδόµενο «µηδέν». Παροµοίως, αν (1 – 
λ1) ≥ τα λ0, ο έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας ερµηνεύει ένα λαµβανόµενο 1 ως ένα 
µεταδιδόµενο «ένα», και αν (1 – λ1) < τ λ0, ένα λαµβανόµενο 1 ερµηνεύεται ως ένα 
µεταδιδόµενο «µηδέν». Η ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση r(δΒ)  για το παράδειγµα αυτό 
µπορεί να υπολογιστεί ευθέως από το (ΙΙ.Β.5) (βλέπε Άσκηση 1).  

Για παράδειγµα, µε οµοιόµορφα κόστη και των προτέρων ίσα (π0 = π1 = 1/2), έχουµε ότι τ = 
1 και ο Μπαϊεσιανός κανόνας του (ΙΙ.Β.12) γίνεται  

 

   

 

Αν επιπλέον υποθέσουµε ένα συµµετρικό κανάλι λ1 = λ0 = λ, τότε το  (ΙΙ.Β.22) γίνεται  
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Η ερµηνεία του (ΙΙ.Β.23) είναι άµεση – αν το κανάλι είναι πιο πιθανό να αντιστρέψει τα 
δυαδικά ψηφία από το να µην το κάνει (δηλ., λ>1/2), παίρνουµε την απόφασή µας 
αντιστρέφοντας το ληφθέν δυαδικό ψηφίο. ∆ιαφορετικά, δεχόµαστε το ληφθέν δυαδικό 
ψηφίο ως σωστό. Για την τελευταία περίπτωση, η ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση 
αποδεικνύεται ότι είναι  

 

Άρα η απόδοση βελτιώνεται καθώς το κανάλι γίνεται πιο αξιόπιστο είτε στο να µεταδίδει το 
δυαδικό ψηφίο ευθέως είτε στο να αντιστρέφει το µεταδιδόµενο δυαδικό ψηφίο. Ας 
σηµειωθεί ότι λόγω των οµοιόµορφων κοστών και εκ των προτέρων ισοδύναµων, η απλή 
εικασία για το µεταδιδόµενο δυαδικό ψηφίο χωρίς την παρατήρηση του y παράγει τον 
κίνδυνο του 1/2. Άρα αν το λ = 1/2, η παρατήρηση είναι άνευ αξίας.  

 

Παράδειγµα ΙΙ.Β.2: Έλεγχος θέσης µε σφάλµα του Gauss 

Μελετήστε τις ακόλουθες δύο υποθέσεις που αφορούν σε αληθινής – τιµής παρατήρηση Υ:  

 

 

Όπου  είναι µια τυχαία µεταβλητή του Gauss µε τιµή µηδέν και διακύµανση σ2, και όπου µ0 
και µ1 είναι δύο σταθεροί αριθµοί µε µ1>µ0. Σηµειώστε η πρόσθεση του µ0 ή µ1 στο αλλάζει 
µόνο τη µέση τιµή της παρατήρησης, έτσι ελέγχουµε σε ποια από τις δύο πιθανές τιµές ή 
«θέσεις» κατανέµεται η παρατήρηση. Οι εφαρµογές της πιο γενικής µορφής του απλού αυτού 
µοντέλου θα συζητηθεί αργότερα. Σε σχέση µε τις κατανοµές στο χώρο παρατήρησης, το 
ζεύγος υπόθεσης του (ΙΙ.Β.25) µπορεί να ξαναγραφεί ως  

 

 

 

Όπου Ν (µ,σ2) συµβολίζει την κατανοµή Gauss ή (κανονική κατανοµή) µε µέσο µ και 
διακύµανση σ2. [Θυµηθείτε ότι µια Ν (µ,σ2) τυχαία µεταβλητή είναι µία που έχει συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας 
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Ο λόγος πιθανοφάνειας για (ΙΙ.Β.26) δίνεται από  

  

 

Άρα ο Μπαϊεσιανός έλεγχος για το (ΙΙ.Β.26) είναι  

 

 

όπου το τ είναι το κατάλληλο κατώφλι. Αφού µ1>µ0, ο λόγος πιθανοφάνειας του (ΙΙ.Β.27) 
είναι µια αυστηρά αυξανόµενη συνάρτηση της παρατήρησης y (δηλαδή, dL(y)/dy= (µ1 – 
µ0)L(y)/σ2>0). Έτσι η σύγκριση του L(y) µε το κατώφλι τ είναι ισοδύναµη µε τη σύγκριση του 
ίδιου του y µε άλλο κατώφλι τ΄= L-1(τ), όπου το L-1 είναι η αντίστροφη συνάρτηση του L. 
Συγκεκριµένα, η θέση λογαρίθµων στην ανισότητα του (ΙΙ.Β.28) και η αναδιάταξη των όρων 
δίνει  
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Σχήµα ΙΙ.Β.2 Απεικόνιση του ελέγχου θέσης µε σφάλµατα Gauss, οµοιόµορφα κόστη και εκ 
των προτέρων ίσα 

 

Όπου  

 

 

 

   

Για παράδειγµα, µε οµοιόµορφα κόστη και εκ των προτέρων ίσα έχουµε τ= 1 και τ΄=  (µ0 + 
µ1)/2. Εποµένως, σε αυτή την συγκεκριµένη περίπτωση, ο Μπαϊεσιανός κανόνας συγκρίνει 
την παρατήρηση µε το µέσο του µ0 και µ1. Αν το y είναι µεγαλύτερη ή ίσο από το µέσο, 
επιλέγουµε το H1. Αν το y είναι µικρότερο από αυτό το µέσο, επιλέγουµε το Η0. Η εξέταση 
αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙ.Β.2. Η ελάχιστη διακινδύνευση κατά Bayes, r(δΒ), για το 
πρόβληµα αυτό µπορεί να υπολογιστεί από (ΙΙ.Β.5) αν έχουµε Ρj (Γ1) για j = 0,1. Αφού Γ1 = 

 έχουµε ότι 

 

 

 

 

 

 

όπου το Φ συµβολίζει την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (cdf) πιθανότητας µιας Ν (0,1) 

τυχαίας µεταβλητής και όπου Αν εξετάσουµε εκ νέου τη συγκεκριµένη 
περίπτωση των οµοιόµορφων κοστών και  των εκ των προτέρων ίσων, έχουµε ευθέως ότι  
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που απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙ.Β.3 ως συνάρτηση του d. Σηµειώστε ότι η απόδοση βελτιώνεται 
µονοτονικά, καθώς ο διαχωρισµός των µέσων, (µ1-µ2), αυξάνεται σε σχέση µε τη συνήθη 
απόκλιση του σφάλµατος, σ. Αυτή η ποσότητα d είναι µια απλή εκδοχή του λόγου σήµατος 
προς θόρυβο, και θα αποκτήσει περαιτέρω νόηµα σε ακόλουθα κεφάλαια.  

 

Σχήµα ΙΙ.Β.3. Μπαϊεσιανή διακινδύνευση σε έλεγχο θέσης µε σφάλµα Gauss. 

 

Τα παραδείγµατα ΙΙ.Β.1. και ΙΙ.Β.2, αν και αρκετά απλά, αποδίδουν τις βασικές αρχές του 
Μπαϊεσιανού ελέγχου υπόθεσης. Περισσότερα παραδείγµατα θα εξετασθούν στα Κεφάλαια 
ΙΙΙ. και IV και µια σειρά σχετικών ασκήσεων περιλαµβάνονται στο τέλος αυτού του 
κεφαλαίου  

Το κύριο συµπέρασµα αυτής της ενότητας είναι ότι ο Μπαϊεσιανός ορισµός της 
βελτιστότητας θεωρεί τον έλεγχο λόγου πιθανοφάνειας  (ΙΙ.Β.12) ως τον βέλτιστο, όταν τα 
κόστη Cij και τα πρότερα πi είναι καθορισµένα. Στις ακόλουθες ενότητες εξετάζουµε άλλους 
ορισµούς βελτιστότητας για καταστάσεις στις οποίες τα πρότερα και/ή τα κόστη είναι 
άγνωστα.  

 

 

ΙΙ. C Ελαχιστοµέγιστος έλεγχος υπόθεσης 

 

Ας υποθέσουµε ότι στη διατύπωση της ενότητας ΙΙ.Β., οι πρότερες πιθανότητες π0 και π1 είναι 
άγνωστες στο σχεδιαστή. Τέτοιες καταστάσεις µπορούν να προκύψουν συχνά στην πράξη, 
καθώς ο σχεδιαστής ενός κανόνα απόφασης µπορεί να µην έχει έλεγχο ή πρόσβαση στο 
µηχανισµό που παράγει τη φυσική κατάσταση. Σε τέτοιες περιπτώσεις, η µέση ή Μπαϊεσιανή 
διακινδύνευση δεν είναι αποδεκτό κριτήριο αφού είναι µάλλον απίθανο ένας µόνο κανόνας 
απόφασης να ελαχιστοποιεί τη µέση διακινδύνευση για κάθε πιθανή πρότερη κατανοµή. 
Εποµένως στην περίπτωση αυτή είναι απαραίτητο να αναζητηθεί ένα εναλλακτικό κριτήριο 
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σχεδιασµού. Ένα τέτοιο κριτήριο είναι η αναζήτηση ενός κανόνα απόφασης που 
ελαχιστοποιεί για το δ το µέγιστο από τους υπό συνθήκη κινδύνους, Ro(δ) και R1(δ). Ένα 
πιθανό κριτήριο σχεδιασµού είναι  

 

 

Ένας κανόνας απόφασης που ελαχιστοποιεί την ποσότητα στο (II.C.1) είναι γνωστός ως 
ελαχιστοµέγιστος κανόνας και σ’ αυτήν την υποενότητα θα εξετάσουµε τη δοµή τέτοιων 
κανόνων.  

Για να αναζητήσουµε έναν κανόνα απόφασης που ελαχιστοποιεί την ποσότητα στο (ΙΙ.C.1) 
είναι χρήσιµο να λάβουµε υπόψη µας τη συνάρτηση r(π0, δ), που ορίζεται για ένα δεδοµένο 
πρότερο π0  [0,1] και τον κανόνα απόφασης δ ως µέσο κίνδυνο  

 

 

Σχήµα ΙΙ.C.1. Απεικόνιση των συναρτήσεων  r(π0, δ) και V(π0) 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι ως συνάρτηση του π0, η r(π0, δ) είναι µια ευθεία γραµµή από r(0,δ) = R1(δ) 
στο r (1,δ) = R0(δ), όπως απεικονίζεται στο Σχήµα ΙΙ.C.1. Εποµένως, για σταθερό δ, η µέγιστη 
τιµή του r(π0, δ), καθώς το π0 κυµαίνεται από 0 ως το 1, προκύπτει είτε στο π0 = 0 ή π0 = 1 και 
η µέγιστη τιµή είναι max{R0 (δ), R1 (δ)}. Επίσης το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης του 
(ΙΙ.C.1) στο δ είναι το ίδιο µε αυτό της ελαχιστοποίησης της ποσότητας στο δ. Η τελευταία 
ποσότητα είναι πιο βολική να ληφθεί υπόψη.  
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Για κάθε πρότερο π0 [0,1], έστω ότι δπο συµβολίζει έναν Μπαϊεσιανό κανόνα που 
αντιστοιχεί σε αυτό το πρότερο και έστω ότι V(π0) = r(π0,δπ0).  Αυτό σηµαίνει ότι, V(π0) είναι 
η ελάχιστη πιθανή Μπαϊεσιανή διακινδύνευση για το πρότερο π0. Θα πρέπει άµεσα να 
αποδειχθεί ότι το V(π0) είναι µια συνεχής κοίλα συνάρτηση του π0 για π0 [0,1] µε V(0) = C11  
και V (1) = C00 (Βλέπε Άσκηση 8). Μια τυπική V (π0) καµπύλη απεικονίζεται στο Σχήµα 
ΙΙ.C.1. 

Για χάρη της συζήτησης ας υποθέσουµε ότι V(π0) και r (π0,δ) είναι όπως απεικονίζονται στο 
Σχήµα ΙΙ.C.1. Επίσης στο Σχήµα ΙΙ.C.1. φαίνεται η γραµµή r(π0,δπ΄0) που είναι παράλληλη στο 
r(π0,δ) και εφαπτόµενη στο V (π0). Ας σηµειωθεί ότι, για την περίπτωση αυτή, το δ δεν 
µπορεί να είναι ελαχιστοµέγιστος κανόνας, γιατί η γραµµή διακινδύνευσης που συµβολίζεται 
ως r(π0, δπ΄0) βρίσκεται τελείως κάτω από το r(π0, δ) και εποµένως έχει µικρότερη µέγιστη 
τιµή. Καθώς το r(π0, δπ΄0) αγγίζει το V (π0) στο π0 = π΄0, δπ΄0 είναι Μπαϊεσιανός κανόνας για το 
πρότερο π΄0. Αφού µια παρόµοια εφαπτόµενη γραµµή (δηλ., µία που µειώνει και τους δύο υπό 
συνθήκη κινδύνους) µπορεί να χαρακτεί για οποιοδήποτε κανόνα απόφασης δ, είναι εύκολο 
να δει κανείς ότι µόνο οι Μπαϊεσιανοί κανόνες µπορούν να είναι ελαχιστοµέγιστοι γι’ αυτό 
το σχήµα.  

 

 

 

 

Σχήµα ΙΙ.C.2. Απεικόνιση του ελαχιστοµέγιστου κανόνα όταν το V έχει ένα εσωτερικό 
µέγιστο.  

Επιπλέον, εξετάζοντας το Σχ. ΙΙ.C.2, βλέπουµε ότι ο ελαχιστοµέγιστος κανόνας γι’ αυτήν την 
περίπτωση είναι ένας Μπαϊεσιανός κανόνας για την πρότερη τιµή πL που µεγιστοποιεί το 
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V(π0) σε σχέση µε το π0 [0,1]. Ας σηµειωθεί ότι γι’ αυτό το πρότερο έχουµε ότι το  r(π0, 
δπ1), είναι σταθερά στο π0, άρα  

 

Ένας κανόνας απόφασης µε ίσους υπό συνθήκη κινδύνους ονοµάζεται εξισωτικός κανόνας. 
Το γεγονός ότι το δπL είναι ελαχιστοµέγιστο προκύπτει από το σχήµα, καθώς αν π΄0 <πL, 

έχουµε  και αν π΄΄0> πL, έχουµε ότι 

, όπως απεικονίζεται.  

Καθώς το πL στο Σχ. ΙΙ.C.2 µεγιστοποιεί τον ελάχιστο Μπαϊεσιανό κίνδυνο, ονοµάζεται το 
λιγότερο ευνοϊκό πρότερο. Εποµένως για την περίπτωση αυτή ένας ελαχιστοµέγιστος 
κανόνας απόφασης είναι ένας Μπαϊεσιανός κανόνας για το λιγότερο ευνοϊκό πρότερο. Σε 
αµφισβήτηση των παραπάνω θα πρέπει να δούµε ότι δεν λάβαµε υπόψη µας την πιθανότητα 
ότι το max0≤π0≤1 V(π0) µπορεί να προκύψει στο π0 = 0 ή στο π0 = 1, ή ότι το V(π0) µπορεί να 
µην έχει εφαπτόµενη γραµµή σε κάθε σηµείο (δηλ, µπορεί να µην είναι διαφορίσιµο παντού). 
Ωστόσο, ακόµη και σ’ αυτές τις περιπτώσεις είναι πάντα αληθές ότι ο ελαχιστοµέγιστος 
κανόνας είναι ένας Μπαϊεσιανός κανόνας για το λιγότερο ευνοϊκό πρότερο. Τα ακόλουθα 
αποτελέσµατα αναπτύσσουν επίσηµα τη γενική λύση στο πρόβληµα του ελαχιστοµέγιστου 
ελέγχου υπόθεσης. Αρχίζουµε µε την ακόλουθη πρόταση που συνοψίζει σηµαντικά τις 
περιπτώσεις στις οποίες το V (π0) είναι όπως απεικονίζεται στα Σχ. ΙΙ.C.1 και ΙΙ.C.2 ή σ’ 
αυτές στις οποίες το πL = 0 ή πL = 1.  

 

 

 

Πρόταση ΙΙ.C.1 : Ο ελαχιστοµέγιστος έλεγχος. Ας υποθέσουµε ότι το πL είναι λύση στο V 
(πL) = max0≤π0≤1 V (π0). Ας υποθέσουµε περαιτέρω ότι πL = 0 ή πL = 1 ή R1 (δπL) = R0(δπL). 
Τότε το δπL είναι ένας ελαχιστοµέγιστος κανόνας  

 

Απόδειξη: Πρώτα, ας εξετάσουµε την περίπτωση R1(δπL) = R0 (δπL). Tότε για κάθε πρότερο 
π0 έχουµε  

  

 

 

όπου η πρώτη ισότητα είναι εξ ορισµού του V και του πL, και όπου η δεύτερη ισότητα έπεται 
από το γεγονός ότι το r( π0, δπL) είναι σταθερό στο π0. Άρα έχουµε ότι  
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Αλλά για κάθε δ, έχουµε πάντα ότι  

 

 

 

που συνεπάγεται ότι  

 

  

 

Συνδυάζοντας το (II.C.5) και το (II.C.7) έχουµε ότι  

 

 

 

και η αριστερή πλευρά της ισότητας του (ΙΙ.C.4) συνεπάγεται ότι  

 

   

που έπρεπε να αποδειχθεί.  
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Τώρα ας υποθέσουµε ότι πL = 0. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να αποδειχθεί ότι 

.  

Το Σχήµα ΙΙ.C.3 απεικονίζει µια χαρακτηριστική τέτοια περίπτωση. Αυτό το δεδοµένο και το 
όρισµα των ισοτήτων του (ΙΙ.C.6) µέσω του (II.C.9) συνεπάγονται ότι το δπL είναι ένας 
ελαχιστοµέγιστος κανόνας. Παρόµοιο επιχείρηµα ισχύει και για την περίπτωση του πL = 1. 
Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.  

Ας σηµειωθεί ότι για κάθε π΄0  [0,1], έχουµε πάντα r (π0,δπ΄0) ≥ V (π0) για όλα τα  

π0  [0,1] και r( π΄0, δπ΄0) = V(π΄0). Εποµένως, αφού το r (π0, δπ΄0) ως µια συνάρτηση του π0 
περιγράφει µια ευθεία γραµµή, θα πρέπει να είναι εφαπτόµενη στο V στο π0 = π΄0, όπως 
απεικονίζεται για παράδειγµα στο Σχήµα ΙΙ.C.2.  

 

 

 

 

 

 

Σχήµα ΙΙ.C.3. Απεικόνιση του ελαχιστοµέγιστου κανόνα όταν το V έχει ένα τελικό µέγιστο  

 

Άρα, αν το V είναι διαφορίσιµο στο π΄0, θα πρέπει να έχουµε  
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όπου το V΄ συµβολίζει το παράγωγο του V. Αν το V έχει ένα εσωτερικό µέγιστο (δηλ., πL  

(0, 1), τότε το  V΄(πL) ισούται µε  µηδέν αν το V είναι διαφορίσιµο στο πL. [Ας σηµειωθεί ότι 
η κοιλότητα του V συνεπάγεται ότι το V΄(π0) µπορεί να ισούται µε µηδέν µόνο σε ένα 

µέγιστο. Άρα η κατάσταση R1(δΠL) = R0(δπL) ισχύει όποτε υπάρχει το πL  (0,1) και V΄ (πL) 
και εποµένως η υπόθεση της πρότασης ΙΙ.C.1 δεν είναι πολύ περιοριστική.  

Έχουµε πλέον χαρακτηρίσει ελαχιστοµέγιστους κανόνες για όλες τις περιπτώσεις, εκτός από 
αυτές στις οποίες το V έχει ένα εσωτερικό µέγιστο στο οποίο δεν είναι διαφορίσιµο. Για 

τέτοιες περιπτώσεις, ορίστε δύο κανόνες απόφασης από το και από το 

 Σηµειώστε ότι το απαραιτήτως έχει κρίσιµη περιοχή   

 

  

Και το έχει κρίσιµη περιοχή (θυµηθείτε ότι υποθέτουµε ) 

  

 

ανεξάρτητα από το ποιοι συγκεκριµένοι Μπαϊεσιανοί κανόνες δπ0  χρησιµοποιούνται για τον 

προσδιορισµό τους. Για έναν αριθµό q [0,1], λάβετε υπόψη σας τον κανόνα  που 

χρησιµοποιεί µε  πιθανότητα q και χρησιµοποιεί Γ+
1 µε πιθανότητα (1 –q). ∆ηλ. το 

επιλέγει το Η1 αν , επιλέγει Η0 αν  και επιλέγει το Η1 µε πιθανότητα 

q αν το y είναι στο όριο του . Προσέξτε από το (ΙΙ.Β.6) ότι το όριο απόφασης είναι άσχετο 

από τη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση, ώστε και άρα το είναι ένας 
Μπαϊεσιανός κανόνας για το πL. Ωστόσο οι υπό συνθήκη κίνδυνοι όντως εξαρτώνται από το 
όριο και γίνονται  

 

Έτσι η συνθήκη  επιτυγχάνεται επιλέγοντας  
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Εποµένως, όπως στην Πρόταση ΙΙ.C.1, το  µε το q να επιλέγεται από το (II.C.13) είναι 
ένας ελαχιστοµέγιστος κανόνας.  

Σηµειώστε ότι, καθώς το V είναι κοίλο, θα πρέπει να έχει αριστερή και δεξιά παράγωγο στο 

πL, τις οποίες συµβολίζουµε µε  και  αντίστοιχα. Βλέπουµε ευθέως ότι  

 και άρα το (ΙΙ.C.13) 
γίνεται  

 

 

 

 

Ας σηµειωθεί περαιτέρω ότι αν το πεδίο  

 προκύπτει µε µηδέν πιθανότητα υπό το Η0 και Η1, τότε η ανάγκη για τη 

χρήση του αντί οποιασδήποτε άλλης εκδοχής του δπL, δεν θα προκύψει. Ο κανόνας 

απόφασης  είναι ένα παράδειγµα τυχαιοποιηµένου κανόνα απόφασης, µια έννοια που θα 
συζητηθεί περαιτέρω στην Ενότητα ΙΙ.D.  

H δράση του κανόνα απόφασης  είναι εµφανής στο παράδειγµα που απεικονίζεται στο 

Σχήµα ΙΙ.C.4. . Ας σηµειωθεί ότι οι γραµµές  διασταυρώνονται 

στο π0 = πL  και έχουν κλίσεις ίσες στο  αντίστοιχα. Μεταβάλλοντας 
την πιθανότητα q από 0 ως 1, µπορεί να ληφθεί οποιαδήποτε γραµµή µεταξύ αυτών των δύο 
γραµµών. Η συγκεκριµένη επιλογή του q που δίνεται από το (ΙΙ.C.14) παράγει την οριζόντια 
γραµµή που βρίσκεται µεταξύ αυτών των δύο. Το ελαχιστοµέγιστο του αντίστοιχου κανόνα 
απόφασης είναι προφανές από το σχήµα όπως εξετάστηκε σε συνδυασµό µε το Σχ. ΙΙ. C.2.  

Για την απεικόνιση του σχεδίου των ελαχιστοµέγιστων κανόνων απόφασης, µελετούµε τα 
δύο παραδείγµατα που δίνονται στην Ενότητα ΙΙ.Β.  

 

Παράδειγµα ΙΙ.C.1 :Έλεγχος θέσης µε Σφάλµα κατά Gauss.  

Εξετάστε το πρόβληµα ελέγχου θέσης του Παραδείγµατος ΙΙ.Β.2 µε σφάλµα κατά Gauss και 
µε οµοιόµορφα κόστη. Η συνάρτηση V έπεται από το ΙΙ.Β.5  και ΙΙ.Β.31 και δίνεται από  
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ΣΧΗΜΑ ΙΙ.C.5. Υπό συνθήκη κίνδυνοι µε σφάλµα κατά Gauss και οµοιόµορφα κόστη.  

 

Από το (ΙΙ.C. 17) έπεται ότι το λιγότερο ευνοϊκό πρότερο είναι πL= ½, άρα ο ελάχιστος 
κίνδυνος είναι  

 

 

 

Παράδειγµα ΙΙ.C.2 : Το ∆υαδικό Κανάλι  

 

Ως ένα παράδειγµα, εξετάζουµε το δυαδικό κανάλι του Παραδείγµατος ΙΙ.Β.1 µε οµοιόµορφα 
κόστη. Η συνάρτηση ελάχιστου Μπαϊεσιανού κινδύνου για την περίπτωση αυτή δίνεται από  
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Η συνάρτηση αυτή µπορεί να ξαναγραφεί ως  

 

 

όπου  

 

 

και  Ας σηµειωθεί ότι η V(π0) είναι τµηµατικά γραµµική µε 

αλλαγές κλίσης  στο  και στο  Εποµένως, αφού V(0) = V(1) = 0, το σύµβολο της 

κλίσης µεταξύ των  και  θα προσδιορίσει το πL. Ειδικότερα, αν 

και πL αν C = 0. Σε οποιαδήποτε περίπτωση, ο 

ελαχιστοµέγιστος κίνδυνος  είναι  

Καθώς το δεν είναι διαφορίσιµο ούτε στο ούτε στο  ,εδώ είναι απαραίτητο να 
λάβουµε υπόψη την περίπτωση C > 0 όπως απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙ. C.6. Τότε έχουµε 

 Ελέγχοντας έχουµε  και , άρα η τυχαιοποιηµένη 
σταθερά q δίνεται από  
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Σχήµα ΙΙ.C. 6 V (π0) για το δυαδικό κανάλι.  

 

Όπως φαίνεται από το Παράδειγµα ΙΙ.Β.1  αν τότε ο Μπαϊεσιανός κανόνας είναι 

 Εποµένως το και είναι το κενό σύνολο. 

Παροµοίως, για , έχουµε  και 

Εποµένως, για παράδειγµα, αν  , έχουµε  

 και ο ελαχιστοµέγιστος κανόνας  επιλέγει το 0 αν y = 0 και επιλέγει το 1 µε 
πιθανότητα q [και 0 µε πιθανότητα (1 – q)] αν y = 1. Στην περίπτωση αυτή η 
ελαχιστοµέγιστη διακινδύνευση είναι  

 

 

 

Αν επιπλέον έχουµε ότι λ0 = λ1 = λ (περίπτωση στην οποία λ1 < 1 – λ0 < 1/2), τότε q = 1 και η 
ελαχιστοµέγιστη διακινδύνευση είναι  

  

 

που είναι ίδια µε τη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση για κάθε . Εποµένως, για την 
τελευταία αυτή περίπτωση, η αβεβαιότητα στα πρότερα δεν έχει κόστος σε απόδοση εφόσον 

. 
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Συνοψίζοντας την ενότητα αυτή, είδαµε ότι οι έλεγχοι βελτιστότητας µπορούν να 
σχεδιαστούν χωρίς την εικασία των γνωστών πρότερων, υιοθετώντας ένα ελαχιστοµέγιστο 
κριτήριο σχεδιασµού. Η λύση είναι ένας Μπαϊεσιανός έλεγχος για το λιγότερο ευνοϊκό 
πρότερο, µε την τυχαιοποίηση στο όριο της περιοχής απόφασης να είναι απαραίτητη για να 
δώσει το ελαχιστοµέγιστο σε κάποια προβλήµατα. Και πάλι, βλέπουµε ότι ο λόγος 
πιθανοφάνειας εµφανίζεται ως ο βέλτιστος κανόνας απόφασης. Στην ακόλουθη ενότητα, 
µελετούµε µία ακόµη διατύπωση του προβλήµατος δυαδικού ελέγχου υπόθεσης.  

ΙΙ.D Έλεγχος Υπόθεσης Neyman – Pearson.  

 

Στη Μπαϊεσιανή διατύπωση της Ενότητας ΙΙ.Β. η βελτιστότητα στον έλεγχο (ΙΙ.Β.1) 
προσδιορίστηκε µε όρους ελαχιστοποίησης του συνολικού αναµενόµενου κόστους, 
οριζόµενη ως µέση διακινδύνευση. Παροµοίως, στην ελαχιστοµέγιστη διατύπωση της 
Ενότητας ΙΙ.C., τα πρότερα δεν θεωρούνταν γνωστά και η βελτιστότητα οριζόταν µε όρους 
ελαχιστοποίησης του µέγιστου των υπό συνθήκη αναµενόµενων κοστών µεταξύ των δύο 
υποθέσεων. Σε πολλά προβλήµατα πρακτικού ενδιαφέροντος, η επιβολή µιας συγκεκριµένης 
δοµής κόστους στις αποφάσεις που γίνονται κατά τον έλεγχο (ΙΙ.Β.1) δεν είναι δυνατή ή 
επιθυµητή. Σε τέτοιες περιπτώσεις συχνά τίθεται ένα εναλλακτικό κριτήριο σχεδιασµού, 
γνωστό ως κριτήριο Neyman – Pearson. Στην ενότητα αυτή περιγράφουµε αυτή την 
εναλλακτική διατύπωση.  

Κατά τον έλεγχο Η0  ως προς Η1  στο (ΙΙ.Β.1) υπάρχουν δύο τύποι σφάλµατος που µπορούν 
να γίνουν. Το Η0  µπορεί εσφαλµένα να απορριφθεί ή το Η1 µπορεί εσφαλµένα να απορριφθεί. 
Ο πρώτος από αυτούς τους δύο τύπους λαθών ονοµάζεται σφάλµα Τύπου 1 ή ψευδής 
συναγερµός. Ο δεύτερος τύπος ονοµάζεται σφάλµα τύπου ΙΙ ή αστοχία. Οι όροι «ψευδής 
συναγερµός» και «αστοχία» προέρχονται από προβλήµατα ραντάρ στα οποία τα Η0  και Η1  
συνήθως αντιπροσωπεύουν την απουσία και παρουσία ενός στόχου, αντίστοιχα. Η σωστή 
αποδοχή του Η1  παροµοίως καλείται ανίχνευση. Για έναν κανόνα απόφασης δ, η πιθανότητα 
σφάλµατος Τύπου Ι είναι γνωστή ως πιθανότητα ψευδούς συναγερµού (ή ρυθµός ψευδούς 

συναγερµού) του δ, και συµβολίζεται µε . Παροµοίως, η πιθανότητα σφάλµατος Τύπου 

ΙΙ καλείται πιθανότητα αστοχίας, . Ωστόσο, όταν µελετούµε την τελευταία ποσότητα, 

συνήθως µιλάµε για πιθανότητα ανίχνευσης, που καλείται επίσης η 
ισχύς του δ.  

Προφανώς, ο σχεδιασµός ενός ελέγχου του Η0  ως προς το Η1 περιλαµβάνει µια ανταλλαγή 
µεταξύ των πιθανοτήτων των δύο τύπων σφαλµάτων, καθώς η µία µπορεί να  γίνει αυθαίρετα 
µικρή εις βάρος της άλλης. Το µπαϊεσιανό ή το ελαχιστοµέγιστο κριτήριο είναι δύο τρόποι 
ανταλλαγής αυτών. Το κριτήριο Neyman – Pearson για την πραγµατοποίηση αυτής της 
ανταλλαγής είναι να τεθεί ένα φράγµα στην πιθανότητα ψευδούς συναγερµού και κατόπιν να 
ελαχιστοποιηθεί η πιθανότητα αστοχίας στο πλαίσιο αυτού του περιορισµού. ∆ηλ. το 
κριτήριο σχεδιασµού Neyman – Pearson είναι:  
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όπου το α είναι το προαναφερθέν φράγµα, το οποίο είναι γνωστό ως το επίπεδο ή επίπεδο 
σηµαντικότητας του ελέγχου. Εποµένως, ο στόχος του σχεδιασµού Neyman – Pearson είναι 
να βρει τον πιο ισχυρό έλεγχο α- επιπέδου του Η0 ως προς το Η1. Ας σηµειωθεί ότι, σε 
αντίθεση µε το Μπαϊεσιανό και το ελαχιστοµέγιστο κριτήριο, το κριτήριο Neyman – Pearson 
αναγνωρίζει τη βασική ασυµµετρία της σηµασίας των δύο υποθέσεων.  

Προκειµένου να δοθεί η γενική λύση στο πρόβληµα του Neyman – Pearson (ΙΙ.D.1) είναι 

απαραίτητο να λάβουµε υπόψη τυχαιοποιηµένους ελέγχους, παρόµοιους µε τον έλεγχο  , 
όπως ορίζεται στη λύση του ελαχιστοµέγιστου προβλήµατος στην Ενότητα ΙΙ.C.  

Είναι βολικό να προσδιορισθεί ένα τυχαιοποιηµένος κανόνας απόφασης για Η0 ως προς Η1 

ως µια συνάρτηση που απεικονίζει το Γ στο διάστηµα [0,1] µε την ερµηνεία ότι για  , 

το   είναι η υπό συνθήκη πιθανότητα µε την οποία δεχόµαστε το Η1 µε δεδοµένο ότι 
παρατηρούµε ότι Υ = y.  

Για παράδειγµα, ο τυχαιοποιηµένος ελαχιστοµέγιστος κανόνας που είδαµε στην Ενότητα 
ΙI.C. µπορεί να γραφεί ως  

 

 

 

 

όπου το τL είναι το κατώφλι που αντιστοιχεί στο λιγότερο ευνοϊκό πρότερο πL. Με αυτόν τον 
ορισµό βλέπουµε ότι ένας µη-τυχαιοποιηµένος κανόνας απόφασης είναι µια ειδική 
περίπτωση ενός τυχαιοποιηµένου κανόνα απόφασης. Ειδικότερα, ένας µη τυχαιοποιηµένος 

κανόνας δ αντιστοιχεί στον τυχαιοποιηµένο κανόνα . Η διαφορά µεταξύ των δύο 

είναι ότι η αξία του δ είναι ο δείκτης της αποδεχόµενης υπόθεσης και η αξία του  είναι η 

πιθανότητα µε την οποία αποδεχόµαστε το Η1. Αυτά συµπίπτουν εφόσον το λαµβάνει µόνο 
τις δύο τιµές 0 και 1.  

Η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού ενός κανόνα απόφασης είναι η πιθανότητα µε την οποία 

δέχεται το Η1 δεδοµένου ότι το Η0 είναι αληθές. Για ένα τυχαιοποιηµένο κανόνα  το 
µέγεθος αυτό δίνεται από  
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όπου το συµβολίζει την προσδοκία στην υπόθεση Η0. Η ισότητα (ΙΙ.D.3) ακολουθεί 
γιατί η πιθανότητα αποδοχής του Η1 µε δεδοµένο ότι το Η0 είναι αληθές, είναι απλώς η 

πιθανότητα αποδοχής του Η1 δεδοµένου του Υ [δηλ. ] κατά µέσο όρο στην κατανοµή 

του Υ ως προς το Η0. Παροµοίως, η πιθανότητα ανίχνευσης ενός τυχαιοποιηµένου κανόνα  
δίνεται από  

 

 

Η γενική λύση στο πρόβληµα σχεδιασµού Neyman – Pearson µπορεί να συνοψιστεί στο 
ακόλουθο αποτέλεσµα  

 

Πρόταση II.D.1.: To Λήµµα Neyman – Pearson  

Ας εξετάσουµε το ζεύγος υποθέσεων του (ΙΙ.Β.Ι) στο οποίο το Pj έχει πυκνότητα pj για j = 0 
και j = 1 και ας υποθέσουµε ότι α > 0. Τότε οι ακόλουθες διατυπώσεις είναι αληθείς.  

(ι) (Βελτιστότητα). Έστω ότι  είναι κάθε κανόνας απόφασης που ικανοποιεί το  

και έστω ότι  είναι κάθε κανόνας απόφασης της µορφής  

 

 

 

όπου η ≥ 0 και είναι τέτοια ώστε . Τότε . Άρα, 
κάθε κανόνας απόφασης µεγέθους-α της µορφής (ΙΙ.D.5) είναι κανόνας Neyman – Pearson. 

 

(ii) (Ύπαρξη) Για κάθε  υπάρχει ένας κανόνας απόφασης,  της µορφής του 

(II.D.5) µε  (µια σταθερά) για τον οποίο  

 

(iii) (Μοναδικότητα) Ας υποθέσουµε ότι είναι οποιοσδήποτε α-επιπέδου κανόνας 

απόφασης Neyman Pearson για Η0 ως προς Η1. Τότε το θα πρέπει να είναι στη µορφή του 
(ΙΙ.D.5) εκτός ενδεχοµένως από ένα υποσύνολο του Γ που έχει πιθανότητα µηδέν ως προς το 
Η0 και Η1.  
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Απόδειξη: (i) Υποθέτουµε ότι και είναι όπως προσδιορίζονται παραπάνω. Σηµειώστε ότι 

λόγω του τρόπου που είναι προσδιορισµένο το , έχουµε πάντα 

για κάθε Εποµένως 

 

 

Αναπτύσσοντας τους όρους στο (ΙΙ.D.6) και αναδιατάσσοντας έχουµε  

 

 

 

 

Εφαρµόζοντας (ΙΙ.D.3) και (ΙΙ.D.4), το (II.D.7) γίνεται 

 

 

Όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το δεδοµένο ότι  Εποµένως , το 
οποίο θα πρέπει να αποδειχθεί.  

 

(ii)  Έστω ότι η0 είναι ο µικρότερος αριθµός τέτοιος ώστε  
 

 

Τότε αν , επιλέξτε 
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∆ιαφορετικά, επιλέξτε αυθαίρετα. Οι σχέσεις αυτές απεικονίζονται στο Σχ. ΙΙ.D.1. Τότε, 

προσδιορίζοντας το  ως κανόνα απόφασης του (ΙΙ.D.5) µε και  
έχουµε  

 

 

 

 

 

 

Εποµένως έχουµε επιλέξει έναν κανόνα απόφασης της µορφής του (ΙΙ.D.5) µε 

σταθερά και πιθανότητα ψευδούς συναγερµού α.  

 

 

 

 

Σχήµα ΙΙ.D.1 Κατώφλι και τυχαιοποίηση για έλεγχο Neyman-Pearson α-επιπέδου.  

 

 

(iii) Ας υποθέσουµε ότι το  είναι ένας κανόνας α-επιπέδου Neyman – Pearson της µορφής 

του (ΙΙ.D.5) και έστω ότι  είναι οποιοσδήποτε άλλος κανόνας α-επιπέδου Neyman – 

Pearson. Τότε το πρέπει να είναι ίσο µε το , έτσι από το (ΙΙ.D.8) έχουµε 
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Εποµένως το  πρέπει να είναι µεγέθους α. 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα ότι  και και 
δουλεύοντας προς τα πίσω από το (ΙΙ.D.8) στο (ΙI.D.6) συµπεραίνουµε ότι  

 

 

 

 

Αφού η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι µη αρνητική (όπως ειπώθηκε παραπάνω), το (ΙΙ.D.12) 
συνεπάγεται ότι είναι µηδέν εκτός πιθανόν σ’ ένα σύνολο µηδενικής πιθανότητας ως προς το 

Η0 και Η1. Εποµένως τα και  διαφέρουν µόνο στο σύνολο   

 που συνεπάγεται ότι είναι επίσης στη µορφή του (II.D.5), 

διαφέροντας πιθανόν από το  µόνο στη συνάρτηση  Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη 
της πρότασης.  

 

 

 

Σχήµα ΙΙ.D.2 Απεικόνιση του κατωφλιού (η΄0) για έλεγχο θέσης Neyman – Pearson µε 
σφάλµα κατά Gauss.  

 

 

Το παραπάνω αποτέλεσµα υποδεικνύει και πάλι τη βελτιστότητα του ελέγχου λόγου 
πιθανοφάνειας. Ο έλεγχος Neyman – Pearson για ένα δεδοµένο ζεύγος υποθέσεων διαφέρει 
από τον Μπαϊεσιανό και τον ελαχιστοµέγιστο έλεγχο µόνο στην επιλογή του κατωφλιού και 
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της τυχαιοποίησης (Ας σηµειωθεί ότι, για α = 0, ο έλεγχος Neyman-Pearson δίνεται άµεσα 

από το µη τυχαιοποιηµένο έλεγχο µε κρίσιµο χωρίο Ο 
σχεδιασµός των ελέγχων Neyman – Pearson απεικονίζεται στα ακόλουθα δύο παραδείγµατα.  

 

Παράδειγµα ΙI.D.1: Έλεγχος θέσης µε σφάλµα κατά Gauss 

 

Ας εξετάσουµε πρώτα το πρόβληµα ελέγχου θέσης µε σφάλµατα κατά Gauss όπως στο 
παράδειγµα ΙΙ.Β.2. Εδώ έχουµε 

 

 

όπου Η καµπύλη αυτή απεικονίζεται στο Σχ. 
ΙΙ.D.2 ως συνάρτηση του η΄. Ας σηµειωθεί ότι οποιαδήποτε τιµή του α µπορεί να επιτευχθεί 
ακριβώς επιλέγοντας  

 

 

όπου Φ-1 είναι η αντίστροφη συνάρτηση του Φ. Αφού , η τυχαιοποίηση 
µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα, ας πούµε γ0 = 1. Ένας έλεγχος α-επιπέδου Neyman – Pearson 
για την περίπτωση αυτή δίνεται από  

 

 

όπου το η΄0 είναι από το (ΙΙ.D.14).  

 

Η ανίχνευση πιθανότητας του δN P δίνεται από 
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όπου d = (µ1 – µ0)/ είναι ο λόγος σήµα προς θόρυβο που ορίζεται στο Παράδειγµα ΙΙ.Β.2 

Για ένα σταθερό α, το (ΙΙ.D.16) δίνει την πιθανότητα ανίχνευσης ως συνάρτηση του d για τον 
έλεγχο του (ΙΙ.D.16). Η σχέση αυτή είναι ενίοτε γνωστή ως δυναµοσυνάρτηση του ελέγχου. 
Ένα διάγραµµα της σχέσης αυτής απεικονίζεται στο Σχήµα ΙΙ.D.3. 

 

Σχήµα ΙΙ.D.3. ∆υναµοσυνάρτηση για  Neyman – Pearson έλεγχο θέσης µε σφάλµα κατά 
Gauss [d = (µ1 – µ0)/σ].  

 

 

Η ισότητα του (ΙΙ.D.16) επίσης δίνει την πιθανότητα ανίχνευσης ως µια συνάρτηση της 
πιθανότητας ψευδούς συναγερµού για ένα σταθερό d. Και πάλι δανειζόµενο από την 
ορολογία των ραντάρ, ένα παραµετρικό διάγραµµα της σχέσης αυτής λέγεται λειτουργικός 
χαρακτηριστικός δέκτης (ROCs). Οι λειτουργικοί χαρακτηριστικοί δέκτες (ROCs) για τον 
έλεγχο του (ΙΙ.D.15) φαίνονται στο Σχήµα ΙΙ.D.4. Τα σχήµατα ΙΙ.D.2 ως II.D.4 εφαρµόζονται 
σε µεγάλη οµάδα προβληµάτων που αφορούν σε ανίχνευση σήµατος σε θόρυβο κατά Gauss 
και θα εξεταστούν σε ακόλουθα κεφάλαια.   

 

 

Παράδειγµα ΙΙ.D.2 : Το ∆υαδικό Κανάλι 

Για να απεικονίσετε ένα πρόβληµα Neyman – Pearson στο οποίο η τυχαιοποίηση είναι 
απαραίτητη και πάλι λάβετε υπόψη σας το δυαδικό κανάλι του Παραδείγµατος ΙΙ.Β.1. Ο 
λόγος πιθανοφάνειας για το πρόβληµα αυτό δίνεται από το (ΙΙ.Β.20). Για να βρούµε το 
κατώφλι για την επίτευξη ενός ελέγχου α-επιπέδου Neyman –Pearson, θα πρέπει να λάβουµε 

υπόψη το Για λόγους απλοποίησης, υποθέτουµε ότι , 

περίπτωση στην οποία  Τότε έχουµε  
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Η συνάρτηση αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙ.D.5. Ελέγχοντας βλέπουµε ότι  

 

 

Σχήµα II.D.4 Λειτουργικά Χαρακτηριστικά ∆έκτη (ROCs) για έλεγχο θέσης Neyman – 
Pearson µε σφάλµα κατά Gauss [d = (µ1 –µ0)/σ]. 
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Σχήµα II.D.5. Καµπύλη για επιλογή κατωφλιού και τυχαιοποίησης για ένα δυαδικό κανάλι.  

το επιθυµητό κατώφλι για έλεγχο α-επιπέδου Neyman – Pearson δίνεται από  

 

Επίσης, ελέγχοντας, βλέπουµε ότι η σταθερά τυχαιοποίησης πρέπει να δίνεται από  

 

 

                 (αυθαίρετα  αν ) 

Χρησιµοποιώντας τα (ΙΙ.Β.20), (II.D.18) και (ΙΙ.D.19), ο Neyman – Pearson έλεγχος που 
προκύπτει φαίνεται να είναι  

 

για , και  
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για  

Η πιθανότητα ανίχνευσης για τον έλεγχο Neyman – Pearson δίνεται από 

, το οποίο φαίνεται εδώ άµεσα να είναι  

 

Ας σηµειωθεί ότι τα ROCs (PD ως προς PF) είναι τµηµατικά γραµµικά µε µια αλλαγή σε 
κλίση στο PF = λ0. Η συµπεριφορά αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙ.D.6 για την περίπτωση 

συµµετρικού καναλιού,  

 

Σχήµα ΙΙ.D.6 ROCs για ένα δυαδικό συµµετρικό κανάλι 

 

ΙΙ.Ε Έλεγχος Σύνθετης Υπόθεσης 

Τα προβλήµατα ελέγχου υπόθεσης που εξετάστηκαν στις προηγούµενες ενότητες είναι 
γνωστά ως προβλήµατα ελέγχου απλής υπόθεσης γιατί κάθε µία από τις δύο υποθέσεις στο 
(ΙΙ.Β.1) αντιστοιχεί µόνο σε µία κατανοµή για την παρατήρηση. Σε πολλά προβλήµατα 
ελέγχου υπόθεσης, ωστόσο, υπάρχουν πολλές πιθανές κατανοµές που µπορεί να προκύψουν 
για κάθε µία από τις υποθέσεις. Οι υποθέσεις αυτού του τύπου είναι γνωστές ως σύνθετες 



38 

 

υποθέσεις. Ένα παράδειγµα του πού µπορεί να προκύψουν τέτοιου τύπου προβλήµατα είναι 
στην ανίχνευση ραντάρ, στην οποία το επιστρεφόµενο σήµα, αν είναι παρόν, έχει άγνωστες 
παραµέτρους, όπως ο ακριβής χρόνος άφιξής του (που συνδέεται µε τη θέση) και η µεταβολή 
Doppler (που συνδέεται µε την ταχύτητα). Εποµένως, η υπόθεση “παρόντος στόχου” είναι 
σύνθετη. Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουµε σύντοµα το σχεδιασµό ελέγχων υπόθεσης για 
σύνθετα προβλήµατα.  

Για να µοντελοποιήσουµε (ή προτυποποιήσουµε) τον πιο γενικό τύπο του προβλήµατος 
ελέγχου σύνθετης υπόθεσης, µπορούµε να εξετάσουµε µια οικογένεια κατανοµών 
πιθανότητας στο Γ µε δείκτες από µια παράµετρο θ που λαµβάνει τιµές σ’ ένα σύνολο 

παραµέτρου Λ. Αυτό σηµαίνει ότι, έχουµε µια οικογένεια  όπου το Ρθ είναι η 
κατανοµή πιθανότητας της παρατήρησης, δοθέντος ότι το θ είναι η πραγµατική τιµή της 
παραµέτρου. Οι τιµές της παραµέτρου στο Λ αντιπροσωπεύουν το σύνολο όλων των πιθανών 
φυσικών καταστάσεων. Για το ζεύγος της απλής υπόθεσης του (ΙΙ.Β.1), έχουµε την ειδική 
περίπτωση, στην οποία Λ = {0,1}. Γενικότερα, µπορεί να έχουµε ένα παραµετρικό χώρο, ο 
οποίος είναι η ένωση δύο ασύνδετων συνόλων παραµέτρων Λ0 και Λ1 που αναπαριστούν τις 
εκτάσεις της παραµέτρου ως προς τις δύο υποθέσεις.  

Σε µια Μπαϊεσιανή διατύπωση του προβλήµατος ελέγχου σύνθετης υπόθεσης, υποθέτουµε 
ότι η παράµετρος είναι ένα τυχαίο µέγεθος, Θ, που λαµβάνει τιµές στο Λ. Στην περίπτωση 
αυτή το Ρθ  ερµηνεύεται ως η υπό συνθήκη κατανοµή του Υ, δοθέντος ότι Θ = θ.  Θέλουµε να 
πάρουµε µία δυαδική απόφαση για το Θ και για λόγους απλοποίησης θα λάβουµε υπόψη µας 
µόνο µη τυχαιοποιηµένους κανόνες απόφασης. Για να επιλέξουµε ένα βέλτιστο κανόνα 
απόφασης θα πρέπει πρώτα να αποδώσουµε κόστη στις αποφάσεις µας µέσω µιας 
συνάρτησης κόστους C[i, θ] όπου το C[i, θ] είναι το κόστος επιλογής της απόφασης i όταν 

 για και  Για παράδειγµα, στο πρόβληµα ανίχνευσης ραντάρ, 
στην οποία η παράµετρος θ µπορεί να συνδέεται µε τη θέση του στόχου και την ταχύτητα, η 
δοµή κόστους µπορεί να αποδώσει υψηλότερα κόστη στην αστοχία κοντινών ή γρήγορα 
κινούµενων στόχο από αυτά για την αστοχία βραδύτερων ή πιο µακρινών στόχων. Για λόγους 
απλοποίησης, υποθέτουµε ότι το C είναι µη αρνητικό και ανηγµένο.  

Για ένα κανόνα απόφασης δ, µπορούµε να ορίσουµε υπό συνθήκη κινδύνους ανάλογους µε 
αυτούς για την απλή περίπτωση µέσω  

 

όπου το Εθ συµβολίζει προσδοκία, αν υποθέσουµε ότι Υ ~ Ρθ. Επίσης µια µέση ή Μπαϊεσιανή 
διακινδύνευση µπορεί να οριστεί ως  

 

Και ο µπαϊεσιανός κανόνας ορίζεται ως αυτός που ελαχιστοποιεί το r(δ).  

Αφού  το r(δ) µπορεί να ξαναγραφεί ως  
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Όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από τη χρήση των επαναλαµβανόµενων προσδοκιών 

. Άρα το r (δ) είναι απλώς το κόστος χρήσης του δ κατά µέσο όρο 
στο Θ και το  Υ. Χρησιµοποιώντας και πάλι επαναλαµβανόµενες προσδοκίες µπορούµε να 
γράψουµε  

 

 

 

Παρατηρήστε στο (ΙΙ.Ε.4) ότι το r(δ) ελαχιστοποιείται στο δ αν για κάθε  

επιλέγουµε το δ(y) να είναι το ύστερο κόστος  

 

 

 

Αφού το δ(y)µπορεί να είναι µόνο 0 ή 1, βλέπουµε ότι ο Μπαϊεσιανός κανόνας γι’ αυτό το 
πρόβληµα δίνεται από  

 

 

Η ερµηνεία του (ΙΙ.Ε.6) είναι απλή. Το δΒ επιλέγει την υπόθεση µε το µικρότερο κόστος, κατά 
µέσο όρο, δοθείσης της παρατήρησής µας. Στην περίπτωση που Λ ={0,1}, το (ΙΙ.Ε.6) 
ανάγεται φυσικά στον Μπαϊεσιανό κανόνα για τον έλεγχο απλής υπόθεσης, που όπως 
συζητήθηκε στην Ενότητα ΙΙ.Β. έχει επίσης την ερµηνεία της ελαχιστοποίησης του ύστερου 
κόστους  

Για πολλά ενδιαφέροντα προβλήµατα, ο παραµετρικός χώρος µπορεί να αναλυθεί σε δύο 
ασύνδετα σύνολα Λ0 και Λ1, που αναπαριστούν τις υποθέσεις Η0 και Η1, αντίστοιχα, µε τα 
κόστη να είναι οµοιόµορφα στα σύνολα αυτά. ∆ηλ.  

 

Σε αυτήν την περίπτωση είναι προφανές ότι υπό την υπόθεση ότι C11 < C01, το (ΙΙ.Ε.6) 
ανάγεται σε  
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όπου το συµβολίζει την υπό συνθήκη πιθανότητα το Θ να βρίσκεται στο 

Λj, δοθέντος ότι Υ = y. Υποθέτοντας ότι το Υ έχει υπό συνθήκη πυκνότητες για j 
= 0,1, ο Μπαϊεσιανός τύπος συνεπάγεται ότι  

 

 

για j=  0, 1 µε Άρα το (ΙΙ.Ε.8) ανάγεται σε  

 

 

µε  και . Από το (ΙΙ.Ε.10), 
βλέπουµε ότι το πρόβληµα αυτό είναι ισοδύναµο µε το πρόβληµα του Μπαϊεσιανού ελέγχου 

απλής υπόθεσης µε , ένα δεδοµένο που θα έπρεπε να είναι προφανές 
εκ των υστέρων.  

Υποθέτοντας ότι Θ έχει πυκνότητα w(θ) και το Ρθ έχει πυκνότητα pθ για κάθε , τότε, 

χρησιµοποιώντας το συµβολισµό που είδαµε στο Κεφάλαιο Ι, οι πυκνότητες  
δίνονται από  

 

 

όπου wj (θ) είναι η υπό συνθήκη πυκνότητα του Θ δοθέντος ότι  ∆ηλ. 

 

 

µε  
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Σηµειώστε ότι το ζεύγος υπόθεσης στο πρόβληµα αυτό ορίζεται από τις πυκνότητες 
παρατήρησης του (ΙΙ.Ε.11) που εξαρτώνται µόνο από τις υπό συνθήκη πυκνότητες wj. 
Εποµένως σύνθετα ελαχιστοµέγιστα και Neyman – Pearson προβλήµατα µπορούν να τεθούν 
µόνο όταν τα wj είναι γνωστά αλλά όχι τα pj. Φυσικά, πέρα από τις πιθανές διαφορετικές 
φυσικές ερµηνείες του παραµετρικού µοντέλου, τα προβλήµατα αυτά δεν διαφέρουν από τα 
προβλήµατα ελέγχου απλής υπόθεσης στις Ενότητες ΙΙ.Β. ως ΙΙ.D., όπως σηµειώθηκε 
παραπάνω. Το παρακάτω παράδειγµα απεικονίζει αυτόν τον τύπο προβλήµατος.  

 

Παράδειγµα ΙΙ.Ε.1: Έλεγχος της ακτίνας ενός σηµείου στο επίπεδο 

Ας υποθέσουµε ότι  και οι υποθέσεις είναι ως ακολούθως: 

 

 

  

 Ως προς  

(ΙΙ.Ε.13) 

Όπου Α είναι µια θετική σταθερά,  είναι µια τυχαία µεταβλητή που κατανέµεται 

οµοιόµορφα στο [0,2π] και  και είναι Ν (0, σ2) τυχαίες µεταβλητές που είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ τους και µε το . Η παρατήρηση εδώ µπορεί να θεωρηθεί ως µια 
θορυβώδης µέτρηση των συντεταγµένων ενός σηµείου στο επίπεδο που βρίσκεται είτε στην 
αρχή είτε κατανέµεται οµοιόµορφα σ’ ένα κύκλο της ακτίνας Α. (Εφαρµογές του µοντέλου 
αυτού θα δούµε στο Κεφάλαιο ΙΙΙ.) Η παράµετρος σ’ αυτή την περίπτωση µπορεί να 

θεωρηθεί ότι είναι Θ = (Θ1, Θ2) µε  και  Το παραµετρικό 

σύνολο Λ είναι άρα {0,Α } × [0, 2π] µε και  

. Η πυκνότητα του Υ, δοθέντος ότι Θ = θ, είναι η από κοινού 

πυκνότητα δύο ανεξάρτητων  τυχαίων µεταβλητών που µετατοπίζονται στο µέσον 

από το  και το , αντίστοιχα. ∆ηλ.,  
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Αυτό έπεται άµεσα ότι  

 

 

Και  

 

 

 

 

Από τα (ΙΙ..Ε.15) και (ΙΙ.Ε.16) ο λόγος πιθανοφάνειας δίνεται από  

 

όπου χρησιµοποιήσαµε την ταυτότητα . Για να απλοποιήσουµε το 

(ΙΙ.Ε.17) εισάγουµε µεταβλητές  και έτσι ώστε 

και . Τότε, χρησιµοποιώντας την ταυτότητα 

έχουµε  
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Όπου Ι0 είναι η µηδενικής τάξης τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους, οριζόµενη 
από το ολοκλήρωµα στο (ΙΙ.Ε.18) 

Η συνάρτηση Ι0 (x) είναι µονότονα αυξάνουσα στα ορίσµατά της. Έτσι ένας έλεγχος που 
συγκρίνει το L (y) από το (ΙΙ.Ε.16) µ’ ένα κατώφλι τ είναι ισοδύναµο µε αυτό που συγκρίνει 

το r µε ένα άλλο κατώφλι τ΄ που δίνεται από το  

Ο Μπαϊεσιανός, ο ελαχιστοµέγιστος και ο Neyman – Pearson έλεγχος για το (ΙΙ.Ε.13) έχουν 
εποµένως τη µορφή  

 

  

Έτσι οι βέλτιστοι έλεγχοι για το (ΙΙ.Ε.13) λειτουργούν συγκρίνοντας το r, την απόσταση του 
σηµείου (y1, y2) από την αρχή, µε ένα κατώφλι. Αυτός ο τόπος απόφασης απεικονίζεται στο 
Σχ. ΙΙ. Ε.1 (Σηµειώστε ότι η τυχαιοποίηση είναι άνευ σηµασίας εδώ) 

Περισσότερες πτυχές αυτού του θέµατος και σχετικά µοντέλα θα εξετάσουµε στο Κεφάλαιο 
ΙΙΙ.  

 

Για προβλήµατα ελέγχου σύνθετης υπόθεσης για τα οποία δεν έχουµε πρότερη κατανοµή (ή 
υπό συνθήκη πρότερα) για την παράµετρο, η ανάπτυξη ελέγχων υπόθεσης που ικανοποιεί 
ακριβώς τους αναλυτικούς ορισµούς της βελτιστότητας είναι συχνά ουτοπική. Ένας τρόπος 
ορισµού της βελτιστότητας σε τέτοια προβλήµατα είναι η γενίκευση του κριτήριου Neyman – 
Pearson στην Ενότητα ΙΙ.D.Ας υποθέσουµε ότι ο παραµετρικός χώρος αναλύεται σε δύο 
ασύνδετα σύνολα Λ0 και Λ1, όπως πριν. Για έναν τυχαιοποιηµένο κανόνα απόφασης 

µπορούµε να ορίσουµε τις πιθανότητες ψευδούς συναγερµούς και ανίχνευσης ως 
ακολούθως  

 

Και  
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Σχήµα ΙΙ.Ε.1 Τόποι απόφασης για το Παράδειγµα ΙΙ.Ε.1  

 

Ας υποθέσουµε, όπως στη διατύπωση Neyman – Pearson, ότι επιθυµούµε να 
διασφαλίσουµε ότι η πιθανότητα ψευδούς συναγερµούς δεν υπερβαίνει µια δεδοµένη τιµή, ας 

πούµε, α. Τότε ιδανικός έλεγχος θα ήταν αυτός που µεγιστοποιεί το   

για κάθε  , υποκείµενο σ’ αυτόν τον περιορισµό . Αυτός ο 
έλεγχος είναι γνωστός ως οµοιόµορφα πιο ισχυρός (UMP) έλεγχος επιπέδου α.  

 

∆υστυχώς, παρόλο που οι έλεγχοι UMP είναι επιθυµητοί, υπάρχουν µόνο υπό ειδικές 
συνθήκες. Για να το καταλάβετε, εξετάστε την κατάσταση στην οποία η µηδενική υπόθεση 
(Η0) είναι απλή, έτσι ώστε το Λ0 συνίσταται σ ένα µόνο στοιχείο θ0. Υποθέτοντας ότι το Ρθ 

έχει πυκνότητα pθ για κάθε , ο πιο ισχυρός έλεγχος α-επιπέδου για το Η0 ως προς την 

υπόθεση ότι Υ ~Ρθ,  έχει κρίσιµη περιοχή  µε τ (και 
πιθανόν µια τυχαιοποίηση) που επιλέγεται για να δώσει µέγεθος α. Επίσης από το λήµµα 
Neyman – Pearson γνωρίζουµε ότι ο έλεγχος είναι εξαιρετικά µοναδικός και κάθε άλλος α-
επιπέδου έλεγχος έχει µικρότερη ισχύ. Για παράδειγµα, αν επιλέξουµε δύο στοιχεία θ΄και θ΄΄ 
του Λ1, ο έλεγχος µε κρίσιµη περιοχή Γθ΄ θα έχει µικρότερη ισχύ στον έλεγχο Η0 ως προς το Υ 
~ Ρθ΄΄ απ’ ότι έχει ο έλεγχος µε κρίσιµη περιοχή Γθ΄΄ (και αντίστροφα), εκτός κι αν οι δύο 
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αυτές κρίσιµες περιοχές είναι κατ’ ουσίαν όµοιες. Εποµένως, έπεται ότι ένας έλεγχος UMP 

υπάρχει για το Η0 ως προς τη σύνθετη υπόθεση  αν και µόνο αν η 

κρίσιµη περιοχή Γθ είναι ίδια για όλα τα . Αυτό απεικονίζεται στο ακόλουθο 
παράδειγµα 

 

Παράδειγµα ΙΙ.Ε.2: Έλεγχος θέσης UMP 

 

Εξετάστε την παραµετρική οικογένεια κατανοµών , όπου Ρθ είναι  Ν (θ, σ2) 

κατανοµή και Λ είναι υποσύνολο του . Υποθέτουµε ότι έχουµε το ζεύγος υπόθεσης  

 

 

ως προς  

   

                (ΙΙ.Ε.21)  

όπου µ0 είναι ένας σταθερός αριθµός. Αυτό είναι ένα πρόβληµα µε απλή µηδενική υπόθεση 
Λ0 = {µ0} και µια σύνθετη εναλλακτική Λ1 = (µ0, ∞). Από το Παράδειγµα ΙΙ.D.1 γνωρίζουµε 

ότι για κάθε  , ο πιο ισχυρός α-επιπέδου έλεγχος του Η0 ως προς Υ~ Ν ( θ, σ2) έχει 

κρίσιµη περιοχή . Καθώς η περιοχή αυτή δεν 

εξαρτάται από το θ δίνει έναν έλεγχο UMP για το (ΙΙ.Ε.21) το οποίο θα συµβολίσουµε µε . 
Σηµειώστε ότι το (ΙΙ.D.16) συνεπάγεται ότι  

 

 

 

Εναλλακτικά, για την ίδια οικογένεια κατανοµών, υποθέστε ότι εξετάζουµε το ζεύγος 
υπόθεσης  

 

  

 Ως προς  
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      (ΙΙ.Ε.23)  

Τώρα έχουµε τη σύνθετη εναλλακτική . Για θ > µ0, η πιο ισχυρή 
κρίσιµη περιοχή είναι όπως δίνεται στην προηγούµενη παράγραφο. Ωστόσο, για θ < µ0  
βλέπουµε προφανώς ότι ο πιο ισχυρός α-επιπέδου έλεγχος έχει κρίσιµη περιοχή  

 

  

 

Παρόλο που η περιοχή αυτή είναι ανεξάρτητη από το θ, είναι αρκετά διαφορετική από το Γθ 
για θ > µ0. Άρα για το (ΙΙ.Ε.23) δεν υπάρχει έλεγχος UMP 

 

Αν συµβολίσουµε µε  τον έλεγχο µε κρίσιµη περιοχή το (ΙΙ.Ε.24), τότε έχουµε ευθέως ότι  

 

  

Το µέγεθος αυτό, µαζί µε το  από το (ΙΙ.Ε.22) αναπαρίσταται ως προς το θ στο Σχ. 
ΙΙ.Ε.2. Σηµειώστε ότι κανένας από τους δύο ελέγχους δεν αποδίδει καλά όταν το θ είναι έξω 
από την περιοχή βελτιστότητάς του. (Ένας λογικότερος έλεγχος για το (ΙΙ.Ε.23), είτε για το 

 είτε για το , είναι αυτός που συγκρίνει το  µε κάποιο κατώφλι. Ωστόσο, ο 
έλεγχος αυτός δεν µπορεί να είναι UMP για το (ΙΙ.Ε.23).  

 

Το παράδειγµα ΙΙ.Ε.2 δείχνει ότι το κριτήριο UMP είναι πολύ ισχυρό για πολλές 
καταστάσεις. Κάποιες φορές αυτό µπορεί να ξεπεραστεί µε την εφαρµογή άλλων 
περιορισµών για την εξάλειψη πραγµατοποίησης αδικαιολόγητων ελέγχων . Μια τέτοια 

συνθήκη είναι η αµεροληψία που απαιτεί ότι για όλα τα  µαζί µε τον 

περιορισµό . Ας σηµειωθεί ότι αυτή η προϋπόθεση θα εξαλείψει τόσο το   

 όσο και το  στο παράδειγµα ως επιλογές ελέγχου για το (ΙΙ.Ε.23). Το θέµα αυτό και 
άλλα σχετικά ζητήµατα αναπτύσσονται περαιτέρω, για παράδειγµα, στο βιβλίο του Lehmann 
(1986).  

Σε πολλές καταστάσεις, το σύνολο παραµέτρου Λ έχει τη µορφή  µε Λ0 = {θ0} και Λ1 

= (θ0, ∞). Έτσι έχουµε το ζεύγος υπόθεσης  
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  ως προς  

 

   

    (ΙΙ.Ε.26) 

 

Αυτός ο τύπος κατάστασης προκύπτει, για παράδειγµα, σε πολλά προβλήµατα ανίχνευσης 
σήµατος στα οποία το θ0 = 0 και το θ είναι παράµετρος εύρους σήµατος. Σε πολλές 
καταστάσεις αυτού του τύπου, µας ενδιαφέρει κυρίως η περίπτωση στην οποία, ως προς το 
Η1, το θ είναι κοντά στο θ0. Αν για παράδειγµα το θ είναι µια παράµετρος εύρους σήµατος, η 
τελευταία περίπτωση αναπαριστά την κατάσταση στην οποία η ισχύς του σήµατος είναι 
µικρή.  

Εξετάστε ένα κανόνα απόφασης . Εντός του πλαισίου της κανονικότητας µπορούµε να 

αναπτύξουµε σε σειρά Taylor  το για το θ0. ∆ηλ.,  

 

 

όπου  

  

 

Σηµειώστε ότι  

Έτσι για όλους τους ελέγχους µεγέθους-α, το   δίνεται για θ κοντά στο θ0Ι  από  

 

  

 

Άρα για θ κοντά στο θ0 µπορούµε να πετύχουµε προσεγγιστική µέγιστη ισχύ µε µέγεθος α  

επιλέγοντας  για τη µεγιστοποίηση του . Ο έλεγχος που µεγιστοποιεί  το 

που υπόκειται σε περιορισµό ψευδούς συναγερµού  ονοµάζεται α-
επιπέδου τοπικά πιο ισχυρός έλεγχος (LMP) ή απλώς τοπικά βέλτιστος έλεγχος.  

Για να δούµε τη γενική δοµή των ελέγχων LMP παρατηρούµε ότι, υποθέτοντας ότι το Ρθ έχει 

πυκνότητα pθ  για κάθε , µπορούµε να γράψουµε  
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Αποδίδοντας επαρκή κανονικότητα στο ’ώστε να µπορούµε να 
εναλλάσσουµε τη σειρά ολοκλήρωσης και διαφοροποίηση στο (ΙΙ.Ε.29) έχουµε  

  

Η σύγκριση του (ΙΙ.Ε.30) µε το (ΙΙ.D.4) υποδεικνύει ότι το πρόβληµα σχεδιασµού α-επιπέδου 
LMP είναι το ίδιο µε το πρόβληµα σχεδιασµού α-επιπέδου Neyman – Pearson, αν 

αντικαταστήσουµε το  µε . Χρησιµοποιώντας αυτή την αναλογία, 
βλέπουµε ευθέως ότι, στο πλαίσιο της κανονικότητας, ένας έλεγχος α-επιπέδου LMP για το 
(ΙΙ.Ε.26) δίνεται από   

 

 

 

όπου η και γ επιλέγονται ώστε  Λεπτοµέρειες αυτού του αναπτύγµατος 
βρίσκουµε στο βιβλίο του Ferguson (1968). Οι έλεγχοι LMP εξετάζονται περαιτέρω στο 
Κεφάλαιο ΙΙΙ.  

Εν απουσία εφαρµοσιµότητας οποιουδήποτε από τα παραπάνω αναφερθέντα κριτήρια 
βελτιστότητας, ένας έλεγχος που χρησιµοποιείται συχνά για σύνθετα προβλήµατα στα οποία 
το θ είναι η ένωση των ασύνδετων Λ0 και Λ, είναι αυτός που βασίζεται στη σύγκριση του 
µεγέθους  

  

µε κάποιο κατώφλι. Ο έλεγχος αυτός είναι γνωστός ως γενικευµένος έλεγχος λόγου 
πιθανοφάνειας ή έλεγχος µέγιστης πιθανοφάνειας και περισσότερα κίνητρα για ελέγχους 
αυτού του τύπου απαντούν στο Κεφάλαιο ΙV.  
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ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ ΣΗΜΑΤΟΣ ΣΕ ∆ΙΑΚΡΙΤΟ ΧΡΟΝΟ  

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

 

 Στο Κεφάλαιο ΙΙ εξετάσαµε αρκετά βασικά κριτήρια βελτιστότητας και µεθόδους 
σχεδιασµού για δυαδικά προβλήµατα ελέγχου υπόθεσης. Στο κεφάλαιο αυτό εφαρµόζουµε 
αυτές και άλλες σχετικές µεθόδους, ώστε να παράγουµε βέλτιστες διαδικασίες για την 
ανίχνευση σηµάτων, ενσωµατωµένων στο θόρυβο. Για να αποφύγουµε τις αναλυτικές 
επιπλοκές, εξετάζουµε αποκλειστικά την περίπτωση ανίχνευσης διακριτού χρόνου, 
αφήνοντας την περίπτωση του συνεχούς χρόνους για το Κεφάλαιο VI. Η περίπτωση 
διακριτού χρόνου έχει σηµαντικό πρακτικό ενδιαφέρον, λόγω της επικράτησης των 
ψηφιακών εφαρµογών στις λειτουργίες επεξεργασίας σήµατος.  

Στην Ενότητα ΙΙΙ.Β εξετάζουµε διάφορα µοντέλα για προβλήµατα ανίχνευσης 
σήµατος και εξάγουµε τις βέλτιστες δοµές ανιχνευτών που ανταποκρίνονται στα κριτήρια 
που τέθηκαν στο Κεφάλαιο ΙΙ. Η Ενότητα ΙΙΙ.C πραγµατεύεται κάποιες µεθόδους ανάλυσης 
της επίδοσης των δοµών αυτών για καταστάσεις στις οποίες η κλειστή µορφή υπολογισµού 
σχετικών σφαλµάτων πιθανοτήτων δεν είναι ανιχνεύσιµη. Υπάρχουν αρκετές χρήσιµες 
µέθοδοι σχεδιασµού για διαδικασίες ανίχνευσης, εκτός από εκείνες που µελετήθηκαν στο 
Κεφάλαιο ΙΙ, ενώ στις Ενότητες ΙΙΙ.D και ΙΙΙ.Ε εισάγουµε τρεις τέτοιες µεθόδους, κυρίως, την 
ακολουθιακή, την ανθεκτική και τη µη-παραµετρική ανίχνευση. 

 

ΙΙΙ.Β. Μοντέλα και ∆οµές Ανιχνευτών  

 

Το βασικό φυσικό µοντέλο παρατήρησης που θέλουµε να εξετάσουµε είναι αυτό µιας 
παρατηρούµενης συνεχούς χρόνου κυµατοµορφής που συνίσταται σε ένα από τα δύο πιθανά 
σήµατα που αλλοιώνονται από πρόσθετο θόρυβο. Σκοπός µας είναι να αποφασίσουµε ποιο 
από τα δύο πιθανά σήµατα είναι παρόν, και επιθυµούµε να το κάνουµε επεξεργαζόµενοι έναν 
πεπερασµένο αριθµό (π.χ. n) σηµάτων που λαµβάνονται από την παρατηρούµενη 
κυµατοµορφή.  

Το πρόβληµα αυτό µπορεί να τυποποιηθεί στατιστικά από το ακόλουθο ζεύγος υπόθεσης για 

χώρο παρατήρησης  
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(ως προς)  

 

 

όπου το είναι ένα διάνυσµα παρατήρησης που αποτελείται από τα 

δείγµατα της υπό παρατήρησης κυµατοµορφής, το είναι ένα διάνυσµα 

δειγµάτων θορύβου και τα και είναι 
διανύσµατα δειγµάτων από τα δύο πιθανά σήµατα1. Ας 

1 

σηµειωθεί ότι η ερµηνεία του Υ  ,ως ένα διάνυσµα δειγµάτων χρόνου, δεν είναι η µόνη 
πιθανότητα για το (ΙΙ.Β.1), καθώς το ίδιο µοντέλο προκύπτει αν, για παράδειγµα, παίρνουµε 
παρόµοια (σε χρόνο) δείγµατα από n χωρικά διαχωρισµένους ανιχνευτές σήµατος ή από τις 
εξόδους µιας τράπεζας n παράλληλων φίλτρων. Σε κάθε περίπτωση, θα αναφέρουµε αυτόν 
τον κάτω δείκτη ως παράµετρο χρόνου, παρόλο που τα αποτελέσµατα εφαρµόζονται εξίσου 
καλά και σε άλλες καταστάσεις που προτυποποιούνται από το (ΙΙΙ.Β.1).  

Βέλτιστες διαδικασίες απόφασης µεταξύ του Η0 και του Η1 µπορούν να εξαχθoύν µε τη χρήση 
των αποτελεσµάτων του Κεφαλαίου ΙΙ, αν έχουµε µοντέλα για τη στατιστική συµπεριφορά 
των σηµάτων και του θορύβου. Για πρακτικούς σκοπούς, τα σήµατα S0 και S1 µπορούν 
συνήθως να ταξινοµηθούν ως ένας από τους τρεις βασικούς τύπους. Μπορούν να είναι 
απολύτως γνωστά (δηλ. ντετερµινιστικά), µπορούν να είναι γνωστά για ένα σύνολο 
αγνώστων (πιθανώς τυχαίων) παραµέτρων, ή µπορεί να είναι εντελώς τυχαία και εποµένως 
να καθορίζονται µόνο από τις κατανοµές των πιθανοτήτων τους. Κάποιες φορές (π.χ. σε 
προβλήµατα ραντάρ/σόναρ) ένα από τα σήµατα, συνήθως το S0, είναι πανοµοιότυπα µηδέν, 
ώστε στην ουσία προσπαθούµε να ανιχνεύσουµε ένα σήµα ενσωµατωµένο στο θόρυβο. Για 
τους σκοπούς αυτής της µελέτης, θα υποθέσουµε ότι ο θόρυβος είναι ανεξάρτητος από τα 
σήµατα ως προς κάθε υπόθεση και ότι η κατανοµή πιθανότητάς του δεν εξαρτάται από το 
ποια υπόθεση είναι αληθής. Η παραδοχή αυτή είναι έγκυρη για τις περισσότερες εφαρµογές, 
παρόλο που σε κάποιες εφαρµογές ο θόρυβος µπορεί να εξαρτάται από το σήµα (ένα 
παράδειγµα αυτού είναι το πρόβληµα ραντάρ/σόναρ, στο οποίο ο θόρυβος κάποιες φορές 
συντίθεται µερικώς από πλασµατικές ανακλάσεις σήµατος από το έδαφος ή από αντικείµενα 
πέρα από το σκοπευόµενο στόχο). Επίσης θα υποθέσουµε γενικώς ότι αυτή η κατανοµή 

θορύβου ορίζεται από µια (συνεχή ή διακριτή) πυκνότητα pn ή . 

Υπό τις παραπάνω παραδοχές, ο λόγος πιθανοφάνειας για το (ΙΙΙ.Β.1) µπορεί να υπολογιστεί, 
αν γνωρίζουµε τα στατιστικά του Sj για j = 0,1. Συγκεκριµένα, δοθέντος ότι  

, η παρατήρηση Υ έχει υπό συνθήκη πυκνότητα (ως προς το Ηj)  

 

                                                           
1 Εδώ και σε άλλα σηµεία του βιβλίου, τα διανύσµατα θεωρούνται κιονοειδή και ο άνω δείκτης Τ 
συµβολίζει µετάθεση.  
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Από το (ΙΙΙ.Β.2) βλέπουµε ότι η πυκνότητα του Υ  ως προς το Ηj δίνεται από  

 

 

 

όπου θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η προσδοκία είναι ανάλογη µε το σήµα Sj. Τότε ο λόγος 
πιθανοφάνειας γίνεται  

 

 

Εποµένως, οι βέλτιστες διαδικασίες για το (ΙΙΙ.Β.1) εξάγονται υπολογίζοντας το (ΙΙΙ.Β.4) και 
αναλύονται µε την εύρεση των κατάλληλων πιθανοτήτων των προκυπτουσών κρίσιµων 
περιοχών. Τώρα, θα εξετάσουµε µια σειρά σηµαντικών ειδικών περιπτώσεων του 
προβλήµατος αυτού.  

 

Περίπτωση ΙΙΙ.Β.1: Ανίχνευση ντετερµινιστικών σηµάτων σε ανεξάρτητο θόρυβο 

 

Σε πολλά από τα προβλήµατα που µας αφορούν, τα δύο σήµατα S0 και S1 είναι απολύτως 

ντετερµινιστικά. Συγκεκριµένα, έχουµε Sj = sj , µε το  να είναι γνωστό στο 
σχεδιαστή. Αυτό είναι ενίοτε γνωστό ως το συνεκτικό πρόβληµα ανίχνευσης.  

Στην περίπτωση αυτή η L(y) του (ΙΙΙ.Β.4) γίνεται  

 

 

και άρα η βέλτιστη δοµή ανιχνευτή προσδιορίζεται εύκολα αν το pN είναι γνωστό. ∆εν 
µπορούν να ειπωθούν πολλά για ελέγχους βασισµένους στο (ΙΙΙ.Β.5) χωρίς να γίνουν 
περαιτέρω απλουστευτικές υποθέσεις. Γενικά, το (ΙΙΙ.Β.5) θα µπορούσε να είναι µια 
πολύπλοκη συνάρτηση των παρατηρήσεων που θα ήταν πολύ δύσκολο να εφαρµοστούν και 
να αναλυθούν, ειδικότερα αν ο αριθµός των δειγµάτων (n) είναι µεγάλος. Για παράδειγµα, η 
θέση κατωφλιών στα προβλήµατα ελαχιστοµέγιστου ή Neyman – Pearson και ο υπολογισµός 
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της επίδοσης απαιτούν την αξιολόγηση των n-πλασίων ολοκληρωµάτων της µορφής 

, µια διαδικασία συχνά δύσκολη. Μια σηµαντική ειδική περίπτωση του 
(ΙΙΙ.Β.1) µε γνωστά σήµατα είναι αυτή στην οποία τα δείγµατα θορύβου Ν1……,Νn είναι 
στατιστικά ανεξάρτητα. Στην περίπτωση αυτή έχουµε  

 

 

όπου το  είναι η οριακή πυκνότητα του Νk, ώστε η L (y) γίνεται  

 

    

 

µε  Καθώς το log (x) είναι µια αυστηρά 
αυξανόµενη συνάρτηση του x, η σύγκριση της L(y) µε ένα κατώφλι τ είναι ισοδύναµη µε τη 
σύγκριση της log L (y) µε το κατώφλι log (τ). Εποµένως, οι βέλτιστοι έλεγχοι για την 
περίπτωση αυτή µπορούν να γραφεί ως  

 

 

 

 

 

Σχήµα ΙΙΙ.Β.2 ∆οµή ανιχνευτή για συνεκτικά σήµατα σε ανεξάρτητο θόρυβο 

 

Όπως απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.1 η δοµή αυτή συνίσταται σε µια χρονικά µεταβαλλόµενη 
στιγµιαία µη γραµµικότητα, log Lk, που ακολουθείται από έναν συσσωρευτή, που µε τη σειρά 
του ακολουθείται από έναν συγκριτή κατωφλιού. Τα ακόλουθα δύο παραδείγµατα 
απεικονίζουν δύο ειδικές περιπτώσεις του (ΙΙΙ.Β.8) που προκύπτουν πρακτικά.  
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Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.1 Συνεκτική ανίχνευση µε ανεξάρτητο και πανοµοιότυπα 
κατανεµηµένο (i.i.d.) κατά Gauss θόρυβο.  

 

Ας υποθέσουµε ότι τα δείγµατα θορύβου Ν1,……,Νn είναι ανεξάρτητα και πανοµοιότυπα 
κατανεµηµένα (i.i.d.) µε οριακή κατανοµή Ν (0, σ2). Ένα τέτοιο µοντέλο θορύβου προκύπτει, 
για παράδειγµα, σε δέκτες επικοινωνίας, όταν η κύρια πηγή θορύβου είναι ο λεγόµενος 
θερµικός θόρυβος, που παράγεται από την κίνηση των ηλεκτρονίων στα ηλεκτρονικά του 
δέκτη. Για λόγους απλότητας, ας υποθέσουµε επίσης ότι s0 = 0 , όπου το 0 συµβολίζει το n-
διάνυσµα όλων των µηδέν και ας συµβολίσουµε το s1 µε s. (Ας σηµειωθεί ότι αυτή η υπόθεση 
δεν επιφέρει οποιαδήποτε απώλεια σε γενικότητα, καθώς µπορούµε πάντα να 
επαναπροσδιορίσουµε τις παρατηρήσεις ως y΄= y – s0 ώστε το σήµα να είναι 0 ως προς το Η0 
και s = s1 – s0 ως προς το Η1. Τότε έχουµε (όπως στο Παράδειγµα ΙΙ.Β.2 ότι 

, οπότε ο βέλτιστος έλεγχος γίνεται  

 

 

µε . Η δοµή αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.2 (a). Ας σηµειωθεί ότι ο όρος 

µπορεί να ενσωµατωθεί στο κατώφλι, οπότε ένας έλεγχος ισοδύναµος µε το 

(ΙΙι.Β.9) είναι αυτός που συγκρίνει το  µε το κατώφλι 

Η δοµή αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.2 (b) και είναι γνωστή ως 
ανιχνευτής συσχετισµού ή συσχετιστής.  

Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό αυτού του βέλτιστου ανιχνευτή για θόρυβο κατά Gauss είναι 
ότι λειτουργεί συγκρίνοντας την έξοδος ενός γραµµικού συστήµατος µε ένα κατώφλι. 

Ειδικότερα, µπορούµε να γράψουµε , όπου  

 

 

Άρα αυτός ο ανιχνευτής µπορεί να θεωρηθεί ως ένα σύστηµα που εισάγει την ακολουθία 
παρατήρησης  y1,……,yn σε ένα ψηφιακό γραµµικό φίλτρο και κατόπιν χρησιµοποιεί ως 
δείγµα την έξοδο σε χρόνο n για σύγκριση µε κατώφλι. Η δοµή αυτή είναι γνωστή ως 
προσαρµοσµένο φίλτρο.  
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Σχήµα ΙΙΙ.Β.2 Βέλτιστος ανιχνευτής για συνεκτικά σήµατα i.i.d. θορύβου κατά Gauss 

 

Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.2.: Συνεκτική ανίχνευση σε i.i.d. Λαπλασιανού θορύβου.  

Ας υποθέσουµε, όπως στο Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.1 ότι τα δείγµατα θορύβου Ν1,…..,Νn είναι i.i.d,. 
αλλά µε Λαπλασιανή οριακή πυκνότητα πιθανότητας  

 

 

όπου α> 0 είναι µια παράµετρος κλίµακας της πυκνότητας. Το µοντέλο αυτό χρησιµοποιείται 
ενίοτε για να αναπαραστήσει τη συµπεριφορά των ωστικών θορύβων σε επικοινωνιακούς 
δέκτες. Σε σύγκριση µε το µοντέλο κατά Gauss, χαρακτηρίζεται από µακρύτερες «ουρές», 
αναπαριστώντας υψηλότερες πιθανότητες µεγαλύτερων παρατηρήσεων.  

Η συνάρτηση log Lk (yk) για το (ΙΙΙ.Β.11) δίνεται από  

που µπορεί να γραφεί ως  

 

 

Όπου το sgn συµβολίζει τη συνάρτηση signum 
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Η συνάρτηση αυτή  απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.3 και για τις δύο περιπτώσεις sk < 
0 και sk > 0. Μελετώντας τα σχήµατα αυτά φαίνεται ότι οι βέλτιστοι ανιχνευτές βασισµένοι 

στο  µπορούν να εφαρµοστούν ως  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα ΙΙΙ.Β.3 Ανά δείγµα λόγου λογαριθµικής πιθανοφάνειας για συνεκτική ανίχνευση σε 
Λαπλασιανό θόρυβο. 
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Σχήµα ΙΙΙ.Β.4. Βέλτιστος ανιχνευτής για συνεκτικά σήµατα σε Λαπλασιανό θόρυβο. 

 

 

όπου  και όπου οι συναρτήσεις lk δίνονται από  

 

 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι η lk (x) είναι γραµµική στο x αν  και διαφορετικά η 

lk (x) ισούται µε   Η συνάρτηση αυτή είναι ενίοτε γνωστή ως απαλός 
περιοριστής ή περιοριστής ενισχυτή. Το σύστηµα του (ΙΙΙ.Β.14) απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β. 
4.  

Έχει ενδιαφέρον να συγκρίνουµε τους ανιχνευτές των Σχηµάτων (ΙΙΙ.Β.2(a) και ΙΙΙ.Β.4. Και 
τα δύο συστήµατα «συγκεντρώνουν» τις παρατηρήσεις αφαιρώντας το sk/2 από κάθε yk. Το 
σύστηµα του Σχ. ΙΙΙ.Β.2(a) τότε συσχετίζει τα συγκεντρωµένα δεδοµένα µε το γνωστό σήµα 
και συγκρίνει την έξοδο αυτού του συσχετισµού µε ένα κατώφλι.  

Εναλλακτικά, ο ανιχνευτής του Σχ. ΙΙΙ.Β.4 περιορίζει µαλακά τα συγκεντρωµένα δεδοµένα 
και κατόπιν συσχετίζει αυτά τις µαλακά περιορισµένες παρατηρήσεις µε την ακολουθία των 
σηµείων των σηµάτων. Η επίδραση αυτού του µαλακού περιορισµού είναι να µειώνει την 
ισχύ των µεγάλων παρατηρήσεων στο σύνολο, κάνοντας έτσι αυτό το σύστηµα πιο ανεκτικό 
σε µεγάλες τιµές θορύβου απ’ ό,τι το γραµµικό σύστηµα του Σχ. ΙΙΙ.Β.2(a). Η διεργασία αυτή 
συνάδει µε τη συµπεριφορά των Λαπλασιανών τυχαίων µεταβλητών κατά τη σύγκρισή της µε 
την κατά Gauss, όπως αναφέρθηκε παραπάνω.  

 

 

Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.3: Τοπικά βέλτιστη ανίχνευση συνεκτικών σηµάτων σε i.i.d. θόρυβο.  
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Σε πολλά προβλήµατα ανίχνευσης, η µορφή του λαµβανόµενου σήµατος είναι γνωστή, αλλά 
όχι το εύρος του. Για να προτυποποιήσουµε το πρόβληµα αυτό λαµβάνουµε υπόψη µας το 
πρόβληµα ελέγχου σύνθετης υπόθεσης που περιγράφεται από  

 

 

όπου το είναι ένα γνωστό σήµα, το είναι ένα 
διάνυσµα συνεχούς τυχαίου θορύβου µε στοιχεία i.i.d. και συναρτήσεις οριακής πιθανότητας 

πυκνότητας  και το θ είναι παράµετρος σήµατος – ισχύος. ∆οθέντος του θ, ο λόγος 
πιθανοφάνειας µεταξύ του Η0 και Η1 δίνεται από  

 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι η κρίσιµη περιοχή  θα εξαρτάται γενικά από 
το θ στην περίπτωση αυτή, εκτός από κάποιες ειδικές περιπτώσεις (Η περίπτωση θορύβου 
κατά Gauss του Παραδείγµατος ΙΙΙ.Β.1 είναι µια τέτοια ειδική περίπτωση. Εποµένως οι 
έλεγχοι UMP για το (ΙΙΙ.Β.16) υφίστανται µόνο για συγκεκριµένα µοντέλα θορύβου. Ωστόσο, 
οι έλεγχοι LMP για το (ΙΙΙ.Β.16) έχουν µια ιδιαίτερα απλή και διαισθητικά λογική δοµή και 
εποµένως έχει ενδιαφέρον να εξετάσουµε την τοπικά βέλτιστη ανίχνευση για την περίπτωση 
αυτή.  

Υποθέτοντας ότι υπάρχει επαρκής κανονικότητα στο , ο τοπικά βέλτιστος έλεγχος για Η0 

ως προς Η1 δίνεται από [Βλέπε (ΙΙ.Ε.31)] 

 

  

 

Με διαφορισµό του (ΙΙΙ.Β.17) έχουµε  
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ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.5 ∆οµή τοπικά βέλτιστου ανιχνευτή για συνεκτικά σήµατα σε θόρυβο i.i.d. 

 

 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.6 Τοπικά βέλτιστος ανιχνευτής για Λαπλασιανό θόρυβο.  

 

 

όπου  και όπου . Η δοµή αυτή 

απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.5. Αποτελείται από την αµνήµονα µη γραµµικότητα  που 
ακολουθείται από έναν συσχετιστή, ένας συνδυασµός γνωστός ως µη γραµµικός συσχετιστής  

Όπως ο λόγος πιθανοφάνειας, η τοπικά βέλτιστη µη γραµµικότητα glo  διαµορφώνει τις 
παρατηρήσεις για να ελαττώσει τις επιζήµιες επιπτώσεις του θορύβου όσο το δυνατόν 

περισσότερο. Για παράδειγµα, µε Ν (0, σ2) θόρυβο έχουµε . Οπότε το Σχ. 
ΙΙΙ.Β.5 είναι απλώς ο ανιχνευτής συσχέτισης του Σχ. ΙΙΙ.Β.2 (b). (Έτσι πρέπει να είναι. Αφού 
αυτός ο ανιχνευτής είναι UMP είναι και LMP.). Για Λαπλασιανό θόρυβο µε πυκνότητα του 

(ΙΙΙ.Β.11) έχουµε , οπότε ο τοπικά βέλτιστος ανιχνευτής συσχετίζει το 
σήµα µε την ακολουθία σηµάτων των παρατηρήσεων, όπως απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.6. Η 

συνάρτηση , στην περίπτωση αυτή,  είναι γνωστή ως σκληρός περιοριστής. Ένα  
µοντέλο θορύβου ακόµα «βαρύτερης ουράς» από το Λαπλασιανό περιγράφεται από την 
πυκνότητα του Cauchy που δίνεται από  
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Για την περίπτωση αυτή , που είναι κατά προσέγγιση γραµµικό 
κοντά στο x = 0 και κατόπιν επανακατέρχεται (ασυµπτωµατικά) στο µηδέν. Εποµένως, αυτός 
ο ανιχνευτής αγνοεί τις παρατηρήσεις µε πολύ µεγάλη έκταση. Η συµπεριφορά αυτή 
απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.7. (Μια προσέγγιση σ’ αυτή τη µη γραµµικότητα είναι ο 
λεγόµενος καταπιεστής θορύβου,  

 

 

 

όπου Κ > 0 είναι µια σταθερά, η οποία ενίοτε χρησιµοποιείται στην πράξη για να 
καταπολεµήσει τον εξαιρετικά ορµητικό θόρυβο).  

 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.7 Τοπικά βέλτιστος ανιχνευτής για θόρυβο του Cauchy 

 

Περίπτωση ΙΙΙ.Β.2 : Ανίχνευση ντετερµινιστικών σηµάτων σε θόρυβο κατά Gauss 

Αν τα δείγµατα θορύβου Νk στο (ΙΙΙ.Β.1) δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους, τότε οι βέλτιστες 
λύσεις του (ΙΙΙ.Β.4) δεν επιδεικνύουν κάποια ιδιαίτερα δοµή (πέρα, ας πούµε, από το (ΙΙΙ.Β.5) 
ακόµη και για την περίπτωση των ντετερµινιστικών σηµάτων. Μια σηµαντική εξαίρεση σ’ 
αυτή την έλλειψη γενικής δοµής είναι η κατάσταση στην οποία τα σήµατα είναι 

ντετερµινιστικά  και το διάνυσµα θορύβου Ν έχει µια πολυµεταβλητή κατά Gauss 
κατανοµή. Στην περίπτωση αυτή, οι βέλτιστοι ανιχνευτές έχουν απλές, εύκολα 
εφαρµοζόµενες δοµές και η επίδοση των βέλτιστων συστηµάτων µπορούν να αναλυθούν 
διεξοδικά. Επιπλέον, η παραδοχή του κατά Gauss θορύβου δικαιολογείται συχνά στην πράξη, 
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και τα συστήµατα που θεωρούνται ότι είναι βέλτιστα υπό την παροδοχή αυτή είναι 
διαισθητικά λογικά συστήµατα για να χρησιµοποιηθούν ακόµη κι όταν ο θόρυβος δεν είναι 
κατά Gauss. Συνεπώς έχει ενδιαφέρον να µελετήσουµε αυτή την συγκεκριµένη περίπτωση 
λεπτοµερέστερα.  

Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι τα σήµατα Sj λαµβάνουν γνωστές τιµές και ότι το 
διάνυσµα θορύβου Ν είναι ένα τυχαίο κατά Gauss διάνυσµα µε µέσο διάνυσµα  0 και  πίνακα 
συνδιακύµανσης ΣΝ. (Η παραδοχή του µηδενικού µέσου θορύβου δεν µειώνει τη γενικότητα 
αυτών των αποτελεσµάτων, καθώς µπορούµε πάντα να αφαιρέσουµε έναν µη µηδενικό µέσο 
θόρυβο από το y για να παράγουµε µια νέα παρατήρηση µε µηδενικό µέσο θόρυβο)  

Ας θυµηθούµε ότι ένα τυχαίο κατά Gauss διάνυσµα στο µε µέσο διάνυσµα 

 και n x n  πίνακα συνδιακύµανσης  είναι αυτό  

µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

 

 

 

όπου το |Σ| συµβολίζει την ορίζουσα του Σ και όπου το Σ-1 
συµβολίζει το αντίστροφο του Σ. 

Συµβολίζουµε µια τέτοια τυχαία µεταβλητή ως Ν(µ, Σ) τυχαία µεταβλητή. Σηµειώστε ότι 

ένας πίνακας συνδιακύµανσης είναι πάντα µη αρνητικό όρισµα (δηλ. µε 

) και άρα η δοµή του ανιχνευτή εδώ είναι όµοια µε τον ανιχνευτή 
συσχέτισης του Σχ. ΙΙΙ.Β. 2(b), µε το πραγµατικό σήµα s να αντικαθίσταται µε το 

«ψευδοσήµα»  Άρα γι’ αυτήν την κατά Gauss περίπτωση, η εφαρµογή του ανιχνευτή δεν 
είναι πιο δύσκολη για εξαρτηµένο θόρυβο απ’ ό,τι για τον ανεξάρτητο θόρυβο. Περισσότερες 
πλευρές της δοµής του ΙΙΙ.Β.24 θα εξεταστούν παρακάτω. Ωστόσο, έχει ενδιαφέρον πρώτα να 
εξετάσουµε την απόδοση του (ΙΙΙ.Β.24). Ας σηµειωθεί ότι η ποσότητα 

 είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός του κατά Gauss τυχαίου 
διανύσµατος Υ. Μια βασική ιδιότητα της πολυµεταβλητής κατά Gauss κατανοµής είναι ότι οι 
γραµµικοί µετασχηµατισµοί των κατά Gauss διανυσµάτων είναι επίσης κατά Gauss. Στην 

περίπτωση αυτή, ο µετασχηµατισµός είναι στο , ώστε το Τ(Υ) είναι µια κατά Gauss τυχαία 
µεταβλητή, και εποµένως µπορούµε να χαρακτηρίσουµε τις κατανοµές του ως προς Η0 και Η1 

απολύτως, βρίσκοντας τα µέσα και τις µεταβλητές ως προς τις δύο υποθέσεις. Ως προς το Ηj, 

το µέσο του Τ(Υ) δίνεται από [µε  
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Παροµοίως, η µεταβλητή του Τ(Υ) ως προς το Hj  είναι  

 

Ας σηµειωθεί ότι η µεταβλητή του Τ(Υ) είναι ανεξάρτητη από την υπόθεση. Επίσης 

σηµειώστε ότι η θετική οριστικότητα του ΣΝ υπονοεί ότι το είναι επίσης θετικό όρισµα 
και ότι άρα d2 > 0 εκτός κι αν s1= s0.  

Από την παραπάνω ανάλυση βλέπουµε ότι   ως προς το Ηj για j = 0,1. 
Αυτό σηµαίνει, µεταξύ άλλων, ότι η τυχαιοποίηση γ στο (ΙΙΙ.Β.24) είναι άσχετη. Η 
πιθανότητα επιλογής του Η1 ως προς το Ηj δίνεται από  

 

 

 

 

µε τ΄ από το (ΙΙΙ.Β.24) και όπου d είναι η θετική τετραγωνική ρίζα του d2. Για το Μπαϊεσιανό 
πρόβληµα το (ΙΙΙ.Β.28) είναι βολικό να γραφεί µε τους όρους του αρχικού κατωφλιού τ, 
περίπτωση στην οποία έχουµε  

 

 

Συγκρίνοντας τα (ΙΙΙ.Β.29) και (ΙΙ.Β.31) βλέπουµε ότι η Μπαϊεσιανή επίδοση στο υπό 
εξέταση πρόβληµα εδώ είναι πανοµοιότυπη µε αυτή στο απλό πρόβληµα ελέγχου θέσης του 
Παραδείγµατος ΙΙ.Β.2 µε το d που προσδιορίζεται στο (ΙΙ.Β.31) να είναι η περίπτωση n = 1 
του d που προσδιορίζεται στο (ΙΙΙ.Β.27). Παροµοίως, η επιλογή επίδοσης και κατωφλιού για 
το ελαχιστοµέγιστο και το κατά Neyman – Pearson πρόβληµα εδώ είναι το ίδιο µε τις 
βαθµωτές περιπτώσεις των Παραδειγµάτων ΙΙ.C.1 και II.D.1, αντίστοιχα, µε την ταύτιση του 



62 

 

 και του d του (ΙΙΙ.Β.28) µε το µj και σ του (ΙΙ.Β.30). Για παράδειγµα, για έναν έλεγχο α-
επιπέδου Neyman – Pearson θέτουµε   για να λάβουµε το κατώφλι του  

 

και η αντίστοιχη πιθανότητα ανίχνευσης γίνεται  

 

 

Άρα, συγκρίνοντας τα (ΙΙΙ.Β.31) και (ΙΙ.D.16), βλέπουµε ότι οι καµπύλες ισχύος και τα ROCs 
γι’ αυτό το γενικό πρόβληµα είναι αυτά των Σχ. ΙΙ.D.3 και II.D.4.  

Στις παρακάτω παρατηρήσεις, εξετάζουµε διάφορα ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά αυτού του 
γενικού προβλήµατος της ανίχνευσης συνεκτικών σηµάτων σε κατά Gauss θόρυβο.  

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.1: Ερµηνεία του d2.  

Από την παραπάνω συζήτηση βλέπουµε ότι η επίδοση της βέλτιστης ανίχνευσης των 
ντετερµινιστικών σηµάτων σε κατά Gauss θόρυβο γενικά βελτιώνεται µονοτονικά µε την 
αύξηση του d. Όπως είδαµε στο Παράδειγµα ΙΙ.D.2 αυτή η ποσότητα (ή πιο σωστά το 
τετράγωνό της) µπορεί να ερµηνευθεί ως µια µέτρηση του λόγου σήµατος προς θόρυβο. Για 
να το κατανοήσουµε αυτό, ας εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση που αναφέρεται στο 
Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.1, στο οποίο τα σήµατα είναι s0 = 0 και s1= s και ο θόρυβος είναι i.i.d. Ν (0, 

σ
2) που αντιστοιχούν στην πολυµεταβλητή κατά Gauss περίπτωση µε  όπου το Ι  

συµβολίζει τον n x n ταυτοτικού πίνακα. ∆ηλ. ,  

 

 

Στην περίπτωση αυτή ,οπότε το d2 γίνεται  
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όπου το είναι η µέση ισχύς σήµατος. Σηµειώστε ότι το 

σ
2= είναι η µέση ισχύς θορύβου, οπότε το d2 

εδώ δίνεται από το µέσο 
λόγο ισχύος σήµατος προς θόρυβο επί των αριθµό των δειγµάτων.  

Εποµένως η επίδοση ενισχύεται µε την αύξηση οποιουδήποτε από αυτά τα µεγέθη και καθώς 
κάποιο από τα δύο αυξάνεται χωρίς φράγµα, µπορεί να επιτευχθεί η τέλεια επίδοση.  

Μια παρόµοια ερµηνεία µπορεί να δοθεί στο d2 στη µη i.i.d. περίπτωση µε και 

 Ειδικότερα, όπως στο (ΙΙΙ.Β.10), µπορούµε να γράψουµε το µέγεθος 

ως την είσοδο σε χρόνο n ενός γραµµικού χρονικά αναλλοίωτου φίλτρου µε 
κρουστική απόκριση  

 

 

Αν η είσοδος στο φίλτρο αυτό αποτελούταν από το σήµα s1, …..,sn µόνο, τότε η έξοδος σε 
χρόνο n θα ήταν  

 

 

Εποµένως η ισχύς εξόδου στο χρόνο δειγµατοληψίας λόγω του σήµατος µόνο είναι d4. Από 
την άλλη, αν ο θόρυβος έµπαινε µόνο σ’ αυτό το φίλτρο, η έξοδος σε χρόνο n θα ήταν 

, ένα τυχαίο µέγεθος µε ισχύ  

 

 

 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το (ΙΙΙ.Β.27). Άρα ο λόγος της ισχύος εξόδου του  λόγω του 
σήµατος µόνο ως προς αυτό λόγω του θορύβου µόνο είναι  
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Εποµένως το µέγεθος d2  στη γενική περίπτωση είναι ο λόγος ισχύος σήµατος προς θόρυβο 
στην έξοδο του φίλτρου που χρησιµοποιείται για βέλτιστη ανίχνευση στο χρόνο 
δειγµατοληψίας n. Είναι εποµένως διαισθητικά λογικό ότι όσο µεγαλύτερη είναι αυτή η 
έξοδος SNR τόσο καλύτερα µπορεί να ανιχνευθεί το σήµα, συγκρίνοντας την έξοδο 
δειγµατοληψίας µ’ ένα κατώφλι και η διαίσθηση αυτή επιβεβαιώνεται από τη µονοτονία της 
απόδοσης ανίχνευσης ως µια συνάρτηση του d2 που φαίνεται παραπάνω. 

Είναι ενδιαφέρον να σηµειωθεί ότι το φίλτρο   του (ΙΙΙ.Β.34) έχει µέγιστη αναλογία 
σήµατος εξόδου προς θόρυβο σε χρόνο n ανάµεσα σε όλα τα γραµµικά φίλτρα µε κρουστική 
απόκριση µήκους n (Βλέπε Άσκηση 1). Το αποτέλεσµα αυτό βασίζεται µόνο στο δεδοµένο 
ότι Ν είναι µηδενικό µέσο µε συµµεταβλητή ΣΝ, και άρα είναι αληθές ακόµη και για µη κατά 
Gauss θόρυβο. Ωστόσο, η βελτιστότητα του (ΙΙΙ.Β.34) για τον µπαϊεσιανό, ελαχιστοµέγιστο 
και Neyman – Pearson έλεγχο εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την παραδοχή του κατά Gauss 
θορύβου.  

Το µέγεθος d2
 έχει µια άλλη ερµηνεία για την περίπτωση i.i.d. µε γενικά σήµατα. Στην 

περίπτωση αυτή µπορούµε να γράψουµε  

 

Όπου το συµβολίζει την Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των διανυσµάτων 

σήµατος και που δίνεται από  

 

 

 

Άρα όσο µακρύτερα βρίσκονται µεταξύ τους τα διανύσµατα σήµατος, τόσο καλύτερη 
απόδοση µπορεί να επιτευχθεί. Μια παρόµοια ερµηνεία µπορεί να δοθεί για την περίπτωση 
µη i.i.d. θορύβου, όπως θα αναφερθεί παρακάτω.  

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.2.: Αναγωγή στην περίπτωση i.i.d. θορύβου 

 

Αφού το ΣΝ είναι ένας n x n συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας έχει αρκετές δοµικές 
ιδιότητες που µπορούν να εξεταστούν για να δώσουν στοιχεία για τη δοµή του βέλτιστου 
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συστήµατος ανίχνευσης. Οι ιδιοτιµές λ1,….,λn και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα υ1,…..υn 

ενός n x n πίνακας ΣΝ είναι οι λύσεις στην εξίσωση . (Το σύνολο των 
ιδιοτιµών ενός πίνακα είναι µοναδικό αλλά όχι και το σύνολο των ιδιοδιανυσµάτων). Καθώς 
το ΣΝ στην περίπτωσή µας είναι συµµετρικό και θετικό όρισµα, όλες οι ιδιοτιµές του είναι 
αληθείς και θετικές και τα ιδιοδιανύσµατά του µπορούν να επιλεγούν για να είναι 

ορθοκανονικά (δηλ  0 αν και  για όλα τα l, k = 1,…..,n). Με αυτή 
την επιλογή ιδιοδιανυσµάτων µπορούµε να γράψουµε το ΣΝ ως  

 

 

Η εξίσωση του (ΙΙΙ.Β.38) καλείται φασµατική παραγοντοποίηση του ΣΝ και η ισχύς της 

έπεται εύκολα από το γεγονός ότι το ορθοκανονικό σύνολο δηµιουργεί µια βάση 

για το (όπως κάθε σύνολο των n γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων στο Ας 

σηµειωθεί ότι ο πίνακας όταν πολλαπλασιαστεί µε ένα διάνυσµα x δίνει την προβολή 

του x στο υk. Χρησιµοποιώντας το (ΙΙΙ.Β.38) έπεται άµεσα ότι  
από το οποίο η στατιστική βέλτιστης ανίχνευσης Τ(y) δίνεται από  

 

όπου  

 

και  

 

 

2 

Ας σηµειωθεί ότι το y µπορεί να ληφθεί από το µέσω του , οπότε το 

είναι µια ισοδύναµη παρατήρηση του y. Σε ό,τι αφορά το (το τυχαίο διάνυσµα που 

αντιστοιχεί στο  το ζεύγος υπόθεσης του ΙΙΙ.Β.1) γίνεται  

                                                           

2 Πράγµατι, για κάθε  µπορούµε να γράψουµε  µε , οπότε έχουµε  
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όπου  Ας σηµειωθεί ότι το  είναι ένα κατά Gauss τυχαίο διάνυσµα, 
καθώς είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός του Ν. Επίσης,  

 

 

 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το δεδοµένο ότι το  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του ΣΝ. Από την 

ορθοκανονικότητα του , το (ΙΙΙ.Β.42) συνεπάγεται ότι  

 

 

άρα τα  είναι i.i.d. N (0,1) τυχαίες µεταβλητές. Εποµένως, µε τον κατάλληλο 
γραµµικό µετασχηµατισµό του Υ  έχουµε µετατρέψει ένα πρόβληµα µε εξαρτηµένο κατά 
Gauss θόρυβο σ’ ένα ισοδύναµο πρόβληµα µε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο. Φυσικά, το (IΙΙ.Β.39) 
δίνει τη στατιστική βέλτιστης ανίχνευσης γι’ αυτό το τροποποιηµένο πρόβληµα.  

Βασικά, αυτό που κάναµε παραπάνω ήταν να αλλάξουµε από το αρχικό τυπικό σύστηµα 

συντεταγµένων στο και να έχουµε ένα διαφορετικό σύστηµα συντετατεγµένων, στο 

οποίο οι συνήθεις άξονες ευθυγραµµίζονται µε τα διανύσµατα  . Στο σύστηµα αυτό 

οι συντεταγµένες θορύβου  είναι ανεξάρτητες. Ένας άλλος τρόπος θεώρησης 

αυτής της αλλαγής συντεταγµένων είναι να γράψουµε , όπου Β είναι ο πίνακας 

 (Το Β καλείται τετραγωνική ρίζα του ΣΝ). Αυτός ο πίνακας Β έχει 

αντίστροφο και . Αν ορίσουµε 

 και  έχουµε ότι  
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Επιπλέον, ως προς το Ηj, µπορούµε να γράψουµε µε  και  

 

 

 

Άρα  είναι i.i.d. N (0,1) µεταβλητές και έχουµε µια κατάσταση παρόµοια µε αυτή 

των παρατηρήσιµων που είδαµε παραπάνω. Στην ουσία, τα  και είναι τα ίδια 
τυχαία διανύσµατα σε δύο διαφορετικά συστήµατα συντεταγµένων αφού 

και  όπου τα είναι τα τυπικά διανύσµατα 

βάσης για το , δηλ., το είναι όλα 0 εκτός από ένα 1 στο kth στοιχείο του.  

Το διάνυσµα παρατήρησης Υ µπορεί να µετατραπεί και µε έναν άλλον ενδιαφέροντα τρόπο 
για να δώσει µια ισοδύναµη παρατήρηση µε θόρυβο i.i.d. Ειδικότερα, καθώς το ΣΝ είναι 
θετικό όρισµα µπορεί να γραφεί ως  

 

 

 

 

 

όπου C είναι ένας n x n αντιστρέψιµος κατώτερος τριγωνικός πίνακας (δηλ, όλα τα 
παραπάνω διαγώνια στοιχεία του C είναι µηδέν). Η εξίσωση του (ΙΙΙ.Β.45) ονοµάζεται 
παραγοντοποίηση Cholesky του ΣΝ, και υπάρχουν αρκετοί τυπικοί αλγόριθµοι για την εύρεση 
του C από το ΣΝ (βλέπε, π.χ., Bierman (1977). Μπορούµε τότε να γράψουµε 

. Ορίζοντας νέα παρατηρούµενα 

 έχουµε άµεσα ότι . Άρα 
µπορούµε και πάλι να έχουµε µια κατάσταση i.i.d. θορύβου και η στατιστική βέλτιστης 

ανίχνευσης είναι  

Το ενδιαφέρον σ’ αυτή την ιδιαίτερη µετατροπή είναι ότι η κατώτερη τριγωνικότητα του C 

συνεπάγεται ότι και το είναι επίσης κατώτερα τριγωνικό. Αυτό µε τη σειρά του 
συνεπάγεται ότι µπορούµε να γράψουµε  
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Όπου το hk,l  είναι το k – l o στοιχείο του C-1. Σηµειώστε ότι το (ΙΙΙ.Β.46) είναι ένας αιτιώδης 

µετασχηµατισµός και στην ουσία το (ΙΙΙ.Β.46) δείχνει ότι το  µπορεί να παραχθεί 
από ένα αιτιώδες, αλλά πιθανόν χρονικά µεταβαλλόµενο φιλτράρισµα του y1,…..,yn. Καθώς ο 
θόρυβος στην έξοδο αυτού του φίλτρου είναι λευκός (δηλ., i.i.d.), το φίλτρο αυτό είναι 
γνωστό ενίοτε ως λευκαντικό φίλτρο. Άρα η βέλτιστη δοµή ανιχνευτή του (ΙΙΙ.Β.24) µπορεί να 
απεικονισθεί ως το αιτιώδες γραµµικό φίλτρο µε ωστική απόκριση {hk,l} οδηγούµενο από το 
y1,….,yn και ακολουθούµενο από έναν συσχετιστή, στον οποίο η έξοδος φίλτρου συσχετίζεται 

µε το  την έξοδο του ίδιου φίλτρου οδηγούµενο από το 

διαφορετικό σήµα Η δοµή αυτή απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.8.  

Ως τελικό σχόλιο σηµειώνουµε ότι ο λόγος σήµατος προς θόρυβο 

µπορεί να γραφεί, σε ό,τι αφορά οποιοδήποτε από τα 
ζεύγη µετασχηµατισµένων σηµάτων, ως  

 

 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.8. Βέλτιστος ανιχνευτής για συνεκτικά σήµατα σε εξαρτηµένο κατά Gauss 
θόρυβο. (Whitening filter = Φίλτρο λεύκανσης, Correlator = συσχετιστής)  

 

Εποµένως, η απόδοση της συνεκτικής ανίχνευσης σε εξαρτηµένο θόρυβο εξαρτάται από το 
πόσο απέχουν τα σήµατα όταν µετασχηµατίζονται σ’ ένα σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο 
τα στοιχεία θορύβου είναι i.i.d. [ Συγκρίνετε µε το (ΙΙΙ.Β.37)]. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι 
και τα τρία ζεύγη σηµάτων στο (ΙΙΙ.Β.47) έχουν την ίδια απόσταση γιατί είναι όλα 
απεικονίσει του ίδιου ζεύγους διανυσµάτων σε διαφορετικά συστήµατα συντεταγµένων που 
είναι απλές περιστροφές το ένα του άλλου.  
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Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.3: Επιλογή σήµατος  

Η επίδοση της βέλτιστης συνεκτικής ανίχνευσης σε κατά Gauss θόρυβο βελτιώνεται µε την 

αύξηση του µεγέθους . Σε πολλές εφαρµογές στις οποίες 
προκύπτει συνεκτική ανίχνευση, υπάρχει συχνά κάποια ευελιξία στην επιλογή των σηµάτων 

 και  Σε τέτοιες καταστάσεις είναι λογικό να επιλεγούν τα σήµατα αυτά για τη 
µεγιστοποίηση του d2. ¨ 

Όπως σηµειώθηκε στην προηγούµενη συζήτηση µπορούµε να γράψουµε 

, όπου τα και είναι οι ιδιοτιµές και τα 

αντίστοιχα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα του ΣΝ. Για κάθε διάνυσµα , έχουµε  

 

 

 

 

 

όπου . Αφού 

 

έχουµε ότι  

 

 

Ας σηµειωθεί ότι µπορούµε να έχουµε ισότητα στο (ΙΙΙ.Β.49) αν και µόνο αν το x είναι 

ανάλογο µε ένα ιδιοδιάνυσµα που να αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή [Αν υπάρχουν 

περισσότερα από ένα ιδιοδιανύσµατα που να αντιστοιχούν στο  το x µπορεί να είναι 
οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός αυτών και πάλι να έχουµε ισότητα στο (ΙΙΙ.Β.49). 
Οποιοσδήποτε τέτοιος γραµµικός συνδυασµός παραµένει ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στο 

.] 

Από τα παραπάνω βλέπουµε ότι, για σταθερό ο καλύτερος τρόπος επιλογής του 

διαφορετικού σήµατος είναι να βρίσκεται κατά µήκος ένος ιδιοδιανύσµατος που 
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αντιστοιχεί στην ελάχιστη ιδιοτιµή του ΣΝ. Οι ιδιοτιµές του ΣΝ  είναι µετρήσεις της ισχύος 
θορύβου στις κατευθύνσεις των αντίστοιχών τους ιδιοδιανυσµάτων. Εποµένως, βάζοντας τη 
διαφορά σήµατος κατά µήκος του ελάχιστης ιδιοτιµής ιδιοδιανύσµατος είναι ισοδύναµο µε τη 
σηµατοδότηση προς τη λιγότερο θορυβώδη κατεύθυνση. Κάνοντας αυτό έχουµε µια τιµή του 
d2 που δίνεται από  

 

 

Αφού έχουµε επιλέξει την κατεύθυνση της διαφοράς σήµατος , µπορούµε να 

βελτιώσουµε περαιτέρω την απόδοση µεγιστοποιώντας το . Προφανώς, αυτό το 
µέγεθος µπορεί να είναι αυθαίρετα µεγάλο αν δεν θέσουµε περιορισµούς στα σήµατα. 
Ωστόσο, τα σήµατα συνήθως περιορίζονται από τη συνολική τους ισχύ και εποµένως είναι 
ενδιαφέρον να µεγιστοποιούµε το (ΙΙΙ.Β.50) στο πλαίσιο ενός τέτοιου περιορισµού. 

Συγκεκριµένα, υποθέστε ότι περιορίζουµε  και , όπου 0 < Ρ< ∞.  

Έχουµε  

 

 

 

Σηµειώστε ότι το  είναι το εσωτερικό προϊόν µεταξύ των  και . Με σταθερά τα 

 και , το µέγεθος αυτό ελαχιστοποιείται (και άρα το d2 µεγιστοποιείται) αν 

τα  και  βρίσκονται σε αντίθετες κατευθύνσεις. ∆ηλ. αν  µε α < 0. Στην 
περίπτωση αυτή έχουµε  

 

 

και το α πρέπει να προκύπτει από  Άρα, για σταθερά  και 

, η µέγιστη τιµή του d2 
είναι  
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Βλέπουµε ότι το d2 µεγιστοποιείται περαιτέρω επιλέγοντας , 
περίπτωση στην οποία έχουµε α = -1 και  

 

 

Αφού έχουµε επιλέξει το  να βρίσκεται κατά µήκος ενός ελάχιστης ιδιοτιµής 

ιδιοδιανύσµατος , µπορούµε να πετύχουµε το (ΙΙΙ.Β.53) επιλέγοντας  και 

, όπου το c επιλέγεται ώστε  Το σωστό c είναι 

εποµένως , οπότε τα βέλτιστα σήµατα δίνονται από  

 

 

 

Οι προηγούµενες έννοιες απεικονίζονται στο ακόλουθο απλό παράδειγµα  

Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.4: Βέλτιστα Σήµατα για Ανίχνευση δύο δειγµάτων  

Εξετάστε την περίπτωση n = 2 µε  

 

 

όπου . Γι’ αυτό το ΣΝ, οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα 
φαίνεται εύκολα ότι δίνονται από  

 

 

Άρα αν ρ > 0,  και τα βέλτιστα σήµατα δίνονται από  

 

Και αν ρ <0,  και τα βέλτιστα σήµατα δίνονται από  
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Σε οποιαδήποτε από τις δύο περιπτώσεις, η µέγιστη τιµή του d2 
είναι  

 

 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.9. Απεικόνιση των βέλτιστων σηµάτων για κατά Gauss θόρυβο µε 

 

Η βελτιστότητα των συνόλων σήµατος για αυτές τις δύο περιπτώσεις αποδεικνύεται εύκολα 
από το Σχ. ΙΙΙ.Β.9, στο οποίο τα περιγράµµατα ίσης πυκνότητας έχουν σχεδιαστεί για τις δύο 
περιπτώσεις. Ας σηµειωθεί ότι και για τις δύο περιπτώσεις τα διανύσµατα σήµατος 
βρίσκονται στις κατευθύνσεις στις οποίες η πυκνότητα θορύβου µειώνεται  ταχύτερα, 
δίνοντας έτσι έναν µέγιστο λόγο σήµατος προς θόρυβο για σταθερά Ρ, σ2

και ρ. Είναι 
ενδιαφέρον να σηµειωθεί ότι πρέπει µόνο να είναι γνωστό το αλγεβρικό σύµβολο του ρ, και 
όχι η πραγµατική του τιµή, για να επιλεχθούν τα βέλτιστα σήµατα στην περίπτωση αυτή.  

Περίπτωση ΙΙΙ.Β.3: Ανίχνευση σηµάτων µε τυχαίες παραµέτρους 

Στις περιπτώσεις ΙΙΙ.Β.1 και ΙΙΙ.Β.2 εξετάσαµε το πρόβληµα απόφασης µεταξύ δύο σηµάτων 
που είναι απολύτως γνωστά στον παρατηρητή. Σε πολλές εφαρµογές, συχνά ερχόµαστε 
αντιµέτωποι µε το σχετικό πρόβληµα απόφασης µεταξύ σηµάτων που είναι γνωστά, µε ένα 
σύνολο όµως αγνώστων παραµέτρων. Η κατάσταση αυτή προκύπτει, π.χ., σε ψηφιακά 
συστήµατα επικοινωνίας στα οποία η µία από τις δύο κυµατοµορφές (που αναπαριστούν το 
«µηδέν» και το «ένα», αντίστοιχα) διαµορφώνεται πάνω σε έναν ηµιτονοειδή φορέα και ο 
ποµπός και ο δέκτης πρέπει να αποφασίσουν ποια από τις δύο στάλθηκε. Ακόµα κι αν οι δύο 
κυµατοµορφές και η συχνότητα του φορέα είναι γνωστά στο δέκτη, το πλάτος και η φάση του 
φορέα µπορεί να µην είναι. Και άρα αυτά τα δύο µεγέθη αποτελούν άγνωστες παραµέτρους 



73 

 

που πρέπει να ληφθούν υπόψη στη διαδικασία ανίχνευσης. Παρόµοιες καταστάσεις 
προκύπτουν στα ραντάρ, τα σόναρ και σε άλλες εφαρµογές, στις οποίες θα πρέπει να 
ανιχνευθούν σήµατα άγνωστης συχνότητας, χρόνου άφιξης και πλάτους.  

Γι’ αυτή την κατάσταση είναι βολικό να γράψουµε το (ΙΙΙ.Β.1) ως  

 

 

Όπου  και  είναι γνωστής τιµής διανύσµατος συναρτήσεις του θ, που είναι µια 
άγνωστη παράµετρος που λαµβάνει τιµές σ’ ένα σύνολο παραµέτρου Λ. Υποθέτοντας ότι το 
θ είναι τυχαίο (περίπτωση στην οποία το γράφουµε ως Θ) µε πυκνότητα wj ως προς την 
υπόθεση Ηj, ο λόγος πιθανοφάνειας για το (ΙΙΙ.Β.60) είναι  

 

 

 

 

Για τους σκοπούς της συζήτησης θα υποθέσουµε ότι και , 
αφού µπορούµε να διαχειριστούµε παρόµοια άλλες περιπτώσεις. Στην περίπτωση αυτή 
έχουµε  

 

 

όπου  είναι ο λόγος πιθανοφάνειας µε την υπόθεση ότι Θ = θ και όπου έχουµε 

παραλείψει τον κάτω δείκτη από το w1. Από το (ΙΙΙ.Β.62) βλέπουµε ότι το  

στην περίπτωση αυτή είναι απλώς ο µέσος (στο θ) λόγος πιθανοφάνειας για γνωστό θ.  Με το 

θ γνωστό, το (ΙΙΙ.Β.60) είναι πρόβληµα ντετερµινιστικού σήµατος και άρα η βρίσκεται 
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άµεσα όπως στις περιπτώσεις ΙΙΙ.Β.1 και ΙΙΙ.Β.2. Για παράδειγµα, µε δείγµατα θορύβου i.i.d. 

Ν (0, σ2) η  γίνεται  

 

 

 

Παροµοίως, για µη i.i.d. κατά Gauss θόρυβο (ΙΙΙ.Β.63) ισχύει µε σ2= 1 και µε y και και s(θ) 
να είναι µεγέθη που µετασχηµατίστηκαν για να παράξουν ένα πρόβληµα i.i.d. θορύβου. 
Αυτός ο τύπος προβλήµατος απεικονίζεται στο ακόλουθο παράδειγµα που προκύπτει σε 
σειρά εφαρµογών.  

 

Παράδειγµα ΙΙΙ.Β.5: Μη συνεκτική ανίχνευση ενός διαµορφωµένου ηµιτονοειδούς 
φορέα  

 

Εξετάστε το ζεύγος σήµατος και  µε  

 

 

όπου α1, α2,…, αn είναι µια γνωστή ακολουθία εύρους, Θ είναι µια γωνία φάσης ανεξάρτητη 
από το θόρυβο και οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0, 2π], και όπου wc και Τs είναι ένας 

γνωστός φορέας συχνότητας και διάστηµα δειγµατοληψίας µε τη σχέση  για 
κάποιο ακέραιο m (δηλ. υπάρχει ένας ακέραιος αριθµός περιόδων του ηµιτονοειδούς στο 

χρονικό διάστηµα  Επίσης υποθέτουµε ότι ο αριθµός των δειγµάτων που λήφθηκαν 
ανά κύκλο του ηµιτονοειδούς (δηλ, n/m) είναι ένας ακέραιος µεγαλύτερος του 1. Τα σήµατα 
αυτά παρέχουν ένα µοντέλο, για παράδειγµα, για ένα ψηφιακό σχήµα σηµατοδοσίας στο 
οποίο ένα «µηδέν» µεταδίδεται χωρίς να στέλνει τίποτα κατά τη διάρκεια του διαστήµατος 

και ένα «ένα» µεταδίδεται στέλνοντας ένα σήµα α(t) διαµορφωµένο πάνω σ’ ένα 
ηµιτονοειδή φορέα συχνότητας wc. Αυτό το σχήµα σηµατοδοσίας είναι γνωστό ως on-off 
πληκτρολόγηση (ΟΟΚ). Στην περίπτωση αυτή η ακολουθία α1,……,αn είναι η κυµατοµορφή 

δειγµατοληψίας α (t). [δηλ., τα  και θ αναπαριστούν τη γωνία φάσης του 
φορές, που εδώ θεωρείται άγνωστη για το δέκτη]. Η ανίχνευση ενός διαµορφωµένου φορέα, 
στην οποία η φάση φορέα είναι άγνωστη στο δέκτη καλείται µη συνεκτική ανίχνευση. Η 
υπόθεση ότι η γωνία φάσης είναι οµοιόµορφη στο [0,2π) αφορά στην πεποίθηση ότι όλες οι 
φάσεις είναι εξίσου πιθανές να προκύψουν, µια υπόθεση που είναι λογική, αφού δεν υπάρχει 
κάποια άλλη πληροφορία για το αντίθετο.  

Υποθέτοντας i.i.d. N (0, σ2) θόρυβο, ο λόγος πιθανοφάνειας για το πρόβληµα αυτό φαίνεται 
από το (ΙΙΙ.Β.63) να είναι  
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Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  ο πρώτος όρος σε 
παρενθέσεις στον εκθέτη στο (ΙΙΙ.Β.65) µπορεί να γραφεί ως 

 

Και  

 

 

Παροµοίως, µε την ταυτότητα  , ο δεύτερος όρος σε παρένθεση στον 
εκθέτη γίνεται  

 

 

Για τις περισσότερες καταστάσεις που προκύπτουν πρακτικά, ο δεύτερος όρος στο δεξί µέλος 
του (ΙΙΙ.Β.67) είναι µηδέν ή κατά προσέγγιση µηδέν για όλες τις τιµές του θ. Για παράδειγµα, 
αν η ακολουθία σήµατος α1,….,αn είναι µια σταθερά επί µια ακολουθία των ±1, ή αν α1,….,αn  

έχει σχήµα αυξηµένου συνηµίτονου της µορφής 

, τότε αυτός ο δεύτερος όρος είναι 

όµοια µηδέν. Σε άλλες περιπτώσεις που µας αφορούν στην πράξη, η είναι 
συνήθως βραδέως µεταβαλλόµενη, συγκρινόµενη µε τη διπλάσια συχνότητα του φορέα. Άρα 
αυτός ο δεύτερος όρος αφορά σ’ ένα κατωπερατό φιλτράρισµα ενός υψηλής συχνότητας 
σήµατος, µια διαδικασία που καταλήγει σε µια αµελητέα έξοδο. Σε κάθε περίπτωση, θα 

υποθέσουµε ότι η  είναι τέτοια ώστε αυτός ο δεύτερος όρος είναι µηδέν για όλα 

τα θ, και εποµένως η γίνεται  
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µε  

 

Η παράσταση (ΙΙΙ.Β.68) είναι παρόµοια µε αυτή για το λόγο πιθανοφάνειας στο Παράδειγµα 
ΙΙ.Ε.1. Συγκεκριµένα, συγκρίνοντας τα (ΙΙΙ.Β.68) και (ΙΙ.Ε.17) βλέπουµε ότι  

 

 

όπου  και Ι0 είναι η µηδενικής τάξης τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel 

πρώτου είδους. Λαµβάνοντας υπόψη τη µονοτονία του , οι βέλτιστοι έλεγχοι στην 
περίπτωση αυτή δίνονται από  

 

 

Η δοµή αυτού του ανιχνευτή φαίνεται στο Σχ. ΙΙΙ.Β.10. Ας σηµειωθεί ότι το παρατηρούµενο 
σήµα  διαιρείται σε δύο κανάλια, ένα από τα οποία πολλαπλασιάζει κάθε yk µε 

και το άλλο πολλαπλασιάζει κάθε yk 

µε . Αυτά ενίοτε ονοµάζονται σε φάση και τετραγωνικά κανάλια 
αντίστοιχα.  

 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Β.10. Βέλτιστο σύστηµα για µη συνεκτική ανίχνευση ενός διαµορφωµένου 
ηµιτονοειδούς σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο.  
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Κάθε κανάλι συσχετίζει το τελικό προϊόν µε την ακολουθία πλάτους α1,…αn. Οι έξοδοι του 
καναλιού τότε συνδυάζονται για να δώσουν το r, το οποίο συγκρίνεται µ’ ένα κατώφλι (Η 
δοµή αυτή ενίοτε καλείται ανιχνευτής φακέλων). ∆ιαισθητικά, η αρχή λειτουργίας αυτού του 
ανιχνευτή είναι ότι όταν ένα σήµα είναι παρόν, κάθε κανάλι διαλέγει µια ποσότητα της 
ενέργειας του σήµατος ανάλογα µε την πραγµατική φάση γωνίας του φορέα. Ωστόσο, 
ανεξάρτητα από τη φάση του φορέα, ο συνδυασµός των δύο καναλιών συγκεντρώνει όλη την 
ενέργεια του σήµατος.  

Για να αναλύσουµε την επίδοση του ανιχνευτή του (ΙΙΙ.Β.70), πρέπει να βρούµε 

 για j = 0,1. Αφού , όπου 

 και  οι επιθυµητές 
πιθανότητες µπορούν να βρεθούν από την κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των Yc 
και Υs ως προς τις δύο υποθέσεις. Ως προς το Η0, το Υ είναι Ν(0, σ2

Ι) και αφού το Υc και το Υs 
είναι γραµµικά στο Υ είναι από κοινού κατά Gauss ως προς το Η0.. Εποµένως µπορούµε να 
καθορίσουµε την κοινότητα των (Yc, Υs) ως προς το Η0 βρίσκοντας τα µέσα και τις 
µεταβλητές των Yc, και  Υs και το συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των Yc, και Υs 

Έχουµε ευθέως ότι  

 

 

και  

 

 

 

όπου έχουµε πάλι χρησιµοποιήσει την παραδοχή ότι ο δεύτερος όρος στο (ΙΙΙ.Β.67) είναι 

µηδέν για όλα τα θ. Παροµοίως, έχουµε    και 

 Ο συντελεστής συσχέτισης µεταξύ του Υc και του Υs ως προς 

το Η0 δίνεται από  Αφού τα Υc και Υs έχουν 
µηδενικά µέσα ως προς το Η0, έχουµε 
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Από το (ΙΙΙ.Β.71) βλέπουµε ότι ως προς το Η0, τα Υc και Υs δε συσχετίζονται και αφού είναι 
από κοινού κατά Gauss είναι άρα ανεξάρτητα.  

Συµπεραίνουµε ότι ως προς το Η0, τα Υc και Υs είναι ανεξάρτητες  τυχαίες 
µεταβλητές. Λαµβάνοντας υπόψη ότι η τυχαιοποίηση δεν έχει σηµασία εδώ, η πιθανότητα 
ψευδούς συναγερµού του (ΙΙΙ.Β.70) γίνεται εποµένως  

 

όπου για να έχουµε τη δεύτερη ισότητα εισαγάγαµε πολικές συντεταγµένες r και ψ.  

Για να ορίσουµε την πιθανότητα ανίχνευσης του (ΙΙΙ.Β.70), πρέπει να βρούµε την κοινή 
πυκνότητα των Υc και Υs ως προς το Η1. Ας σηµειωθεί ότι δοθέντος ότι Θ = θ, το Υ έχει µια 

δεσµευµένη  κατανοµή ως προς το Η1. Άρα, δόθεντος ότι Θ = θ, τα Υc και Υs 

είναι δεσµευµένα από κοινού Gauss. Έχουµε ευθέως ότι  

 

και οµοίως  Με  σταθερό θ, οι µεταβλητές και οι 
συµµεταβλητές ως προς το Η1  των Υc και Υs δεν αλλάζουν από τις Η0 τιµές τους, καθώς η 
µόνη αλλαγή στο Υ είναι µια µετατόπιση σε µέσο.  



79 

 

Η µη εξαρτηµένη πυκνότητα των Υc και Υs ως προς το Η1 βρίσκεται µέσω της εύρεσης του 
µέσου της δεσµευµένης πυκνότητας στο θ. Έχουµε  

 

όπου είναι η κοινή πυκνότητα των Υc και Υs ως προς το Η1και όπου το q1 
ορίζεται στο (ΙΙ.Ε.14). Η πιθανότητα ανίχνευσης του (ΙΙΙ.Β.70) άρα γίνεται  

 

 

 

όπου στην τρίτη ισότητα έχουµε ορίσει και και έχουµε κάνει 

την αντικατάσταση  Η συνάρτηση Q που ορίζεται στο (ΙΙΙ.Β.74) είναι ενίοτε 
γνωστή ως Q συνάρτηση του Marcum. Σηµειώστε στο (ΙΙΙ.Β.72) ότι 

Από το (ΙΙΙ.Β.72) µπορούµε εύκολα να θέσουµε το κατώφλι για 
ανίχνευση α-επιπέδου Neyman – Pearson. Έχουµε  

 

 

 

 

 

 

από το οποίο, το (ΙΙΙ.Β.74) δίνει τα ROCs  ως 
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Αυτά τα χαρακτηριστικά λειτουργίας δέκτη µοιάζουν παρόµοια µε αυτά του συνεκτικού 
προβλήµατος (Σχ. ΙΙ.D.4) και απεικονίζονται για παράδειγµα στο Σχ. V.D.3 του Helstrom 
(1968).  

Από το (ΙΙΙ.Β.76) βλέπουµε ότι η επίδοση της ανίχνευσης Neyman – Pearson εδώ εξαρτάται 
µόνο από την παράµετρο b. Σηµειώστε ότι η µέση ενέργεια σήµατος είναι  

 

 

Άρα το  έχει µια ερµηνεία λόγου σήµατος προς θόρυβο, ανάλογη µε το d2 
στο 

πρόβληµα συνεκτικής ανίχνευσης. Αν επρόκειτο να ανιχνεύσουµε το ίδιο σήµα συνεκτικά 
(δηλ. µε γνωστό το θ), η αντίστοιχη τιµή του d2 θα ήταν  

 

Εποµένως, αυτές οι αναλογίες σήµατος προς θόρυβο είναι στην πραγµατικότητα οι ίδιες. 
Ωστόσο, η επίδοση για σταθερό α είναι διαφορετική για τα δύο συστήµατα µε b = d. Για τις 
κυµάνσεις του SNR και του α που προκύπτουν στα περισσότερα πρακτικά προβλήµατα 
έχουµε  

 

Όταν  {βλέπε Helstrom (1968)}. Άρα αν επιθυµούµε να χρησιµοποιήσουµε µια 
µη συνεκτική τεχνική, απαιτείται ένα ελαφρώς υψηλότερο SNR για να επιτύχουµε την ίδια 
απόδοση µε αυτή της αντίστοιχης συνεκτικής τεχνικής. Το µειονέκτηµα ενός συνεκτικού 
συστήµατος είναι ότι θα πρέπει να παρέχονται κάποια µέσα για την παραγωγή της φάσης 
φορέα.  

Ολοκληρώνοντας αυτό το παράδειγµα, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η παραγωγή λόγου 
πιθανοφάνειας (που αναφέρεται παραπάνω) µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα στα οποία 
έχουµε σήµατα της µορφής του (ΙΙΙ.Β.64), αλλά µε την παρουσία διαφορετικών ακολουθιών 
πλάτους ως προς και τις δύο υποθέσεις, στις οποίες έχουµε  

 

 

 

για  j = 0,1. Εδώ, ο λόγος πιθανοφάνειας για i.i.d. θόρυβο µπορεί να βρεθεί από το (ΙΙΙ.Β.69) 
χρησιµοποιώντας µια τρίτη υπόθεση θορύβου µόνο ως «καταλύτη». Συγκεκριµένα,  
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όπου το  είναι ο λόγος πιθανοφάνειας γι’ αυτήν την τρίτη υπόθεση ως προς το Ηj. Από 
το (ΙΙΙ.Β.69) συµπεραίνουµε ότι 

 

 

όπου   

 

 

και 

 

  

 

Η βέλτιστη ανίχνευση, εποµένως, περιλαµβάνει το συνδυασµό των εξόδων των δύο 
συστηµάτων, όπως αυτό στο Σχ. ΙΙΙ.Β.10, που να «ταιριάζει» σε κάθε µία από τις ακολουθίες 

πλάτους. Για παράδειγµα, αν τα σήµατα έχουν ισορροπηµένες ενέργειες και 
υποθέτουµε οµοιόµορφα κόστη και εκ των προτέρων ισοδύναµα  (τ = 1), τότε ο Μπαϊεσιανός 
έλεγχος στην κατάσταση αυτή γίνεται 
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αφού το Ι0 είναι µονότονα αυξανόµενο. Για την τελευταία αυτή περίπτωση, αν υποθέσουµε 
ότι οι ακολουθίες πλάτους είναι ορθογώνιες,  

 

 

 

και ότι  

 

    

για όλα τα θ (αυτή η υπόθεση αφορά σε αρκετά κοινά σύνολα σηµάτων που 
χρησιµοποιούνται στην πρακτική), τότε η πιθανότητα σφάλµατος µπορεί να αποδειχθεί 
ευθέως ότι είναι (βλ. Άσκηση 1) 

 

 

 

όπου   

 

Άλλες πλευρές αυτού του προβλήµατος, όπως η ανίχνευση µε άγνωστο πλάτος και φάση, 
αναπτύσσονται στις ασκήσεις.  

 

Περίπτωση ΙΙΙ.Β.4.: Ανίχνευση Στοχαστικών Σηµάτων  

 

Σε κάποιες εφαρµογές, τα σήµατα δείχνουν να είναι καλύτερα τυποποιηµένα ως αµιγώς 
τυχαία ή στοχαστικά. Αυτός ο τύπος µοντέλου είναι χρήσιµος, για παράδειγµα, στη 
ραδιοαστρονοµία, τα σόναρ και άλλες εφαρµογές, στις οποίες τα σήµατα διαταράσσονται 
από τη διάδοση µέσω τυρβωδών µέσων ή κατά µήκος πολλαπλών δρόµων. Για την 
περίπτωση αυτή έχουµε το γενικό µοντέλο του (ΙΙΙ.Β.1) και ο απλούστερος γενικός τύπος 
λόγου πιθανοφάνειας είναι αυτός του (ΙΙΙ.Β.4).  

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση του προβλήµατος αυτού είναι αυτό στο οποίο τα σήµατα 
και ο θόρυβος είναι τυχαία κατά Gauss διανύσµατα. Για να εξετάσουµε την περίπτωση αυτή, 

σηµειώνουµε πρώτα ότι για το ακόλουθο πρόβληµα ελέγχου υπόθεσης στο :  
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ο λογάριθµος λόγου πιθανοφάνειας δίνεται από  

 

 

 

όπου  Ας σηµειωθεί ότι η  εδώ 
συνίσταται σ’ έναν τετραγωνικό (ή δευτεροβάθµιο) όρο στο y, ένα γραµµικό όρο στο y και 
µία σταθερά. Αν οι δύο συµµεταβλητές είναι ίδιες, ας πούµε Σ0 = Σ1 = Σ, τότε ο 
τετραγωνικός όρος εξαφανίζεται, και έχουµε ένα γραµµικό στατιστικό έλεγχο 

 αφού το C µπορεί να ενσωµατωθεί στο κατώφλι. Αυτή είναι η 
περίπτωση της συνεκτικής ανίχνευσης σε κατά Gauss θόρυβο που αναφέρεται στην 
Περίπτωση ΙΙΙ.Β.2. Αν, από την άλλη µεριά, τα διανύσµατα µέσου είναι τα ίδια ως προς και 

τις δύο υποθέσεις  µπορούµε (χωρίς απώλεια της γενικότητας) να θεωρήσουµε 

ότι είναι 0 και η δοµή της  είναι εποµένως τετραγωνική.  

Η τελευταία περίπτωση είναι εφαρµόσιµη στο πρόβληµα ανίχνευσης µηδενικού µέσου 
στοχαστικών σηµάτων σε κατά Gauss θόρυβο. Συγκεκριµένα, εξετάστε το ζεύγος υπόθεσης  

 

 

όπου  και . Περιπτώσεις στις οποίες το Ν είναι Gauss αλλά 
όχι i.i.d. µπορούν να ενταχθούν σ’ αυτό το µοντέλο µέσω της προ-λεύκανσης, καθώς ένας 
γραµµικός µετασχηµατισµός του Gauss σήµατος S θα συνεχίσει να είναι Gauss. Επίσης, 
περιπτώσεις στις οποίες υπάρχουν σήµατα παρόντα ως προς κάθε µία από τις υποθέσεις 
µπορούµε να τις χειριστούµε, χρησιµοποιώντας το (ΙΙΙ.Β.85) ως έναν «καταλύτη», όπως στο 
προηγούµενο παράδειγµα.  

Το ζεύγος υπόθεσης του (ΙΙΙ.Β.85) είναι µια ειδική περίπτωση του (ΙΙΙ.Β.83) µε 

(Υποθέτουµε, όπως πάντα, ότι σήµα και θόρυβος 
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είναι ανεξάρτητα.) Εποµένως, από το (ΙΙΙ.Β.84) βλέπουµε ότι οι βέλτιστοι έλεγχοι για το 
(ΙΙΙ.Β.85) έχουν τη µορφή  

 

 

 

µε  

 

Από το (ΙΙΙ.Β.86) βλέπουµε ότι ο βέλτιστος ανιχνευτής υπολογίζει την τετραγωνική µορφή 

 και τη συγκρίνει µ’ ένα κατώφλι. Η δοµή αυτή είναι γνωστή ως τετραγωνικός 
ανιχνευτής. 

Για παράδειγµα, αν τα δείγµατα σήµατος είναι i.i.d.  τυχαίες µεταβλητές, τότε 

 και  

 

 

 

Άρα σ’ αυτή την ειδική περίπτωση, ο βέλτιστος ανιχνευτής συγκρίνει το µέγεθος  

µ’ ένα κατώφλι. Αφού  είναι η µέση ενέργεια της παρατηρούµενης 
κυµατοµορφής, η προκύπτουσα δοµή ανιχνευτή είναι ενίοτε γνωστή ως ανιχνευτής ενέργειας. 
(Είναι γνωστή και ως ραδιόµετρο). Αυτός είναι ένας διαισθητικά λογικός τρόπος ανίχνευσης 
του σήµατος στην περίπτωση αυτή, καθώς πρέπει εδώ να επιλέξουµε µεταξύ δύο 
καταστάσεων στις οποίες οι τυχαίες παρατηρήσεις Υ1,…..,Υn διαφέρουν µόνο ως προς τη 
(στατιστικά) µέση ενέργεια που περιέχουν. Αυτό µπορεί να αντιπαρατεθεί µε το πρόβληµα 

επιλογής µεταξύ δύο σταθερών σηµάτων  και  όπου  και 

, σε λευκό θόρυβο. Στην περίπτωση αυτή, ο βέλτιστος ανιχνευτής συγκρίνει το 

 µ’ ένα κατώφλι. Αφού οι τυχαίες παρατηρήσεις διαφέρουν εδώ ως προς τις δύο 
υποθέσεις µόνο σε ό,τι αφορά τα (στατιστικά) µέσα πλάτη τους, είναι διαισθητικά λογικό να 

αποφασίσουµε µεταξύ τους συγκρίνοντας τη µέση παρατήρηση µ’ ένα 
κατώφλι. Η τελευταία αυτή δοµή είναι ενίοτε γνωστή ως γραµµικός ανιχνευτής.  

Προκειµένου να αναλύσουµε την επίδοση του ανιχνευτή στο (ΙΙΙ.Β.86), πρέπει να 

υπολογίσουµε τις πιθανότητες  για  j = 0,1. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να 
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αντιµετωπιστεί ευκολότερα, αν πρώτα µετατρέψουµε τις παρατηρήσεις µε τρόπο παρόµοιο µ’ 
αυτό που εξετάσαµε στον πρόβληµα συνεκτικής ανίχνευσης. Συγκεκριµένα, υποθέστε ότι 

και  είναι οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα 

του πίνακα διακύµανσης σήµατος ΣS. Τότε µπορούµε να γράψουµε και 
είναι προφανές ότι  

 

 

Άρα  

 

 

και  

 

 

 

Βλέπουµε ότι η στατιστική ανίχνευσης µπορεί να γραφεί ως  

 

 

 

µε   

 

Αφού το  είναι ένα σύνολο ορθοκανονικών ιδιοδιανυσµάτων και για το και 

για το , φαίνεται ευθέως ότι [παρόµοια µε το (ΙΙΙ.Β.42)] ότι οι 

είναι ανεξάρτητες µηδενικού µέσου Gauss τυχαίες µεταβλητές ως προς και τις 
δύο υποθέσεις µε διακυµάνσεις   
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Αυτό συνεπάγεται ότι ως προς το Ηj, το είναι το σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών 

στο οποίο ο kth όρος έχει την κατανοµή µιας  τυχαίας µεταβλητή εις το 

τετράγωνο. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του ως προς το Ηj µπορεί να είναι 
[βλέπε, π.χ., Papoulis (1986)] 

 

 

 

η οποία είναι µια γάµµα  πυκνότητα. Η πυκνότητα πιθανότητας, pT, 

του είναι η n-πλάσια συνέλιξη , η οποία εκφράζεται 
ευκολότερα µε τη χρήση µετασχηµατισµών Fourrier ως 

 

 

όπου η  είναι η χαρακτηριστική  συνάρτηση του Τκ  

(εδώ ). Η χαρακτηριστική συνάρτηση της  γάµµα δίνεται από 
(Lukacs, 1960)  

 

 

Άρα  

 

 

∆εν υπάρχει γνωστή γενική κλειστή µορφή για το (ΙΙΙ.Β.94). ωστόσο, στην ειδική περίπτωση 

στην οποία , το (ΙΙΙ.Β.94) µπορεί να αντιστραφεί για να δώσει  
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όπου η  είναι η γάµµα συνάρτηση. Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί 

στην κατάσταση, στην οποία , από την οποία 

  

 

Αυτό σηµαίνει, στην περίπτωση αυτή ότι τα δείγµατα σήµατος είναι i.i.d.  και 

έχουµε Η εξίσωση του (ΙΙΙ.Β.95) είναι η γάµµα 

 πυκνότητα και απ’ αυτήν έχουµε  

 

 

όπου  

 

 

είναι η ατελής γάµµα συνάρτηση3 Για Neyman – Pearson ανίχνευση µε πιθανότητα ψευδούς 
συναγερµού α, επιλέγουµε άρα  

 

 

όπου  είναι η αντίστροφη συνάρτηση του  στη δεύτερή της µεταβλητή. Τα 
ROCs δίνονται από  
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Άρα η απόδοση εδώ παραµετρικοποιείται από δύο παραµέτρους n και 

. Ας σηµειωθεί ότι  είναι ο λόγος της µέσης ισχύος σήµατος 
ως προς τη µέση ισχύ θορύβου στην περίπτωση αυτή και η απόδοση του (ΙΙΙ.Β.84) 
βελτιώνεται καθώς αυτό το µέγεθος και/ή το n αυξάνονται.  

Για την περίπτωση στην οποία οι ιδιοτιµές του σήµατος δεν είναι όµοιες (δηλ. για ένα µη 
i.i.d. θόρυβο), το (ΙΙΙ.Β.94) δεν µπορεί να βρεθεί σε κλειστή µορφή. Για την περίπτωση αυτή 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν προσέγγιση ή όρια για να αναλυθεί η απόδοση ανίχνευσης. 
Τεχνικές για την πραγµατοποίηση αυτής της µεθόδου εξετάζονται στην Ενότητα ΙΙΙ.C.  

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.4: Σχέση µεταξύ περιπτώσεων εξαρτηµένου και ανεξάρτητου 
σήµατος.  

Εξετάστε το πρόβληµα του (ΙΙΙ.Β.85) στο οποίο  και µε  

. Αυτή είναι η περίπτωση στην οποία τα δείγµατα θορύβου είναι 

i.i.d.  και τα δείγµατα σήµατος είναι ανεξάρτητα  

3 

Ο λόγος λογαριθµικής (log) πιθανοφάνειας για την περίπτωση αυτή δίνεται από  

 

 

Τώρα εξετάστε το ίδιο πρόβληµα στο οποίο το ΣS δεν είναι διαγώνιο. Με 

το  να συµβολίζει την πυκνότητα του  ως προς το Ηj, µπορούµε 
να γράψουµε  

 

 

                                                           
3 Ας σηµειωθεί ότι για ένα άρτιο n το (ΙΙΙ.Β.96) µπορεί να ολοκληρωθεί κατά µέλη για να παράγει  
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όπου  είναι η δεσµευµένη (ή κατά συνθήκη) πυκνότητα του yk δοθέντος 

ότι  Η εξίσωση (ΙΙΙ.Β.99) ισχύει για κάθε πυκνότητα στο 
και συνεπάγεται εύκολα από το γεγονός ότι 

. Ως προς το Η0, το Υk είναι 

ανεξάρτητο του  αφού το Ν είναι i.i.d., άρα . Ως προς το 

Η1, το Υk δεν είναι ανεξάρτητο του . Ωστόσο, αφού το Υ είναι ένα Gauss τυχαίο 
διάνυσµα ως προς το Η1, το Υk είναι κατά συνθήκη Gauss, δοθέντος ότι 

. Το µέσο αυτής της κατά συνθήκη πυκνότητας δίνεται από  

 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το δεδοµένο ότι το Νk είναι ανεξάρτητο του  και έχει 
µηδενικό µέσο. Παροµοίως, η διακύµανση της κατά συνθήκη πυκνότητας είναι  

 

 

όπου  

 

Μια ιδιότητα της πολυµεταβλητής κατά Gauss κατανοµής είναι ότι το  δεν εξαρτάται 

από τις τιµές του . (Αυτή και άλλες σχετικές ιδιότητες της πολυµεταβλητής 

κατά Gauss κατανοµής αναπτύσσονται σε ακόλουθα κεφάλαια). Άρα µε  και 

, το  είναι το προϊόν των  πυκνοτήτων και ο λόγος 
λογαριθµικής πιθανοφάνειας γίνεται  
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Συγκρίνοντας το (ΙΙΙ.Β.102) µε το (ΙΙΙ.Β.98) βλέπουµε ότι η ανίχνευση ενός εξαρτηµένου 
στοχαστικού σήµατος είναι ανάλογη µε την ανίχνευση ενός ανεξάρτητου στοχαστικού 

σήµατος µε µέσο  και συµµεταβλητή  . Φυσικά η διαφορά είναι ότι το 

στο (ΙΙΙΒ.102) εξαρτάται από το , ενώ το µk στο (ΙΙΙ.Β.98) δεν εξαρτάται.  

Άλλος ένας τρόπος για να το δούµε αυτό είναι να γράψουµε, ως προς το Η1,  

 

 

όπου ερµηνεύουµε το ως το τυχαίο µέγεθος  και 

. Όπως θα δούµε σε ακόλουθα κεφάλαια το µέγεθος  είναι µια 
βέλτιστη προβλέπουσα (ως προς το Η1) του Sk από τις προηγούµενες παρατηρήσεις 

 Άρα το  µπορεί να ερµηνευθεί ως το σφάλµα στην πρόβλεψη αυτή ή, 
ισοδύναµα, ως τµήµα του Sk  που δεν µπορεί να προβλεφθεί από τις προηγούµενες 
παρατηρήσεις. Έτσι, καθώς µελετάµε κάθε παρατήρηση µπορούµε να θεωρούµε ότι το σήµα 

συνίσταται σ’ ένα τµήµα, , γνωστό από το παρελθόν και σ’ ένα νέο τµήµα  που δεν 
µπορεί να προβλεφθεί από το παρελθόν4. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ως προς το Η1, το  

είναι στατιστικά ανεξάρτητο του και ότι είναι µια  τυχαία 

µεταβλητή. Συγκρίνοντας, στην περίπτωση στην οποία το  είναι µια ανεξάρτητη 

 ακολουθία, το  ισούται µε το µk και , το οποίο είναι 

 

 

 

4 

 

                                                           

4 Μια παρόµοια ερµηνεία µπορεί να δοθεί στο  και το  σε ό,τι αφορά το  . ∆ηλ. το  

είναι το µέρος του  που είναι γνωστό από το παρελθόν και το  είναι το µέρος του 

 που δεν µπορεί να προσδιοριστεί από το παρελθόν. Αυτό σηµαίνει ότι το περιλαµβάνει τις 

νέες πληροφορίες του . Η ακολουθία είναι ενίοτε γνωστή ως 
καινοτόµος ακολουθία. Η ιδέα αυτή διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο στο φιλτράρισµα και θα 
αναπτυχθεί περαιτέρω.  
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Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.5: Ερµηνεία εκτιµητή συσχέτισης  του βέλτιστου ανιχνευτή για 
στοχαστικά σήµατα σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο.  

 

Ως περαιτέρω σχόλιο στη δοµή του (ΙΙΙ.Β.102), σηµειώστε ότι µπορούµε να γράψουµε την 

 ως 

 

 

 

Ας υποθέσουµε ότι η διακύµανση θορύβου σ2 είναι ευρέως σχετική µε τη µέγιστη 

διακύµανση σφάλµατος πρόβλεψης  δηλ. ας υποθέσουµε ότι  για 
όλα τα k.  

Στην περίπτωση αυτή  και µπορούµε να γράψουµε  

 

 

Συγκρίνοντας αυτό µε το (ΙΙΙ.Β.9), βλέπουµε ότι (ΙΙΙ.Β.105) είναι η δοµή ανίχνευση του 

 σαν να ήταν ένα συνεκτικό σήµα. Αυτό σηµαίνει ότι, µπορούµε να δούµε τον 
ανιχνευτή στοχαστικού σήµατος στην περίπτωση αυτή, τουλάχιστον κατά προσέγγιση, ως 
ένα που εκτιµά το σήµα και κατόπιν το διαχειρίζεται ως ένα γνωστό σήµα.  

Γενικότερα, ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα στοχαστικό σχήµα µε πολυµεταβλητή συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας pS, όχι απαραίτητα Gauss, ενσωµατωµένη σε  θόρυβο. 
Ο λόγος πιθανοφάνειας για το (ΙΙΙ.Β.85) γίνεται  

 

 

 

Εντός κανονικότητας στο pS, το θεώρηµα µέσης τιµής [βλέπε Apostol (1974)] συνεπάγεται 
ότι  



92 

 

 

 

για κάποιο  στο  (φυσικά, το  εξαρτάται από το y). Άρα βλέπουµε ότι, γενικά, ο λόγος 
πιθανοφάνειας για στοχαστικά σήµατα σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο µπορεί να ερµηνευθεί ως 

ένας εκτιµητής, , του σήµατος που ακολουθείται από το βέλτιστο ανιχνευτή για το  σαν 
να ήταν ένα συνεκτικό σήµα5. Η δοµή αυτή είναι γνωστή ως εκτιµητής συσχέτισης. Η δοµή 

αυτή δεν είναι ιδιαίτερα απλή, καθώς ο προσδιορισµός της συνάρτησης    µπορεί να είναι 

αρκετά δύσκολος. Επίσης, σε αντίθεση µε το (ΙΙΙ.Β.105), το  στο (ΙΙΙ.Β.107) εξαρτάται 
γενικά απ’ όλα τα y και δεν µπορεί να υπολογιστεί σε πραγµατικό χρόνο. Ωστόσο, η δοµή 
αυτή είναι ενδεικτική του πώς µπορεί κάποιος να σχεδιάσει ένα υποβέλτιστο σύστηµα για την 
ανίχνευση στοχαστικών σηµάτων σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο, δηµιουργώντας πρώτα ένα 
σύστηµα που θα µπορεί να εκτιµά το σήµα σαν να ήταν παρόν, και κατόπιν χρησιµοποιώντας 
αυτή την εκτίµηση σαν ένα γνωστό σήµα. Στο αναλογικό συνεχούς χρόνου του προβλήµατος 
ανίχνευσης ενός στοχαστικού σήµατος σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο, η δοµή του εκτιµητή 
συσχέτισης προκύπτει µ’ έναν πιο ευθύ τρόπο µ’ έναν εύκολα χαρακτηριζόµενο εκτιµητή, 
όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο VI.  

 

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.Β.6: Τοπικά βέλτιστη ανίχνευση στοχαστικών σηµάτων  

 

Ένα πρόβληµα µε τον τετραγωνικό ανιχνευτή του (ΙΙΙ.Β.86) φαίνεται µέσω της εξέτασης του 
προβλήµατος ελέγχου σύνθετης υπόθεσης 

 

 

όπου τα Ν  και S  είναι όπως στο (ΙΙΙ.Β.85) µε µοναδιαία διακύµανση θορύβου. Στην 

περίπτωση η συνδιακύµανση του  είναι  και έτσι η σχετική τετραγωνική 
στατιστική ανίχνευσης για έλεγχο Neyman – Pearson µε σταθερό θ είναι  
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Παρόλο που ο κύριος θ συντελεστής µπορεί να απορροφηθεί στο κατώφλι απόφασης, το θ 

που εµφανίζεται στο δεν µπορεί να αποσυνδεθεί από τις παρατηρήσεις y. Άρα, 
δεν υπάρχει έλεγχος UMP για το (ΙΙΙ.Β.108). Ωστόσο, µπορεί να βρεθεί ένας LMP 
στατιστικός έλεγχος  µε διαφορισµό του (ΙΙΙ.Β.109) σε ό,τι αφορά το θ και θέτοντας το θ στο 
µηδέν. Κάνοντας αυτό, έχουµε έναν LMP στατιστικό έλεγχο 

 

 

5 

Η στατιστική του (ΙΙΙ.Β.110) έχει µια ενδιαφέρουσα ερµηνεία για την περίπτωση στην οποία 
το k – lo στοιχείο του ΣS, ας πούµε ρk.l, εξαρτάται µόνο από τη διαφορά (k – l). Στην 

περίπτωση αυτή µπορούµε να γράψουµε  όπου εξαλείφουµε το δεύτερο 
δείκτη για την ευκολία του συµβολισµού. Ένα σήµα µε αυτή την ιδιότητα θεωρείται ότι είναι 
στατικό µε την ευρεία έννοια, µια έννοια στην οποία θα επιστρέψουµε στο Κεφάλαιο V. 
Εξετάστε την ανηγµένη LMP στατιστική  

 

που είναι ισοδύναµη µε το (ΙΙΙ.Β.110), αφού η αναγωγή  ανακλιµακώνει µερικώς το κατώφλι. 

Χρησιµοποιώντας λίγη άλγεβρα (βλ. Άσκηση 18), µπορούµε να γράψουµε το  ως  

 

 

όπου το  προσδιορίζεται από  

 

 

Η αναπαράσταση του (ΙΙΙ.Β.112) οδηγεί στην ακόλουθη ερµηνεία της LMP στατιστικής 

(ΙΙΙ.Β.111). Ας σηµειωθεί ότι για  το  είναι µια εκτίµηση της συνδιακύµανσης 

 για  Άρα, το  εκτιµά τη δοµή συνδιακύµανσης των 
παρατηρήσεων και µετά τη συσχετίζει µε την ακολουθία συνδιακύµανσης σήµατος. Ως προς 
το Η0 έχουµε 

                                                           
5 Μια τέτοια ερµηνεία ισχύει για κάθε πυκνότητα θορύβου  που είναι επαρκώς κανονική, αφού για 

κάθε για κάποια  
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Ως προς το Η1 έχουµε  

 

 

Άρα, υποθέτοντας ότι οι εκτιµήσεις  ήταν σχετικά ακριβείς, θα είχαµε  

 

 

Από το (ΙΙΙ.Β.116), βλέπουµε ότι η στατιστική  είναι ένας διαισθητικά λογικός τρόπος 
ανίχνευσης του σήµατος, ειδικά αν το σήµα είναι ιδιαίτερα συσχετιζόµενο (δηλ., το 

είναι µεγάλο).  

Η στατιστική  έχει επίσης µια ενδιαφέρουσα ερµηνεία στο πεδίο της συχνότητας.  

Ειδικότερα, ας σκεφτούµε το  ως ένα τµήµα µιας άπειρης τυχαίας ακολουθίας 

 µε , για όλους τους ακέραιους l και k. Τότε, ο διακριτού χρόνου 

µετασχηµατισµός Fourier της ακολουθίας , κυρίως 

 

 

είναι το φάσµα ισχύος του . Αφού το , το  µπορεί 
να ξαναγραφεί ως  

 

 

όπου 
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Η συνάρτηση  είναι γνωστή ως περιοδόγραµµα των δεδοµένων και είναι µια εκτίµηση του 

φάσµατος της παρατήρησης. Άρα, στη µορφή του (ΙΙΙ.Β.118), το εκτιµά το φάσµα 
παρατήρησης και συσχετίζει την εκτίµηση αυτή (στο πεδίο συχνότητας) µε το φάσµα 

σήµατος. Καθώς το φάσµα παρατήρησης ισούται µε 1 για ως προς το Η0  και 

ισούται µε για ως προς το Η1, η πράξη του (ΙΙΙ.Β.118) έχει µια 
ερµηνεία παρόµοια µε αυτή του (ΙΙΙ.Β.112).  

 

 

 

ΙΙΙ.C Αξιολόγηση Επίδοσης των ∆ιαδικασιών Ανίχνευσης Σήµατος  

Στην Ενότητα ΙΙΙ.Β.  αναλύθηκε ο σχεδιασµός και η ανάλυση των βέλτιστων διαδικασιών για 
ανίχνευση διακριτού χρόνου σήµατος. Κατά µία έννοια, ο σχεδιασµός τέτοιων διαδικασιών 
είναι πιο άµεσος από την ανάλυση της επίδοσής τους, λόγω του δυσεπίλυτου αυτού του 
προβλήµατος. Στάθηκε δυνατό να υπολογίσουµε την επίδοση στα περισσότερα από τα 
παραδείγµατα που παρατέθηκαν στην Ενότητα ΙΙΙ.Β. µόνο επειδή τα συγκεκριµένα µοντέλα 
που εξετάσθηκαν ανήκουν στα πιο ευεπίλυτα και άρα χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν 
καλύτερα τη θεωρία. Κάποιες φορές, οι παραδοχές µπορεί να ποικίλουν ελαφρά από αυτές 
στα παραδείγµατα αυτά και το ευεπίλυτο χάνεται. Για παράδειγµα, στο πρόβληµα ανίχνευσης 
ενός κατά Gauss σήµατος σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο, ο υπολογισµός πιθανοτήτων 
σφάλµατος είναι εφικτός αν και το σήµα είναι i.i.d., αλλά ανέφικτος αν η διακύµανση ενός 
µόνο δείγµατος σήµατος αλλάζει.  

Τα βασικά µέτρα επίδοσης ενός δυαδικού συστήµατος ανίχνευσης σήµατος που χρησιµοποιεί 

ένα κανόνα απόφασης είναι οι δύο κατά συνθήκη πιθανότητες σφάλµατος ΡF και ΡΜ που 
ορίζονται από  

 

 (το  επιλέγει Η1)  

και  

 

   (το επιλέγει Η0) 
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Οι έλεγχοι λόγου πιθανοφάνειας και οι περισσότεροι άλλοι κανόνες απόφασης που µας 
ενδιαφέρουν έχουν τη µορφή  

 

 

όπου Τ είναι µια απεικόνιση από το (Γ, G) στο  (δηλ. ο λόγος λογαριθµικής 
πιθανοφάνειας). Άρα, η αξιολόγηση επίδοσης για τα περισσότερα συστήµατα περιλαµβάνει 

υπολογισµό των πιθανοτήτων των πεδίων  (ή ) ως προς τις δύο 
υποθέσεις. Παρόλο που αυτό το πρόβληµα είναι εννοιολογικά απλό, ο πραγµατικός 
υπολογισµός των απαιτούµενων πιθανοτήτων είναι συχνά αναλυτικά δύσκολος. Για 

παράδειγµα, αν το  έχει κοινό pdf p0 ως προς το Η0, τότε  

 

 

που είναι δύσκολο να υπολογιστεί για µεγάλο n χωρίς περαιτέρω απλοποίηση. Στην ενότητα 
αυτή µελετούµε αρκετές κοινώς χρησιµοποιούµενες τεχνικές για τον υπολογισµό, την 
οριοθέτηση ή την προσέγγιση της επίδοσης των συστηµάτων ανίχνευσης.  

 

ΙΙΙ.C.1 ΑΜΕΣΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΕΠΙ∆ΟΣΗΣ 

 

Ας σηµειωθεί ότι για ένα σύστηµα της µορφής (III.C.1), έχουµε  

 

 

και 
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όπου FTj είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (cdf) του Τ(Υ) ως προς την υπόθεση Ηj. 

Έτσι, για διαδικασία ανίχνευσης της µορφής του (ΙΙΙ.C.1) (όπως ο ανιχνευτής λόγου 

πιθανοφάνειας), η αξιολόγηση διευκολύνεται αν τα cdf µπορούν να προσδιοριστούν 
εύκολα σε µια περιοχή του κατωφλιού τ.  

Μια περίπτωση στην οποία µπορεί να γραφεί µια άµεση παράσταση για  το είναι αυτή 

στην οποία το είναι ένα διάνυσµα ανεξάρτητων (πραγµατικών) τυχαίων 

µεταβλητών και το έχει τη δοµή  

 

 

όπου το είναι µια ακολουθία από µη γραµµικότητες (δηλ. ο λόγος λογαριθµικής 
πιθανοφάνειας είναι αυτής της µορφής). Στην περίπτωση αυτή είναι συχνά απλό να 

υπολογίσουµε το , χρησιµοποιώντας χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Θυµηθείτε ότι η 
χαρακτηριστική συνάρτηση (χ.σ.) µιας τυχαίας µεταβλητής Χ ορίζεται από  

 

 

 

όπου το i συµβολίζει τη νοητή µονάδα  Ας σηµειωθεί ότι ένα cdf F και η χ.σ.   

αποτελούν ένα µοναδικό ζεύγος6. Συµβολίζοντας µε  και , οι χ.σ. ως προς το Ηj 

των  και , αντίστοιχα, έχουµε µε την ανεξαρτησία του ότι  

 

6  

 

 

                                                           
6 Μια εκτενής θεώρηση των χαρακτηριστικών συναρτήσεων αναφέρεται στον Lucaks (1960)  
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Η χ.σ. µπορεί να αντιστραφεί για να δώσει την cdf µέσω του τύπου [βλέπε, π.χ. 
Billingsley (1979)]  

 

 

 

που ισχύει για όλα τα α και b που είναι σηµεία συνέχειας του . Η γνώση του 

σε όλα τα σηµεία συνέχειας είναι αρκετή για να προσδιοριστεί το  

µοναδικά αφού τα  και  πρέπει να είναι δεξιά συνεχή. Αν η είναι 

µια συνεχής τυχαία µεταβλητή ως προς το Ηj , η αντιστροφή απλοποιείται, καθώς το  έχει 
µια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  που δίνεται σ’ αυτήν την περίπτωση από  

 

Και άρα τα  και  είναι ένα ζεύγος µετασχηµατισµών Fourier7. Έτσι, για παράδειγµα, 
στην τελευταία αυτή περίπτωση έχουµε  

 

 

και παρόµοια και για το  

 

Παράδειγµα III.C.1 : Συσχετισµός ανίχνευσης σε θόρυβο Cauchy.  

 

Ως ένα παράδειγµα της προηγούµενης προσέγγισης, εξετάστε την επίδοση του ανιχνευτή 

συσχέτισης (που ορίζεται από  ) στην ανίχνευση ενός 
συνεκτικού σήµατος σε πρόσθετο θόρυβο Cauchy. Συγκεκριµένα, εξετάστε το ζεύγος 
υπόθεσης.  
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όπου η  είναι µια ακολουθία i.i.d. τυχαίων µεταβλητών, κάθε µία εκ των οποίων 
έχει Cauchy pdf.  

7 

 

 

και όπου η  είναι µια ακολουθία γνωστού σήµατος. Σ’ αυτή την περίπτωση έχουµε  

 

 

 

 

Άρα 

 

 

 

όπου . Αφού η  είναι απολύτως ολοκληρώσιµη) έχουµε  

 

 
                                                           

7 Μια επαρκής ( άλλα όχι απαραίτητη συνθήκη) για να είναι το συνεχές ως προς Ηj είναι 

 (βλ. Breimman (1968)  



100 

 

 

Παροµοίως έχουµε  , όπου , που µας δίνει 
ευθέως  

 

 

 

  

 

 

{Παρεµπιπτόντως, είναι ενδιαφέρον να σηµειωθεί εδώ ότι µπορούµε να πετύχουµε µια 

µεγέθους-α ανίχνευση επιλέγοντας   περίπτωση στην οποία έχουµε 
ROCs  

 

 

 

Η εξίσωση του (ΙΙΙ.C.4) συνεπάγεται το εκπληκτικό αποτέλεσµα ότι η επίδοση βελτιώνεται 
εδώ µόνο µε την αύξηση της µέσης ισχύος σήµατος και όχι µε την αύξηση του αριθµού των 
δειγµάτων. Αυτή η περίεργη συµπεριφορά οφείλεται στο γεγονός ότι ο ανιχνευτής 
συσχέτισης είναι αρκετά διαφορετικός από τον βέλτιστο ανιχνευτή για συνεκτικά σήµατα σε 
θόρυβο Cauchy, για τα οποία η επίδοση βελτιώνεται µε αυξηµένο αριθµό δειγµάτων. 
Ουσιαστικά, η βαρύτητα των ουρών της κατανοµής Cauchy ακυρώνει την επίδραση της 
µείωσης θορύβου που επιτυγχάνει ο συσχετιστής στην κατά Gauss περίπτωση.  

Στο παράδειγµα ΙΙΙ.C.1, οι ακριβείς κλειστής µορφής παραστάσεις για PF και PM  προέκυψαν 
µε τη χρήση χαρακτηριστικών συναρτήσεων. Άλλο παράδειγµα στο οποίο αυτή η µέθοδος 
παράγει κλειστής µορφής παραστάσεις είναι αυτό της ανίχνευσης ενός i.i.d. κατά Gauss 
σήµατος σε i.i.d. κατά Gauss θόρυβο, που αναλύθηκε στην Ενότητα ΙΙΙ.Β. Ωστόσο, η 
προσέγγιση της χαρακτηριστικής συνάρτησης δεν αποδίδει πάντα επιλύσιµες κλειστής 
µορφής παραστάσεις για πιθανότητες σφάλµατος και είναι πιο σύνηθες το (ΙΙΙ.C.3) και η 
αντίστοιχη παράσταση για ΡΜ να χρησιµοποιούνται ως µια βάση προσέγγισης των 
πιθανοτήτων σφάλµατος. Για µέτριες τιµές των πιθανοτήτων σφάλµατος, η ευθεία 
αριθµητική ολοκλήρωση του (ΙΙI.C.3) και το αντίστοιχο ΡΜ ολοκλήρωµα, χρησιµοποιώντας 
για παράδειγµα το λογάριθµο ταχέος µετασχηµατισµού Fourier (FFT), µπορεί να δώσει 
κλειστές προσεγγίσεις των πιθανοτήτων σφαλµάτων. Σε πολλά πρακτικά προβλήµατα, 
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ωστόσο, µία ή δύο από τις πιθανότητες σφάλµατος είναι αρκετά µικρή και άλλες 
αριθµητικές µέθοδοι είναι συνήθως πιο αποτελεσµατικές. Σε τέτοιες περιπτώσεις, υπάρχει 
συνήθως µια παράµετρος (το κατώφλι, ο λόγος σήµατος προς θόρυβο, ο αριθµός δειγµάτων, 
κτλ) η οποία είναι πολύ µεγάλη και άρα η επίδοση µπορεί να προσεγγισθεί χρησιµοποιώντας 
ασυµπτωτικά αναπτύγµατα των πιθανοτήτων σφάλµατος στην παράµετρο αυτή. Μια τεχνική 
αυτού του τύπου που εφαρµόζεται ευρέως στην ανάλυση των συστηµάτων επικοινωνίας είναι 
η τεχνική της προσέγγισης σηµείου σέλας [βλ. π.χ. DeBruijn (1961)]. Παραδείγµατα 
εφαρµογών αυτής της µεθόδου απαντούν στο Lugannani and Rice (1980), στο οποίο 

βρίσκονται προσεγγίσεις για την περίπτωση στην οποία τα είναι πανοµοιότυπα 
κατανεµηµένα, και στο Mazo and Salz (1965), στο οποίο αναπτύσσονται οι προσεγγίσεις 
σηµείου σέλας για τον τετραγωνικό ανιχνευτή της Ενότητας ΙΙΙ.Β. για µη i.i.d. κατά Gauss 
σήµατα.  

 

III.C.2. Chernoff και Σχετικά φράγµατα 

Είναι συχνά µη πρακτικό (ή και αδύνατο) να υπολογίσουµε ακριβώς τις πιθανότητες 
σφάλµατος PF και PM O των ανιχνευτών της µορφής του (ΙΙΙ.C.1). Ωστόσο, στην πράξη είναι 
συνήθως αρκετό να έχουµε καλά άνω φράγµατα σε αυτά τα µεγέθη. Ένας τύπος του 
φράγµατος επίδοσης που χρησιµοποιείται ευρέως στο πλαίσιο αυτό είναι το φράγµα 
Chernoff. Το φράγµα Chernoff είναι ένα φράγµα στην επίδοση του λόγου πιθανοφάνειας των 
ανιχνευτών και βασίζεται στην ακόλουθη απλή ανισότητα  

 

Ανισότητα του Markov: Έστω ότι Χ είναι µια τυχαία µεταβλητή. Αν 1, τότε 

 για όλα τα α > 0.  

 

Απόδειξη: , όπου  είναι η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου [α, 
∞], που ορίζεται από  

 

 

Αφού Χ ≥ 0, παρατηρούµε ότι  και η ανισότητα του Markov έπεται.   

Για να εφαρµόσουµε την ανισότητα Markov στο σύστηµα του (ΙΙΙ.C.1), παρατηρούµε ότι µε 
την τυχαιοποίηση γ ≤ 1, µπορούµε να γράψουµε  
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για όλα τα s > 0, όπου   είναι η αθροιστική γεννήτρια συνάρτηση (cgf) του Τ (Υ) ως προς 
το Η0 που ορίζεται από  

 

 

 

Παροµοίως, αφού  έχουµε  

 

 

για όλα τα t < 0, όπου µΤ,1 είναι η cgf του Τ(Υ) ως προς το Η1. Τα φράγµατα των (ΙΙΙ.C.5) και 
(ΙΙΙ.C.6) µπορούν να ελαχιστοποιηθούν στο s > 0 και t < 0 για να βρουν τα ισχυρότερα τέτοια 
φράγµατα, µε την προϋπόθεση ότι οι cgf του Τ (Υ) είναι γνωστές. Τα φράγµατα αυτά είναι 
ιδιαίτερα χρήσιµα για τον ανιχνευτή λόγου πιθανοφάνειας. Για να εξετάσουµε την περίπτωση 
αυτή, υποθέτουµε ότι το Pj έχει πυκνότητα pj για j = 0 και 1, και επιλέγουµε 

, όπου  Στην περίπτωση αυτή έχουµε  

 

 

και  

 

 

 

Άρα, µπορούµε να ξαναγράψουµε το φράγµα του (ΙΙΙ.C.6) ως  
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Σηµειώστε ότι και τα δύο φράγµατα των (ΙΙΙ.C.5) και (ΙΙΙ.C.7) επιτυγχάνουν τα ελάχιστα τους 
στην ίδια τιµή του s αν  

 

 

και  

 

    

Αποδεικνύεται ευθέως ότι η  είναι µια κυρτή συνάρτηση του s στο πεδίο όπου 

(που πρέπει να είναι διάστηµα. Βλέπε Billingsley (1979). Εποµένως, η 
συνθήκη  

 

 

όπου το είναι επαρκές για ένα ελάχιστο του  Θα 

πρέπει επίσης να αποδειχθεί ότι αν  για j = 0 ή 1, τότε  

 

 

Η κυρτότητα  του συνεπάγεται ότι  είναι µια αυξανόµενη συνάρτηση 

του s,  και άρα το (ΙΙΙ.C.9) συνεπάγεται ότι το (ΙΙΙ.C.8) έχει µια λύση µε αν (και 
µόνο αν) 

 

 

 

 

Άρα, µε την παραδοχή ότι το (ΙΙΙ.C.10) είναι έγκυρο, τα (ΙΙΙ.C.5) και (ΙΙΙ.C.7) γίνονται  
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µε  

 

  

 

Οι ισότητες των (ΙΙΙ.C.11) και (III.C.12) είναι γνωστές ως φράγµα Chernoff.  Έπεται από την 

κυρτότητα του ότι αν τότε που 
συνεπάγεται ότι το φράγµα του (ΙΙΙ.C.5) είναι τετριµµένο (δηλ. είναι ≥ 1) και παροµοίως ότι 

αν , τότε το φράγµα του (ΙΙΙ.C.7) είναι τετριµµένο, παρόλο που σε άλλη περίπτωση 
το άλλο φράγµα είναι µη τετριµµένο. Ας σηµειωθεί ότι η ανισότητα του Jensen8 συνεπάγεται 

ότι και  µε  και/ή αν και µόνο αν Ρ0 = Ρ1, οπότε ένα 
κατώφλι του τ = 0 πάντα ικανοποιεί το (ΙΙI.C.10).  

Σηµειώστε ότι αν τα πρότερα π0 και π1 είναι γνωστά, τότε (ΙΙΙ.C.11) και (ΙΙΙ.C.12) παράγουν 
ένα ανώτερο φράγµα στην µέση πιθανότητα σφάλµατος. Συγκεκριµένα,  

 

 

 

Ωστόσο, ένα καλύτερο φράγµα στο Ρe µπορεί να ληφθεί, παρατηρώντας ότι (βλ. Άσκηση 20)  

 

 

για  όπου  και . Η ισότητα του (ΙΙΙ.C.15) 
συνεπάγεται ότι  

 

 

 

Υπό τη συνθήκη του (ΙΙΙ.C.13), το καλύτερο φράγµα του µορφής του (ΙΙΙ.C.16) είναι  
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8  

που είναι ένα πιο αυστηρό φράγµα από ό,τι είναι το (ΙΙΙ.C.14) εκτός κι αν π0  είναι 0 ή 1. Ας 
σηµειωθεί ότι ένας ανιχνευτής ελάχιστης πιθανότητας σφάλµατος λόγου λογαριθµικής 
πιθανοφάνειας χρησιµοποιεί το κατώφλι τ = log (π0/π1), περίπτωση στην οποία το (ΙΙΙ.C.16) 
ανάγεται σε 

 

 

 

Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση της προηγούµενης ανάλυσης είναι αυτή στην οποία το 

και το Υ = (Υ1,…..,Υn) είναι µια ακολουθία ανεξάρτητα και ταυτόσηµα 
κατανεµηµένων παρατηρήσεων µε οριακή πυκνότητα fj  ως προς την υπόθεση Ηj. Στην 
περίπτωση αυτή έχουµε ευθέως ότι  

 

 

και έπεται από την ανισότητα του Jensen ότι για 0 < s < 1,  

 

 

Άρα το (ΙΙΙ.C.18) συνεπάγεται ότι η πιθανότητα σφάλµατος σ’ αυτή την περίπτωση µειώνεται 
τουλάχιστον σ’ ένα εκθετικό ρυθµό καθώς ο αριθµός των δειγµάτων ( n ) αυξάνεται.  

 

                                                           
8  8. Ανισότητα Jensen: Για κάθε τυχαία µεταβλητή Χ και κυρτή συνάρτηση C έχουµε 

 µε ισότητα αν και µόνο αν όταν το C είναι 
αυστηρά κυρτό.  
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Παράδειγµα ΙΙΙ.C.2: Το φράγµα Chernoff για τετραγωνική ανίχνευση  

 

Για να περιγράψετε τη χρήση του φράγµατος Chernoff, εξετάστε το πρόβληµα ανίχνευσης 

ενός  σήµατος σε   θόρυβο. Μετά το µετασχηµατισµό του Υ1, ….,Υn 

στην ανεξάρτητη ακολουθία  όπως στο (ΙΙΙ.Β.87) έχουµε ότι  

 

 

 

µε  από το (ΙΙΙ.Β.90). Άρα µε Τ  = log L έχουµε  

 

 

 

Η προσδοκία στο (ΙΙΙ.C.19) δίνεται από  

 

 

Αφού  για όλα τα k, το (ΙΙΙ.C.19) είναι πεπερασµένο για όλα τα k όταν s ≤ 1, και άρα 
µπορούµε άµεσα να ορίσουµε, ας πούµε, την ελάχιστη πιθανότητα σφάλµατος µε  

 

 

Το φράγµα ελαχιστοποιείται µε την τιµή s0 λύνοντας  
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που µπορεί να λυθεί ευθέως για την i.i.d. περίπτωση  και αριθµητικά για 
άλλες περιπτώσεις.  

 

Υπάρχουν αρκετά άλλα φράγµατα παρόµοια µε το φράγµα Chernoff που είναι χρήσιµα σε 

εφαρµογές. Ένα τέτοιο φράγµα είναι η ειδική περίπτωση του (ΙΙΙ.C.18) µε  για την 
οποία έχουµε  

 

 

Το φράγµα αυτό καλείται, ενίοτε, φράγµα Bhattacharyya. Το µέγεθος  

 

λέγεται συχνά συντελεστής Bhattacharyya ή ολοκλήρωµα του Hellinger (επίσης και 
συνάφεια) και υπάρχουν επίσης διαθέσιµα κάτω φράγµατα στο Ρe  σε ό,τι αφορά το ρ. Για 
παράδειγµα, έχουµε  [βλέπε, Kobayashi and Thomas (1967)] 

 

 

 

Ένα σχετικό κάτω φράγµα βασίζεται σ’ ένα µέγεθος γνωστό ως απόκλιση J που ορίζεται από  

 

 

και για το οποίο έχουµε το φράγµα [Kobayashi and Thomas (1967)]  

 

   

[Το µέγεθος J συνδέεται στενά µε τη σχετική εντροπία ανάµεσα στο p0 και p1 που παίζει ένα 
ρόλο στη θεωρία της πληροφορίας, βλέπε Kullback (1959).] Καθώς τα µεγέθη ρ και J είναι 
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πιο ευάγωγα απ’ ότι είναι το Ρe, χρησιµοποιούνται κάποιες φορές ως κριτήρια για την επιλογή 
σήµατος (δηλ. επιλογή των p0 και p1),  όπως και κάποια άλλα σχετικά κριτήρια.  

Η χρησιµότητα του φράγµατος Chernoff και άλλων φραγµάτων που περιγράφησαν 

παραπάνω βασίζεται στο γεγονός ότι µεγέθη όπως τα και είναι 
ευκολότερο να υπολογιστούν απ’ ό,τι οι πιθανότητες σφάλµατος και η εγκυρότητα των 
φραγµάτων αυτών βασίζεται στο γεγονός ότι οι συναρτήσεις του L  που εµφανίζονται στα 
φράγµατα δεν είναι σηµειακά µικρότερες από τις δείκτριες συναρτήσεις που αντιστοιχούν 
στις πιθανότητες σφάλµατος. Με άλλα λόγια, θα προτιµούσαµε να ορίσουµε το 

όπου h είναι η δείκτρια συνάρτηση ενός χώρου απόφασης και αυτό το κάνουµε 

βρίσκοντας µια συνάρτηση  για την οποία το είναι εύκολο να υπολογιστεί9. 
Μια συναφής τάξη φραγµάτων πιθανότητας σφάλµατος, γνωστών ως φράγµατα χώρου – 
ροπής, βασίζεται σ µια παρόµοια αρχή στην οποία προσπαθούµε να βρούµε µια συνάρτηση g 

τέτοια ώστε το να είναι εύκολο να υπολογιστεί και η καµπύλη που εντοπίζεται από 

,καθώς το L  µεταβάλλεται, να είναι σχεδόν µια ευθεία γραµµή. Τα φράγµατα 
αυτά παρουσιάστηκαν από τους Yao και Tobin (1976) και είναι χρήσιµα στην αξιολόγηση 
των αποτελεσµάτων της επίδοσης διαφόρων τύπων θορύβου που προκύπτουν στα ψηφιακά 
συστήµατα επικοινωνίας, όπως είναι η διασυµβολική παρεµβολή και ο θόρυβος πολλαπλής 
πρόσβασης  

ΙΙΙ.C.3 ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΣΧΕΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΟΤΙΚΟΤΗΤΑ 

Στις ενότητες ΙΙΙ.C.1 και III.C.2 , εξετάσαµε τεχνικές οριοθέτησης ή άµεσου υπολογισµού 
των πιθανοτήτων σφάλµατος που συνδέονται µε µια διαδικασία ανίχνευσης σήµατος. 
Βλέπουµε ότι, γενικά, οι πιθανότητες σφάλµατος µπορούν να είναι µεγέθη δύσκολα να 
ληφθούν ακριβώς. Υπάρχουν άλλα σηµαντικά µέτρα επίδοσης που είναι ευκολότερο να 
υπολογιστούν από την πιθανότητα σφάλµατος. ¨Ένα τέτοιο κριτήριο, η ασυµπτωτική σχετική 
αποδοτικότητα (ARE) είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στη σύγκριση συστηµάτων ανίχνευσης 
διακριτού χρόνου σε συνθήκες µεγάλου µεγέθους δείγµατος αδύναµου σήµατος10. Η ARE 
µπορεί να τεθεί ως ακολούθως. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε παρατηρήσεις Υ1, Υ2,…, που 
υπακούουν σε µία από τις δύο στατιστικές υποθέσεις, Η0  και Η1. Ας υποθέσουµε περαιτέρω 

ότι και  είναι δύο έλεγχοι για Η0 ως προς Η1 που έχουν πανοµοιότυπες πιθανότητες 
σφάλµατος, αλλά που χρησιµοποιούν δείγµατα n1 και n2, αντίστοιχα. Αν n1 < n2 , θα 

µπορούσαµε να πούµε ότι το  είναι πιο αποδοτικό από το , αφού χρειάζεται λιγότερες 

πληροφορίες από το  για να πετύχει την ίδια ακριβώς επίδοση.  

9 

Παροµοίως, αν n1 > n,  θα µπορούσαµε να πούµε ότι το  είναι λιγότερο αποδοτικό από το 

. Άρα, ο λόγος  είναι µια καλή µέτρηση της αποδοτικότητας του  σε σχέση µε το 

                                                           
9 9. Μια γενική κλάση άνω και κάτω φραγµάτων αυτού του τύπου έχουν αναπτυχθεί από τους Boekee και Ruitenbeck (1981).  
10. Οι συνθήκες µεγάλου δείγµατος και αδύναµου σήµατος προκύπτουν σε εφαρµογές (π.χ. παθητικά σόναρ, ραδιο-αστρονοµία) 
στις οποίες τα σήµατα είναι βαθιά ενσωµατωµένα στο θόρυβο, απαιτώντας άρα µεγάλο χρόνο ολοκλήρωσης για να ανιχνευθούν. 
Υπάρχουν αρκετοί ορισµοί των ARE, αλλά ο πιο ευρέως χρησιµοποιούµενος είναι αυτός που παρουσίασε ο E.J.G Pitman [βλ. 
Noether (1955)] και που είναι ο ορισµός που αναλύεται εδώ.  
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. Μια τέτοια µέτρηση της σχετικής αποδοτικότητας θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµη για 
δείγµατα µεγάλου µεγέθους (µεγάλα n1 και n2) γιατί, παρόλο που και τα δύο συστήµατα θα 
επιτύγχαναν µια καλή επίδοση πιθανότητας σφάλµατος µε µεγάλο αριθµό δειγµάτων, ο λόγος  

 = 2, π.χ., θα υποδείκνυε ότι το  είναι 10
σηµαντικά πιο επιθυµητό από το  αν το 

n1 είναι ένας µεγάλος αριθµό και αν τα  και είναι παρόµοιας πολυπλοκότητας. Η ARE 

του Pitman είναι µια ασυµπτωτική µέτρηση της απόδοσης ενός ανιχνευτή 
σχετική µε κάποια άλλη, υπό την έννοια των σχετικών µεγεθών δείγµατος που απαιτούνται 
για την επίτευξη ισοδύναµης επίδοσης.  

Για να προσδιορίσουµε αυτή την έννοια της ARE ακριβέστερα, εξετάζουµε δύο ακολουθίες 

 και  των ελέγχων του Η0 ως προς το Η1, όπου το λειτουργεί µε 
δείγµατα n. Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού του κάθε ελέγχου σε κάθε 

ακολουθία είναι σταθερή στο . Η σχετική αποδοτικότητα του  σε σχέση 

µε το  για µέγεθος δείγµατος n ορίζεται να είναι ο λόγος n2 / n, όπου n2 είναι ο 

µικρότερος αριθµός δειγµάτων, όπως το . Τώρα θα θέλαµε να 
ορίσουµε την ARE ως το όριο της σχετικής αποδοτικότητα, καθώς το n προσεγγίζει το ∞. 

Ωστόσο, για τις περισσότερες λογικές ακολουθίες ελέγχου  και άρα 
για πολύ µεγάλο n, το βn δεν είναι πλέον κατάλληλο κριτήριο επιλογής του ενός ελέγχου αντί 
του άλλου11. Για να ξεπεράσουµε τη δυσκολία, εξετάζουµε µια ακολουθία εναλλακτικών 

υποθέσεων  που συγκλίνουν µε κάποιο τρόπο στο Η0 έτσι ώστε 

. Υπολογίζουµε κατόπιν τη σχετική αποδοτικότητα, υποθέτοντας ότι 

και το  και το  είναι έλεγχοι του Η0 ως προς το  και ορίζουµε την ασυµπτωτική 

αποδοτικότητα του  από  

 

 

Σηµειώστε ότι το γεγονός ότι το  βρίσκεται «κοντά» στο Η0 (για µεγάλο n) αντιστοιχεί 
στο πρόβληµα τοπικού ελέγχου που αναλύθηκε στην Ενότητα ΙΙ.Ε. (δηλ. στην περίπτωση 
ενός αδύναµου σήµατος σε µοντέλο ανίχνευσης σήµατος).  

Γενικά, το µέγεθος n2 / n είναι µια συνάρτηση του α και του   µεταξύ άλλων. 
Αποδεικνύεται, ωστόσο, ότι υπό ήπιες παραδοχές η ARE δεν εξαρτάται από τα µεγέθη αυτά. 

Συγκεκριµένα, υποθέστε ότι οι έλεγχοι  είναι της µορφής  

                                                           
10 11. Μια ακολουθία ελέγχων µε αυτή την ιδιότητα θεωρείται ότι είναι συνεπής  
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και ότι οι υποθέσεις είναι της µορφής  

 

  

όπου  και όπου  είναι µια οικογένεια κατανοµών για το Υ.  

Άρα η έννοια ότι το  συγκλίνει στο Η0 µπορεί εδώ να αναπαρασταθεί µε 

 Ορίστε για j = 0,1, για n = 1,2,….., και για , τα δύο µεγέθη  

 

και 

 

δηλ. τα   και  είναι η µέση και τυπική απόκλιση του στατιστικού ελέγχου  

όταν  

Εξετάστε τις ακόλουθες προϋποθέσεις κανονικότητας : 

1. Υπάρχει ένας θετικός ακέραιος m τέτοιος ώστε  το πρώτο µέχρι το (m – 1)ο 

παράγωγο του ) είναι µηδέν στο θ = θ0 και  

 για j = 0,1.  

2. Υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε, για j = 0,1,  

 

3. Ορίστε  για  Τότε,  
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και 

 

4. Ορίστε  

 

τότε  

 

για όλα τα  οµοιόµορφα στο θ για για κάποιο . Μπορούµε 
τώρα να υποστηρίξουµε τα ακόλουθα  

Πρόταση ΙΙΙ.C.1: Το θεώρηµα Pitman – Noether 

Ας υποθέσουµε ότι τα και καλύπτουν τις προϋποθέσεις 1 ως 4. Τότε 

για την ακολουθία εναλλακτικών  έχουµε  

 

όπου το ηj ορίζεται από  

 

και το cj ορίζεται από το (ΙΙΙ..C.24).  

Περίληψη  της απόδειξης : Μια πλήρης απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος απάντα στον 
Noether (1955). Εδώ έχουµε µια περίληψη (περίγραµµα) της βασικής ιδέας της απόδειξης.  

Πρώτα, η προϋπόθεση 4 προϋποθέτει ότι το  είναι κατά προσέγγιση 

 ως προς το Η0. Άρα για  

 

Παροµοίως, η πιθανότητα ανίχνευσης για  µε επίπεδο α είναι (ασυµπτωµατικά)  
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Με την προϋπόθεση 1 έχουµε  

 

και µε την προϋπόθεση 3,  Άρα, αφού  

 

Αν εξισώσουµε τα  και , τότε, αφήνοντας τα n1 και n2 να συµβολίζουν τα 
αντίστοιχα µεγέθη δειγµάτων, έχουµε από το (ΙΙΙ. C.25)  

 

ή ισοδύναµα  

 

που είναι το επιθυµητό αποτέλεσµα  

 

Παρατηρήσεις :  

1. Το µέγεθος ηj είναι γνωστό ως (οριακή) αποτελεσµατικότητα της ακολουθίας ελέγχου 

 Άρα το θεώρηµα  Pitman – Noether επιβεβαιώνει ότι η ακολουθία 
ελέγχου µε την µεγαλύτερη αποτελεσµατικότητα είναι η πιο αποδοτική 
ασυµπτωµατικά.  

2. Οι προϋποθέσεις κανονικότητας 1 ως 4 ικανοποιούνται εύκολα από πολλά µοντέλα 
ανίχνευσης σήµατος. Για παράδειγµα, εξετάστε την περίπτωση στην οποία οι 
παρατηρήσεις Υ1, Υ2,…., είναι ανεξάρτητες και ταυτόσηµα κατανεµηµένες µε οριακή 
πυκνότητα . Εξετάστε στατιστικές ανίχνευσης της µορφής  
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Τότε έχουµε 

 

και  

 

Όπως θα δούµε παρακάτω, δεν είναι παράλογο να υποθέσουµε ότι [το 

µέσο του ως προς το Η0 είναι άσχετο σε κάθε περίπτωση καθώς κάθε 

σταθερά που προστίθεται στο  καταλήγει στην ίδια σταθερά που προστίθεται 

στο ] και  που δίνει τιµές του m = 1 και  

και  

 

Άρα, αν υποθέσουµε ότι οι προϋποθέσεις 3 και 4 ισχύουν, είναι αρκετά απλό να 
υπολογίσουµε τις ARE των ανιχνευτών της µορφής του (ΙΙΙ.C.27). Η προϋπόθεση 3 είναι 

απλώς µια προϋπόθεση οµαλότητας στην πυκνότητα  ως µια συνάρτηση του θ  και 

στη µη γραµµικότητα gj , και αν , έχουµε πάντα  

 

από το κεντρικό οριακό θεώρηµα [βλέπε Breiman (1968)]. Η προϋπόθεση 4 απαιτεί την 

οµοιοµορφία αυτής της σύγκλισης στο . Ωστόσο, έχουµε για i.i.d. δείγµατα το 
ακόλουθο αποτέλεσµα [ γνωστό ως το φράγµα Berry – Eseen. Breiman (1968)] 

 

 

Έτσι, αν υπάρχουν θετικές σταθερές a, b και d µε  
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για όλα τα , η προϋπόθεση 4 ικανοποιείται. Ας σηµειωθεί ότι η (ΙΙΙ.C.30) 
είναι µια πολύ ήπια προϋπόθεση.  

3. Σχετικά µε το µοντέλο που αναλύεται στην Παρατήρηση 2, βλέπουµε ότι η 

αποδοτικότητα του εξαρτάται από το µέγεθος . 

Μπορούµε να ξαναγράψουµε το µέγεθος αυτό ως  όπου . 

Υποθέτοντας την επαρκή οµαλότητα του , µπορούµε να ανταλλάξουµε τη σειρά της 
ολοκλήρωσης και του διαφορισµού για να έχουµε  

 

όπου  

 

Η εξίσωση (ΙΙΙ.C.33) και η ανισότητα του Schwarz12 συνεπάγονται ότι το πιο αποδοτικό 
σύστηµα της µορφής του (ΙΙΙ.C.27) επιτυγχάνεται µε τη χρήση της µη γραµµικότητας 

για κάθε θετική σταθερά c. Η τιµή της σταθεράς c δεν έχει σχέση αφού µια 
αλλαγή στο c έχει ως αποτέλεσµα µόνο µια αλλαγή στο κατώφλι. Ωστόσο, το c θα πρέπει να 
είναι θετικό, αφού  

 

Η µέγιστη δυνατή τιµή του δίνεται µε την αντικατάσταση στο (ΙΙΙ.C.33) για 
να λάβουµε  

 

ένα µέγεθος που θα προκύψει ξανά στο Κεφάλαιο IV στο πλαίσιο της εκτίµησης παραµέτρων 
.  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο ανιχνευτής που βασίζεται στη µη γραµµικότητα ε είναι και 
τοπικά βέλτιστος για θ = θ0 ως προς θ > θ0 µε την έννοια που αναλύθηκε στο Κεφάλαιο ΙΙ. 
Ξέρουµε ότι για σταθερό n, ο ανιχνευτής λόγου πιθανοφάνειας έχει την καλύτερη επίδοση. 
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Άρα για κάθε πεπερασµένο n, η αποδοτικότητα κάθε ανιχνευτή που συνδέεται µε τον 
ανιχνευτή λόγου πιθανοφάνειας δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερη από τη µονάδα.  

Ωστόσο, βλέπουµε από τα παραπάνω ότι ο ανιχνευτής που βασίζεται στο  είναι πιο 

αποδοτικός ασυµπτωτικά  και άρα, υπό αυτή την έννοια, ο ανιχνευτής που βασίζεται στο  
είναι ασυµπτωµατικά ισοδύναµος µε τον ανιχνευτή λόγου πιθανοφάνειας.  

11  

ΙΙΙ.D. Ακολουθιακή Ανίχνευση 

Όλες οι διαδικασίες ανίχνευσης που αναλύθηκαν στην Ενότητα ΙΙΙ.Β. είναι ανιχνευτές παγίου 
µεγέθους δείγµατος. ∆ηλαδή, σε κάθε περίπτωση είχαµε έναν σταθερό αριθµό παρατηρήσεων 
και επιθυµούσαµε να παράγουµε το βέλτιστο ανιχνευτή µε βάση αυτά τα δείγµατα. Μια 
εναλλακτική προσέγγιση στο πρόβληµα αυτό µπορεί να είναι να καθορίσουµε την επιθυµητή 
επίδοση και να επιτρέψουµε στον αριθµό των δειγµάτων να µεταβάλλεται προκειµένου να 
πετύχουµε την επίδοση αυτή. ∆ηλ. για κάποιες υλοποιήσεις της ακολουθίας παρατήρησης 
µπορεί να επιθυµούµε να συνεχίσουµε τη δειγµατοληψία για να πάρουµε µια καλύτερη 
απόφαση. Ένας ανιχνευτής που χρησιµοποιεί ένα τυχαίο αριθµό δειγµάτων που εξαρτάται 
από την ακολουθία παρατήρησης είναι γενικά γνωστό ως ακολουθιακός ανιχνευτής. Για να 
περιγράψουµε τέτοιους ανιχνευτές µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο µοντέλο.  

Ας υποθέσουµε ότι το σύνολο παρατήρησής µας , το σύνολο όλων (των 

µονοµερών) πραγµατικών ακολουθιών και ότι οι παρατηρήσεις είναι 
ανεξάρτητες και πανοµοιότυπα κατανεµηµένες σύµφωνα µε 13 

12  

ως προς  

 (ΙΙΙ.D.1) 

όπου Ρ0 και Ρ1 είναι δύο πιθανές κατανοµές στο , µε το Β να συµβολίζει την σ-
άλγεβρα Borel  στο  Ένας ακολουθιακός κανόνας απόφασης είναι ένα ζεύγος ακολουθιών 

(φ, δ), όπου το  καλείται κανόνας τερµατισµού ή διακοπής 

και το  καλείται τερµατικός κανόνας 

απόφασης, µε το  να είναι ένας κανόνας απόφαση στο  για κάθε j ≥ 0.  

Ο ακολουθιακός κανόνας απόφασης (φ, δ) λειτουργεί ως ακολούθως: Για µια ακολουθία 

παρατήρησης , ο κανόνας (φ, δ) παίρνει την απόφαση 

                                                           

1112. Ανισότητα του Schwarz: µε ισότητα αν και µόνον αν  

για κάποια σταθερά  

12 13. ∆ηλ.,  
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, όπου Ν είναι ο χρόνος τερµατισµού που ορίζεται από το 

 Αυτό σηµαίνει ότι το φ µας λέει πότε να 

σταµατήσουµε να παίρνουµε δείγµατα µε τον µηχανισµό ότι όταν  

παίρνουµε ένα άλλο δείγµα [το (n + 1)st] και όταν , σταµατάµε τη 
δειγµατοληψία και παίρνουµε µια απόφαση. Με τον τρόπο αυτό, ο αριθµός των δειγµάτων, 
Ν, είναι τυχαίος, αφού εξαρτάται από την ακολουθία δεδοµένων. Ο τερµατικός κανόνας 
απόφασης δ  µας λέει ποια απόφαση να πάρουµε όταν σταµατάµε τη δειγµατοληψία. Για 
παράδειγµα, ένας συνηθισµένος σταθερού µεγέθους δείγµατος κανόνας απόφασης δ που 
λειτουργεί µε n δείγµατα δίνεται από τον ακολουθιακό κανόνα απόφασης (φ, δ) που ορίζεται 
από  

 

Για να εξάγουµε βέλτιστους ακολουθιακούς κανόνες απόφασης για το (ΙΙΙ.D.1) πρώτα 
εξετάζουµε τη Μπαϊεσιανή εκδοχή του προβλήµατος αυτού, στην οποία τα πρότερα π1 και π0 

= (1 – π1) αποδίδονται στις υποθέσεις Η1 και Η0, αντίστοιχα, και τα κόστη αποδίδονται 
στις αποφάσεις. Προς χάριν της απλότητας, θα υποθέσουµε οµοιόµορφα κόστη, παρόλο που 
µπορούµε να χειριστούµε εύκολα και άλλες αποδόσεις κόστους. Αφού θεωρητικά έχουµε ένα 
άπειρο αριθµό i.i.d. παρατηρήσεων στη διάθεσή µας, για να κάνουµε το πρόβληµα 
ρεαλιστικό θα πρέπει να αποδώσουµε ένα κόστος στην παρατήρηση. Εποµένως θα 
αποδώσουµε ένα κόστος C > 0 σε κάθε δείγµα που λαµβάνουµε, ώστε το κόστος λήψης n 
δειγµάτων να είναι nC.  

Με τις προηγούµενες αποδόσεις κόστους, οι υπό συνθήκη διακινδυνεύσεις για ένα δεδοµένο 
ακολουθιακό  κανόνα απόφασης είναι  

 

και  

  

όπου οι κάτω δείκτες συµβολίζουν την υπόθεση µε την οποία υπολογίζεται η προσδοκία και 
Ν είναι ο χρόνος τερµατισµού που ορίζεται παραπάνω ότι λειτουργεί µε την τυχαία 
ακολουθία {Υk}. Η Μπαϊεσιανή διακινδύνευση, εποµένως δίνεται από 

 

και ένας Μπαϊεσιανός ακολουθιακός κανόνας είναι κάποιος που ελαχιστοποιεί το  
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Για να καταλάβουµε τη δοµή του βέλτιστου κανόνα απόφασης σ’ αυτό το Μπαϊεσιανό 
πλαίσιο, είναι χρήσιµο να εξετάσουµε τη συνάρτηση  

 

 

Αφού σηµαίνει ότι ο έλεγχος δεν σταµατά µε µηδενικές παρατηρήσεις, το (ΙΙΙ.D.5) 
περιγράφει την ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση σε όλους τους ακολουθιακούς ελέγχους 
που παίρνουν τουλάχιστον ένα δείγµα. Αποδεικνύεται ευθέως ότι η συνάρτηση 

είναι µια κοίλα, συνεχής συνάρτηση του π1 µε , όπως 
απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.D.1 [βλέπε Ferguson (1967)]. Στο Σχ. ΙΙΙ.D.1 φαίνονται επίσης 
διαγράµµατα της Μπαϊεσιανής διακινδύνευσης ως προς το π1 για δύο άλλους ακολουθιακούς 

κανόνες απόφασης. Αυτόν που δεν παίρνει δείγµατα και αποφασίζει Η1 (δηλ. ) 

και αυτόν που δεν παίρνει δείγµατα και αποφασίζει Η0 (δηλ.  

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.D.1 Σχέσεις που αποδίδουν τον Μπαϊεσιανό ακολουθιακό νόµο για οµοιόµορφα 
κόστη σφαλµάτων και κόστος C ανά δείγµα  

 

Σηµειώστε ότι  

 

Οι τελευταίοι αυτοί δύο κανόνες απόφασης αποτελούν τους µόνους πιθανούς Μπαϊεσιανούς 
κανόνες που δεν περιλαµβάνονται στην ελαχιστοποίηση του (ΙΙΙ.D.5)14

Ας σηµειωθεί ότι στο 

Σχ. ΙΙΙ.D.1 συµβολίσαµε µε την τετµηµένη της τοµής του και του 
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Μελετώντας το Σχ. ΙΙΙ.D.1, βλέπουµε ότι ο Μπαϊεσιανός κανόνας για ένα σταθερό πρότερο 

π1 είναι  αν , είναι  αν , και είναι ο 
κανόνας απόφασης µε ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση µεταξύ όλων των (φ, δ) µε 

αν . Άρα αν , δεν παίρνουµε δείγµατα και επιλέγουµε Η0 , 

αν  δεν παίρνουµε δείγµατα και επιλέγουµε Η1 και σε άλλη περίπτωση παίρνουµε 
τουλάχιστον ένα δείγµα.  

Τώρα υποθέστε ότι έχουµε τη συνθήκη . Εδώ γνωρίζουµε ότι ο βέλτιστος 
έλεγχος λαµβάνει τουλάχιστον ένα δείγµα, αλλά ο έλεγχος δεν µπορεί να προσδιοριστεί µε 
άλλο τρόπο. Ωστόσο, ας σηµειωθεί ότι αφού έχουµε λάβει ένα δείγµα, το πρόβληµα 
βελτιστοποίησης του ελέγχου είναι υπό συνθήκη το ίδιο µε αυτό χωρίς δείγµατα, υπό την 
έννοια ότι και πάλι έχουµε απείρως πολλά i.i.d. δείγµατα στη διάθεσή µας και τα κόστη είναι 
τα ίδια. Η µία διαφορά είναι ότι τώρα έχουµε πάρει ένα δείγµα και έτσι έχουµε περισσότερες 
πληροφορίες για το ποια υπόθεση είναι αληθής. Συγκεκριµένα, αντί να έχουµε µια πρότερη 

πιθανότητα π1, τώρα έχουµε πρότερο ) που είναι στην πραγµατικότητα η ύστερη 

πιθανότητα του Η1, µε δεδοµένη την παρατήρησή µας στο Υ1. ∆ηλ.,  είναι 

αληθές . Άρα η εικόνα µετά τη λήψη ενός δείγµατος είναι ακριβώς ίδια µε αυτή 

του Σχ. ΙΙΙ.D.1 εκτός από το ότι η τετµηµένη µεταβλητή π1 αντικαθίσταται από το . 
Καθώς τα δείγµατα είναι ανεξάρτητα, η γνώση του Υ1 δεν επηρεάζει το σχήµα το V* (που 
τώρα συµβολίζει την ελάχιστη διακινδύνευση σε όλους τους ελέγχους που λαµβάνουν 
τουλάχιστον δύο δείγµατα). Άρα συµπεραίνουµε ότι αφού λάβουµε ένα δείγµα, ο βέλτιστος 

έλεγχος σταµατά και επιλέγει Η0, αν , σταµατά και επιλέγει Η1, αν 

και λαµβάνει άλλο δείγµα, αν  

Αν όσο το  όσο και το , τότε από τα παραπάνω 
βλέπουµε ότι ο βέλτιστος έλεγχος λαµβάνει τουλάχιστον δύο δείγµατα. Στην περίπτωση 

αυτή, ξεκινάµε εκ νέου µε το νέο πρότερο  είναι 

αληθές και κάνουµε την ίδια σύγκριση ξανά. Συνεχίζοντας µε αυτή τη 
λογική για ένα αυθαίρετο αριθµό ληφθέντων δειγµάτων, βλέπουµε ότι ο Μπαϊεσιανός 

ακολουθιακός έλεγχος συνεχίζει τη δειγµατοληψία µέχρι το µέγεθος   

(Η1 είναι αληθές να µην εµπίπτει στο διάστηµα  ) και τότε 

επιλέγει Η0 αν  και Η1 αν  [Για n = 0, π1 

(y1,…..,yn)  και Η1 αν . [Για n = 0, το συµβολίζει 
π1]. Ο έλεγχος αυτός περιγράφεται από τον κανόνα τερµατισµού 

13 

                                                           

14. Βλέπουµε ευθέως ότι αυτή η τυχαιοποίηση δεν µπορεί να βοηθήσει µε το  αφού αν επιλέξουµε δ0 =1 µε 

πιθανότητα γ και δ0 =0 µε πιθανότητα (1- γ) έχουµε ένα Μπαϊεσιανό κίνδυνο που είναι  πάντα 

µεγαλύτερος από  το  
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  αν  

και ο κανόνας τερµατισµού απόφασης 

 

Ο Μπαϊεσιανός έλεγχος απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.D.2 Υπό οµαλές συνθήκες, το 

 συγκλίνει σχεδόν βέβαια στο 1 ως προς το Η1 και στο 0 ως προς το Η0. 
Εποµένως, ο έλεγχος τερµατίζει µε πιθανότητα 1. Όλα όσα είναι απαραίτητα για τον 
προσδιορισµό του βέλτιστου ελέγχου είναι οι δύο πιθανότητες πL και πU  κι ένα σύστηµα 
υπολογισµού ∆υστυχώς, είναι δύσκολο να λάβουµε τις πL και πU  ακριβώς, 

εκτός από ορισµένες ειδικές περιπτώσεις (π.χ. όταν τα  λαµβάνουν µόνο διακριτές τιµές). 
Από την άλλη, ο υπολογισµός της ύστερης πιθανότητας είναι αρκετά εύκολος. 
Συγκεκριµένα, υποθέτοντας ότι τα Ρ0 και Ρ1 έχουν πυκνότητες p0 και p1, ο Μπαϊεσιανός τύπος 

συνεπάγεται ότι το  µπορεί να γραφεί ως  

 

όπου  είναι ο λόγος πιθανοφάνειας βασισµένος σε n δείγµατα που δίνεται από  
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ΣΧΗΜΑ III.D.2. Απεικόνιση υλοποίησης ενός Μπαϊεσιανού ακολουθιακού ελέγχου  

(Για λόγους συµβατότητας ορίζουµε λ0 = 1.) Καθώς το (ΙΙΙ.D.8) είναι µονότονα αυξανόµενο 
στο λn, ο έλεγχος του (ΙΙΙ.D.6) και του (III.D.7) µπορεί να ξαναγραφεί ως  

 

και  

 

όπου  και  . Άρα ο Μπαϊεσιανός 
ακολουθιακός έλεγχος λαµβάνει δείγµατα µέχρι ο λόγος πιθανοφάνειας να βρίσκεται εκτός 

του διαστήµατος  και κατόπιν αποφασίζει για το Η0 ή το Η1, ανάλογα από το αν το λn 

εµπίπτει κάτω από το π  ή πάνω από το  

Ο έλεγχος του (ΙΙΙ.D.10) και (ΙΙΙ.D.11) είναι ένα παράδειγµα ακολουθιακού ελέγχου λόγου 
πιθανοφάνειας (SPRT). Συγκεκριµένα, για όλους πραγµατικούς αριθµούς Α και Β που 

ικανοποιούν το , ο SPRT µε σύνορα Α και Β [που συµβολίζονται στο 
SPRT (A, B)] ορίζεται όπως στο (ΙΙΙ.D.10) και το (ΙΙΙ.D.11) µε το π να αντικαθίσταται από το 

Α και το να αντικαθίσταται από το Β,  και µε τον κανόνα απόφασης να µένει αυθαίρετος 
αν Α = Β. Άρα ο SPRT (Α,Β) συνεχίζει τη δειγµατοληψία µέχρι ο λόγος πιθανοφάνειας λn να 

βρεθεί εκτός των «συνόρων» Α και Β και κατόπιν επιλέγει Η1 αν  και Η0 αν  
Ας σηµειωθεί ότι αν Α = 1 <Β, δεν παίρνουµε δείγµατα και επιλέγουµε Η0. Και αν Α = Β = 1, 
δεν παίρνουµε δείγµατα και κάνουµε µια αυθαίρετη επιλογή.  

Παράδειγµα ΙΙΙ.D.1: Ακολουθιακή Ανίχνευση ενός ∆ιαρκούς Σήµατος  

Εξετάστε το πρόβληµα ανίχνευσης ενός διαρκούς σήµατος σε προσθετικό i.i.d. θόρυβο.  

 

όπου θ > 0 και είναι µια i.i.d. ακολουθία των  δειγµάτων θορύβου. Για το 
πρόβληµα αυτό, ο λόγος πιθανοφάνειας που βασίζεται σε n δείγµατα δίνεται από  

 

οπότε ο SPRT (A,B) συνεχίζει τη δειγµατοληψία για όσο το µέγεθος αυτό βρίσκεται µεταξύ 
των Α και Β. Ισοδύναµα, µε τη λήψη λογαρίθµων, βλέπουµε ότι ο SPRT (A, B) υπολογίζει 

το   σε κάθε στάδιο και το συγκρίνει µε το λογάριθµο Α και το 



121 

 

λογάριθµο Β, σταµατώντας και επιλέγοντας Η1 όταν το υπερβαίνει 

το λογάριθµο Β και σταµατώντας και επιλέγοντας Η0 όταν το  
πέφτει κάτω από το λογάριθµο Α.  

Εκτός της βελτιστότητας του SPRT  στο Μπαϊεσιανό πρόβληµα, ο SPRT (A, B) έχει 
µια ακόµη ιδιότητα βελτιστότητας η οποία, από την άποψη της ανίχνευσης σήµατος, είναι 
ενδεχοµένως πιο σηµαντική. Η ιδιότητα αυτή συνοψίζεται στο θεώρηµα Wald – Wolfowitz 
(που αναφέρεται παρακάτω), το οποίο είναι ανάλογο µε το λήµµα Neyman – Pearson. 

Για ένα ακολουθιακό κανόνα απόφασης (φ, δ) έστω ότι  συµβολίζει την πιθανότητα 

ψευδούς συναγερµού και έστω ότι συµβολίζει την πιθανότητα µιας αστοχίας. 

∆ηλ.,  

 

και  

 

Επίσης, έστω ότι συµβολίζει τον τυχαίο χρόνο τερµατισµού που συνδέεται µε το . 
∆ηλ.,  

 

Το  είναι επίσης γνωστό ως ο αριθµός δείγµατος του  Τότε έχουµε το ακόλουθο 
αποτέλεσµα   

Πρόταση III.D.1: Το Θεώρηµα Wald – Wolfowitz 

Ας υποθέσουµε ότι  είναι ο SPRT (A, B) και ότι  είναι κάθε άλλος ακολουθιακός 
κανόνας απόφασης για τον οποίο 

 

και 

 

Τότε  
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Άρα βλέπουµε ότι για ένα δεδοµένο επίπεδο επίδοσης, κανένας ακολουθιακός κανόνας 
απόφασης δεν έχει µικρότερο αναµενόµενο µέγεθος δείγµατος απ’ ό,τι ο SPRT µε αυτή την 
επίδοση. Ας σηµειωθεί επίσης ότι καθώς ένας ανιχνευτής σταθερού µεγέθους δείγµατος 
µπορεί να χαρακτηριστεί ως ένας συγκεκριµένος τύπος ακολουθιακού κανόνας απόφασης, 
αυτό το θεώρηµα συνεπάγεται ότι το µέσο µέγεθος δείγµατος ενός SPRT δεν είναι µεγαλύτερο 
από το µέγεθος δείγµατος ενός ελέγχου σταθερού µεγέθους δείγµατος µε την ίδια επίδοση. Είναι 
επίσης αληθές ότι για δεδοµένα αναµενόµενα µεγέθη δείγµατος, κανένας ακολουθιακός 
κανόνας απόφασης δεν έχει µικρότερες πιθανότητες σφάλµατος από τον SPRT [βλ. π.χ., 
Ferguson (1967)]. Η ισχύς του θεωρήµατος Wald – Wolfowitz ουσιαστικά απορρέει από τη 
Μπαϊεσιανή βελτιστότητα του SPRT. Εδώ η απόδειξη παραλείπεται.  

Το θεώρηµα Wald – Wolfowitz µας λέει ότι για δεδοµένα PF και PM, o SPRT είναι ο 
ανιχνευτής µε το µικρότερο µέσο µέγεθος δείγµατος. Αποδεικνύεται ότι ο SPRT (A, B) µας 
επιτρέπει να επιλέξουµε τα PF και PM  αυθαίρετα εις βάρος µεγαλύτερων αναµενόµενων 
µεγεθών δείγµατος, όπως θα δούµε παρακάτω. Το επόµενο ερώτηµα που προκύπτει: Πώς 
επιλέγει κάποιος το Α και Β για να επιτύχει ένα επιθυµητό επίπεδο επίδοσης; Η απάντηση στο 
ερώτηµα αυτό δίνεται εν µέρει από την παρακάτω ανάλυση.  

Ας υποθέσουµε ότι το  είναι ο SPRT (Α, Β) µε Α < 1 < Β, και έστω ότι α = 

 και . Σηµειώστε ότι η περιοχή απόρριψης 

του   µπορεί να γραφεί ως  

 

όπου  και  

Αφού  Qn και Qm  είναι ξένα (ή αµοιβαίως αποκλειόµενα) σύνολα για , µπορούµε να 
γράψουµε  

 

 

Στο Qn έχουµε  , ώστε  

 

Παροµοίως,  
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Άρα έχουµε 

 

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις ανισότητες του (ΙΙΙ.D.14) για να λάβουµε 
προσεγγιστικές τιµές ώστε τα σύνορα Α και Β να δώσουν τα επιθυµητά α και γ, υποθέτοντας 
ότι όταν ο λόγος πιθανοφάνειας λn ξεπερνά ένα σύνορο, η υπέρβαση του συνόρου [δηλ., 

 ή  είναι αµελητέα. Η προσέγγιση αυτή θα 
είναι ακριβής, αν το Ν είναι σχετικά µεγάλο στο µέσο. Άρα, υποθέτουµε ότι είτε 

είτε  και η ανισότητα του (III.D.14) γίνονται 
προσεγγιστικές ισότητες. ∆ηλ.,  

 

Οι προσεγγίσεις αυτές είναι γνωστές ως προσεγγίσεις Wald  

Έστω ότι αd και γd είναι επιθυµητές πιθανότητες σφάλµατος και έστω ότι χρησιµοποιούµε την 
προσέγγιση του (ΙΙΙ.D.15) για να επιλέξουµε τα πραγµατικά σύνορα, δηλ.,  

 

Τότε οι πραγµατικές πιθανότητες σφάλµατος αα και γα  θα ικανοποιούν τις ανισότητες του 
(ΙΙI.D.13) , έτσι ώστε  

 

Και  

 

από το οποίο έχουµε  

 

και  

 



124 

 

Έτσι, για παράδειγµα, αν  έχουµε 

 

και  

] 

Ας σηµειωθεί ότι το (ΙΙΙ.D.17) εγγυάται ότι µπορούµε να λάβουµε αυθαίρετα καλή επίδοση 
πιθανότητας σφάλµατος, µε την ορθή επιλογή ορίων Α και Β. Σηµειώστε επίσης ότι οι 
ανισότητες (III.D.17) είναι ακριβείς και δεν εξαρτώνται (εκτός από το κίνητρο για την 
επιλογή Αα και Βα από το (ΙΙΙ.D.15)] από την προσέγγιση που βασίζεται στην άγνοια της 
υπέρβασης των συνόρων. Ενδεχοµένως το πιο εκπληκτικό  απ’ όλα τα παραπάνω είναι ότι η 
πραγµατική κατανοµή του Υk δεν σχετίζεται µε την ανάλυση. Το γεγονός αυτό αποτελεί 
σηµαντικό πλεονέκτηµα της χρήσης ενός SPRT αντί ενός ελέγχου σταθερού µεγέθους 
δείγµατος.  

Παρόλο που µπορούµε αυθαίρετα να µειώσουµε τις πιθανότητες σφάλµατος µ’ έναν SPRT, 
αυτό γίνεται εις βάρος της αύξησης του αναµενόµενου µεγέθους δείγµατος. Για να το 

κατανοήσουµε αυτό, ας υποθέσουµε ότι α και γ είναι µικρά ώστε  και  Τότε, 
καθώς το γ και το α µειώνονται, το Α µικραίνει και το Β µεγαλώνει. Αυτό διευρύνει το 
διάστηµα (Α,Β), οπότε για µια δεδοµένη υλοποίηση, ο SPRT (A,B) πρέπει να λάβει 
περισσότερα δείγµατα. Η ανάλυση των προηγούµενων παραγράφων υποδεικνύει ότι οι 
πιθανότητες σφάλµατος του SPRT µπορούν να ελεγχθούν χωρίς να ληφθεί υπόψη η 
κατανοµή των παρατηρήσεων. Ωστόσο, το αναµενόµενο µέγεθος εξαρτάται από την 
κατανοµή των δεδοµένων και χρησιµοποιείται ο βασικός  δείκτης απόδοσης για τη σύγκριση 
διάφορων ακολουθιακών ανιχνευτών. Το επόµενο ερώτηµα που προκύπτει τότε είναι: Πώς 
µπορεί κάποιος να αξιολογήσει το αναµενόµενο µέγεθος δείγµατος ενός ακολουθιακού 
ανιχνευτή; Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό θα πρέπει να εξετάσουµε πρώτα έναν 
ελαφρώς πιο γενικό ακολουθιακό έλεγχο για Η0 ως προς Η1, που ορίζεται ως ακολούθως  

Για κάθε  και κάθε συνάρτηση  , ορίστε τον ακολουθιακό κανόνα 

απόφασης  από το ζεύγος  που δίνεται από  

 αν  

Και        

      αν  

          αν  
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Ας σηµειωθεί ότι για  και , ο SPRT (Α, Β) είναι 

  µε  και  Για την περίπτωση του 

παραδείγµατος III.D.1, ο SPRT (Α, Β) είναι   µε Ο 
έλεγχος ST (a,b.g) απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.D.3.  

Στο πλαίσιο του  έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα που οφείλεται στο Wald (βλέπε 
Ferguson 1967). 

 

 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.D.1   Απεικόνιση του  

 

 Πρόταση ΙΙΙ.D.2.: Η θεµελιώδης ταυτότητα της ακολουθιακής ανάλυσης  

Έστω . Ορίστε  και 

 και έστω ότι Μj συµβολίζει τη στιγµιαία συνάρτηση παραγωγής της 

τυχαίας µεταβλητής ως προς την υπόθεση Ηj. ∆ηλ.,  

 

Ας υποθέσουµε ότι  j = 0 ή 1. Τότε, αν και 

, έχουµε  



126 

 

 

για όλα τα αληθή t για τα οποία  

Το αποτέλεσµα αυτό είναι επίσης γνωστό ως ταυτότητα του Wald. Είναι άµεση συνέπεια του 
θεωρήµατος βέλτιστης δειγµατοληψίας για τα µαρτινγκέιλ [Breiman (1968)] και δεν θα 
αποδειχθεί εδώ. Ένα αποτέλεσµα που έπεται από την Πρόταση ΙΙI.D.2 είναι το ακόλουθο: 

Πρόταση ΙΙΙ.D.3: Συνακόλουθο της ταυτότητας του Wald.  

Ως προς την Πρόταση ΙΙI.∆.2, υποθέστε ότι  σε µια περιοχή του t = 0. Ορίστε 

 και  

Τότε 

 

και  

 

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Wald και το συνακόλουθό της µπορούµε να 

επεκτείνουµε τις προσεγγίσεις Wald (ΙΙΙ.D.15) µέχρι τον έλεγχο  ως ακολούθως 

Ας υποθέσουµε ότι µπορούµε να βρούµε δύο µη µηδενικούς αριθµούς t0 και t1 τέτοιους ώστε 

 για  j = 0 και 1 (η ύπαρξη ενός τέτοιου tj εξασφαλίζεται αν 

 και  [Βλ.Ferguson (1967)]. Τότε η 
ταυτότητα του Wald συνεπάγεται ότι  

 

Αν αγνοήσουµε την «υπέρβαση των ορίων», τότε ως προς το Η0, η SN είναι µια διακριτή 

τυχαία µεταβλητή που λαµβάνει τιµές b και a µε πιθανότητες  και  

αντίστοιχα, και ως προς το Η1, η SN λαµβάνει τιµές a και  b µε πιθανότητες  

και , αντίστοιχα. Άρα, το (ΙΙΙ.D.18) συνεπάγεται ότι  

 

και  
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από το οποίο έχουµε  

 

και  

 

Ως παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι παίρνουµε  ώστε 

 

Τότε έχουµε  

 

Σηµειώνοντας ότι  

 

έχουµε . Παροµοίως για την περίπτωση αυτή  

 

που παράγει t1 = -1. Ορίζοντας Α = ea και  B = eb, τα (ΙΙΙ.D.19) και (ΙΙΙ.D.20) συνεπάγονται 
ότι  

 και  

που είναι ισοδύναµα µε τις προσεγγίσεις Wald του (ΙΙΙ.D.15).  

Αν µ = 0, τότε δεν υπάρχει µη µηδενικό t0 τέτοιο ώστε Μ0 (t0) = 1. Αλλά σ’ αυτή την 

περίπτωση, το συµπλήρωµα στην ταυτότητα του Wald συνεπάγεται ότι , το 
οποίο παράγει  

 

ή  
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Παροµοίως, αν µ1  = 0, έχουµε  

 

Με παρόµοιο τρόπο, µπορούµε να προσεγγίσουµε τα αναµενόµενα µεγέθη δείγµατος του 

 χρησιµοποιώντας την Πρόταση ΙΙΙ.D.3. Πρώτα, υποθέτουµε ότι  Τότε, 
αγνοώντας την υπέρβαση των ορίων, το συµπλήρωµα συνεπάγεται ότι  

 

Αν µ0 = 0, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε  

 

Παρόµοιες παραστάσεις ισχύουν και για το . Ας σηµειωθεί ότι είτε το (α, b) ή το 
(α, γ) µπορούν να απαλειφθούν από τις παραστάσεις αυτές µέσω των προσεγγίσεων των 
(ΙΙΙ.D.19) και (ΙΙI.D.20) ή των (ΙΙΙ.D.21) και (III.D.22). Για παράδειγµα, αν µj = 0, έχουµε  

 

Για τη SPRT (ea, eb) έχουµε  για j = 0 και 1 και οι προσεγγίσεις Wald παράγουν  

 

 

και                                                                               (ΙΙΙ.D.23)  

 

Τώρα, ας εξετάσουµε το ακόλουθο παράδειγµα  

Παράδειγµα ΙΙΙ.D.2: Σύγκριση µιας ακολουθιακής και µιας FSS ανίχνευσης 

Για να απεικονίσετε τις εξοικονοµήσεις σε αναµενόµενο  µέγεθος δείγµατος που προκαλείται 
από τη χρήση ενός ελέγχου SPRT αντί της χρήσης ενός ελέγχου FSS (δείγµατος παγίου 
µεγέθους), εξετάστε ξανά το πρόβληµα ανίχνευσης διαρκούς σήµατος στο Παράδειγµα 
ΙΙΙ.D.1. 
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Φυσικά, ο καλύτερος FSS ανιχνευτής είναι ο ανιχνευτής λόγου πιθανοφάνειας, ο οποίος για 
έναν δεδοµένο δείγµα µεγέθους n, έχει πιθανότητες σφάλµατος α και γ που συνδέονται µέσω 
της παράστασης (ΙΙΙ.Β.31).  

 

Άρα για δεδοµένα α και γ, το µέγεθος δείγµατος που απαιτείται ώστε ο FSS έλεγχος λόγου 
πιθανοφάνειας να παράγει αυτές τις πιθανότητες σφάλµατος δίνεται µε την αντιστροφή του 
(ΙΙΙ.D.24), δηλαδή 

 

όπου το [x] συµβολίζει τον µικρότερο ακέραιο που δεν είναι µικρότερος από το x. 

Για τον SPRT µε όρια επιλεγµένα για δεδοµένες πιθανότητες σφάλµατος, τα αναµενόµενα 
µεγέθη δείγµατος δίνονται από το (ΙΙΙ.D.23). Για να υπολογίσουµε την παράσταση πρέπει να 
υπολογίσουµε τα µ0 και µ1 που δίνονται από  

 

Για λόγους απλότητας υποθέτουµε ότι α = γ, περίπτωση στην οποία  

 

Για α = γ = 0.1 και , ο υπολογισµός των (ΙΙΙ.D.25) και (ΙΙΙ.D.27) δίνει 

και . Άρα, κατά µέσο όρο, ο SPRT χρησιµοποιεί λιγότερα από τα 
µισά δείγµατα του FSS ελέγχου στην περίπτωση αυτή. Αυτό που είναι ενδιαφέρον είναι ότι, 
χρησιµοποιώντας τα (ΙΙI.D.25) και (ΙΙΙ.D.27) µπορεί να αποδειχθεί ότι  

 

Άρα, για εξαφανιζόµενα µικρές πιθανότητες σφάλµατος (µε α = γ ) ο SPRT απαιτεί µόνο το 
ένα τέταρτο δειγµάτων, κατά µέσο όρο, από αυτά που απαιτεί ο FSS έλεγχος.  

Το παράδειγµα ΙΙΙ.D.2 απεικονίζει ότι ο SPRT µπορεί, κατά µέσο όρο, να προσφέρει 
σηµαντικές εξοικονοµήσεις σε σχέση µε τον καλύτερο FSS έλεγχο σε ό,τι αφορά τον αριθµό 
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των δειγµάτων που απαιτούνται για την πραγµατοποίηση ενός ελέγχου µε δεδοµένο επίπεδο 
επίδοσης. Αυτό είναι ιδιαίτερα ευνοϊκό σε εφαρµογές στις οποίες πρόκειται να διεξαχθεί ένας 
µεγάλος αριθµός πανοµοιότυπων ελέγχων. Ένα παράδειγµα µιας τέτοιας εφαρµογής είναι το 
ερευνητικό ραντάρ, στο οποίο το ραντάρ πραγµατοποιεί έναν έλεγχο (παρόν στόχος ως προς 
απόντα στόχο) σε κάθε ένα από τα πολλά κελιά σ’ ένα πεδίο έρευνας.  

Από τα οφέλη σε επίδοση που φαίνονται στο Παράδειγµα ΙΙΙ.D.2 θα µπορούσε να 
δηµιουργηθεί το ερώτηµα: Γιατί να µην εγκαταλείψουµε τη χρήση των FSS ελέγχων λόγου 
πιθανοφάνειας προς χάρη των SPRT για όλες τις περιπτώσεις. ∆υστυχώς, οι SPRT έχουν 
αρκετά πρακτικά µειονεκτήµατα που δεν είναι άµεσα προφανή από την παραπάνω ανάλυση. 
Ένα τέτοιο µειονέκτηµα έγκειται στο γεγονός ότι παρόλο που το µέγεθος δείγµατος ενός 
SPRT είναι πεπερασµένο µε πιθανότητα 1, δεν είναι φραγµένο. Ο SPRT εξοικονοµεί 
δείγµατα παίρνοντας γρήγορες αποφάσεις, όταν η υπόθεση είναι σαφής ως προς τα 
παρατηρούµενα δεδοµένα. Από την άλλη, αν τα παρατηρούµενα δεδοµένα είναι ασαφή, ο 
SPRT µπορεί να λειτουργήσει για ένα µεγάλο αριθµό δειγµάτων. Όπως υποδεικνύει το 
θεώρηµα Wald – Wolfowitz, ο µέσος όρος αυτών των δύο επιδράσεων είναι ευεργετικός. 
Ωστόσο, η περιστασιακή µακρά λειτουργία µπορεί να µην είναι πρακτική για πολλές 
εφαρµογές. Ευτυχώς, αυτή η δυσκολία µπορεί να ξεπεραστεί αρκετά εύκολα, 
µετασχηµατίζοντας τον SPRT  ώστε να σταµατήσει τη δειγµατοληψία και να πάρει µια 
δύσκολη (µονού κατωφλιού) απόφαση µετά από κάποιο µέγιστο αριθµό δειγµάτων. Αυτός ο 
τύπος ελέγχου είναι γνωστός ως αποκοµµένος SPRT, και οι αποκοµµένοι SPRT διατηρούν 
τις θετικές ιδιότητες των SPRT µε την προϋπόθεση ότι το σηµείο αποκοπής δεν είναι πάρα 
πολύ µικρό.  

Ένα άλλο πρακτικό µειονέκτηµα των SPRT είναι ότι η πραγµατοποίησή τους απαιτεί ακριβή 
γνώση και του p0 και του p1. Για παράδειγµα, στο πρόβληµα ανίχνευσης διαρκούς σήµατος 
του Παραδείγµατος ΙΙΙ.D.1 είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε τη µόνη τιµή θ, προκειµένου να 
πραγµατοποιήσουµε τον έλεγχο. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε τον FSS Neyman – Pearson 
έλεγχο για τον ίδιο έλεγχο που είναι οµοιόµορφα πιο ισχυρός για θ > 0. Μια λανθασµένη 
εικασία ως προς την πραγµατική µόνη τιµή µπορεί να έχει ως αποτέλεσµα κάποια απώλεια 
στην επίδοση του SPRT στην περίπτωση αυτή. Για παράδειγµα, αν η παράµετρος 
πραγµατικής θέσης ήταν µόνο η µισή από την εικαζόµενη, η στατιστική ελέγχου 

 θα κυµαινόταν γύρω στο µηδέν ως προς το Η1, έχοντας πιθανόν ως 
αποτέλεσµα πολύ µακρείς ελέγχους. Αυτό µπορεί να αµβλυνθεί σε κάποιο βαθµό µε την 
αποκοπή. Ωστόσο, αυτός ο τύπος προβλήµατος αποτελεί έναν από τους βασικούς 
περιορισµούς των ακολουθιακών ελέγχων.  

Ένα τρίτο µειονέκτηµα των ακολουθιακών ελέγχων είναι ότι η θεωρία αυτών των ελέγχων 
περιορίζεται όταν δεν µπορεί να γίνει επίκληση της i.i.d. παραδοχής. Σηµειώστε ότι η αρχική 
µας εξαγωγή του SPRT ως βέλτιστου Μπαϊεσιανού ελέγχου δεν θα λειτουργούσε αν δεν 
είχαµε ανεξαρτησία από το παρελθόν και το µέλλον και αν το µέλλον δεν ήταν όµοιο σε κάθε 
στάδιο.  

Παρά αυτά τα τρία µειονεκτήµατα, τα πλεονεκτήµατα των SPRT τους καθιστούν πολύ 
ελκυστικούς για πολλές εφαρµογές. Μια σειρά πρόσθετων ιδιοτήτων του SPRT και των 
πρακτικών τροποποιήσεών του αναλύονται σ’ ένα ερευνητικό άρθρο από τον Tantaratana 
(1986)  
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ΙΙΙ. Ε Μη παραµετρική και ανθεκτική ανίχνευση 

Στο κεφάλαιο ΙΙ και στην Ενότητα ΙΙΙ.Β εξετάσαµε προβλήµατα ελέγχου υπόθεσης και 
ανίχνευσης σήµατος ως προς µια ποικιλία παραδοχών σχετικά µε τη στατιστική συµπεριφορά 
των διαθέσιµων παρατηρήσεων. Μια παραδοχή κοινή σε όλα αυτά τα προβλήµατα είναι ότι η 
κατανοµή πιθανότητας των δεδοµένων είναι γνωστή (ίσως µόνο µέχρι ένα σύνολο άγνωστων 
παραµέτρων) ως προς κάθε υπόθεση. 

Σε πρακτικές καταστάσεις, συχνά είναι µη ρεαλιστικό να εικάσουµε ότι οι κατανοµές αυτές 
είναι γνωστές µε ακρίβεια και ενίοτε δεν µπορεί καν να εικασθεί ότι είναι γνωστές κατά 
προσέγγιση. Χωρίς αυτή τη γνώση, οι τεχνικές των προηγούµενων ενοτήτων δεν µπορούν να 
εφαρµοστούν ευθέως και άρα πρέπει να τεθούν εναλλακτικά κριτήρια σχεδιασµού. ∆ύο 
φιλοσοφίες σχεδιασµού που µπορούν να εφαρµοστούν στο πλαίσιο αυτό είναι η µη 
παραµετρική και η ανθεκτική ανίχνευση. Βασικά, οι µη παραµετρικές τεχνικές χειρίζονται το 
πρόβληµα της ανίχνευσης σηµάτων µόνο µε πολύ «τραχιές» (γενικές και αόριστες) 
πληροφορίες σχετικά µε τη στατιστική συµπεριφορά του θορύβου, ενώ οι ανθεκτικές τεχνικές 
είναι εφαρµόσιµες σε καταστάσεις στις οποίες οι στατιστικές θορύβου είναι γνωστές κατά 
προσέγγιση αλλά όχι ακριβώς. Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουµε µια σύντοµη επισκόπηση 
αυτών των δύο τύπων στρατηγικών ανίχνευσης.  

Εξετάστε το ακόλουθο γενικό πρόβληµα σύνθετου ελέγχου δυαδικής υπόθεσης που βασίζεται 
σε µια ανεξάρτητη και ταυτόσηµα κατανεµηµένη (i.i.d.)  ακολουθία παρατήρησης.  

 

 

ως προς      (ΙΙΙ.Ε.1) 

 

όπου οι  και  είναι δύο µη επικαλυπτόµενες κλάσεις πιθανών οριακών κατανοµών για 
τις παρατηρήσεις. Αυτό το πρόβληµα θεωρείται ότι είναι ένα πρόβληµα παραµετρικού 

ελέγχου υπόθεσης αν οι κλάσεις  και µπορούν να παραµετρικοποιηθούν από µια 
πραγµατική ή διανυσµατική παράµετρο. Για παράδειγµα, τα προβλήµατα ελέγχου σύνθετης 

υπόθεσης του αναλύθηκαν στην Ενότητα ΙΙ.Ε είναι παραµετρικά προβλήµατα. Αν τα  και 

 δεν µπορούν να παραµετρικοποιηθούν µε αυτόν τον τρόπο, το (ΙΙΙ.Ε.1) θεωρείται ότι 
είναι ένα πρόβληµα µη παραµετρικού ελέγχου υπόθεσης. Η γενική ιδέα στα µη παραµετρικά 

προβλήµατα είναι ότι τα  και είναι πολύ ευρέα για να παραµετρικοποιηθούν από µια 
παράµετρο πεπερασµένης διάστασης.  

Ένα παράδειγµα µη παραµετρικού προβλήµατος ελέγχου υπόθεσης είναι το πρόβληµα 
ελέγχου θέσης  
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ως προς      (ΙΙΙ.Ε.2) 

 

 

στο οποίο η  είναι µια i.i.d. ακολουθία για την οποία γνωρίζουµε µόνο ότι η οριακή 
της κατανοµή είναι συµµετρική περίπου στο µηδέν. Ένα τέτοιο µοντέλο µπορεί να προκύψει, 
για παράδειγµα, στο πρόβληµα ανίχνευσης ενός διαρκούς σήµατος σ’ ένα περιβάλλον 
θορύβου που είναι εντελώς άγνωστο στατιστικά εκτός από τις ιδιότητες του πανοµοιότυπου, 
της ανεξαρτησίας και της συµµετρίας. Το πρόβληµα είναι µη παραµετρικό, αφού η τάξη 
όλων των συµµετρικών κατανοµών είναι σίγουρα µη πεπερασµένης διάστασης.  

Οι ανθεκτικοί και οι µη παραµετρικοί έλεγχοι υπόθεσης είναι σχεδιασµένοι µέσα στο πλαίσιο 
των µη παραµετρικών υποθέσεων. Ξεκινάµε τη συζήτησή µας µε τους µη παραµετρικούς 
ελέγχους. Οι ανθεκτικοί έλεγχοι θα συζητηθούν στη συνέχεια.  

ΙΙΙ.Ε.1 ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ 

Μιλώντας γενικά, µη παραµετρικός έλεγχος είναι αυτός που σχεδιάζεται για να λειτουργήσει 

σε ευρείες κλάσεις  και  µε κάποια χαρακτηριστικά επίδοσης να παραµένουν 
αµετάβλητα σε όλες τις κλάσεις. Οι έλεγχοι αυτοί είναι συνήθως απλοί, που χρησιµοποιούν 
πρόχειρες πληροφορίες για τα δεδοµένα (π.χ., πρόσηµα, διατάξεις κτλ.), παρά τις ακριβείς 
τιµές των δεδοµένων. Σχεδόν πάντα, το χαρακτηριστικό επίδοσης που πρέπει να διατηρείται 
αµετάβλητο σε µη παραµετρικά προβλήµατα είναι η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού. 
Εποµένως, ο τυπικός ορισµός ενός µη παραµετρικού ελέγχου (ή ανιχνευτή) για το (ΙΙΙ.Ε.1) 

είναι αυτός στον οποίο η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού είναι διαρκής ως προς το . Για 
καταστάσεις στις οποίες το Υ αποτελεί µια ακολουθία παρατηρήσεων Υ1,….., Υn, µας 

ενδιαφέρουν και για ακολουθίες ελέγχων,  που είναι ασυµπτωµατικά µη 
παραµετρικές για το (ΙΙΙ.Ε.1), δηλ. ακολουθίες ελέγχων για τις οποίες το 

είναι σταθερό για όλα τα . 

Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι και ανιχνευτές έχουν βρει πολλές εφαρµογές σε πεδία, όπως 
είναι τα ραντάρ και τα σόναρ. Σε αυτές τις εφαρµογές, οι µη παραµετρικοί ανιχνευτές 
καλούνται ενίοτε ανιχνευτές σταθερού ρυθµού ψευδούς συναγερµού (CFAR). Στις ακόλουθες 
παραγράφους, περιγράφουµε κάποιες από τις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες µη 
παραµετρικούς µεθόδους.  

Ο προσηµικός έλεγχος  

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια ακολουθία Υ1,….Υn ανεξάρτητων και .. κατανεµηµένων (i.i.d.) 

αληθούς τιµής παρατηρήσεων. Ορίστε την παράµετρο p ως  και εξετάστε 
το ζεύγος υπόθεσης  
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Ως προς    (ΙΙΙ.Ε.3)  

 

 

Με λέξεις, το (ΙΙΙ.Ε.3) είναι η υπόθεση ότι τα Υk έχουν µηδενικό διάµεσο ως προς την 
υπόθεση ότι ο διάµεσος των Υk είναι µεγαλύτερος από µηδέν. Με διάφορες ερµηνείες, το 
µοντέλο αυτό προκύπτει σε διάφορες εφαρµογές. Για παράδειγµα, το µοντέλο του (ΙΙΙ.Ε.2) µε 
θ > 0 είναι ένα υποσύνολο το µοντέλου αυτού.  

Οι υποθέσεις του (ΙΙΙ.Ε.3) είναι µη παραµετρικές αφού, σε ό,τι αφορά το (ΙΙΙ.Ε.1), έχουµε  

 

και  

      

όπου το  συµβολίζει την κλάση όλων των κατανοµών στο . Καµία από αυτές τις 
κλάσεις δεν µπορεί να παραµετρικοποιηθεί (δηλ. να τεθεί σε µία προς µία αντιστοιχία) µε  
µια παράµετρο πεπερασµένων διαστάσεων.  

Για να παράγουµε ένα βέλτιστο έλεγχο για το (ΙΙΙ.Ε.3) ας επιλέξουµε πρώτα µια αυθαίρετη 

κατανοµή Q1 στο . Για λόγους απεικόνισης, θα υποθέσουµε ότι το Q1 έχει πυκνότητα q1, 
παρόλο που το ακόλουθο ανάπτυγµα µπορεί να  πραγµατοποιηθεί χωρίς αυτή την υπόθεση. 
Ορίστε δύο συναρτήσεις  

    

και     

    

και ορίστε µια πυκνότητα  στο  µε  
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Σηµειώστε ότι η κατανοµή Q0 που αντιστοιχεί στην πυκνότητα q0 είναι στοιχείο του  αφού  

 

 

 

Εξετάστε το απλό ζεύγος υπόθεσης  

 

 

Ως προς      (ΙΙΙ.Ε.9)  

 

Σύµφωνα µε το λήµµα Neyman – Pearson, ένας πιο ισχυρός α- επιπέδου έλεγχος του  ως 

προς το  είναι ο έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας που βασίζεται στη σύγκριση της 
στατιστικής  

 

 

µ’ ένα κατώφλι. Σηµειώστε ότι  

 

όπου , έτσι ώστε η  µπορεί να γραφεί ως  

 

 

όπου  
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µε το u να συµβολίζει τη συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος που ορίζεται από,  αν x 

> 0 και  αν . Σηµειώστε ότι t(y) είναι ο αριθµός των παρατηρούµενων yk 
που είναι θετικά  

Με την υπόθεση , τότε  Αυτό συνεπάγεται ότι η  

είναι µια µονότονα αυξανόµενη συνάρτηση του  και έτσι ένας πιο ισχυρός α-επιπέδου 

έλεγχος του ως προς το  δίνεται από  

 

όπου τα γ και τ είναι η τυχαιοποίηση και το κατώφλι για µια πιθανότητα ψευδούς συναγερµού 
α.  Είναι εύκολο να δούµε ότι η t(Y) είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους 

 ως προς το  και  ως προς το . Άρα για ένα µέγεθος α, το κατώφλι τ είναι ο 
µικρότερος ακέραιος, τέτοιος ώστε  

 

 

και η σταθερά τυχαιοποίησης είναι  

 

Η κατανοµή του  είναι διωνυµική µε παραµέτρους  για κάθε , άρα το 

(ΙΙΙ.Ε.14) έχει µέγεθος α για ολόκληρη την κλάση . Εποµένως, ο έλεγχος του (ΙΙΙ.Ε.14) 
είναι µη παραµετρικός για το πρόβληµα αυτό. Αυτό συνεπάγεται επίσης ότι το (ΙΙΙ.Ε.14) είναι 

ο πιο ισχυρός α-επιπέδου έλεγχος του Η0 ως προς το . Επιπλέον, σηµειώνοντας ότι ο 
έλεγχος του (ΙΙΙ.Ε.14) δεν εξαρτάται από την επιλογή του Q1, βλέπουµε ότι είναι ένας 
οµοιόµορφα πιο ισχυρός α-επιπέδου έλεγχος του Η0 ως προς το Η1.  

Καθώς η t(Y) είναι διωνυµική (n, p) ως προς το Η1, η ανίχνευση πιθανότητας του (ΙΙΙ.Ε.14) 
δίνεται από  
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Από το (ΙΙΙ.Ε.17) βλέπουµε ότι παρόλο που η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού του  είναι 
σταθερά ως προς το Η0, η ανίχνευση πιθανότητάς της εξαρτάται από το p και άρα δεν 

εξαρτάται από την επιλογή  . Μπορεί να αποδειχθεί ότι η PD αυξάνεται µονοτονικά 
από το α στο 1 καθώς το p αυξάνεται από το ½  στο 1.  

Ο έλεγχος του (ΙΙΙ.Ε.14) χρησιµοποιεί µόνο τα (αλγεβρικά) πρόσηµα των παρατηρήσεων 
y1,…..,yn  και έτσι είναι γνωστός ως προσηµικός έλεγχος. Παρόλο που ο προσηµικός έλεγχος 

είναι α-επιπέδου UMP για  ως προς , θα είχαµε καλύτερο αποτέλεσµα απ’ό,τι µε τον 
προσηµικό έλεγχο, αν γνωρίζαµε την ακριβή κατανοµή των παρατηρήσεων ως προς τις δύο 
υποθέσεις, χρησιµοποιώντας τον έλεγχο λόγου πιθανοφάνειας µεταξύ αυτών των δύο 
κατανοµών. Αυτό σηµαίνει ότι ο προσηµικός έλεγχος δεν είναι ένας UMP α- επιπέδου 

έλεγχος για ένα συγκεκριµένο  ως προς την κλάση . Ένα ενδιαφέρον ερώτηµα 
είναι: Πόση απόδοση χάνουµε, αν υποθέσουµε για την κατανοµή µόνο τις πολύ «τραχιές» 
παραδοχές που γίνονται στην υπόθεση του (ΙΙΙ.Ε.3); 

Για να απαντήσουµε µερικώς στο ερώτηµα αυτό, εξετάζουµε µια ασυµπτωτική  
ανάλυση βασισµένη στην ασυµπτωτική σχετική αποδοτικότητα (ARE) του Pitman που 
παρουσιάστηκε στην Ενότητα ΙΙΙ.C. Θυµηθείτε ότι η ασυµπτωτική αποδοτικότητα ενός 
ανιχνευτή που συνδέεται µε κάποιον άλλον είναι µια µέτρηση του σχετικού αριθµού 
δειγµάτων που χρειάζεται ο ένας για να πετύχει την ίδια απόδοση µε τον άλλον στο όριο, 
καθώς ο αριθµός των δειγµάτων αυξάνεται χωρίς φράγµα.  

Για να αναλύσουµε τον προσηµικό έλεγχο µέσω της ARE, χρειαζόµαστε συγκεκριµένο 
µοντέλο και έλεγχο για να χρησιµοποιήσουµε ως βάση για σύγκριση. Για να το κάνουµε 
αυτό, εξετάζουµε εκ νέου το µοντέλο  

 

 

ως προς     (ΙΙΙ.18.Ε) 

 

όπου η  είναι µια i.i.d. ακολουθία µε µηδενικό µέσο. Όπως αναφέρθηκε 
παραπάνω, το (ΙΙΙ.Ε.18) είναι, φυσικά, το πρόβληµα ανίχνευσης ενός σταθερού σήµατος σε 
i.i.d. προσθετικό θόρυβο.  

Αν υποθέσουµε ότι η κατανοµή θορύβου στο (ΙΙΙ.Ε.18) είναι  µε το σ2 άγνωστο, τότε 
µπορεί να αποδειχθεί [βλέπε, π.χ., Lehmann (1986)] ότι ένας UMP (µεταξύ αµερόληπτων 
ελέγχων) α-επιπέδου ελέγχος του Η0 ως προς το Η1, δίνεται από  
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όπου  είναι η µέση τιµή δείγµατος  και  είναι η διακύµανση 

δείγµατος  

Ο έλεγχος του (ΙΙΙ.Ε.19) είναι γνωστός ως t-έλεγχος. Όχι µόνο αυτός ο έλεγχος είναι UMP 
για την κατά Gauss περίπτωση του (ΙΙΙ.Ε.18), αλλά επίσης, επιλέγοντας το κατώφλι 

και την τυχαιοποίηση γ αυθαίρετα, ο t-έλεγχος γίνεται 
ασυµπτωτικά µη παραµετρικός στο PF = a για το (ΙΙΙ.Ε.18) µε κάθε κατανοµή θορύβου που 
έχει µηδενικό µέσο και πεπερασµένη διακύµανση. Για να γίνει κατανοητό αυτό, σηµειώνουµε 
ότι η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού του ελέγχου αυτού δίνεται από  

 

Με τον αδύναµο νόµο των µεγάλων αριθµών, το S2 συγκλίνει σε πιθανότητα στο 

και µε το θεώρηµα κεντρικού ορίου, το συγκλίνει σε 

κατανοµή σε µια τυχαία µεταβλητή ως προς το Η0, άρα  

 

Η ισότητα του (ΙΙΙ.Ε.21) συνεπάγεται ότι ο t- έλεγχος είναι ασυµπτωτικά µη παραµετρικός. 

(Σηµειώστε ότι το  είναι άσχετο καθώς η οριακή κατανοµή είναι συνεχής).  

Από τα παραπάνω, βλέπουµε ότι ο t-έλεγχος είναι βέλτιστος για το (ΙΙΙ.Ε.18) µε κατά Gauss 
θόρυβο και είναι ασυµπτωτικά µη παραµετρικός για το (ΙΙΙ.Ε.18) µε θόρυβο πεπερασµένης 
διακύµανσης. Ας σηµειωθεί ότι το πρώτο από αυτά τα προβλήµατα αντιστοιχεί στον έλεγχο 
ενός υποσυνόλου των κατανοµών από το (ΙΙΙ.Ε.3) και, αν θέσουµε τον πρόσθετο περιορισµό 
ότι ο θόρυβος έχει µηδενικό διάµεσο επιπρόσθετα στο µηδενικό µέσο, το δεύτερο πρόβληµα 
επίσης αντιστοιχεί στον έλεγχο ενός υποσυνόλου των κατανοµών για το (ΙΙΙ.Ε.3). Είναι 
ενδιαφέρον να συγκρίνουµε τον προσηµικό έλεγχο και τον t-έλεγχο υπό αυτές τις τελευταίες 
συνθήκες.  

Αν υποθέσουµε ότι ο θόρυβος του (ΙΙΙ.Ε.18) έχει µια pdf  f που έχει µηδενικό µέσο, 

διακύµανση  και είναι συνεχής στο µηδέν, τότε έπεται ευθέως από το θεώρηµα 
Pitman – Noether (βλέπε Ενότητα ΙΙΙ.C) ότι η ασυµπτωτική αποδοτικότητα του προσηµικού 
ελέγχου σε σχέση µε τον t-έλεγχο ως προς το (ΙΙΙ.Ε.18) δίνεται από  
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Για τη συγκεκριµένη περίπτωση του κατά Gauss θορύβου, στην οποία η f είναι η  
πυκνότητα, το (III.E.22) γίνεται 

 

οπότε ο t-έλεγχος απαιτεί το 64% των δειγµάτων που απαιτούνται από έναν ισοδύναµο 
προσηµικό έλεγχο. Εναλλακτικά, για την περίπτωση του Λαπλασιανού θορύβου  

, έχουµε  και  

 

Άρα για την περίπτωση αυτή, ο t-έλεγχος απαιτεί διπλάσια δείγµατα από τον ισοδύναµο 
προσηµικό έλεγχο. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ο προσηµικός έλεγχος είναι βέλτιστος σε ό,τι 
αφορά την ασυµπτωτική αποδοτικότητα για την περίπτωση του Λαπλασιανού θορύβου.  

Μπορεί να αποδειχθεί ότι [βλ. Kendall and Stuart (1961)] για κάθε συµµετρική µονοκόρυφη 

πυκνότητα [δηλ,  και  αν , η AREs,t 
ικανοποιεί  

την ανισότητα  

 

Άρα, ο t-έλεγχος απαιτεί τουλάχιστον το ένα τρίτο του αριθµού των δειγµάτων που 
απαιτούνται από έναν ισοδύναµο προσηµικό έλεγχο υπό αυτές τις συνθήκες. Καθώς δεν 
υπάρχει αντίστοιχο άνω φράγµα στην AREs,t, ο προσηµικός έλεγχος είναι προτιµότερος από 
τον t-έλεγχο όταν η κλάση των πιθανών κατανοµών θορύβου είναι αρκετά ευρεία. Επιπλέον, 
ο προσηµικός έλεγχος είναι ακριβώς µη παραµετρικός σε µια πολύ ευρεία κλάση κατανοµών, 
ενώ ο t-έλεγχος είναι µόνο ασυµπτωτικά µη παραµετρικός σε µια κάπως στενότερη κλάση. 
Οι παράγοντες αυτοί, µαζί µε την υπολογιστική απλότητα του προσηµικού ελέγχου, 
καθιστούν τον προσηµικό έλεγχο µία πολύ χρήσιµη εναλλακτική επιλογή σε σχέση µε τους 
βέλτιστους ελέγχους των προηγούµενων ενοτήτων για προβλήµατα ανίχνευσης σήµατος. 
Τόσο ο προσηµικός έλεγχος και ο t-έλεγχος χρησιµοποιούνται αρκετά συχνά σε εφαρµογές 
όπως η CFAR ανίχνευση ραντάρ (στη συγκεκριµένη αυτή εφαρµογή, ο προσηµικός έλεγχος 
ορίζεται ενίοτε ως δυαδικός ολοκληρωτής). 

Έλεγχος βαθµίδων 

Από τα παραπάνω βλέπουµε ότι, παρόλο που χρησιµοποιεί πολύ «…| πληροφορίες σχετικά 
µε τα παρατηρούµενα δεδοµένα, ο προσηµικός έλεγχος είναι αρκετά αποδοτικός ακόµη και 
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στην χειρότερή του περίπτωση συγκρινόµενος µ’ ένα ανταγωνιστικό έλεγχο που 
χρησιµοποιεί πολύ περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τα δεδοµένα. Ωστόσο, 
χρησιµοποιώντας περισσότερες πληροφορίες για τα δεδοµένα, ο µη παραµετρικός 
χαρακτήρας του προσηµικού ελέγχου µπορεί να διατηρηθεί ενόσω βελτιώνεται η 
αποδοτικότητα της χειρότερης περίπτωσης σε σχέση µε τον t-έλεγχο.  

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι αντικαθιστούµε τη στατιστική του προσηµικού 

ελέγχου   του (ΙΙΙ.Ε.13) µε µια σταθµισµένη εκδοχή  

όπου το  είναι η βαθµίδα του  στο δείγµα όταν αναδιατάσσεται σε 
αυξανόµενη σειρά απόλυτης τιµής. ∆ηλαδή,  υποθέτουµε ότι κατατάσσουµε το 

ως  όπου  και πραγµατοποιούµε έναν 
έλεγχο κατωφλιού βασισµένο στη στατιστική  

  

Ο απορρέων έλεγχος είναι γνωστός ως έλεγχος Wilcoxon και είναι παράδειγµα ενός ελέγχου 
βαθµίδας, καθώς βασίζεται στις βαθµίδες των ατοµικών παρατηρήσεων στο πλαίσιο 
ολόκληρου του δείγµατος παρατήρησης.  

Η στατιστική του ελέγχου Wilcoxon του (ΙΙΙ.Ε.24) µπορεί να ξαναγραφεί ως 

 

το αποτέλεσµα της οποίας δίνεται ως άσκηση. Μπορεί να αποδειχθεί από το (ΙΙΙ.Ε.25) ότι ο 

έλεγχος Wilcoxon είναι µη παραµετρικός για την υπόθεση ότι τα είναι i.i.d. µε 

µια συµµετρική οριακή κατανοµή [δηλ., για όλα τα αληθή b]. Ας 
σηµειωθεί ότι αυτή είναι µια µικρότερη κλάση µοντέλων από την κλάση όλων των 
κατανοµών µε µηδενικό διάµεσο (για τις οποίες ο προσηµικός έλεγχος είναι µη 
παραµετρικός). Η ασυµπτωτική αποδοτικότητα του ελέγχου Wilcoxon σε σχέση µε τον t-
έλεγχο στο ζεύγος υπόθεσης του (ΙΙΙ.Ε.18) δίνεται από το θεώρηµα Pitman – Noether ως  

 

όπου έχουµε υποθέσει ότι οι µεταβλητές θορύβου έχουν συµµετρική πυκνότητα f. Για την 

περίπτωση του υπολογισµού του κατά Gauss θορύβου  του (ΙΙΙ.Ε.26) δίνει  

 Άρα ο έλεγχος Wilcoxon είναι σχεδόν βέλτιστος για την κατά 

Gauss περίπτωση. Για τη Λαπλασιανή περίπτωση  η  που υποδεικνύει 
απώλεια αποδοτικότητας της τάξης του 25% σε σχέση µε τον προσηµικό έλεγχο στην 
περίπτωση αυτή. Ωστόσο, µπορεί να αποδειχθεί, ελαχιστοποιώντας το 
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υποκείµενο στον περιορισµό  [για λεπτοµέρειες, βλ. 
Kendall and Stuart (1961)] ότι  

 

 

για κάθε συµµετρική πυκνότητα θορύβου. Άρα, ο έλεγχος Wilcoxon είναι πάντα τουλάχιστον 
86,4% αποδοτικός όπως ο t-έλεγχος και, καθώς δεν υπάρχει αντίστοιχο άνω φράγµα στην 
AREw,t (η διακύµανση σ2 δεν είναι φραγµένη), ο έλεγχος Wilcoxon προσφέρει σηµαντικά 
πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τον t-έλεγχο. Ωστόσο, ένα µειονέκτηµα του ελέγχου Wilcoxon 
είναι ότι όλα τα δείγµατα πρέπει να είναι αποθηκευµένα για να υπολογιστεί ο στατιστικός 
έλεγχός τους. Αυτό δεν ισχύει ούτε για τον προσηµικό ούτε για τον t-έλεγχο.  

Καλύτερη ακόµη επίδοση σε σχέση µε τον t-έλεγχο µπορεί να επιτευχθεί µε τη χρήση 
ελέγχων βαθµίδων που είναι πιο περίπλοκοι από τον έλεγχο Wilcoxon. Ένας τέτοιος έλεγχος 
είναι ο Fisher-Yates ή έλεγχος κανονικών αποτελεσµάτων, που χρησιµοποιεί το στατιστικό 
έλεγχο  

 

 

όπου το είναι το διατεταγµένο δείγµα όπως στον έλεγχο Wilcoxon και όπου hn 
είναι µια συνάρτηση που ορίζεται από  

 

όπου οι είναι διατεταγµένες τιµές των i.i.d. Ν (0,1) τυχαίων 

µεταβλητών  Ο έλεγχος Fisher – Yates έχει αποδοτικότητα σε σχέση µε τον 
t-έλεγχο που ικανοποιεί  

  

στο µοντέλο του (ΙΙΙ.Ε.18) µε συµµετρικό θόρυβο. Άρα, ο έλεγχος Fisher – Yates είναι 
πάντα, τουλάχιστον το ίδιο αποδοτικό µε τον t-έλεγχο στο µοντέλο αυτό. Και πάλι, η 
αποδοτικότητα αυτή επιτυγχάνεται εις βάρος της πολυπλοκότητας.  

Για περαιτέρω συζήτηση των ελέγχων βαθµίδων, ο αναγνώστης παραπέµπεται στα βιβλία 
των Hajek and Sidak (1967) και Kendall (1948).  

Έλεγχος δύο καναλιών  
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Ένας αριθµός εφαρµογών περιλαµβάνει σύνολα παρατήρησης που αποτελούνται από 
δείγµατα που λαµβάνονται από δύο ή περισσότερους αισθητήρες ή κανάλια. Τέτοιες 
εφαρµογές προκύπτουν σε προβλήµατα σόναρ, σεισµολογίας και ραδιαστρονοµίας στα οποία 
σχηµατισµοί αισθητήρων χρησιµοποιούνται συχνά στην ανίχνευση σηµάτων. Έχουν 
αναπτυχθεί διάφοροι σηµαντικοί µη παραµετρικοί έλεγχοι γι’ αυτού του τύπους προβλήµατα, 
και κάποιοι από αυτούς θα αναλυθούν εδώ για τη συγκεκριµένη περίπτωση στην οποία είναι 
διαθέσιµα δύο κανάλια παρατήρησης.  

Εξετάζουµε µια ακολουθία παρατήρησης που αποτελείται από n ανεξάρτητα ζεύγη τυχαίων 

µεταβλητών. ∆ηλ. ,  όπου 

είναι αµοιβαία ανεξάρτητα.  

Ένας τύπος προβλήµατος σ’ αυτό το πλαίσιο είναι αυτός της ανίχνευσης της παρουσίας ή 
απουσίας ενός κοινού τυχαίου σήµατος σε δύο αισθητήρες. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να 
µοντελοποιηθεί από το ακόλουθο ζεύγος υπόθεσης.  

 

ως προς      (ΙΙΙ.Ε.30)  

 

όπου οι και  είναι ανεξάρτητες ακολουθίες των i.i.d. τυχαίων 

µεταβλητών µε συναρτήσεις οριακής κατανοµής και αντίστοιχα.  

Με τις παραδοχές ανεξαρτησίας, αποδεικνύεται ότι, ως προς το Η0, κάθε ζεύγος (Uk, Vk) έχει 
κοινή συνάρτηση κατανοµής  

 

και, ως προς το Η1, το (Uk, Vk) έχει κοινή κατανοµή  

 

Από αυτές τις κατανοµές ο λόγος πιθανοφάνειας για βέλτιστη ανίχνευση στο (ΙΙΙ.Ε.30) 
µπορεί να επιτευχθεί αν οι FN, FW, και Fs είναι γνωστές.  

Ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι οι FN, FW, και Fs είναι όλες κατά Gauss κατανοµές µε 

µηδενικά µέσα,  και  Τότε, η Q0 είναι η 
διδιάστατη κατά Gauss πυκνότητα και µε τα δύο µηδενικά µέσα, µε τις δύο διακυµάνσεις σ2 
και µε µηδενικό συντελεστή συσχέτισης. Και η Q1 είναι η διδιάστατη κατά Gauss πυκνότητα 
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και µε τα δύο µηδενικά µέσα, µε τις δύο διακυµάνσεις  και συντελεστή συσχέτισης 

ρ, όπου  Για γνωστό σ2, ένας a-επιπέδου UMP έλεγχος γι’ αυτό το κατά 
Gauss πρόβληµα δίνεται από έναν ανιχνευτή ενέργειας της µορφής  

 

 

όπου το τ επιλέγεται για ένα µέγεθος α. Η ανάλυση αυτού του ελέγχου είναι ουσιαστικά 
όµοια µε αυτή του ραδιόµετρου µονού καναλιού της Ενότητας ΙΙΙ.B.  

Αν, όπως συνήθως συµβαίνει στην πράξη, οι κατανοµές FN, FW, και Fs είναι όλες άγνωστες, 
τότε θα πρέπει να αναζητηθεί µια εναλλακτική του βέλτιστου ανιχνευτή, όπως αυτή του 
(ΙΙΙ.Ε.33). Ένας τέτοιος ανιχνευτής που χρησιµοποιείται ευρέως στην πράξη είναι  ο 
συσχετιστής πολικότητας – σύµπτωσης (ή ταύτισης)  (PCC), που δίνεται από  

 

όπου το u και πάλι συµβολίζει τη συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος  

 

Ας σηµειωθεί ότι αυτός ο ανιχνευτής παίρνει την απόφασή του µε βάση τον αριθµό των 
«συµπτώσεων πολικότητας» στις παρατηρήσεις. ∆ηλ., η PCC απόφαση βασίζεται στον 
αριθµό των φορών που οι έξοδοι και των δύο καναλιών έχουν το ίδιο σήµα. Καθώς το σήµα 
είναι κοινό και στα δύο κανάλια ως προς το Η1 και απόν και από τα δύο κανάλια ως προς το 
Η0 στο µοντέλο του (ΙΙΙ.Ε.30), θα µπορούσε κανείς να περιµένει περισσότερες συµπτώσεις 
πολικότητας ως προς το Η1 απ’ ό,τι ως προς το Η0, και άρα αυτός είναι ένας λογικός τρόπος 
ανίχνευσης του σήµατος εδώ.  

Ως προς οποιαδήποτε από τις υποθέσεις του (ΙΙΙ.Ε.30), η στατιστική PCC, 

 είναι το σύνολο των n i.i.d. Bernoulli τυχαίων µεταβλητών. 

Άρα, ως προς το Ηj, η  είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή, όπου 

 Μπορούµε να γράψουµε  

 

που ευθέως ανάγεται σε  
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Χρησιµοποιώντας τα (ΙΙΙ.Ε.31) και (ΙΙΙ.Ε.32) έχουµε ότι  

 

και  

 

Από το (ΙΙΙ.Ε.36) βλέπουµε ότι αν η διεργασία θορύβου έχει µηδενικό διάµεσο (δηλ., αν 

ή ) τότε . Άρα ο PCC είναι µη παραµετρικός ως προς την 
κλάση των µοντέλων θορύβου στα οποία τουλάχιστον µία από τις διεργασίες θορύβου έχει 
µηδενικό διάµεσο, αφού η πιθανότητα ψευδούς συναγερµού µπορεί να οριστεί στο α για την 

κλάση αυτή επιλέγοντας τ και γ  για να δώσουν µέγεθος α, για που είναι διωνυµικά 

κατανεµηµένο µε παραµέτρους  

Είναι ενδιαφέρον να συγκρίνουµε τον PCC µε τον βέλτιστο ανιχνευτή για κατά Gauss 
κανάλια που δίνονται από το (ΙΙΙ.Ε.33). Υποθέτοντας ότι οι FN  και FW  έχουν συναρτήσεις 
πυκνότητας πιθανότητας  fN και fW, αντίστοιχα και ότι οι fN και fW  είναι συνεχείς στο µηδέν 
και έχουν πεπερασµένες δεύτερες και τέταρτες ροπές, µπορεί να αποδειχθεί ότι η 

ασυµπτωτική αποδοτικότητα του σε σχέση µε το  για το ζεύγος υπόθεσης του 
(ΙΙΙ.Ε.30) µπορεί να δοθεί από  

 

όπου 

 

Για παράδειγµα, για όµοια κατά Gauss κανάλια έχουµε 

 

έχουµε  

 

το οποίο δίνει,  
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Εναλλακτικά, για πανοµοιότυπα Λαπλασιανά κανάλια µε  

 

έχουµε και  εκ των οποίων  

 

Άρα, ο PCC αποδίδει σχετικά ανεπαρκώς σε σύγκριση µε ανιχνευτές ισχύος για κατά Gauss 
κανάλια, αλλά ο PCC αποδίδει αρκετά καλά για τα Λαπλασιανά κανάλια. Η ανεπαρκής 
αποδοτικότητα για τα κατά Gauss κανάλια είναι το τίµηµα που πληρώνεται εδώ προς χάριν 
της απλότητας πραγµατοποίησης και της µη παραµετρικής απόδοσης που επιδεικνύει ο PCC. 
Όπως στην περίπτωση του µονού καναλιού, η βελτιωµένη αποδοτικότητα µπορεί να 
επιτευχθεί για τα προβλήµατα διπλού ή πολλαπλού δείγµατος µε παράλληλη διατήρηση της 
µη παραµετρικής απόδοσης µε την εξέταση πιο πολύπλοκων ανιχνευτών που βασίζονται στις 
βαθµίδες [βλ. για παράδειγµα, Carlyle (1968)]. 

Οι υποθέσεις του (ΙΙΙ.Ε.30) περιγράφουν ένα συνήθη τύπο προβλήµατος δύο καναλιών. Ένας 
άλλος τύπος προβλήµατος δύο καναλιών που προκύπτει συχνά είναι το πρόβληµα ανίχνευσης 
ενός σήµατος µε αναφορά σε πηγή θορύβου. Αυτό το πρόβληµα περιγράφεται από το ζεύγος 
υπόθεσης  

 

 

ως προς      (ΙΙΙ.Ε.39)  

 

 

όπου οι και είναι ανεξάρτητες i.i.d. ακολουθίες θορύβου µε το ίδιο 

όριο και η είναι µια ακολουθία σήµατος, ανεξάρτητη από το θόρυβο. Άρα το 
πρόβληµα αυτό αντιστοιχεί στο σύνηθες πρόβληµα µονού δείγµατος στο κανάλι V, µε την 
πρόσθετη παρατήρηση ενός δείγµατος θορύβου µόνο στο κανάλι U. Ας σηµειωθεί ότι και τα 
δύο σύνολα δειγµάτων µπορεί να ληφθούν από ένα µονό κανάλι µε τα δείγµατα µόνο 
θορύβου να λαµβάνονται σε στιγµή κατά την οποία είναι γνωστό ότι δεν υπάρχει κανένα 
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σήµα παρόν και να αποθηκεύονται για ύστερη διεργασία µε τα πρόσθετα δείγµατα. [Για 
λόγους απλότητας, υποθέσαµε στο (ΙΙΙ.Ε.39) ότι λαµβάνεται ο ίδιος αριθµός δειγµάτων από 
κάθε κανάλι, παρόλο που αυτό δεν συµβαίνει απαραίτητα στην πράξη.] 

Υπάρχει ένας αριθµός ελέγχων που µπορούν να εφαρµοστούν για την ανίχνευση σηµάτων µε 
παρατηρήσεις της µορφής του (ΙΙΙ.Ε.39). Πρώτα βλέπουµε ότι αν οι στατιστικές του θορύβου 
είναι γνωστές µε ακρίβεια, τότε οι πληροφορίες που παρέχονται από το µόνο θορύβου κανάλι 
είναι άχρηστες υπό τις δεδοµένες παραδοχές ανεξαρτησίας. Αυτό είναι εµφανές από το λόγο 
πιθανοφάνειας, από τον οποίο όλοι οι όροι που αφορούν στα Uk εξαφανίζονται. Άρα, το 
κανάλι χωρίς σήµα µπορεί είναι χρήσιµο µόνο όταν υπάρχει κάτι άγνωστο σχετικά µε την 
κατανοµή θορύβου.  

Ένας έλεγχος που είναι χρήσιµος για το (ΙΙΙ.Ε.39) όταν το σήµα είναι µια θετική σταθερά, 
είναι η διπλού δείγµατος εκδοχή του ελέγχου Wilcoxon, που βασίζεται στη στατιστική  

 

όπου η  είναι η βαθµίδα του  όταν όλες οι παρατηρήσεις  και 

συγκεντρώνονται και τίθενται σε αύξουσα σειρά. Ο έλεγχος αυτός είναι γνωστός 
και ως έλεγχος Mann – Whitney. Μια στατιστική ισοδύναµη µε αυτή του (ΙΙΙ.Ε.40) είναι  

 

από την οποία είναι προφανές ότι ο ανιχνευτής Mann – Whitney είναι µη παραµετρικός για 
συµµετρικά κατανεµηµένο θόρυβο. Όπως µε τον µονού καναλιού ανιχνευτή Wilcoxon, αυτή 
η εκδοχή δύο καναλιών αποδίδει αρκετά καλά σε σύγκριση µε άλλους ανιχνευτές για το 
(ΙΙΙ.Ε.39). 

Ο έλεγχος Mann – Whitney είναι ένας από τους πολλούς χρήσιµους ελέγχους για το (ΙΙΙ.Ε.39) 
που εµπίπτουν στην κατηγορία των ελέγχων Kolmogorof – Smirnov, που βασίζεται σε 
συναρτησιακά που υπολογίζονται στη συνάρτηση  

 

όπου οι  και  είναι οι λεγόµενες εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής των δειγµάτων 

 και αντίστοιχα. ∆ηλ., η  ορίζεται ως  

 

και η ορίζεται ανάλογα. 15  Καθώς , οι  και συγκλίνουν στις αντίστοιχες 

οριακές κατανοµές των  και  αντίστοιχα και άρα οι συναρτήσεις της διαφοράς 
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 µπορεί να είναι χρήσιµες στην απόφαση αν οι και  έχουν 

την ίδια κατανοµή ή όχι [δηλ, η είναι χρήσιµη για τον έλεγχο της οµοιογένειας]. 
Εκτός από τον έλεγχο Mann – Whitney, άλλοι χρήσιµοι έλεγχοι αυτού του τύπου είναι αυτοί 
που βασίζονται στη σύγκριση της στατιστικής  

 

ή  

 

µ’ ένα κατώφλι. Οι έλεγχοι αυτοί είναι µη παραµετρικοί για την υπόθεση ότι οι 

και έχουν την ίδια οριακή κατανοµή [δηλ. για Η0 στο (ΙΙΙ.Ε.39)] και 
µπορεί να ξεπεράσει σε επιδόσεις του ελέγχου Mann – Whitney για κάποια πεδία της 
πιθανότητας ψευδούς συναγερµού. 

Για περαιτέρω συζήτηση και λεπτοµέρειες της θεωρίας και των εφαρµογών της µη 
παραµετρικής ανίχνευσης, ο αναγνώστης παραπέµπεται στο βιβλίο των Kassam and Thomas 
(1980).  

 

 

 

 

 

14 

 

 

 

 

 

ΙΙΙ.Ε.2 ΑΝΘΕΚΤΙΚΗ ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ  
                                                           

14 15. Σηµειώστε ότι για κάθε x, το  είναι απλώς ο αριθµός των uk που είναι µικρότρα ή ίσα µε το x 
διαιρεµένα µε το συνολικό αριθµό των uκ 
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Στην Ενότητα ΙΙΙ.Β. πραγµατευτήκαµε το σχεδιασµό των συστηµάτων ανίχνευσης υπό την 
παραδοχή ότι είναι διαθέσιµη µια πλήρης στατιστική περιγραφή των δεδοµένων 
παρατήρησης. Εναλλακτικά, στις παραπάνω παραγράφους, εξετάσαµε συστήµατα ανίχνευσης 
για καταστάσεις στις οποίες πολύ λίγα είναι γνωστά για τις στατιστικές παρατήρησης. 
Μεταξύ αυτών των δύο άκρων υπάρχει η κατάσταση στην οποία είναι διαθέσιµο ένα σχετικά 
ακριβές ονοµαστικό µοντέλο για τα στατιστικά δεδοµένα, αλλά στην οποία  µπορεί να 
προκύψουν κάποιες µικρές αποκλίσεις από το µοντέλο αυτό.  

Εξετάστε, για παράδειγµα, το πρόβληµα ελέγχου µεταξύ δύο πιθανών οριακών κατανοµών, 
Ρ0 και Ρ1, για µια i.i.d. ακολουθία Υ1,….,Υn. Υποθέτοντας πυκνότητες p0 και p1, οι βέλτιστοι 
έλεγχοι βασίζονται στο λόγο πιθανοφάνειας  

 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι ο λόγος πιθανοφάνειας είναι πολύ ευαίσθητος σε παρατηρήσεις για τις 

οποίες είτε  είτε . Καθώς η συνθήκη  
είναι πολύ πιο πιθανό να προκύψει ως προς το Η1 παρά ως προς το Η0 (και αντίστροφα για τη 

συνθήκη  αυτή η ευαισθησία είναι απλώς τµήµα της προτιθέµενης δράσης 
του ελέγχου ως προς το εικαζόµενο µοντέλο.  

Ας υποθέσουµε, ωστόσο, ότι η πραγµατική οριακή κατανοµή των δεδοµένων δεν είναι 
ακριβώς Ρ0 ή Ρ1, αλλά είναι µάλλον µόνο κατά προσέγγιση Ρ0 ή Ρ1. Για παράδειγµα, ας 
υποθέσουµε ότι η πραγµατική κατανοµή είναι της µορφής  

 

 

 

όπου Ρ0 και Ρ1 είναι οι ονοµαστικές κατανοµές, οι Μ0 και Μ1 είναι άγνωστες και αυθαίρετα 

«µολύνουσες» κατανοµές και είναι ένας αριθµός µεταξύ του 0 και του 1 που αναπαριστά το 
βαθµό αβεβαιότητας που πρέπει να τεθεί στο µοντέλο. Ένα τέτοιο µοντέλο µπορεί να 
προκύψει, για παράδειγµα, σε ένα κανάλι επικοινωνιών ή ραντάρ στο οποίο είναι παρών ένας 

εξωτερικός παρεµβολέας για ένα κλάσµα του χρόνου ή στο οποίο ο παλµικός θόρυβος 

(κεραυνός κλπ.) προκύπτει µε πιθανότητα . Επίσης, τα διαλείποντα σφάλµατα αισθητήρα 
και άλλες µετρήσεις σφαλµάτων καταγραφής δεδοµένων µπορούν να µοντελοποιηθούν µε 
τον τρόπο αυτό. Η βασική ιδέα εδώ είναι ότι τα Μj αναπαριστούν µια πλευρά του 
καθορισµένου µοντέλου που είναι απολύτως άγνωστη στο σχεδιαστή.  

Ας υποθέσουµε ότι η  είναι µια µη φραγµένη συνάρτηση του yκ. Αφού το Μ0 
είναι αυθαίρετο, θα µπορούσε να θέσει όλες τις πιθανότητές του σε περιοχές όπου 
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. Αυτό θα µπορούσε να προκαλέσει τον έλεγχο που βασίζεται στον 
ονοµαστικό λόγο πιθανοφάνειας (ΙΙΙ.Ε.42) για να κάνει ψευδείς συναγερµούς (δηλ., 
σφάλµατα ως προς το Η0) πιο συχνά απ’ ό,τι θα έπρεπε. Όπως θα δούµε παρακάτω, αυτό θα 
έκανε την πιθανότητα ψευδούς συναγερµού (και συνολικά την πιθανότητα σφάλµατος) 

σχεδόν στην τάξη του  που αυξάνει µε n και ισούται µε  για n = 1. Καθώς 
πολλά συστήµατα ανίχνευσης είναι σχεδιασµένα να λειτουργούν σε πιθανότητες ψευδούς 
συναγερµού σε µια έκταση από το 10-4 ως το 10-6, ακόµη και 1% αβεβαιότητας σ’ αυτό το 

µοντέλο (δηλ., = 0,01) θα µπορούσε εν δυνάµει να καταστρέψει την επίδοση ψευδούς 
συναγερµού του ανιχνευτή. Ένα παρόµοιο φαινόµενο θα µπορούσε να προκύψει ως προς το 

Η1, αν η δεν είναι φραγµένη µακριά από το µηδέν, καθώς το Μ1 µπορεί να 

θέσει την πιθανότητα σε περιοχές παρατήρησης όπου  τείνοντας έτσι να 
οδηγήσει το λόγο πιθανοφάνειας κάτω από το κατώφλι.  

Η παραπάνω συζήτηση, αν και ευρετική, επισηµαίνει µια σχετική έλλειψη ανθεκτικότητας 

στην επίδοση των ελέγχων λόγου πιθανοφάνειας σε καταστάσεις όπου η δεν 
είναι φραγµένη από πάνω και (µακριά από το µηδέν) από κάτω. Συγκεκριµένα, βλέπουµε ότι 
ακόµη και σχετικά µικρές αποκλίσεις από το µοντέλο µπορεί να έχουν ως αποτέλεσµα 
σηµαντική απώλειας επίδοσης στην κατάσταση αυτή. Ένα ερώτηµα που προκύπτει είναι αν 
µπορεί να γίνει οτιδήποτε λογικό για να αµβλυνθεί αυτή η απώλεια ανθεκτικότητας. Ένας 
σχετικά προφανής πιθανός τρόπος σταθεροποίησης της επίδοσης του ελέγχου λόγου 
πιθανοφάνειας είναι να αντικατασταθεί ο λόγος πιθανοφάνειας p1/p0 µε µια εκδοχή που είναι 

περιορισµένη από πάνω και από κάτω. ∆ηλ., έστω ότι αντικαθιστούµε το στο 

γινόµενο  µε τη συνάρτηση   

 

 

 

όπου  . Τότε για κατάλληλα επιλεγµένα α και b, ένας έλεγχος βασισµένος 

στο  δε θα εµφάνιζε τις δυσκολίες που παρατηρήθηκαν παραπάνω για µη 
φραγµένο l. Ωστόσο, εισάγοντας τον περιορισµό του (ΙΙΙ.Ε.44), χάνεται κάποια επίδοση (και 
σίγουρα βελτιστότητα) στο ονοµαστικό, καθώς αυτές οι παρατηρήσεις για τις οποίες η l(y) 
είναι πολύ µεγάλη ή πολύ κοντά στο µηδέν είναι, κατά µία έννοια, αυτές που δίνουν τις 
περισσότερες πληροφορίες.  

Έχει ενδιαφέρον να βρεθεί ένα κριτήριο µέσω του οποίου οι έλεγχοι µπορούν να 
βελτιστοποιηθούν στην επίδοση υπό την αβεβαιότητα µοντελοποίησης. Η παραπάνω 
συζήτηση που αφορά στην έλλειψη ανθεκτικότητας του ελέγχου λόγου πιθανοφάνειας µε µη 
φραγµένο λόγο πιθανοφάνειας οδηγεί σ’ ένα τέτοιο κριτήριο. Συγκεκριµένα, αυτή η 
συζήτηση επικεντρώθηκε  στην χειρότερη περίπτωση επίδοσης του ελέγχου στην κλάση των 
στατιστικών που είναι πιθανόν να υπάρξουν υπό το µοντέλο αβεβαιότητας. Άρα ένα λογικό 
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κριτήριο σχεδιασµού θα ήταν να αντικατασταθούν οι συνήθεις πιθανότητες σφάλµατος µε τις 
τιµές σε κάποια λογική γειτονιά του ονοµαστική µοντέλου [όπως αυτό του (III.E.43)] και να 
επιλεγεί ένας έλεγχος για τη βελτιστοποίηση του αντίστοιχου κριτηρίου 

Θυµηθείτε ότι αν Ρ0 είναι η αληθής οριακή κατανοµή του Υk, η πιθανότητα ψευδούς 
συναγερµού ενός ελέγχου δ είναι  

 

 

 

όπου p0 είναι η οριακή πυκνότητα που αντιστοιχεί στο Ρ0. Παροµοίως, η χαµένη πιθανότητα, 
όταν η Ρ1 είναι η αληθής οριακή, είναι  

 

 

Υποθέτοντας για λόγους απλότητας ότι τα κόστη είναι οµοιόµορφα, τα τρία συνήθη κριτήρια 
για απλό έλεγχο δυαδικής υπόθεσης είναι:  

 

 

 

(i) Μπαϊεσιανό 
(ii)  (Ελαχιστοµέγιστο)  
(iii)  (Neyman – Pearson). 

 

Αν αντί να υποθέσουµε ότι η οριακή κατανοµή του Υk είναι ακριβώς Ρ0 ή Ρ1, υποθέσουµε ότι 

το όριο βρίσκεται είτε σε µια περιοχή  του Ρ0 είτε σε µια περιοχή του Ρ1 (όπως π.χ. στο 

(ΙΙΙ.Ε.43), τότε αντικαθιστώντας το  και το  στο (i) – (iii) µε τις τιµές 
των χειρότερων περιπτώσεών τους 

 

 

 



150 

 

και  

 

 

 

καταλήγουµε στα προβλήµατα εναλλακτικού σχεδιασµού  

 

 

 

Οι λύσεις στο (i΄) – (iii΄) θα έχουν την καλύτερη απόδοση χειρότερης περίπτωσης (στις 

περιοχές  και ) όλων των πιθανών ελέγχων. Φυσικά, υπάρχει ο κίνδυνος ότι τέτοιοι 

έλεγχοι µπορεί να είναι υπερβολικά συντηρητικοί και αυτό σίγουρα θα ήταν αληθές αν οι  

και  ήταν πολύ µεγάλες. Ωστόσο, η ιδέα εδώ είναι ότι οι  και  είναι µικρές περιοχές 
ενός ονοµαστικού µοντέλου και ο στόχος είναι να αποφευχθεί η πιθανή αβεβαιότητα 
απόδοσης για τέτοιες περιοχές που αναφέρθηκαν παραπάνω. Αποδεικνύεται ότι οι λύσεις των 
(i΄) – (iii΄) επιτυγχάνουν αυτόν το στόχο για µοντέλα αβεβαιότητας όπως αυτό του (ΙΙΙ.Ε.43). 

Υπάρχει µια γενική προσέγγιση στην επίλυση προβληµάτων (i΄) – (iii΄) των Huber και 
Strassen (1973) η οποία έχει κάποια σχέση που δεν θα συζητήσουµε εδώ. Αντ’ αυτού, θα 
εστιάσουµε στις λύσεις των (i΄) – (iii΄) για τις περιοχές ιδιαίτερης αβεβαιότητας που 
περιγράφονται στο (ΙΙΙ.Ε.43), που είναι γνωστές ως  µολυσµένα µίγµατα. Η λύση αυτή 
απαντά στο Huber (1965), στον οποίο η διατύπωση (i΄) – (iii΄) προτάθηκε για πρώτη φορά ως 
µια τεχνική σχεδιασµού για ανθεκτικούς ελέγχους.  

Αποδεικνύεται ότι οι λύσεις των  για µολυσµένα µίγµατα είναι οι αντίστοιχοι 

βέλτιστοι έλεγχοι για τα   όταν τα  και  στα  αντικαθίστανται από ένα 

ζεύγος  και  των λιγότερο ευνοϊκών κατανοµών. Τα  και  δίνονται 
σε σχέση µε τις πυκνότητές τους από  

 

 

 

Και  
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όπου είναι δύο σταθερές που επιλέγονται ώστε τα και να 
είναι πιθανές κατανοµές, ώστε, δηλαδή η συνολική τους πιθανότητα να ισούται µε 1. Αυτή η 
συνθήκη δίνεται από  

 

 

Και 

 

 

Καθώς κάθε ένα από τα (i) – (iii) λύνεται από έναν έλεγχο λόγου πιθανοφάνειας, οι λύσεις 
στα (i΄) – (iii΄) είναι έλεγχοι λόγου πιθανοφάνειας µεταξύ των Q0 και Q1. Κυρίως, βασίζονται 

στο λόγο πιθανοφάνειας . Χρησιµοποιώντας το (ΙΙΙ.Ε.49a) έχουµε ότι  

 

 

Άρα οι λύσεις των (i΄) – (iii΄) είναι έλεγχοι κατωφλιού που βασίζονται στο  

 

 

και έχουµε φτάσει αναλυτικά σ’ έναν έλεγχο του τύπου που προτάθηκε νωρίτερα ως ένας 
ανθεκτικός έλεγχος. Ο έλεγχος αυτός, ωστόσο, έχει µια συγκεκριµένη ιδιότητα βελτιστότητας 
στην επίλυση των (i΄) – (iii΄). Επιπλέον, εκτός από την επίλυση των (i΄) – (iii΄), µπορεί να 
αποδειχθεί ότι  

 

 

και  
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για κάθε έλεγχο κατωφλιού δR που βασίζεται στο λόγο πιθανοφάνειας (ΙΙΙ.Ε.52). Αυτό 
συνεπάγεται ότι η απόδοση χειρότερης περίπτωσης του δR είναι στην ουσία η απόδοσή της 
στο ζεύγος κατανοµών (Q0, Q1) για το οποίο είναι βέλτιστο. Αυτό µας επιτρέπει να 
υπολογίσουµε τα άνω φράγµατα στις πιθανότητες σφάλµατος του δR για ολόκληρες τις τάξεις 

και , υπολογίζοντας απλώς τις πιθανότητες σφάλµατος του δR για οριακά Q0 και Q1.  

 

 

Παρατηρήσεις 

1. Κατά µία έννοια, οι λιγότερο ευνοϊκές πυκνότητες Q0 και Q1 είναι τόσο κοντά σε 

σχήµα µεταξύ τους όσο είναι δυνατόν στο πλαίσιο των περιορισµών  και 

 Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν  και  το  είναι αρκετά µικρό (και 
θετικό), τότε οι ισότητες του (ΙΙΙ.Ε.50a) έχουν λύσεις που ικανοποιούν το 

. Αυτό συνεπάγεται ότι και ότι ο δR δεν είναι ένας 
τετριµµένος έλεγχος. Από την άλλη, αν το  είναι πολύ µεγάλο, τότε οι και  
θα επικαλύπτονται, c΄= c΄΄=1 και το Q0 θα ισούται µε το Q1. Στην περίπτωση αυτή, 

 και οι έλεγχοι που επιλύουν τα απλώς αγνοούν τις 

παρατηρήσεις και εικάζουν στην υπόθεση. Άρα, αν οι περιοχές  και  είναι 
πολύ µεγάλες για να επικαλυφθούν, τα δεν είναι καλά κριτήρια σχεδιασµού. 
Ωστόσο, όπως σηµειώθηκε παραπάνω, χρησιµοποιούνται στην ουσία για µικρό  

 

2. Ακόµη και για πολύ µικρό , η διαφορά απόδοσης µεταξύ των ελέγχων που 

βασίζονται στο  και  µπορεί να είναι αρκετά σηµαντική. Εξετάστε, για παράδειγµα, τη 

Μπαϊεσιανή διατύπωση (i) µε  . Τότε, για οποιονδήποτε από τους δύο 
ελέγχους, το κατώφλι είναι µονάδα και η τυχαιοποίηση είναι αυθαίρετη. Έστω ότι 

και  Τότε, όπως σηµειώθηκε παραπάνω, αφού το 
Μ0 είναι αυθαίρετο, µπορεί να επιλεχθεί να τεθεί όλη του η πιθανότητα σε µια τιµή του yk  για 

το οποίο είναι αυθαίρετα µεγάλη. Με τον τρόπο αυτό, οποιαδήποτε από τις 
παρατηρήσεις µπορεί να προκαλέσει το δ0 να πραγµατοποιήσει έναν ψευδή συναγερµό µε 
πιθανότητα , όπου το δ0 είναι ο έλεγχος που βασίζεται στο l. Καθώς υπάρχουν n 
παρατηρήσεις, αυτό συνεπάγεται ότι  
  

 

Παροµοίως, αν , η πιθανότητα απώλειας του δ0 στο  ικανοποιεί  
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όπου το supremum (ελάχιστο άνω φράγµα) αναλαµβάνει τις και  .Για κάθε , 

. Άρα,  

 

 

 

άρα η απόδοση του δ0 µπορεί να είναι αυθαίρετα κακή, και στην ουσία µπορεί να είναι 
χειρότερη από την εικασία της υπόθεσης, καθώς η εικασία θα προκαλούσε µια πιθανότητα 
σφάλµατος του 1/2.  

Αντίθετα, εξετάστε τον έλεγχο δR που βασίζεται στο q1/q0.  Από την ιδιότητα του (ΙΙΙ.Ε.50a), 
έπεται ότι  

 

 

 

Εφαρµόζοντας το φράγµα Chernoff (ΙΙΙ.C.18) στο δεξιό µέλος του (ΙΙΙ.Ε.57), έχουµε ότι  

 

 

 

 

Όπως σηµειώθηκε στην Ενότητα III.C, αν , θα έχουµε , ώστε  

 

 

Από τα (ΙΙΙ.Ε.56) και (ΙΙΙ.Ε.59), βλέπουµε ότι σε ό,τι αφορά την επίδοση χειρότερης 

περίπτωσης, η  συγκλίνει εκθετικά στη µονάδα, ενώ η συγκλίνει εκθετικά στο 

µηδέν. Αν και η συµπεριφορά που οδηγεί το ) στη µονάδα είναι κάπως ακραία, 
ωστόσο καταλήγει σε έναν περιορισµό τέτοιων ελέγχων. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι υπό 

ονοµαστικές συνθήκες, η  επίσης συγκλίνει εκθετικά στο µηδέν µέσω του φράγµατος 
Chernoff. Άρα, η δR επιτυγχάνει, στην χειρότερή της περίπτωση, συµπεριφορά παρόµοια µε 
την ονοµαστική συµπεριφορά της δ0, ενώ η δ0 στην χειρότερή της περίπτωση επιτυγχάνει 
συµπεριφορά εντελώς διαφορετική.  
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3. Οι λύσεις των  είναι γνωστές για µια σειρά µοντέλων αβεβαιότητας πέρα από το  

µολυσµένο µίγµα. (Το ίδιο το  µολυσµένο µίγµα µπορεί να γενικευθεί ελαφρώς για να 

επιτρέψει διαφορετικές τιµές του  ως προς κάθε υπόθεση). Για λόγους απλότητας, 
επιλέγουµε ότι είναι ίσες). Για παράδειγµα, διάφοροι ενδιαφέροντες τύποι περιοχών που 

µπορούν να αντιµετωπιστούν σε αυτό το πλαίσιο είναι της µορφής  

και , όπου ρ είναι κάποια µέτρηση της απόστασης µεταξύ των 

κατανοµών πιθανότητας. Στις περισσότερες περιπτώσεις, άλλες γνωστές λύσεις των ) 

είναι παρόµοιες µε αυτές που αναλύθηκαν εδώ για την  µολυσµένη περίπτωση στο ότι είναι 

λύσεις των ( ) για λιγότερο ευνοϊκά ζεύγη και στο ότι συνήθως περιλαµβάνουν κάποια 

µορφή περιορισµού εύρους του λόγου πιθανοφάνειας. Το  µολυσµένο µοντέλο µπορεί 
επίσης να γενικευθεί για να καταστούν δυνατά τα χρονικά µεταβαλλόµενα ονοµαστικά και τα 

. Στην περίπτωση αυτή το  απλώς αντικαθίσταται από  όπου lk  

είναι ονοµαστικός λόγος πιθανοφάνειας για το kth δείγµα και τα  και  επιλύουν το 
(ΙΙΙ.Ε.50a) για τις kth ονοµαστικές κατανοµές.  

 

 

   Συσχετιστής 

ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Ε.1. Ονοµαστικά βέλτιστος ανιχνευτής για συνεκτικά σήµατα σε κατά Gauss 
θόρυβο  

 

Περιγράφουµε την εφαρµογή των αποτελεσµάτων που συζητήθηκαν στην παραπάνω 
παράγραφο µε το ακόλουθο παράδειγµα.  

Παράδειγµα ΙΙΙ.Ε.1: Ο περιοριστής συσχετιστή 

 

Εξετάστε το πρόβληµα ανίχνευσης συνεκτικού σήµατος.  

 

 

 

ως προς     (ΙΙΙ.Ε.60)  
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όπου η  είναι µια γνωστή ακολουθία σήµατος. Η  είναι µια i.i.d. 
ακολουθία των Ν (0,1) δειγµάτων θορύβων και θ είναι ένα γνωστό θετικό εύρος. Ο λόγος 
πιθανοφάνειας του kth – δείγµατος για το πρόβληµα αυτό δίνεται [βλέπε (ΙΙΙ.Β.9)] από 

 και άρα ο λόγος λογαριθµικής πιθανοφάνειας είναι  

 

 

που οδηγεί στον ανιχνευτή συσχέτισης που απεικονίζεται στο Σχήµα ΙΙΙ.Ε.1.  

Στην πράξη, το µοντέλο του (ΙΙΙ.Ε.60) µπορεί µόνο να υποτεθεί ότι είναι κατά προσέγγιση 
σωστό. Συγκεκριµένα, η κατανοµή είναι απίθανο να είναι ακριβώς Ν (0,1) και το µοντέλο 
µέτρησης στο οποίο το σήµα και ο θόρυβο θεωρούνται ότι είναι προσθετικά δεν είναι 
απολύτως ακριβές λόγω των µη γραµµικοτήτων στο µηχανισµό παρατήρησης. Άρα, για να 
έχουµε ένα πιο ρεαλιστικό µοντέλο, θα µπορούσαµε να µετασχηµατίσουµε το (ΙΙΙ.Ε.60) σε  

 

 

 

ως προς       (ΙΙΙ.Ε.62) 

 

 

 

όπου Ρ0 είναι η Ν (0,1) κατανοµή,  είναι η  κατανοµή, και 

 είναι αυθαίρετα (σηµείωση: το Μ0 θα µπορούσε επίσης να αλλάξει µε το 

k. Αυτό δεν θα άλλαζε τη λύση που δίνεται παρακάτω) και το  βρίσκεται µεταξύ του 0 και 
του 1.  

Ας σηµειωθεί ότι µε  έχουµε 

και  οπότε ο ανιχνευτής 
συσχέτισης θα υποστεί τη µείωση απόδοσης που αναφέραµε παραπάνω µε την παρουσία 
αβεβαιότητας, µοντελοποιηµένης όπως στο (ΙΙΙ.Ε.62). Άρα, ο ανθεκτικός έλεγχος λόγου 
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πιθανοφάνειας του Huber δR είναι προτιµητέος στην κατάσταση αυτή. Για το µοντέλο του 
(ΙΙΙ.Ε.62) ο λογάριθµος του ανθεκτικού λόγου πιθανοφάνειας  

 

 

µπορεί να γραφεί ως  

 

 

 

όπου και   Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες συµµετρίας της Ν (0,1) 

κατανοµής και του λόγου πιθανοφάνειας µπορεί να αποδειχθεί ότι  και ότι  
είναι η λύση στο  

 

 

όπου Φ είναι η Ν (0,1) αθροιστική συνάρτηση κατανοµής. Το  µειώνεται µονότονα από το 
∞ στο µηδέν καθώς το  αυξάνεται από το µηδέν.  

 

 

 

 

     

   Συσχετιστής 
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ΣΧΗΜΑ ΙΙΙ.Ε.2. Ανθεκτικός ανιχνευτής για συνεκτικά σήµατα σε ονοµαστικό κατά Gauss 
θόρυβο.  

 

 

 

Ο ανιχνευτής του (ΙΙΙ.Ε.63) απεικονίζεται στο Σχ. ΙΙΙ.Ε.2. Ας σηµειωθεί ότι είναι 
πανοµοιότυπος µε το δέκτη συσχετισµού στο Σχ. ΙΙΙ.Ε.1, εκτός του ότι υπάρχει ένας (χρονικά 

µεταβαλλόµενος) περιοριστής µε όρια  τοποθετηµένος µεταξύ του πολλαπλασιαστή και 
του συσσωρευτή στο συσχετιστή. Αυτή η δοµή ανιχνευτή ονοµάζεται περιοριστής 
συσχετιστή και αρχικά δηµιουργήθηκε και αναλύθηκε από τους Martin και Schwartz (1971). 

Θα είναι ανθεκτικός µε την προϋπόθεση ότι το είναι αρκετά µικρό ώστε να αποφευχθεί η 

επικάλυψη των κλάσεων ως προς τα Η0 και Η1. Για σταθερό , αυτό αντιστοιχεί στο ότι η 
ισχύ σήµατος θ είναι αρκετά µεγάλη ώστε να αποφευχθεί η επικάλυψη . Συγκεκριµένα, αν 

 για  οι κλάσεις αβεβαιότητας ως προς τα Η0 και Η1 δεν επικαλύπτονται 

για κανένα από τα k αν , όπου  είναι η λύση στο 

Για παράδειγµα, αν   τότε , αν  

τότε  και αν  τότε  Άρα η ανθεκτικότητα διατηρείται για 
σχετικά µικρούς λόγους σήµατος προς θόρυβο. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι σε αντίθεση µε το 
γραµµικό συσχετιστή, ο περιοριστής συσχετιστή δεν είναι οµοιόµορφα βέλτιστος στο θ 

ακόµη και για  αφού το  εξαρτάται από το θ. Αυτό είναι ένα µειονέκτηµα για πολλές 
εφαρµογές, αφού το θ δεν είναι απαραίτητα γνωστό. Έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι 
χειρισµού αυτής της δυσκολίας και των προβληµάτων ανθεκτικότητα µικρών θ. Αυτές και 
άλλες πλευρές της ανθεκτικής ανίχνευσης αναλύονται σε ένα άρθρο ανασκόπησης των 
Kassam και Poor (1985)  

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV 

ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ  

IV. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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Στα κεφάλαια ΙΙ και ΙΙΙ εξετάσαµε το σχεδιασµό βέλτιστων διεργασιών για την απόφαση 
µεταξύ δύο πιθανών στατιστικών καταστάσεων µε βάση µια τυχαία παρατήρηση Υ.  Σε 
πολλές καταστάσεις που προκύπτουν στην πράξη, ενδιαφερόµαστε όχι τόσο να επιλέξουµε 
µεταξύ δύο (ή περισσότερων ) διακριτών καταστάσεων, αλλά µάλλον να επιλέξουµε µεταξύ 
ενός συνεχούς πιθανών φυσικών καταστάσεων. Συγκεκριµένα, όπως στο πρόβληµα ελέγχου 
σύνθετης υπόθεσης που αναλύσαµε στο Κεφάλαιο ΙΙ, µπορούµε να σκεφτούµε µια οικογένεια 
κατανοµών στο χώρο παρατήρησης µε δείκτη µία παράµετρο ή ένα σύνολο παραµέτρων. 
Αλλά σε αντίθεση µε την περίπτωση ελέγχου σύνθετης υπόθεσης, στην οποία επιθυµούµε να 
λάβουµε µια δυαδική απόφαση για την παράµετρο, εδώ επιθυµούµε να προσδιορίσουµε όσο 
το δυνατόν ακριβέστερα την πραγµατική τιµή της παραµέτρου από την παρατήρηση.  

Αυτού του είδους τα προβλήµατα είναι γνωστά ως προβλήµατα εκτίµησης παραµέτρου  και 
στο κεφάλαιο αυτό αναλύουµε τις βασικές ιδέες που συνδέονται µε το σχεδιασµό των 
βέλτιστων διεργασιών για την εκτίµηση παραµέτρων. Όπως µε το πρόβληµα ελέγχου 
υπόθεσης (το οποίο παρεµπιπτόντως µπορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική περίπτωση του 
προβλήµατος εκτίµησης παραµέτρου), µπορούν  να χρησιµοποιηθούν διάφορες φιλοσοφίες 
σχεδιασµού εκτίµησης, που διαφοροποιούνται κυρίως στην ποσότητα πρότερων γνωστών 
πληροφοριών σχετικά µε την παράµετρο και τα κριτήρια απόδοσης που εφαρµόστηκαν. 

Στο παρόν κεφάλαιο, αναλύουµε δύο βασικές προσεγγίσεις της εκτίµησης παραµέτρου – µία 
τη Μπαϊεσιανή, στην οποία η παράµετρος θεωρείται ότι είναι ένα τυχαίο µέγεθος που 
συνδέεται στατιστικά µε την παράµετρο, και µία δεύτερη στην οποία η παράµετρος θεωρείται 
ότι είναι άγνωστη αλλά χωρίς να συνδέεται µε κάποια πιθανοθεωρητική δοµή. Από τις δύο 
αυτές προσεγγίσεις, η Μπαϊεσιανή είναι η πιο άµεση και έτσι εξετάζεται πρώτη, στην 
Ενότητα IV.B,  µε την εκτίµηση µη τυχαίας παραµέτρου να εξετάζεται στο υπόλοιπο του 
κεφαλαίου. 

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι σ’ αυτή τη µελέτη εξετάζουµε µόνο την εκτίµηση παραµέτρων 
που είναι στατικές δηλ. διαρκείς στο χρόνο. Η εκτίµηση δυναµικών παραµέτρων (δηλ. των 
σηµάτων) εξετάζεται στο Κεφάλαιο V.  

 

 

IV.B Μπαϊεσιανή εκτίµηση παραµέτρου  

 

Σε όλο αυτό το κεφάλαιο, θεωρούµε ως µοντέλο µια οικογένεια κατανοµών για την τυχαία 
παρατήρηση Υ,  µε δείκτη µια παράµετρο θ που λαµβάνει τιµές σ’ ένα σύνολο παραµέτρου Λ. 

∆ηλ. έχουµε την οικογένεια , όπου το  συµβολίζει µια κατανοµή στο χώρο 

παρατήρησης  . Επίσης υποθέτουµε ότι το σύνολο παραµέτρου Λ είναι ένα υποσύνολο 

του  για κάποιο . Στο πλαίσιο του µοντέλου αυτού, ο στόχος του προβλήµατος 

εκτίµησης παραµέτρου είναι να βρει µια συνάρτηση  τέτοια ώστε η  να είναι η 

«καλύτερη» εικασία της αληθινής τιµής του θ (δηλ. η τιµή του θ για την οποία ) µε 
βάση την παρατήρηση Υ = y.  
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Φυσικά, η λύση σ’ αυτό το πρόβληµα εξαρτάται από το κριτήριο ποιότητας µε το οποίο 
µετράµε την απόδοση εκτίµηση. Έτσι, όπως στο πρόβληµα ελέγχου υπόθεσης, ξεκινάµε 
αποδίδοντας κόστη στις αποφάσεις µας σχετικά µε την παράµετρο. Συγκεκριµένα, 

υποθέτουµε ότι υπάρχει µια συνάρτηση τέτοια που το  είναι το 
κόστος εκτίµησης µιας αληθινής τιµής του θ ως α, για α και θ στο Λ. Με δεδοµένη µια τέτοια 
συνάρτηση C µπορούµε κατόπιν να συσχετίσουµε, µ’ έναν εκτιµητή την κατά συνθήκη 

διακινδύνευσης ή το µέσο κόστος στο Υ για κάθε . ∆ηλ. έχουµε  

 

 

 

 

 

Αν τώρα υιοθετήσουµε την ερµηνεία ότι η πραγµατική αξία παραµέτρου θ είναι η 
πραγµατοποίηση µιας τυχαίας µεταβλητής Θ, µπορούµε να προσδιορίσουµε µια µέση ή 
Μπαϊεσιανή διακινδύνευση ως  

 

 

 

και ο κατάλληλος στόχος σχεδιασµού είναι να βρεθεί µια εκτιµήτρια συνάρτηση που 

ελαχιστοποιεί το . Μια τέτοια εκτιµήτρια συνάρτηση είναι γνωστή ως Μπαϊεσιανή 
εκτίµηση του θ.  

Παρατηρώντας ότι έχουµε  

 

 

 

 

Ανατρέχοντας στο (IV.B.3) βλέπουµε ότι η Μπαϊεσιανή εκτίµηση του θ µπορεί να βρεθεί 

(εάν υπάρχει) ελαχιστοποιώντας, για κάθε , το ύστερο κόστος δοθέντος ότι Υ = y:  
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Αυτή είναι η ίδια διαδικασία όπως αυτή που ακολουθήθηκε στο πρόβληµα Μπαϊεσιανού 
ελέγχου υπόθεσης (βλέπε Ενότητα ΙΙ.Ε.) Ας σηµειωθεί ότι αν υποθέσουµε ότι το Θ έχει µια 

κατά συνθήκη πυκνότητα  δοθέντος ότι Υ = y για κάθε , τότε η Μπαϊεσιανή 

εκτίµηση   που αντιστοιχεί στο  µπορεί να αναζητηθεί ελαχιστοποιώντας  

 

 

 

Οι παρακάτω περιπτώσεις απεικονίζουν την εφαρµογή αυτού του κριτηρίου 

 

 

Περίπτωση IV. B.1: Εκτίµηση Ελάχιστου Μέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος (MMSE).  

 

Για καταστάσεις στις οποίες  µια κοινώς χρησιµοποιούµενη 
συνάρτηση κόστους είναι αυτή που δίνεται από  

 

 

Αυτή η συνάρτηση κόστους είναι φυσική για πολλές καταστάσεις, καθώς µετρά την απόδοση 

ενός εκτιµητή ως προς το τετράγωνο του σφάλµατος εκτίµησης . Ο Μπαϊεσιανός 

κίνδυνος εδώ είναι , ένα µέγεθος γνωστό ως µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
(MSE). Άρα η Μπαϊεσιανή εκτίµηση στην περίπτωση αυτή είναι ένας εκτιµητής ελάχιστου 
µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (MMSE).  

Το ύστερο κόστος δοθέντος ότι Υ = y δίνεται, στην περίπτωση αυτή, από 
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Η παράσταση στο (IV.B.7) είναι µια τετραγωνική συνάρτηση του , άρα επιτυγχάνει το 

µοναδικό της ελάχιστο στο σηµείο όπου η παραγωγός της ως προς το  είναι µηδέν. 

∆ιαφορίζοντας το (IV.B.7) έχουµε ότι η Μπαϊεσιανή εκτίµηση, που συµβολίζεται µε  
δίνεται από  

 

 

 

 

Άρα η MMSE εκτίµηση του Θ δοθέντος ότι Υ = y είναι το κατά συνθήκη µέσο του Θ 
δοθέντος ότι Υ = y. Αυτό είναι πολύ βασικό αποτέλεσµα στο οποίο θα επιστρέψουµε σε 
ακόλουθα κεφάλαια. Αυτή η εκτίµηση καλείται ενίοτε δεσµευµένη µέση εκτίµηση (CME).  

 

Περίπτωση IV. B. 2: Εκτίµηση ελάχιστου µέσου απόλυτου σφάλµατος (ΜΜΑΕ)  

Μια άλλη συνάρτηση κόστους που ενίοτε εφαρµόζεται στην περίπτωση του  είναι 
αυτή του απόλυτου σφάλµατος που δίνεται από  

 

 

Η Μπαϊεσιανή διακινδύνευση εδώ είναι , ένα µέγεθος γνωστό ως µέσο απόλυτο 
σφάλµα, άρα η αντίστοιχη Μπαϊεσιανή εκτίµηση είναι γνωστή ως εκτίµηση ελάχιστου µέσου 
απόλυτου σφάλµατος (MMAE).  

Για να εξάγουµε την ΜΜΑΕ εκτίµηση κάνουµε χρήση του δεδοµένου ότι αν Χ είναι µια 

τυχαία µεταβλητή µε , τότε  Αυτό το αποτέλεσµα 
έπεται κυρίως µε την ολοκλήρωση κατά µέρη [βλέπε, π.χ. Breiman (1968)] 

 

Αφού  από το παραπάνω αποτέλεσµα έχουµε ότι  
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Αντικαθιστώντας το στο πρώτο ολοκλήρωµα και το  στο 
δεύτερο ολοκλήρωµα στα δεξιά του (IV.B.10), έχουµε 

 

 

 

Με στη µορφή του (IV.B.11) βλέπουµε ότι είναι µια διαφορίσιµη 

συνάρτηση του . Με διαφορισµό έχουµε  

 

 

Από το (IV.B.12) παρατηρούµε ότι αυτή η παράγωγος είναι µη φθίνουσα συνάρτηση του 

 που προσεγγίζει το -1 καθώς  και το +1 καθώς . Άρα 

 επιτυγχάνει το ελάχιστό του ως προς το στο σηµείο (ή στο 
σύνολο σηµείων) όπου η παράγωγός του αλλάζει πρόσηµο. Αυτό σηµαίνει ότι η Μπαϊεσιανή 

εκτίµηση σ’ αυτή την περίπτωση, που συµβολίζεται µε  είναι κάθε σηµείο τέτοιο 
που  

 

και  
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Ας σηµειωθεί ότι ένα σηµείο  που ικανοποιεί το (IV.B.13) είναι µια διάµεσος της 
δεσµευµένης κατανοµής του Θ, δοθέντος ότι Υ = y. Άρα η ΜΜΑΕ εκτίµηση είναι µια 
εκτίµηση δεσµευµένης διαµέσου. Η εκτίµηση αυτή συµπίπτει µε τη MMSE εκτίµηση µόνο 
όταν η κατανοµή του Θ δοθέντος ότι Υ = y έχει την ίδια τιµή για το µέσο και τη διάµεσό της.  

 

Περίπτωση IV.B.3. Εκτίµηση Μέγιστης εκ των υστέρων (A posteriori) πιθανότητας 
(ΜΑΡ) 

Μια άλλη µέθοδος εκτίµησης που, αν και δεν είναι απολύτως µπαϊεσιανή, ταιριάζει στο 
Μπαϊεσιανό πλαίσιο είναι η εκτίµησης µέγιστης εκ των υστέρων πιθανότητας (ΜΑΡ).  

Για να εφαρµόσουµε τη µέθοδο αυτή, υποθέσουµε την περίπτωση  και εξετάζουµε τη 
λεγόµενη συνάρτηση οµοιόµορφου κόστους,  

 

 

 

 

όπου  . Για έναν εκτιµητή  το µέσο ύστερο κόστος, δοθέντος ότι Υ = y  στην 
περίπτωση αυτή δίνεται από  

 

 

Για να εξετάσουµε την ελαχιστοποίηση του (IV.B.15) υποθέτουµε πρώτα ότι Θ είναι µια 
διακριτή τυχαία µεταβλητή που λαµβάνει τιµές σ’ ένα πεπερασµένο σύνολο 

 µε  για . Τότε έχουµε  

 



164 

 

 

όπου  είναι η συνάρτηση δεσµευµένης πυκνότητας πιθανότητας του Θ δοθέντος ότι Υ = 
y. Από το (IV.B.16) βλέπουµε ότι η Μπαϊεσιανή εκτίµηση στην περίπτωση αυτή δίνεται για 

κάθε  από κάθε τιµή του θ που µεγιστοποιεί το ως προς το  . Αυτό 
σηµαίνει ότι η Μπαϊεσιανή εκτίµηση είναι η τιµή του Θ που έχει την µέγιστη εκ των υστέρων 
πιθανότητα να προκύψει δοθέντος ότι Υ = y. 1 

 

 

ΣΧΗΜΑ IV.B.1 Απεικόνιση της ΜΑΡ εκτίµησης  

 

Τώρα ας υποθέσουµε ότι  και ότι Θ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε 

συνάρτηση δεσµευµένη πυκνότητας  δοθέντος ότι Υ = y. Στην περίπτωση αυτή, η 
ύστερη διακινδύνευση γίνεται  

 

 

Το µέγεθος το (IV. B.17) ελαχιστοποιείται στο  µε τη µεγιστοποίηση της περιοχής ως 

προς η  στο διάστηµα  .Ανατρέχοντας στο Σχ. IV.B.1 βλέπουµε 

ότι αν η   είναι µια λεία συνάρτηση του θ και αν το ∆ είναι επαρκώς µικρό, αυτή η 

περιοχή θα είναι κατά προσέγγιση µεγιστοποιηµένη επιλέγοντας το   να είναι ένα µέγιστο 

σηµείο της . Αυτό σηµαίνει ότι για µικρό ∆ και λεία , έχουµε  
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και η πλευρά του δεξιού µέλους µεγιστοποιείται επιλέγοντας το  ώστε να είναι η τιµή του 

θ που µεγιστοποιεί τη  στο Λ.  

Σε όποια από τις δύο παραπάνω περιπτώσεις το κριτήριο οµοιόµορφου κόστους οδηγεί στη 
διαδικασία εκτίµησης του Θ ως την τιµή που µεγιστοποιεί την εκ των υστέρων (διακριτή ή 

συνεχή) πυκνότητα . [Παροµοίως, µε θ διακριτό αλλά λαµβάνοντας απείρως πολλές 
τιµές, µπορεί να υποστηριχθεί ότι το (IV.B.15) ελαχιστοποιείται κατά προσέγγιση, 

επιλέγοντας το  για τη µεγιστοποίηση της δεσµευµένης πυκνότητας πιθανότητας . 
Η εκτίµηση αυτή είναι γνωστή ως  εκτίµηση µέγιστης εκ των υστέρων πιθανότητας (MAP) και 

συµβολίζεται µε . Παρόλο που η εκτίµηση αυτή συχνά προσεγγίζει την Μπαϊεσιανή 
εκτίµηση µόνο για οµοιόµορφο κόστος µε µικρό ∆, το ΜΑΡ κριτήριο χρησιµοποιείται ευρέως 
για το σχεδιασµό εκτιµήσεων. Ένας βασικός λόγος γι’ αυτό είναι ότι οι ΜΑΡ εκτιµήσεις είναι 
ευκολότερο να υπολογιστούν από τις MMSE, ΜΜΑΕ ή άλλες εκτιµήσεις.  

Σηµειώστε ότι ένα σηµείο στο οποίο µια πυκνότητα επιτυγχάνει τη µέγιστή της τιµή καλείται 

ταλάντωση  της αντίστοιχης κατανοµής πιθανότητας. Άρα, αφού η  εκτιµά το Θ µε 
την ταλάντωση της δεσµευµένης του κατανοµής, είναι µια εκτίµηση δεσµευµένης ταλάντωσης.  

Από τις περιπτώσεις IV.B.1 ως IV.B.3 [και από το (IV.B.5)] βλέπουµε ότι οι Μπαϊεσιανές 
εκτιµήσεις για µια δεδοµένη κατάσταση ορίζονται από τη δεσµευµένη κατανοµή της 
παραµέτρου δεδοµένων των παρατηρήσεων. Συγκεκριµένα, οι MMSE, ΜΜΑΕ και ΜΑΡ 
εκτιµήσεις είναι το µέσο, η διάµεσος και η ταλάντωση αυτής της κατανοµής, αντίστοιχα. 
Όπως στην περίπτωση του ελέγχου υπόθεσης, µπορούµε να θεωρήσουµε την παρατήρηση ως 
ένα µέσο για τη µετατροπή της πρότερης κατανοµής της παραµέτρου σε µια ύστερη 
κατανοµή. Γενικά, οι Μπαϊεσιανοί εκτιµητές είναι χαρακτηριστικά αυτής της ύστερης 
κατανοµής.  

Στη µοντελοποίηση µιας δεδοµένης στατιστικής κατάστασης, συνήθως ξεκινάµε µε την 

οικογένεια των δεσµευµένων κατανοµών του Υ δοθέντος ότι Θ = θ και για τη 
Μπαϊεσιανή διατύπωση έχουµε επίσης µια πρότερη κατανοµή για το Θ. Για να βρούµε τη 
δεσµευµένη κατανοµή του Θ δοθέντος του Υ από την πρότερη και την δεσµευµένη  κατανοµή 
του Υ δοθέντος του Θ, χρειάζεται µόνο να εφαρµόσουµε το Μπαϊεσιανό τύπο. Συγκεκριµένα, 

υποθέτοντας ότι το Ρθ έχει πυκνότητα pθ για κάθε  και ότι η πρότερη κατανοµή του Θ 

                                                           
  1. Φυσικά, η περίπτωση αυτή στην οποία το Λ είναι ένα πεπερασµένο σύνολο είναι απλώς ένα πρόβληµα 

ελέγχου M-ary υπόθεσης και το κριτήριο κόστους του (IV.B.4) ανάγεται εδώ σε  αν και 

 αν α = θ, αφού  για  . Άρα η Μπαϊεσιανή εκτίµηση στην περίπτωση αυτή είναι 
ο M-ary Μπαϊεσιανός κανόνας απόφασης για οµοιόµορφο κόστος (όπως στην Άσκηση 16 του Κεφαλαίου ΙΙ.) 
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έχει πυκνότητα , έχουµε ότι η δεσµευµένη κατανοµή του Θ δοθέντος ότι Υ = y έχει 
πυκνότητα  

 

 

Ας σηµειωθεί ότι ο παρονοµαστής του (IV.B.19) είναι , η αδέσµευτη πυκνότητα του Υ.  

Οι Μπαϊεσιανές εκτιµήσεις για τις τρεις παραπάνω περιπτώσεις µπορούν να βρεθούν ευθέως 
από το (IV.B.19). Σηµειώστε ότι η ΜΑΡ εκτίµηση µπορεί να βρεθεί χωρίς τον υπολογισµό 

του  καθώς ο όρος αυτός δε θα επηρεάσει τη µεγιστοποίηση στο θ. ∆ηλ. η  

βρίσκεται µε τη µεγιστοποίηση του  στο . Καθώς ο λογάριθµος είναι µια 

αυξανόµενη συνάρτηση, η  επίσης µεγιστοποιεί το  στο 

. Αν το Θ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή δοθέντος ότι Υ = y, για επαρκώς λεία 
pθ και w, µια αναγκαία συνθήκη γι’ αυτή τη µεγιστοποίηση είναι  

 

 

 

Η εξίσωση του (IV.B.20) είναι γνωστή ως ΜΑΡ εξίσωση. Τα ακόλουθα δύο παραδείγµατα 
απεικονίζουν τον υπολογισµό των MMSE, ΜΜΑΕ και ΜΑΡ εκτιµήσεων.  

 

Παράδειγµα IV.B.1: Εκτίµηση της παραµέτρου µιας εκθετικής κατανοµής 

Εξετάστε την κατάσταση  και  στην οποία οι παρατηρήσεις έχουν την 
ακόλουθη συνάρτηση δεσµευµένης  πυκνότητας πιθανότητας, δοθέντος ότι Θ = θ:  

 

 

Αυτή είναι η εκθετική πυκνότητα µε παράµετρο θ. Η εκθετική πυκνότητα µοντελοποιεί πολλά 
φυσικά φαινόµενα. Είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στη µοντελοποίηση των χρονικών διαστηµάτων 
µεταξύ διαδοχικών γεγονότων που προκύπτουν τυχαία στο χρόνο, όπως µηνύµατα ή πακέτα 
δεδοµένων που φτάνουν σ’ ένα σταθµό µεταγωγής επικοινωνιών, οχήµατα που φτάνουν σε 
µια διασταύρωση δρόµων, φωτόνια που εκπέµπουν από µια συνεκτική πηγή φωτός ή 
συσκευές που καταρρέουν σ’ ένα λογικό κύκλωµα. Η παράµετρος θ σ’ αυτό το µοντέλο 
µπορεί να ερµηνευθεί ως ο ρυθµός τέτοιων συµβάντων και άρα µπορούµε να θεωρήσουµε το 
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πρόβληµα εκτίµησης εδώ ως αυτό της εκτίµησης του ρυθµού εµφάνισης τέτοιων συµβάντων 
από µια παρατήρηση του χρόνου µεταξύ των διαδοχικών εµφανίσεών τους.  

Ας υποθέσουµε ότι οι πρότερες πληροφορίες µας για το Θ είναι ότι επίσης έχει µια εκθετική 
κατανοµή µε πυκνότητα  

 

 

όπου α > 0 είναι γνωστό. Μπορούµε τότε να βρούµε την ύστερη κατανοµή του Θ δοθέντος 
ότι Υ = y από το (IV.B.19). Έχουµε  

 

 

 

για  και   και  

 

Η MMSE εκτίµηση είναι το µέσο του (IV.B.23) και άρα δίνεται από  

 

 

 

Ας σηµειωθεί ότι για σταθερό α, αυτή η εκτίµηση του Θ µεταβάλλεται αντιστρόφως µε το y. 
Αυτό είναι διαισθητικά λογικό από την προηγούµενη ερµηνεία του εκθετικού µοντέλου, 
καθώς ένας µεγάλος χρόνος µεταξύ αφίξεων (µεγάλο y) θα ήταν απόδειξη ενός χαµηλού 
ρυθµού (µικρό θ). Η συµπεριφορά αυτή µετριάζεται ως ένα βαθµό ανάλογα από την τιµή του 
α, καθώς η εκτίµηση δεν είναι ποτέ µεγαλύτερη από 2/α. Σηµειώστε ότι µια µικρή τιµή του α 

συνεπάγεται ότι το Θ κατανέµεται διάχυτα [δηλ, το  είναι σχετικά εξαπλωµένο] και η 
αντίστοιχη εκτίµηση επιτρέπει µεγαλύτερες τιµές Θ αν συνεπάγεται από την παρατήρηση. 
Εναλλακτικά, µια µεγάλη τιµή του α συνεπάγεται ότι το Θ είναι κοντά στο µηδέν µε υψηλή 
πιθανότητα, άρα η εκτίµηση δεν είναι ποτέ µεγάλη σ’ αυτή την περίπτωση.  
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Η ελάχιστη τιµή της ΜSE µπορεί να υπολογιστεί ευθέως στην περίπτωση αυτή. Πρώτα, 
παρατηρούµε από το (IV.B.3) ότι η Μπαϊεσιανή διακινδύνευση είναι ο µέσος όρος του 
ύστερου κόστους έτσι ώστε  

 

 

Άρα η ελάχιστη MSE είναι ο µέσος όρος της δεσµευµένης µεταβλητής του Θ, δοθέντος του 
Υ.  Αφού  

 

 

έχουµε 

 

 

 

Άρα  

 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το  όπως στο (IV.B.23). 
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Η ΜΜΑΕ εκτίµηση  είναι η διάµεσος του . Αφού το Θ είναι συνεχές 

δοθέντος ότι Υ = y, µπορούµε να βρούµε τη  λύνοντας την εξίσωση  

 

 

Ενθέτουµε το (IV.B.23) και ολοκληρώνουµε τα παράγωγα  

 

  

 

έτσι ώστε να έχουµε  

 

 

µε το Το να είναι η λύση στο  που δίνεται από . 
Συγκρίνοντας το (IV.B.29) µε το (IV.B. 24) βλέπουµε την ίδια συµπεριφορά µε αυτής της 
MMSE εκτίµησης, µε µόνη διαφοροποίηση τη σταθερά στον αριθµητή. Η ελάχιστη 
Μπαϊεσιανή διακινδύνευση για την κατάσταση αυτή µπορεί να υπολογιστεί όπως αυτή για 
την MMSE εκτίµηση και ο υπολογισµός αυτός δίνεται ως άσκηση.  

Και η ΜΑΡ εκτίµηση του Θ µπορεί επίσης να ληφθεί εύκολα στην περίπτωση αυτή. 
Σηµειώνοντας ότι  

 

 

 

Και  
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βλέπουµε ότι η έχει το µοναδικό µέγιστό της στο  

 

 

Άρα και πάλι έχουµε µια εκτίµηση που διαφέρει από την MMSE εκτίµηση µόνο σε ένα 
συντελεστή κλίµακας.  

Στο Παράδειγµα IV.Β.1 τα τρία κριτήρια εκτίµησης που εξετάζονται οδηγούν σε τρεις 
διαφορετικούς εκτιµητές (ή εκτιµήτριες συναρτήσεις)  για το Θ. Για να αποφασίσουµε ποιο 
από αυτά θα χρησιµοποιήσουµε, θα πρέπει να αποφασίσουµε ποια από τις τρεις αντίστοιχες 
συναρτήσεις κόστους «τιµωρεί» την εκτίµηση σφάλµατος µε τον πιο κατάλληλο τρόπο για 
την εφαρµογή που µας ενδιαφέρει. Σε πολλά προβλήµατα δεν χρειάζεται να γίνει µια τέτοια 
επιλογή γιατί οι τρεις εκτιµήσεις συµπίπτουν. Ακολουθεί ένα παράδειγµα µιας τέτοιας 
κατάστασης.  

 

Παράδειγµα IV.B.2.: Εκτίµηση Εύρους σήµατος  

Εξετάστε την περίπτωση  και  µε 

 

 

 

όπου , s είναι γνωστό,  και Ν και Θ είναι ανεξάρτητα. Ας 
σηµειωθεί ότι αυτό το πρόβληµα αντιστοιχεί στην εκτίµηση του άγνωστου εύρους ενός 
ειδάλλως γνωστού παρατηρούµενου σήµατος µε την παρουσία προσθετικού θορύβου.  

∆οθέντος ότι Θ = θ, έχουµε ότι . Άρα η ύστερη πυκνότητα για το Θ είναι  
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όπου όπως στο Κεφάλαιο ΙΙΙ, ορίζουµε  και όπου  είναι µια συνάρτηση 

που εξαρτάται από το y αλλά όχι από το θ. Σηµειώστε από το (IV.B.32) ότι είναι ο 
εκθέτης ενός τετραγωνικού όρου στο θ, άρα πρέπει να πρόκειται για κατά Gauss πυκνότητα. 

Αν  ήταν , θα είχαµε  

 

 

 

Συγκρίνοντας το (IV.B.32) µε (IV.B.33), βλέπουµε ότι δοθέντος ότι 

 µε  

 

 

και  

 

 

 

και η γίνεται  

 

Καθώς η πρώτη παράµετρος της κατά Gauss πυκνότητας είναι το µέσο της, αµέσως έχουµε 
ότι η δεσµευµένη µέση εκτίµηση του Θ είναι  
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όπου  Επιπλέον, το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι  

 

 

 

 

αφού , που δεν εξαρτάται από το Υ. Επίσης, αφού η κατά Gauss 
πυκνότητα είναι συµµετρική ως προς το µέσο της και επιτυγχάνει το µέγιστό της στο µέσο 
της, η δεσµευµένη διάµεσος και η δεσµευµένη ταλάντωση ισούνται µε το δεσµευµένο µέσο. 

∆ηλ., έχουµε  

Η συµπεριφορά της εκτίµησης αυτής απεικονίζει ικανοποιητικά τη φύση της Μπαϊεσιανής 
εκτίµησης. Σηµειώστε ότι το υ2 απεικονίζει την ακρίβεια της πρότερης γνώσης µας για το Θ. 
∆ηλαδή, όσο µικρότερο είναι το υ2 τόσο ακριβέστερα γνωρίζουµε το θ ελλείψει 
παρατηρήσεων. Από την άλλη, λαµβάνοντας υπόψη το θέµα της συνεκτικής ανίχνευσης σε 
κατά Gauss θόρυβο στο Κεφάλαιο ΙΙΙ, το µέγεθος d2 είναι µια µέτρηση της ποιότητας στην 

οποία το s µπορεί να διακριθεί από τον  θόρυβο. Αυτό σηµαίνει ότι το  d2  
είναι µια 

µέτρηση της ακρίβειας των παρατηρήσεών µας ως προς την παραγωγή πληροφοριών σχετικά 
µε το σήµα – το µεγάλο d2 αντιστοιχεί σε υψηλής ποιότητας παρατηρήσεις και το µικρό d2 
αντιστοιχεί σε χαµηλής ποιότητας παρατηρήσεις κατ’ αυτήν την έννοια.  

Έχοντας αυτό στο µυαλό σας, εξετάστε την εκτίµηση του (IV.B.32). Αν το  

είναι πολύ µικρό σε σχέση µε άλλα µεγέθη αυτής της εκτίµησης, έχουµε  
Αυτό προκύπτει όταν η πρότερη γνώση είναι πολύ ακριβής ως προς τις παρατηρήσεις (δηλ. 

το υ2 είναι µικρό σε σχέση µε το ), οπότε ο εκτιµητής αγνοεί τις παρατηρήσεις και 
επιλέγει το µέσο της πρότερης κατανοµής ως εκτίµησή του. Σηµειώστε ότι η MMSE στην 

περίπτωση αυτή είναι κατά προσέγγιση υ2, η πρότερη µεταβλητή. Από την άλλη αν το  

είναι µεγάλο, τότε , µια εκτίµηση που εξαρτάται µόνο από τις 
παρατηρήσεις και δεν ενσωµατώνει καθόλου τις πρότερες πληροφορίες. Η τελευταία αυτή 

περίπτωση είναι επίσης λογική καθώς µε µεγάλο υ2 σε σχέση µε το  είναι προτιµητέο να 
εµπιστευτούµε τις παρατηρήσεις παρά τις πρότερες πληροφορίες. Η MMSE στην τελευταία 

περίπτωση είναι κατά προσέγγιση 2. Μεταξύ αυτών των δύο άκρων, ο βέλτιστος 
εκτιµητής ισορροπεί την πρότερη γνώση και τις παρατηρήσεις και η αντίστοιχη MMSE 
αντανακλά αυτή την ισορροπία.  
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Έχει ενδιαφέρον να εξετάσουµε την ειδική περίπτωση  και 

 στο πλαίσιο της παραπάνω συζήτησης. Στην περίπτωση αυτή 
οι παρατηρήσεις µας είναι  

 

 

µε . Το µέγεθος  και 

 το µέσο δείγµα. Αν δεν έχουµε παρατηρήσεις (n = 0), απλώς 
εκτιµούµε το Θ ως το πρότερο µέσο του µ, αλλά καθώς λαµβάνουµε περισσότερες 

παρατηρήσεις (αυξάνουµε το n) το µέσο δείγµα  γίνεται πιο αξιόπιστο και βασιζόµαστε 
περισσότερο σ’ αυτό.  

 

 

  

Στο όριο όπως  παραβλέπουµε τελείως το πρότερο µέσο και υιοθετούµε το µέσο 
δείγµα ως εκτίµησή µας.  

Η κλίµακα αυτής της συµπεριφοράς ελέγχεται από το λόγο υ2/σ2 (σηµειώστε ότι το σ2 ορίζει 
την ακρίβεια κάθε παρατήρησης).  

Στην παραπάνω συζήτηση επικεντρωθήκαµε στην εκτίµηση µίας µονής πραγµατικής 
παραµέτρου. Ωστόσο, σε πολλά πρακτικά προβλήµατα επιθυµούµε να εκτιµήσουµε 
ταυτόχρονα διάφορες παραµέτρους. Η Μπαϊεσιανή διατύπωση, φυσικά, εφαρµόζεται εξίσου 
καλά και στην κατάσταση διανύσµατος παραµέτρου, και παρακάτω µελετούµε την 
περίπτωση αυτή.  

 

Περίπτωση IV.B.4: Εκτίµηση διανύσµατος παραµέτρων  

Εξετάζουµε τώρα την περίπτωση στην οποία  Για να ακολουθήσουµε τη 
Μπαϊεσιανή διαδικασία σχεδιασµού µιας εκτίµησης του Θ πρέπει να ορίσουµε µια 

συνάρτηση κόστους  Ενίοτε είναι χρήσιµο να χρησιµοποιήσουµε µια 
συνάρτηση κόστους της µορφής  

 
                                                           
  2. Σηµειώστε ότι, ελλείψει άλλων παρατηρήσεων, η MMSE εκτίµηση είναι µ και η MMSE είναι υ2 που 
αντιστοιχούν στις κατά προσέγγιση συνθήκες για µικρά υ2d2. Αποδεικνύεται, όπως θα δούµε παρακάτω, ότι η 

 και η ακρίβεια 1/d2 είναι βέλτιστες, ελλείψει άλλων πρότερων πληροφοριών. Άρα αυτά τα δύο άκρα είναι 
αρκετά λογικά.  
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όπου Ci είναι µια συνάρτηση κόστους που συνδέεται µε την εκτίµηση της i-οστής 
συνιστώσας της παραµέτρου. Αν έχουµε µια συνάρτηση κόστους αυτής της µορφής, το 

δεσµευµένο πρότερο κόστος για µια εκτίµηση  δίνεται από  

 

 

 

οπότε ουσιαστικά έχουµε m προβλήµατα βαθµωτής εκτίµησης. ∆ηλαδή, το  [η i-οστή 

συνιστώσα της ] επιλέγεται για να ελαχιστοποιήσει το  

Ένα παράδειγµα µιας χρήσιµης συνάρτησης κόστους που αποσυντίθεται όπως στο (IV.B.36) 
είναι το τετράγωνο του Ευκλείδειου κανόνα του σφάλµατος:  

 

 

Έπεται από την περίπτωση IV.B.1 ότι γι’ αυτή την συνάρτηση κόστους η i-οστή συνιστώσα 

της Μπαϊεσιανής εκτίµησης είναι . ∆ηλ., η Μπαϊεσιανή εκτίµηση είναι  

 

 

 

το δεσµευµένο µέσο του Θ δοθέντος ότι Υ = y.  

 

Ένα άλλο παράδειγµα συνάρτησης κόστους που ικανοποιεί το (IV.B.36) είναι το ακόλουθο 
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Αυτή η συνάρτηση παρέχει µια εναλλακτική στο  ως µια µέτρηση της απόστασης 
µεταξύ α και θ. Από την Περίπτωση IV.B.2 βλέπουµε ότι αυτή η συνάρτηση κόστους οδηγεί 
στην εκτίµησης της i-οστής συνιστώσας της οποίας είναι η δεσµευµένη διάµεσος του Θi 
δοθέντος ότι Υ = y.  

Για να επεκτείνουµε την έννοια της ΜΑΡ εκτίµησης στο διάνυσµα παραµέτρων, θα πρέπει να 

εξετάσουµε µια συνάρτηση κόστους της µορφής (IV.B.36), στην οποία η  είναι η 
συνάρτηση οµοιόµορφου κόστους του (IV.B.14). Αυτό οδηγεί στον εκτιµητή διανύσµατος 
που έχει την i-οστή του συνιστώσα στη δεσµευµένη ταλάντωση του Θi δοθέντος ότι Υ = y. 
Ωστόσο, αυτή η αποσύνθεση συνάρτησης κόστους δεν είναι η πιο σηµαντική επέκταση της 
συνάρτησης οµοιόµορφου κόστους στην περίπτωση του διανύσµατος. Πιο σηµαντική είναι  

 

 

για την οποία έχουµε 

 

 

Από το (IV.B.42) µπορούµε να θεωρήσουµε την κατά προσέγγιση βελτιστότητα της 
εκτίµησης του Θ ως τη δεσµευµένη του ταλάντωση, δοθέντος ότι Υ = y, ένα µέγεθος που 
διαφοροποιείται γενικά από το διάνυσµα, η i-οστή συνιστώσα του οποίου είναι η δεσµευµένη 
ταλάντωση  του Θi δοθέντος ότι Υ = y που λαµβάνεται από την αποσύνθεση του κόστους. Η 
εκτίµηση που επιλέγει τη δεσµευµένη ταλάντωση του Θ δοθέντος ότι Υ = y είναι η ΜΑΡ 
εκτίµηση για την περίπτωση διανύσµατος παραµέτρου. Σηµειώστε ότι η περιοχή όπου το 

 είναι ένα m- διάστατος κύβος, κεντρικός στο θ µε µήκος πλευράς 
2∆. Θα µπορούσαµε να ορίσουµε παρόµοιες συναρτήσεις κόστους αντικαθιστώντας αυτόν 

τον κύβο µε άλλα σχήµατα (π.χ. µια m-διάστατη σφαίρα, ). Ωστόσο, η κατά 
προσέγγιση βελτιστότητα της ΜΑΡ εκτίµησης θα ήταν συνεπαγόµενη στο πλαίσιο των 
κατάλληλων συνθηκών λειότητας.  

Μια ακόµη χρήσιµη συνάρτηση κόστους στην εκτίµηση διανύσµατος παραµέτρων είναι µια 
γενίκευση του κανόνα τετραγωνικού σφάλµατος. Συγκεκριµένα έχει ενδιαφέρον να 
εξετάσουµε συναρτήσεις κόστους της µορφής  
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όπου Α είναι ένας συµµετρικός, θετικά ορισµένος πίνακας. Σηµειώστε ότι αυτή η συνάρτηση 
κόστους επιτρέπει τις από κοινού σταθµίσεις σφαλµάτων σε διαφορετικές παραµέτρους, ένα 
επιθυµητό χαρακτηριστικό για κάποιες εφαρµογές καθώς η ακρίβεια της εκτίµησης µας για 
µια από τις πραγµατικές παραµέτρους που σχηµατίζουν το Θ µπορεί να επηρεάσει το πόσο 
καλά πρέπει να γνωρίζουµε άλλες παραµέτρους.  

Για να εξάγουµε την Μπαϊεσιανή εκτίµηση για το (IV.B.43), γράφουµε  

 

 

Καθώς η συνάρτηση του (IV.B.44) είναι τετραγωνική στο , φτάνει στο ελάχιστό της στο 

σηµείο στο οποίο η βαθµίδα της ως προς το  εξαφανίζεται. Έχουµε ευθέως ότι  

 

 

 

 

Άρα η Μπαϊεσιανή εκτίµηση,  για το (IV.B.43) ικανοποιεί  

 

 

 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά το (IV.B.46) µε  έχουµε ότι 

  

Έτσι βλέπουµε ότι το τετραγωνικό κριτήριο κόστους του (IV.B.43) αποδίδει το διάνυσµα 
δεσµευµένου µέσου ως µια Μπαϊεσιανή εκτίµηση ανεξάρτητα από την επιλογή του Α. Η 
απορρέουσα Μπαϊεσιανή διακινδύνευση φυσικά εξαρτάται από το Α και θα πρέπει ευθέως να 
αποδειχθεί αυτό (βλέπε Άσκηση 10) για την περίπτωση αυτή.  
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όπου το  συµβολίζει τον τελεστή ίχνους (δηλ. άθροιση των διαγώνιων όρων) και όπου 

το είναι ο πίνακας δεσµευµένης διακύµανσης του Θ δοθέντος ότι Υ = y. Ας 
σηµειωθεί ότι ο κανόνας τετραγωνικού σφάλµατος είναι η ειδική περίπτωση του (IV.B.47) µε 

Α = Ι, άρα η τελευταία περίπτωση  είναι απλώς το ίχνος του  

 

Παράδειγµα IV.B.3: Εκτίµηση ενός κατά Gauss διανύσµατος από µια από κοινού κατά 
Gauss παρατήρηση.  

 

Εξετάστε την περίπτωση στην οποία και Υ και Θ  είναι από κοινού 

κατά Gauss  µε µέσα διανύσµατα  και , πίνακες διακύµανσης ΣΥ  και ΣΘ  και πίνακα 

διασταυρούµενης διακύµανσης. . ∆ηλαδή, υποθέτουµε ότι   

 

 

 

µε  

 

 

Στο πλαίσιο αυτού του µοντέλου πρέπει να αποδειχθεί ευθέως ότι η δεσµευµένη κατανοµή 

του Θ δοθέντος ότι Υ = y είναι επίσης κατά Gauss, µε δεσµευµένο µέσο που δίνεται από  

 

 

 

και µε πίνακα δεσµευµένης διακύµανσης   που δίνεται από  

 

 

Από την ιδιότητα αυτή µπορούµε να βρούµε όλες τις βέλτιστες εκτιµήσεις που αναλύθηκαν 
στην Περίπτωση IV.B.4. Συγκεκριµένα, παρατηρούµε αµέσως ότι η εκτίµηση δεσµευµένου 
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µέσου ισούται µε το  του (IV.B.49a). Επίσης, αφού η πολυµεταβλητή κατά Gauss 

πυκνότητα έχει τον τρόπο της στο µέσο της, η ΜΑΡ εκτίµηση δίνεται επίσης από το  . 
Επιπλέον, αφού το Θ είναι κατά Gauss δοθέντος ότι Υ = y, η περιθώρια ταλάντωση και η 

διάµεσος του Θi είναι οριακά κατά Gauss δοθέντος ότι Υ = y προκύπτει στο , στην i-

οστή συνιστώσα του . Άρα το  παρέχει τη βέλτιστη εκτίµηση υπό όλες τις 
έννοιες που αναλύθηκαν στην Περίπτωση IV.B.4. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι αυτή η 
εκτίµηση είναι γραµµική (ή ορθότερα, αφφινική) στο y, οπότε υπολογίζεται εύκολα, αν το 

 µπορεί να προσδιοριστεί επαρκώς. Το ζήτηµα αυτό θα σχολιαστεί εκτενέστερα 
αργότερα.  

Η ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση µπορεί επίσης εύκολα να υπολογιστεί για τη 
συνάρτηση τετραγωνικού κόστους του (IV.B.43) µέσω του (IV.B.47). Συγκεκριµένα, 

παρατηρούµε ότι που δεν εξαρτάται από το Υ. Άρα το 

και η ελάχιστη Μπαϊεσιανή διακινδύνευση γίνεται  

 

 

 

Παρατηρήστε επίσης ότι , άρα το  είναι ο πίνακας 

συνδιακύµανσης της εκτίµησης σφάλµατος  

Μια ειδική ενδιαφέρουσα περίπτωση αυτού του γενικού κατά Gauss προβλήµατος προκύπτει 
από το λεγόµενο γραµµικό µοντέλο παρατήρησης: 

 

   

όπου  είναι ένας σταθερός n x m πίνακας και τα Θ και 
Ν είναι ανεξάρτητα. Τέτοια µοντέλα προκύπτουν σε πολλές εφαρµογές. Για παράδειγµα, το 
µοντέλο του Παραδείγµατος IV.B.2 στο οποίο επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το εύρος σήµατος 

είναι αυτό της µορφής µε m = 1 και Η = s. Επιπλέον, αν θεωρήσουµε τα ως 
δείγµατα ενός στοχαστικού σήµατος, τότε  

 

 

είναι µια ακολουθία παρατήρησης αποτελούµενη από γραµµικά φιλτραρισµένο σήµα συν 
πρόσθετο θόρυβο – µια κατάσταση που προκύπτει, για παράδειγµα, όταν ένα σήµα 
παρατηρείται µέσω ενός καναλιού µε πεπερασµένο εύρος ζώνης ή άλλο γραµµικά 
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παραµορφωτικό χαρακτηριστικό. Στην περίπτωση αυτή η εκτίµηση του Θ είναι γνωστή ως το 
πρόβληµα εξίσωσης καναλιού. Περισσότερες εφαρµογές του µοντέλου εξετάζονται στο 
Κεφάλαιο V στο ζήτηµα του φίλτρου Kalman – Bucy. 

Στο µοντέλο αυτό είναι εύκολο να δείξουµε ότι τα Υ και Θ είναι από κοινού κατά Gauss, µε 

τα  και  δεδοµένα,  και . Άρα 
έχουµε την Μπαϊεσιανή εκτίµηση  

 

 

και τον πίνακα συνδιακύµανσης σφάλµατος  

 

 

 

Σε ό,τι αφορά τον υπολογισµό του (IV.B.53) παρατηρούµε ότι περιλαµβάνει την αντιστροφή 
ενός n x n πίνακα, ένας υπολογισµός η πολυπλοκότητα του οποίου είναι της τάξης του n3 , 
εκτός κι αν ο πίνακας έχει κάποια ειδική δοµή. Αυτή η υπολογιστική πολυπλοκότητα µπορεί 
ενίοτε να µειωθεί κάνοντας χρήση της ακόλουθης απλής ταυτότητας πίνακα  

 

 

 

Αν το  είναι γνωστό (δηλ., αν ) και m < n, ο πίνακας στο δεξιό µέλος του 
(IV.B.55) είναι ευκολότερο να υπολογιστεί από αυτόν στο αριστερό.  

Στο Κεφάλαιο V, τα (IV.B.53) και (IV.B.54) θα χρησιµοποιηθούν για να παράγουν το φίλτρο 
Kalman – Bucy. Είναι επίσης ενδιαφέρον αν επανεξετάσουµε το Παράδειγµα IV.B.2 σ’αυτό 

το γενικό πλαίσιο. Στην περίπτωση αυτή έχουµε και . 
Εισάγοντας τα µεγέθη αυτά στα (IV.B.53) και (IV.B.54) και εφαρµόζοντας το (IV.B.55), 
έχουµε  

 

και  
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όπως στα (IV.B.34) και (IV.B.35).  

 

 

IV.C Εκτίµηση µη τυχαίας παραµέτρου: Γενική ∆οµή 

 

Στην ενότητα IV.B. εξετάσαµε το πρόβληµα εκτίµησης µιας τυχαίας παραµέτρου που 
δεικνύει µια κλάση κατανοµών στο χώρο παρατήρησης. Ένα συναφές πρόβληµα είναι αυτό 
στο οποίο έχουµε µια παράµετρο (που δεικνύει την κλάση των στατιστικών παρατήρησης) 
που δεν µοντελοποιείται ως τυχαία µεταβλητή, αλλά ωστόσο, είναι άγνωστη. Συγκεκριµένα, 
µπορεί να µην έχουµε αρκετές πρότερες πληροφορίες σχετικά µε την παράµετρο ώστε να της 
αποδώσουµε µια πρότερη κατανοµή πιθανότητας, αλλά ωστόσο θέλουµε να χειριστούµε την 
εκτίµηση τέτοιων παραµέτρων µε οργανωµένο τρόπο.  

Έστω, λοιπόν, ότι έχουµε µια παρατήρηση  και ότι η κατανοµή του Υ είναι µέλος µιας 

κλάσης κατανοµών στο  που δεικνύεται από µια παράµετρο θ που βρίσκεται σε κάποιο 

σύνολο Λ. Όπως προηγουµένως, συµβολίζουµε αυτό το σύνολο κατανοµών µε . 
Ας υποθέσουµε προς το παρόν ότι η παράµετρος θ είναι πραγµατικής τιµής.  

∆εν ξέρουµε τίποτα για την πραγµατική τιµή του θ πέρα από το γεγονός ότι βρίσκεται στο Λ, 
και µε απλά λόγια, το πρόβληµα που θέλουµε να λύσουµε είναι: ∆οθείσης της παρατήρησης 
Υ =y, ποια είναι η καλύτερη εκτίµηση του θ; Έχοντας υπόψη τις διαδικασίες που 
αναπτύχθηκαν στην Ενότητα IV.B., µπορούµε να αρχίσουµε να απαντούµε αυτό το ερώτηµα 

αναζητώντας µια εκτίµηση  που ελαχιστοποιεί κάποιο κριτήριο µέσης απόδοσης. Σε όλο 
το υπόλοιπο κεφάλαιο, εξετάζουµε αποκλειστικά το κόστος τετραγωνικού σφάλµατος, 
παρόλο που κάποια αποτελέσµατα που θα µελετηθούν εδώ εφαρµόζονται ευθέως και σε 
άλλες αποδόσεις κόστους. Εν απουσία ενός πρότερου στο Λ, ο µόνος τρόπος εύρεσης µέσου 
όρου του κόστους σχετίζεται µε την κατανοµή του Υ δοθέντος του θ. ∆ηλ., µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε µόνο τη δεσµευµένη συνάρτηση διακινδύνευσης 

 

Όπως είδαµε στην περίπτωση ελέγχου υπόθεσης στο Κεφάλαιο ΙΙ, δεν µπορούµε γενικά να 

περιµένουµε την οµοιόµορφη ελαχιστοποίηση του  για  Αυτό είναι προφανές 

για το κόστος τετραγωνικού σφάλµατος, καθώς για κάθε συγκεκριµένη τιµή του θ, π.χ.  το 

δεσµευµένο µέσο τετραγωνικό σφάλµα µπορεί να γίνει µηδέν επιλέγοντας το  να είναι 

πανοµοιότυπα για όλες τις παρατηρήσεις . Αλλά µια τέτοια εκτίµηση θα είχε χαµηλή 
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επίδοση αν τα δεν ήταν κοντά στην πραγµατική τιµή του θ. Άρα είναι προφανές ότι το 
δεσµευµένο µέσο τετραγωνικό σφάλµα δεν είναι από µόνο του ένα κατάλληλο κριτήριο 
σχεδιασµού για έναν εκτιµητή µιας µη τυχαίας παραµέτρου, εκτός και αν η κλάση των 
εκτιµητών περιορίζεται κατά κάποιον τρόπο ώστε να περιλαµβάνει µόνο λογικούς εκτιµητές 

[δηλ., να αποκλείει εκτιµητές όπως  

Ένας λογικός περιορισµός που µπορεί να τεθεί σε έναν εκτιµητή του θ είναι ότι η 
αναµενόµενη τιµή του ισούται µε την πραγµατική τιµή της παραµέτρου. ∆ηλ. ότι  

 

 

 

Μια τέτοια εκτίµηση ορίζεται ως αµερόληπτη. Στο πλαίσιο αυτού του περιορισµού, το 
δεσµευµένο µέσο τετραγωνικό σφάλµα γίνεται η διακύµανση του εκτιµητή ως προς το Ρθ, και 
µια αµερόληπτη εκτίµηση που ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα για κάθε 

ονοµάζεται ελάχιστη διακύµανση αµερόληπτου εκτιµητή (MVUE).  

Στην παρούσα ενότητα εξετάζουµε τη γενική δοµή προβληµάτων εκτίµησης µη τυχαίας 
παραµέτρου µε στόχο το χαρακτηρισµό των MVUE.  

Ξεκινάµε µε την έννοια της επάρκειας, όπως ορίζεται ακολούθως (µέχρι να ισχύσει κάτι 

διαφορετικό, υποθέτουµε ότι το Λ είναι γενικό, δηλ. όχι απαραιτήτως ένα υποσύνολο του ) 

 

Ορισµός IV.C.1 : Επάρκεια  

Ας υποθέσουµε ότι ∆ είναι ένα αυθαίρετο σύνολο και  είναι µία κλάση ενδεχοµένων στο ∆. 

Μια συνάρτηση  λέγεται ότι είναι επαρκής στατιστική για  

αν η κατανοµή του Υ  δεσµευµένου στο Τ(Υ) όταν  δεν εξαρτάται από το θ για 

 (¨Όταν η  εννοείται, µπορούµε απλώς να πούµε ότι η Τ είναι επαρκής για 
το θ.) 

Σηµειώστε ότι το θ επηρεάζει τις παρατηρήσεις µόνο µέσω της κατανοµής της Ρθ. Άρα 
µπορούµε να µάθουµε για το θ βλέποντας τη στατιστική συµπεριφορά του Υ. Άρα αν η γνώση 
της Τ(Υ) αποµακρύνει όποια επιπλέον εξάρτηση της κατανοµής του Υ από το θ, µπορούµε να 
συµπεράνουµε ότι η Τ(Υ) περιλαµβάνει όλες τις πληροφορίες στο Υ  που είναι χρήσιµες για 
την εκτίµηση του θ – εξ ου και η προέλευση του όρο «επαρκής».  

Σηµειώστε ότι κάθε µία  από τις µία προς µία απεικόνισεις των παρατηρήσεων είναι 
τετριµµένα επαρκής για θ , άρα υπάρχουν πάντα πολλές επαρκείς στατιστικές για κάθε 
δεδοµένο µοντέλο εκτίµησης. Ωστόσο, είναι επιθυµητό να βρεθεί µια επαρκής στατιστική 
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που να µειώνει όσο τον δυνατόν περισσότερο τις περισσότερες. Στο πλαίσιο αυτό, έχουµε τον 
ακόλουθο ορισµό.  

Πρόταση IV.C.1: Το Θεώρηµα της Παραγοντοποίησης  

Έστω ότι έχει µια αντίστοιχη οικογένεια πυκνοτήτων  Μια 
στατιστική Τα είναι επαρκής για το θ, αν και µόνο αν υπάρχουν συναρτήσεις gθ και h τέτοιες 

ώστε  

για όλα τα  και  

 

Απόδειξη: Αποδεικνύουµε αυτό το αποτέλεσµα µόνο για την περίπτωση στην οποία το Γ 
είναι διακριτό. Η περίπτωση αυτή απεικονίζει τη γενική ιδέα αυτής της πρότασης χωρίς να 
χρησιµοποιεί τις τεχνικές λεπτοµέρειες που απαιτούνται για τη γενική περίπτωση. Μια 
απόδειξη της γενικής περίπτωσης απαντά στον Lehmann (1986).  

Έστω ότι το Γ είναι διακριτό και το  ικανοποιεί το (IV.C.2) για µια συνάρτηση Τ. 

Έστω ότι το  συµβολίζει την πυκνότητα του Υ δοθέντος ότι  όταν  
Από τον Μπαϊεσιανό τύπο έχουµε  

  

 

Αφού  ισούται µε 1 αν και 0 αν  και αφού 

 το (IV.C.3) γίνεται  

 

 

 

Τώρα . Άρα από το (IV.C.2 ) έχουµε  
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και επίσης έχουµε  Από το (IV.C.4) έχουµε τότε 

 

 

 

Καθώς αυτή η παράσταση δεν εξαρτάται από το θ, η Τ είναι µια επαρκής στατιστική για το 

. Αυτό αποδεικνύει ότι η Τ είναι επαρκής αν το (IV.C.2) ισχύει.  

Για να αποδείξουµε ότι η Τ είναι επαρκής µόνο αν το (IV.C.2) ισχύει, έστω ότι Τ είναι κάθε 
επαρκής στατιστική για το θ. Από το (IV.C.4) µπορούµε να γράψουµε  

 

 

 

Καθώς η Τ είναι επαρκής για το θ, το εξαρτάται µόνο από το y και όχι από το θ. 

Επίσης, η  είναι συνάρτηση µόνο του Τ (y) και του θ.  Ορίζοντας 

 και , βλέπουµε ότι το (IV.C.5) συνεπάγεται 
την παραγοντοποίηση του (IV.C.2). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της πρότασης αυτής για 
την περίπτωση του διακριτού Γ.  

Για να απεικονίσουµε την Πρόταση IV.C.1, εξετάζουµε το ακόλουθο απλό παράδειγµα.  

 

Παράδειγµα IV.C.1: Μια επαρκής στατιστική για έλεγχο υπόθεσης  

 

Εξετάστε το πρόβληµα ελέγχου υπόθεσης Λ = {0,1} µε πυκνότητες p0 και p1. Παρατηρώντας 
ότι  
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              (αν θ = 0 

       αν  θ = 1) 

 

βλέπουµε την παραγοντοποίηση   µε  

 και  να ορίζεται από  

 

  

     (αν θ = 0 

       αν θ = 1) 

 

Άρα βλέπουµε ότι ο λόγος πιθανοφάνειας L(y) είναι µια επαρκής στατιστική για το πρόβληµα 
ελέγχου δυαδικής υπόθεσης. Είναι µια πολύ χρήσιµη επαρκής στατιστική γιατί είναι 
µονοδιάστατη, ανεξάρτητα από τη φύση του Γ. Φυσικά, έχουµε ήδη δει ότι όλοι οι βέλτιστοι 
έλεγχοι για Λ = {0,1} που ορίζονται στο Κεφάλαιο ΙΙ εξαρτώνται από την παρατήρηση y 
µόνο µέσω αυτής της επαρκούς στατιστικής L(y) 

Η χρησιµότητα των επαρκών στατιστικών στην αναζήτηση αµερόληπτων εκτιµητών των 
πραγµατικών παραµέτρων είναι εν µέρει εµφανής από το ακόλουθο αποτέλεσµα. Εδώ 
επιτρέπουµε το Λ να είναι αυθαίρετο, αλλά υποθέτουµε ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε 
κάποια πραγµατικής τιµής συνάρτηση g του θ. 

 

Πρόταση IV.C.2: Το Θεώρηµα Rao – Blackwell 

Έστω ότι η  είναι µια αµερόληπτη εκτίµηση της  και ότι η Τ είναι επαρκής για το θ.  

Ορίστε τη  µε  

 

 

Τότε η  είναι επίσης µια αµερόληπτη εκτίµηση της . Επιπλέον,  
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µε ισότητα αν και µόνο αν  

 

Απόδειξη: Παρατηρούµε πρώτα ότι η προσδοκία που ορίζει το  δεν εξαρτάται από το θ 
δυνάµει της επάρκειας της Τ [δοθέντος ότι Τ(Υ), η κατανοµή του Υ και ως εκ τούτου το µέσω 

της  δεν εξαρτώνται από το θ]. Για να δούµε ότι το  είναι αµερόληπτο, παρατηρούµε 
ότι  

 

 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το δεδοµένο ότι  για να έχουµε τη 

δεύτερη ισότητα και την αµεροληψία του  για να έχουµε την τρίτη ισότητα.  

Για να δούµε ότι , σηµειώνουµε πρώτα ότι  

 

και  

 

 

Πρέπει λοιπόν µόνο να αποδείξουµε ότι . Έχουµε  

 

 

όπου η ανισότητα έπεται από την εφαρµογή της ανισότητας του Jensen ώστε να έχουµε  

 και η τελική ισότητα έπεται από  

επαναλαµβανόµενες προσδοκίες. Ας σηµειωθεί ότι έχουµε ισότητα στην ανισότητα του 

Jensen αν και µόνο αν  Αφού 
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 αυτό είναι ισοδύναµο µε τη συνθήκη 

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της Πρότασης IV.C.2.  

Από το θεώρηµα Rao – Blackwell βλέπουµε ότι µε µια επαρκή στατιστική Τ µπορούµε να 
βελτιώσουµε οποιονδήποτε αµερόληπτο εκτιµητή που να µην είναι ήδη µια συνάρτηση της Τ, 
δεσµεύοντάς τον στην Τ(Υ). Επιπλέον, το θεώρηµα αυτό συνεπάγεται ότι αν η Τ είναι 
επαρκής για το θ και αν υπάρχει µόνο µία συνάρτηση της Τ που είναι αµερόληπτη εκτίµηση 

της , αυτή η συνάρτηση είναι MVUE για την . Για να το κατανοήσουµε αυτό, έστω 

ότι  είναι η µόνη συνάρτηση της  για την οποία Έστω 

ότι  είναι οποιαδήποτε αµερόληπτη εκτιµήτρια της . Τότε, από το θεώρηµα Rao – 

Blackwell, η είναι αµερόληπτη για την  και είναι µια 

συνάρτηση της . Άρα από τη µοναδικότητα του , θα πρέπει να έχουµε  Το 

θεώρηµα Rao – Blackwell επίσης επιβεβαιώνει ότι  Αφού το 

είναι αυθαίρετο, βλέπουµε ότι για κάθε αµερόληπτη 

εκτίµηση της . Με άλλα λόγια, η  είναι µια MVUE της  

 

Ορισµός IV.C.3: Πληρότητα 

Η οικογένεια θεωρείται ότι είναι πλήρης αν η συνθήκη  για 

όλα τα συνεπάγεται ότι  για όλα τα  

Αυτή η έννοια της πληρότητας είναι πολύ παρόµοια µε την έννοια της πληρότητας ενός 

συνόλου διανυσµάτων στο . Για να γίνει αυτό κατανοητό, εξετάστε την κατάσταση στην 

οποία το Γ είναι ένα πεπερασµένο σύνολο . Στην περίπτωση αυτή, για κάθε 
συνάρτηση f  στο Γ µπορούµε να γράψουµε  

 

    

όπου και 

Υποθέτοντας ότι  για όλα τα  και 

 η πληρότητα του  ορίζεται από τη συνθήκη ότι η  για 

όλα τα συνεπάγεται ότι το f  είναι το n-διάνυσµα όλων των µηδέν. ∆ηλαδή, η 

 είναι πλήρης αν το 0 είναι το µόνο διάνυσµα που είναι ορθογώνιο σε όλα τα 

διανύσµατα . Αυτή είναι φυσικά η συνηθισµένη έννοια της πληρότητας του 

συνόλου διανυσµάτων στο . (Θυµηθείτε ότι ένα πλήρες σύνολο διανυσµάτων 

στο  θεωρείται ότι αναπτύσσει το ). Παρόµοιες αναλογίες ισχύουν για περισσότερους 
γενικούς χώρους παρατήρησης.  
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Για να κατανοήσετε περαιτέρω την έννοια της πληρότητας, εξετάστε το ακόλουθο 
παράδειγµα.  

 

Παράδειγµα IV.C.2: Πληρότητα της ∆ιωνυµικής Κατανοµής 

Υποθέστε ότι και  

 

 

Για κάθε συνάρτηση f στο Γ έχουµε  

 

 

όπου  

 

και  

 

Η συνθήκη  για όλα τα  είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη  

 

Η συνάρτηση  είναι n-οστής σειρά πολυωνυµική και άρα έχει τα περισσότερα n 
µηδέν της εκτός και αν όλοι οι συντελεστές της είναι µηδέν. Έπεται ότι το (IV.C.7) µπορεί να 

ικανοποιηθεί µόνο µε  Άρα η είναι πλήρης. Σηµειώστε 
ότι η πληρότητα διατηρείται εδώ για κάθε Λ που περιλαµβάνει τουλάχιστον (n + 1) µη 
µηδενικές τιµές παραµέτρου.  
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Οι έννοιες της πληρότητας και της επάρκειας συνδέονται στενά. Για να το κατανοήσετε αυτό, 

υποθέστε ότι η Τ είναι επαρκής για την πλήρη οικογένεια  και για λόγους 

ευκολίας υποθέστε ότι  για κάθε  Ορίστε µια συνάρτηση  µε  

 

Παρατηρείτε ότι το f δεν εξαρτάται από το θ αφού η Τ είναι επαρκής. Για κάθε  έχουµε  

 

Άρα η πληρότητα του  συνεπάγεται ότι 1 για όλα τα 

 ή ουσιαστικά, ότι  Αφού 

η είναι µια συνάρτηση του , η τελευταία συνθήκη 

συνεπάγεται ότι το ίδιο το y είναι µια συνάρτηση του  . Καθώς το  είναι προφανώς 

µια συνάρτηση του y, βλέπουµε ότι το  πρέπει να είναι µια µία προς µία συνάρτηση του 
y. Αυτό σηµαίνει ότι το Τ είναι µια τετριµµένη επαρκής στατιστική. Συµπεραίνουµε τότε ότι 

αν η  είναι πλήρης, τότε δεν υπάρχει µη τετριµµένη επαρκής στατιστική για το θ. 
∆ηλ. η παρατήρηση Υ δεν µπορεί να αναχθεί χωρίς καταστροφή των πληροφοριών σχετικά µε 
το θ.  

 

Η πληρότητα είναι µια χρήσιµη έννοια στο χαρακτηρισµό των MVUE. Για να γίνει αυτό 
κατανοητό, υποθέστε ότι η Τ είναι επαρκής για το θ και έστω ότι το Qθ συµβολίζει την 

κατανοµή του όταν . Αν η  είναι πλήρης, τότε η Τ θεωρείται 
ότι είναι µια πλήρης επαρκής στατιστική3. Υποθέστε ότι η Τ είναι πλήρης και έστω ότι οι 

 και  είναι οποιεσδήποτε συναρτήσεις του  που είναι αµερόληπτες 

εκτιµήτριες συναρτήσεις του  

Έχουµε 

 

για όλα τα . Άρα, µέσω της πληρότητας της Τ, βλέπουµε ότι 

 για όλα τα , δηλ. ότι οι  και είναι 

η ίδια εκτιµήτρια συνάρτηση. Άρα, αφού τα  και  επιλέχθηκαν αυθαίρετα βλέπουµε ότι 
οποιοσδήποτε αµερόληπτος εκτιµητής που είναι συνάρτηση µιας πλήρους επαρκούς στατιστικής 
είναι µοναδικός από την άποψη αυτή και άρα είναι MVUE. 
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Βλέπουµε λοιπόν µια διαδικασία για την αναζήτηση των MVUE.  

1. Βρίσκουµε µια πλήρη επαρκή στατιστική Τ για  

2. Βρίσκουµε οποιαδήποτε αµερόληπτη εκτιµήτρια συνάρτηση του  

3. Τότε η  είναι µια MVUE του  

Από τα στάδια αυτά το πρώτο µοιάζει να είναι το λιγότερο ξεκάθαρο, καθώς το δεύτερο βήµα 
είναι συχνά αρκετά εύκολο και το τρίτο επιτυγχάνεται ευθέως µέσω λογισµού πιθανότητας. 
Ωστόσο, για πολλά µοντέλα που µας ενδιαφέρουν στην πράξη, το πρώτο βήµα αποδεικνύεται 
αρκετά εύκολο. Για να αναπτύξουµε το θέµα αυτό, παρουσιάζουµε πρώτα τον ακόλουθο 
ορισµό.  

Ορισµός IV.C.4: Εκθετικές Οικογένειες.  

Μια κλάση κατανοµών  θεωρείται ότι είναι µια εκθετική οικογένεια αν υπάρχουν 

πραγµατικής τιµής συναρτήσεις   

 

  

 

 

και h τέτοιες ώστε το Ρθ έχει πυκνότητα  

 

 

για όλα τα  και  

Πολλές κατανοµές που αντιµετωπίζονται στην πράξη µπορούν να τεθούν µε τη µορφή των 
εκθετικών οικογενειών, όπως οι κατά Gauss, Poisson, Λαπλασιανή, διωνυµική, γεωµετρική 
και κάποιες πολυµεταβλητές µορφές αυτών. Οι εκθετικές οικογένειες παίζουν σηµαντικό 
ρόλο στη θεωρία της αµερόληπτης εκτίµησης ελάχιστης διακύµανσης, δυνάµει του 
ακόλουθου αποτελέσµατος.  

                                                           
   3. Με βάση τα παραπάνω, βλέπουµε ότι η παρατήρηση δεν µπορεί να αναχθεί πέρα από την Τ(Υ) χωρίς την 
καταστροφή των πληροφοριών για το θ. Στην ουσία, η Τ πρέπει να είναι µια ελάχιστη επαρκής στατιστική για 

. Αυτό έπεται αφού, για κάθε επαρκή στατιστική Τ΄ πρέπει να έχουµε µέσω της 
πληρότητας. Άρα η Τ είναι µια συνάρτηση της Τ΄ 
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Πρόταση IV.C.3: Το θεώρηµα πληρότητας για τις εκθετικές οικογένειες  

Έστω ότι  και ότι κάθε Ρθ έχει πυκνότητα pθ που δίνεται από  

 

όπου οι  και h είναι πραγµατικής τιµής συναρτήσεις4. Τότε η 

 είναι µια πλήρης επαρκής στατιστική για  αν 
το Λ περιέχει ένα m-διάστατο ορθογώνιο.  

Περίληψη της απόδειξης: Μια πλήρης απόδειξη της Πρότασης IV.C.3 απαντά στον 
Lehmann (1986). Τα βήµατα της απόδειξης αυτής περιγράφονται ως ακολούθως.  

Πρώτα παρατηρούµε ότι η Τ είναι επαρκής για το θ µε το θεώρηµα της παραγοντοποίησης 
(Πρόταση IV.C.1), άρα πρέπει µόνο να αποδείξουµε την πληρότητα της Τ.  Με το Υ να 

κατανέµεται σύµφωνα µε το (IV.C.9) βλέπουµε ευθέως ότι η Τ(Υ) θα έχει πυκνότητα στο  
της µορφής   

  

 

 

 

όπου η hT είναι µια πραγµατικής τιµής συνάρτηση του t. Υποθέστε ότι f είναι µια 

πραγµατικής τιµής συνάρτηση στο  τέτοια ώστε  Έχουµε  

 

Έστω ότι η Λ περιλαµβάνει ένα m- διάστατο ορθογώνιο 

Με απλή 
µετάφραση των παραµέτρων, µπορούµε πάντα να επιλέγουµε το ορθογώνιο αυτό να είναι της 

µορφής  Εξετάστε 
το (IV.C.11) ως µια συνάρτηση µιας περίπλοκης µεταβλητής αντικαθιστώντας το θl  µε 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτή η συνάρτηση είναι αναλυτική στην 

περιοχή και άρα η συνθήκη 
                                                           
  4. Ας σηµειωθεί ότι το (IV.C.8) µπορεί να επαναπαραµετρικοποιηθεί για να τεθεί στη µορφή του (IV.C.9). 
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ότι είναι µηδέν για όλα τα πραγµατικά ορίσµατα στα J΄συνεπάγεται ότι είναι µηδέν σε όλη τη 
λωρίδα C.  Συγκεκριµένα, η συνάρτηση αυτή είναι µηδέν στην περιοχή 

 δηλ. έχουµε, 

 

για όλα τα . Ας σηµειωθεί ότι η συνάρτηση στα αριστερά του (IV.C.12) είναι ένας 
πολυδιάστατος Fourier µετασχηµατισµός. Καθώς αυτό είναι πανοµοιότυπα µηδέν για όλα τα 

συνεπάγεται ότι η συνάρτηση που µετασχηµατίζεται είναι µηδέν για όλα τα  ή 

ισοδύναµα ότι  για όλα τα  Αυτό συνεπάγεται µε τη σειρά του ότι 
η Τ είναι πλήρης και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης.  

Για να περιγράψουµε τη χρήση της Πρότασης IV.C.3 εξετάζουµε το ακόλουθο παράδειγµα.  

Παράδειγµα IV.C.3: Αµερόληπτη Εκτίµηση Ελάχιστης ∆ιακύµανσης Εύρους σήµατος  

Εξετάστε το µοντέλο  

 

όπου  είναι i.i.d.  δείγµατα θορύβου, είναι γνωστό 
σήµα, και το µ είναι παράµετρος εύρους σήµατος. Υποθέστε για τώρα ότι το σ2 είναι γνωστό 
και ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε την παράµετρο εύρους µ. Η πυκνότητα του Υ δίνεται από  

 

όπου έχουµε ορίσει  

 

και 
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Με την παραδοχή ότι µ είναι ένας αυθαίρετος πραγµατικός αριθµός, το σύνολο παραµέτρου 

είναι  Ένα µονοδιάστατο ορθογώνιο είναι διάστηµα και 
το Λ προφανώς περιλαµβάνει ένα διάστηµα, άρα από την Πρόταση IV.C.3 και το (IV.C.13) 

βλέπουµε ότι η είναι µια πλήρης επαρκής στατιστική για το θ1.  

Θέλουµε να εκτιµήσουµε το Ας σηµειωθεί ότι . Άρα, 

υποθέτοντας ότι  η εκτίµηση  είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του 

. Άρα, αφού η Τ1 είναι πλήρης, η εκτίµηση  

 

είναι MVUE. Για να υπολογίσουµε το (IV.C.14) βλέπουµε ότι οι  και  είναι 

γραµµικές συναρτήσεις του Υ το οποίο είναι κατά Gauss. Άρα οι  και  είναι από 
κοινού κατά Gauss. Είναι εύκολα κατανοητό ότι  

 

και  

 

όπου έχουµε ορίσει  Άρα, εφαρµόζοντας τα αποτελέσµατα της Ενότητας 
IV.B µπορούµε να γράψουµε αυτό το δεσµευµένο µέσο του (IV.C.14) ως 

 

 

Άρα έχουµε δηµιουργήσει µια MVUΕ για το εύρος σήµατος µ. Η διακύµανση αυτού του 
εκτιµητή είναι  
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα µ και σ2 είναι άγνωστα, µε το µ να κυµαίνεται πάνω από το  

και το σ2 να κυµαίνεται πάνω από το  και ότι θα θέλαµε να εκτιµήσουµε και τις δύο 
αυτές παραµέτρους. Από το  (IV.C.16) βλέπουµε ότι η εκτίµηση του σ2 µας δίνει µια 

εκτίµηση της ακρίβειας της εκτίµησης µας για το εύρος. Ας σηµειωθεί ότι η  , όπως 
ορίζεται στο (IV.C.13) είναι µια συνάρτηση του σ2, έτσι το (IV.C.13) όπως είναι γραµµένο 
δεν είναι µια ορθή εκθετική οικογένεια αν το σ2 είναι άγνωστο. Ωστόσο, µπορούµε να 
ξαναγράψουµε την πυκνότητα ως  

 

όπου το θ1 και Τ1 είναι όπως στο (IV.C.13), αλλά, τώρα ορίζουµε  

 

και  

 

Η κύµανση  αντιστοιχεί στο 

που σίγουρα περιλαµβάνει ένα ορθογώνιο. Άρα η 

 είναι µια πλήρης επαρκής στατιστική για το θ. 

Θέλουµε να εκτιµήσουµε τα  και . Σηµειώστε 
ότι η εκτίµηση στο (IV.C.15) έχει υπολογιστεί χωρίς γνώση του σ2, είναι αµερόληπτη και 

είναι µια συνάρτηση του [και ως εκ τούτου του ]. Άρα είναι µια MVUE του µ, 
ακόµα κι όταν το σ2 είναι άγνωστο.  

Για να βρούµε µια MVUE  για το σ2 
θα πρέπει πρώτα να αναζητήσουµε έναν αµερόληπτο 

εκτιµητή του σ2 και κατόπιν να τον δεσµεύσουµε στο  . Είναι απλούστερο σ’ αυτήν την 
περίπτωση, ωστόσο, να ψάξουµε ευθέως για µια αµερόληπτη συνάρτηση του Τ. 

Συγκεκριµένα, παρατηρούµε ότι αφού , έχουµε  
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Επίσης, έχουµε ότι  

 

Από αυτά τα δύο αποτελέσµατα βλέπουµε ότι το µέγεθος  έχει µέσο  

 

Άρα η συνάρτηση  είναι µια αµερόληπτη 
εκτιµήτρια του σ2 και µε την πληρότητα της Τ  είναι µια MVUE. Μπορούµε να 

ξαναγράψουµε το  ως 

 

όπου το  είναι η MVUE του µ από το (IV.C.15). Σηµειώστε ότι η είναι µια 

εκτίµηση του θορύβου το k-οστού δείγµατος, άρα το  εκτιµά τη διακύµανση (που ισούται 

µε τη ροπή δεύτερης τάξης ) του θορύβου µε  Ας σηµειωθεί ότι ένας 

πιο φυσικός εκτιµητής για τη ροπή δεύτερης τάξης θα ήταν  αλλά όπως 
βλέπουµε από την παραπάνω ανάλυση, η τελευταία εκτίµηση είναι µεροληπτική. Περαιτέρω 
ανάλυση του θέµατος αυτού γίνεται στην ενότητα IV.D. 

 

Η θεωρία που περιγράφεται στις παραπάνω παραγράφους παρέχει ένα µέσο αναζήτησης των 
αµερόληπτων εκτιµητών ελάχιστης διακύµανσης. Για πολλά µοντέλα που µας ενδιαφέρουν, 
ωστόσο, η δοµή που απαιτείται για την εφαρµογή αποτελεσµάτων όπως αυτών στην 
Πρόταση IV.C.3 δεν είναι παρούσα. Άρα, συχνά αντιµετωπίζουµε το πρόβληµα να 
προτείνουµε έναν εκτιµητή και να αξιολογούµε την απόδοση του (δηλ., τη µεροληψία και τη 
διακύµανσή του) εν απουσία οποιασδήποτε γνώσης σχετικά µε τη βελτιστότητα του 
εκτιµητή. Σε τέτοιες περιπτώσεις είναι χρήσιµο να έχουµε ένα πρότυπο µε το οποίο µπορούν 
να συγκριθούν οι εκτιµητές. ∆ηλ. θα ήταν χρήσιµο να γνωρίζουµε τους βασικούς 
περιορισµούς της απόδοσης εκτίµησης που τίθενται από ένα δεδοµένο µοντέλο. Ένα τέτοιο 
πρότυπο παρέχεται εν µέρει από το ακόλουθο αποτέλεσµα.  
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Πρόταση IV.C.4: Η Ανισότητα της Πληροφορίας  

Έστω ότι  είναι µια εκτίµηση της παραµέτρου θ σε µια οικογένεια και ότι 
ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες:  

(1) Το Λ είναι ένα ανοιχτό διάστηµα 

(2) Η οικογένεια έχει µια αντίστοιχη οικογένεια πυκνοτήτων , 
όλα τα µέλη της οποίας έχουν την ίδια υποστήριξη5  

(3) Η υπάρχει και είναι πεπερασµένη για όλα τα  και όλα τα y  στην 
στήριξη του  

(4) Η  υπάρχει και ισούται µε  για 

όλα τα  για  και  

Τότε  

 

όπου  

 

Επιπλέον αν η ακόλουθη συνθήκη ισχύει  

(5) Το ισχύει για όλα τα και y στην υποστήριξη του pθ και  

 

 

Τότε το Ιθ µπορεί να υπολογιστεί µέσω  

 

Απόδειξη: Η απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού έπεται ευθέως από την ανισότητα Schwarz. 
Συγκεκριµένα, έχουµε ότι  
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∆ιαφορίζοντας το (IV.C.23) και εφαρµόζοντας τη συνθήκη (4), έχουµε  

 

Η συνθήκη (4) επίσης συνεπάγεται ότι  

 

ώστε να έχουµε  

 

όπου η δεύτερη ισότητα έπεται από το γεγονός ότι 

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Schwarz στο 
(IV.C.24), έχουµε  

 

όπου το Ιθ είναι από το (IV.C.21). Παρατηρώντας ότι 

το (IV.C.20) έπεται.  

                                                           

  5.∆ηλ. το σύνολο είναι ίδιο για όλα τα  
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Για να δούµε το (IV.C.22) παρατηρούµε ότι 

 

Λαµβάνοντας Εθ {.} και στις δύο πλευρές του (IV.C.26) και αναδιατάσσοντας αποδόσεις  

 

Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη (5) έχουµε  

 

και το (IV.C.22) έπεται. 

Το µέγεθος Ιθ που ορίζεται το (IV.C.21) είναι γνωστό ως πληροφορία Fisher για την εκτίµηση 
του θ από το Υ, και το (IV.C.20) ονοµάζεται ανισότητα της πληροφορίας. Όσο µεγαλύτερη 
είναι αυτή η µέτρηση πληροφορίας για ένα δεδοµένο µοντέλο, τόσο καλύτερο είναι το 
κατώτερο φράγµα στην ακρίβεια εκτίµησης που δίνεται από την ανισότητα της πληροφορίας. 
Η ύπαρξη µιας εκτίµησης που επιτυγχάνει ισότητα στην ανισότητα πληροφορίας είναι δυνατή 
µόνο υπό ειδικές συνθήκες [βλέπε, π.χ. Lehmann (1983) και την παρακάτω ανάλυση]. Για τη 

συγκεκριµένη περίπτωση στην οποία το  είναι αµερόληπτο , η ανισότητα 
πληροφορίας ανάγεται σε  

 

ένα αποτέλεσµα γνωστό ως κατώτατο φράγµα Cramer – Rao (CRLB). 

Παραδείγµατα που περιγράφουν την ανισότητα της πληροφορίας σε συγκεκριµένα 
προβλήµατα εκτίµησης θα συζητηθούν στην ακόλουθη ενότητα. Το ακόλουθο γενικό 
παράδειγµα περιγράφει αναλυτικότερα το ρόλο των εκθετικών οικογενειών στην εκτίµηση 
παραµέτρου.  

Παράδειγµα IV.C.4: Η Ανισότητα πληροφορίας για τις εκθετικές οικογένειες  

Έστω ότι Λ είναι ένα ανοιχτό διάστηµα και το δίνεται από  
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όπου οι C,g, T και h είναι πραγµατικής τιµής συναρτήσεις των ορισµάτων τους και όπου η 

g(θ) έχει παραγωγό τη g΄(θ). Υποθέτοντας ότι και  

 

οι συνθήκες (1) – (4) της Πρότασης IV.C.4 ισχύουν. Αφού η  πρέπει να ολοκληρωθεί 

στη µονάδα,  µπορούµε να γράψουµε Για να 
υπολογίσουµε το Ιθ γι’ αυτή την οικογένεια πυκνοτήτων, γράφουµε  

 

Με διαφορισµό έχουµε  

 

Άρα  

 

Και η ανισότητα πληροφορίας στην περίπτωση αυτή είναι  

 

Έστω ότι θεωρούµε την Τ(y) ως εκτιµήτρια του θ. Τότε έχουµε  

 

 

∆ιαφορίζοντας το (IV.C.30) έχουµε ευθέως ότι  
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και άρα το (IV.C.29) συνεπάγεται ότι το κατώτερο φράγµα στην ανισότητα πληροφορίας 
ισούται µε  

 

Από το (IV.C.31) βλέπουµε ότι η Τ(Υ) επιτυγχάνει το κατώτερο φράγµα πληροφορίας, άρα 

έχει την ελάχιστη διακύµανση µεταξύ όλων των εκτιµητών  που ικανοποιούν την 

Συγκεκριµένα, αν η Τ είναι αµερόληπτη για το θ, 
τότε είναι µια MVUE, ένα δεδοµένο που γνωρίζουµε ήδη από το γεγονός ότι η Τ είναι µια 
πλήρης επαρκής στατιστική για το θ στην περίπτωση αυτή.  

Βλέπουµε ότι η εκθετική µορφή του (IV.C.28) είναι επαρκής για τη διακύµανση του Τ  ώστε 
να επιτύχει το κατώτερο φράγµα πληροφορίας στο πλαίσιο της κανονικότητας που υποτέθηκε 
παραπάνω. Αποδεικνύεται ότι αυτή η µορφή είναι επίσης απαραίτητη για την επίτευξη του 

κατώτερου φράγµατος για όλα τα , και πάλι σε συνθήκες κανονικότητας. 

Συγκεκριµένα, παρατηρούµε ότι ένας εκτιµητής έχει διακύµανση ίση µε το κατώτερο 

φράγµα πληροφορίας για όλα τα  αν και µόνο αν έχουµε ισότητα στην ανισότητα 
Schwarz που εφαρµόζεται στο (IV.C.25). Αυτό, µε τη σειρά του, θα συµβεί, αν και µόνο αν  

 

µε πιθανότητα 1 ως προς το Ρθ, για κάποια k(θ). Αν (a,b) συµβολίζει το Λ και f(θ) συµβολίζει 

το , συµπεραίνουµε ότι το  επιτυγχάνει το φράγµα πληροφορίας αν και µόνο αν  

 

όπου το h(y) δεν εξαρτάται από το θ. Η ισότητα του (IV.C.32) θα αναγνωριστεί ως η εκθετική 
µορφή του (IV.C.28) µε το h ως δεδοµένο,  

 

και  

 

[Ας σηµειωθεί ότι το k(θ) πρέπει να ισούται µε στην κατάσταση αυτή, 
όπως είναι προφανές και από την αντικατάσταση του (IV.C.32) µε (IV.C.34)]. Άρα 
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συµπεραίνουµε ότι, στο πλαίσιο της κανονικότητας, το κατώτερο φράγµα πληροφορίας 

επιτυγχάνεται µε το , αν και µόνο αν σε µια εκθετική οικογένειας µίας 
παραµέτρου.  

IV.D Εκτίµηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας  

Για πολλά µοντέλα παρατήρησης που προκύπτουν στην πράξη, δεν είναι δυνατή η εφαρµογή 
των αποτελεσµάτων της Ενότητας IV.C. για την εύρεση των MVUE, είτε λόγω µη 
επιλυσιµότητας της απαιτούµενης ανάλυσης, είτε λόγω έλλειψης µιας χρήσιµης πλήρους 
επαρκούς στατιστικής. Για τέτοιου είδους µοντέλα, απαιτείται µια εναλλακτική µέθοδος 
αναζήτησης καλών εκτιµητών. Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος σχεδιασµού 
εκτιµητών είναι η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας, που αποτελεί το αντικείµενο της 
ενότητας αυτής.  

Για να εκκινήσουµε την εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας, εξετάζουµε αρχικά την εκτίµηση 

ΜΑΡ, στην οποία αναζητούµε το  που δίνεται από  

 

Ελλείψει οποιασδήποτε πρότερης πληροφορίας για την παράµετρο, µπορούµε να υποθέσουµε 
ότι κατανέµεται οµοιόµορφα στην κύµανσή της [δηλ., η w(θ) είναι σταθερά στο Λ] καθώς 
αυτό αναπαριστά, λίγο ή πολύ, ένα πρότερο χειρότερης περίπτωσης. Στην περίπτωση αυτή η 

ΜΑΡ εκτίµηση για δεδοµένο είναι οποιαδήποτε τιµή του θ που µεγιστοποιεί την 

 στο Λ. Αφού η ως συνάρτηση του θ καλείται ενίοτε συνάρτηση πιθανοφάνειας 

[άρα το  είναι ο λόγος πιθανοφάνειας], η εκτίµηση αυτή ονοµάζεται εκτίµηση 

µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE). Συµβολίζοντας αυτή την εκτίµηση µε , έχουµε  

 

∆ύο πράγµατα δεν είναι σωστά µε το παραπάνω ζήτηµα. Πρώτον, δεν είναι πάντα δυνατό να 
δηµιουργήσουµε µια οµοιόµορφη κατανοµή στο Λ, αφού το Λ µπορεί να µην είναι φραγµένο 
σύνολο. ∆εύτερον και σηµαντικότερο, η υπόθεση για ένα οµοιόµορφο πρότερο για την 
παράµετρο διαφέρει από την υπόθεση ότι το πρότερο είναι άγνωστο ή ότι η παράµετρος δεν 
είναι µια τυχαία µεταβλητή. Ωστόσο, η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας αποδεικνύεται 
πολύ χρήσιµη σε πολλές κατάστασεις, και όπως θα δούµε στην ενότητα αυτή, η χρήση της 
µπορεί να ενεργοποιηθεί µε άλλους, πιο ευθείς, τρόπους. Επιπλέον, η εύρεση της τιµής του θ 
που καθιστά τις παρατηρήσεις πιο πιθανές είναι ένα θεµιτό κριτήριο από µόνο του.  

Η µεγιστοποίηση της είναι ισοδύναµη µε τη µεγιστοποίηση του  και 
υποθέτοντας επαρκή λειότητα της συνάρτησης αυτής, µια απαραίτητη συνθήκη για την 
εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας είναι  
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Η εξίσωση του (IV.D.3) είναι γνωστή ως εξίσωση πιθανοφάνειας και θα δούµε ότι οι λύσεις 

της έχουν χρήσιµες ιδιότητες ακόµη κι όταν δεν είναι µέγιστες της . Για παράδειγµα, 
έστω ότι έχουµε ισόττηα στο κατώτερο φράγµα Cramer – Rao (IV.C.27). ∆ηλ. υποθέστε ότι 

 είναι µια αµερόληπτη εκτίµηση του θ µε  (Σηµειώστε ότι ένα τέτοιο 

 είναι MVUE του θ.) Τότε από το (IV.C.32) βλέπουµε ότι το  πρέπει να είναι της 
µορφής  

 

 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τα δεδοµένα ότι και  Από το 
(IV.D.4), η εξίσωση πιθανοφάνειας γίνεται  

 

που έχει τη λύση  Άρα, συµπεραίνουµε ότι αν το θ επιτυγχάνει την CRLB, 
είναι η λύση στην εξίσωση πιθανοφάνειας. Με άλλα λόγια, µόνο λύσεις της εξίσωσης 
πιθανοφάνειας µπορούν να πετύχουν την CRLB. ∆υστυχώς, δεν είναι πάντα αληθές ότι οι 
λύσεις της εξίσωσης πιθανοφάνειας θα επιτύχουν την CRLB ούτε ότι είναι αµερόληπτες. 
[Ωστόσο, όταν ο log pθ  έχει τη µορφή του (IV.D.4), αυτό θα συµβεί]. Επίσης, όταν η λύση 
της εξίσωσης πιθανοφάνειας δεν ικανοποιεί την CRLB, µπορεί να υπάρχουν άλλοι εκτιµητές 

µε την ίδια µεροληψία που έχουν µικρότερη διακύµανση από το  

Από την παραπάνω συζήτηση, βλέπουµε ότι η λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας µπορεί 

ενίοτε να είναι µια MVUE. Για την περίπτωση στην οποία ο χώρος παρατήρησης είναι  
µε το Υ να αποτελείται από i.i.d. στοιχεία, σηµαίνει ότι στο πλαίσιο της κανονικότητας, η 
λύση στην εξίσωση πιθανοφάνειας είναι αµερόληπτη και επιτυγχάνει την CRLB 

ασυµπτωτικά καθώς  Πριν τη µελέτη των ασυµπτωτικών αυτών ιδιοτήτων, δίνουµε 
τα ακόλουθα δύο παραδείγµατα για να περιγράψουµε την προσέγγιση µέγιστης 
πιθανοφάνειας.  

Παράδειγµα IV.D.1: Εκτίµηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας της Παραµέτρου Εκθετικής 
Κατανοµής  

Έστω ότι  και  είναι i.i.d. εκθετικές τυχαίες µεταβλητές µε 

παράµετρο θ, δηλ.  µε  
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Έχουµε  µε , οπότε η εξίσωση πιθανοφάνειας 
είναι  

 

που έχει τη µοναδική λύση  Αφού η 

λύση αυτή δίνει το µοναδικό µέγιστο του  Ας σηµειωθεί ότι  και 

άρα είναι λογικό να εκτιµήσουµε το θ ως . Στην ουσία, ο αδύναµος νόµος των µεγάλων 

αριθµών συνεπάγεται ότι  στην πιθανότητα ως προς το Ρθ. ∆ηλ. η MLE συγκλίνει 
σε πιθανότητα στην πραγµατική τιµή παραµέτρου, µια ιδιότητα γνωστή ως συνέπεια. Η 
ιδιότητα αυτή της MLE δεν είναι συγκεκριµένη στο παράδειγµα αυτό αλλά είναι αληθής σ’ 
ένα γενικό πλαίσιο όπως θα δούµε παρακάτω.  

Η πληροφορία του Fisher για την περίπτωση αυτή µπορεί να υπολογιστεί µέσω  

 

και άρα η CRLB είναι Αφού το  δεν είναι της µορφής 

 γνωρίζουµε ότι η ανισότητα πληροφορίας δεν επιτυγχάνεται στο 
πρόβληµα αυτό. Ωστόσο, µπορούµε να υπολογίσουµε το µέσο και τη διακύµανση του 

ευθέως. Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας χαρακτηριστικές συναρτήσεις αποδεικνύεται 

ευθέως ότι το µέσο δείγµα έχει pdf  

 

από το οποίο µπορούµε να υπολογίσουµε (για ) 

 

και (για  )  
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Βλέπουµε από το (IV.D.8) ότι παρόλο που η  είναι µη αµερόληπτη, δεν έχει την 

ιδιότητα ότι  Αυτό σηµαίνει ότι είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτη. 
Επίσης, παρατηρούµε ότι  

 

καθώς  Και άρα η  έχει διακύµανση ασυµπτωτικά ίση µε την CRLB, µια 
ιδιότητα γνωστή ως ασυµπτωτική επάρκεια. Όπως θα δούµε, αυτές οι δύο ιδιότητες της 
ασυµπτωτικής αµεροληψίας και της επάρκειας είναι χαρακτηριστικές των MLE υπό γενικές 
συνθήκες για i.i.d. παρατηρήσεις.  

Ως τελευταίο σχόλιο στο παράδειγµα αυτό, παρατηρούµε από την Πρόταση IV.C.3 ότι 

είναι µια πλήρης επαρκής στατιστική για το θ στο µοντέλο αυτό. Επίσης από το (IV.D.8) 
βλέπουµε ότι  

 

είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ που εξαρτάται από το . Άρα η  

 

Είναι µια MVUE του θ στο πρόβληµα αυτό. Από το (IV.D.9) η διακύµανσή του φαίνεται να 
δίνεται από 

 

ένα µέγεθος που είναι µεγαλύτερο από την CRLB (όπως πρέπει να είναι αφού γνωρίζουµε ότι 
η CRLB δεν µπορεί εδώ να επιτευχθεί), αλλά που προσεγγίζει την CRLB καθώς το n γίνεται 
µεγαλύτερο  

Η διακύµανση του (IV.D.10) ισούται µε την MSE του  αφού είναι αµερόληπτο  

Για την MLE, η MSE είναι  

 

όπου η είναι η µεροληψία του . Χρησιµοποιώντας τα 
(IV.D.8) και (IV.D.9), έχουµε  
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ένα µέγεθος που είναι αυστηρά µεγαλύτερο από το  η MSE του . Άρα στην 
περίπτωση αυτή, η MVUE είναι προτιµότερη από την MLE, παρόλο που είναι ασυµπτωτικά 
ισοδύναµες.  

Παράδειγµα IV.D.2: Εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας εύρους σήµατος 

Εξετάστε το µοντέλο που αναλύεται στο Παράδειγµα IV.C.3: 

 

µε τα  και γνωστά. Η εξίσωση πιθανοφάνειας 
για την εκτίµηση του µ µε το σ2 γνωστό δίνεται από  

 

που συνεπάγεται ότι  

 

όπου, όπως πριν, . Αφού  

 

βλέπουµε ότι το  είναι κοίλο στο µ, άρα η λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας 
πράγµατι δίνει ένα σφαιρικό µέγιστο εδώ.  

Ας σηµειωθεί ότι το  είναι το ίδιο µε την MVUE του µ (βλ. Παράδειγµα IV.C.3) ώστε 

 και  Από το (IV.D.14) βλέπουµε ότι 

 άρα  
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Σηµειώστε ότι µε θ = µ, µπορούµε να γράψουµε  

 

µε  όπως απαιτείται για την επίτευξη του CRLB.  

Έστω ότι τώρα το µ είναι γνωστό, αλλά θέλουµε να εκτιµήσουµε το σ2. Η εξίσωση 
πιθανοφάνειας γίνεται  

 

που έχει τη µοναδική λύση  

 

Αφού  

 

βλέπουµε ότι το  αυξάνεται στο σ2 για  και µειώνεται στο σ2 για 

 Άρα το  επιτυγχάνει το απόλυτο µέγιστό του στο  
Επίσης βλέπουµε από το (IV.D.18) ότι µε θ = σ2, 

 

το οποίο από το Παράδειγµα IV.C.4 συνεπάγεται ότι το  είναι αµερόληπτο και 

επιτυγχάνει την CRLB και άρα ότι είναι µια MVUE του σ2. Αναθεωρώντας το 

(IV.D.19) έχουµε , άρα  

 

Τώρα ας υποθέσουµε ότι και το µ και το σ2 είναι άγνωστα. Θέτοντας θ =(µ, σ2), η MLE του θ 

βρίσκεται µεγιστοποιώντας το  στο µ και το σ2. Καθώς το µέγιστο από το 
(IV.D.13) δεν εξαρτάται από το σ2, έχουµε ότι  
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Αλλά το δεξί µέλος της ισότητας αυτής είναι το ίδιο πρόβληµα µεγιστοποίησης όπως αυτό 

για την εκτίµηση του σ2 µε γνωστό µ, µε το µ σύνολο ίσο µε το . Άρα το µέγιστο 

επιτυγχάνεται από το (IV.D.17) µε το  που αντικαθίσταται για το µ και το MLE για το 

 να είναι όπου  

 

και  

 

Η εκτίµηση  παραµένει µια MVUE του µ στην περίπτωση αυτή. Ωστόσο, από το 

(IV.C.19) βλέπουµε ότι  Άρα,  

 

και η MLE του σ2 
είναι µεροληπτική εδώ (παρόλο που είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτη).  

Ας σηµειωθεί ότι  

 

οπότε η έχει χαµηλότερη διακύµανση από την MVUE. Μπορεί να αποδειχθεί ότι 
(βλέπε Άσκηση 14)6. 

 

Άρα για την MVUE του σ2, η MSE,  είναι   

Εναλλακτικά, για την MLE του σ2, η MSE δίνεται από  
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Ο λόγος αυτών των δύο µεγεθών είναι  

 

Από το (IV.D.24) βλέπουµε ότι η MLE στην περίπτωση αυτή έχει µια οµοιόµορφα χαµηλότερη 
ΜSE από την MVUE. Αυτό συµβαίνει γιατί η αύξηση στην MSE λόγω της µεροληψίας της 
ΜLE είναι περισσότερο αντισταθµισµένη, µε την αύξηση στη διακύµανση της MVUE που 
απαιτείται για την επίτευξη της αµεροληψίας. Άρα, η επίτευξη του στόχου ελάχιστης 
διακύµανσης αµερόληπτης εκτίµησης δεν οδηγεί πάντα σε µια βέλτιστη εκτίµηση σε ό,τι 
αφορά το µέσο τετραγωνικό σφάλµα.  

Ένα από τα βασικά κίνητρα για τη χρήση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας 
απεικονίζεται από τα δύο παραπάνω παραδείγµατα. Κυρίως, εκτιµήσεις βασισµένες σε 
ανεξάρτητα δείγµατα έχουν καλές ασυµπτωτικές ιδιότητες, καθώς ο αριθµός των δειγµάτων 
αυξάνεται χωρίς φράγµα. Ο λόγος για αυτή την ασυµπτωτική συµπεριφορά είναι προφανής 
από τα ορίσµατα στις ακόλουθες παραγράφους.  

Έστω ότι έχουµε µια ακολουθία των i.i.d. παρατηρήσεων κάθε µία µε 

οριακή πυκνότητα fθ που να προέρχεται από την οικογένεια  Έστω ότι το  
συµβολίζει µια λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας για δείγµα µεγέθους n, δηλ.,  

 

  

 

όπου  Παροµοίως, µπορούµε να γράψουµε  

 

                                                           
 
 Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η MVUE του σ2 µε γνωστό µ έχει διακύµανση  (από το (IV.D.20) και η MVUE του σ2 µε 
άγνωστο µ έχει διακύµανση 2σ4/ (n -1) (από το (IV.D.22). Άρα για αµερόληπτη εκτίµηση του σ2, υπάρχει µια «ποινή» µιας 
παρατήρησης όταν το µ είναι άγνωστο.  
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Για µια πάγια τιµή παραµέτρου εξετάστε το µέγεθος . 

Υποθέτοντας ότι η θ είναι η πραγµατική τιµή παραµέτρου (δηλ. ), ο αδύναµος νόµος 
µεγάλων αριθµών συνεπάγεται ότι  

 

Έχουµε  

 

Υποθέτοντας ότι η σειρά ενσωµάτωσης και διαφορισµού µπορεί να εναλλαχθεί στο 

(IV.D.26), το  µπορεί να γραφεί ως  

 

 

Άρα η ισότητα  έχει µια λύση . Υποθέστε ότι αυτή είναι η µοναδική ρίζα 

του  και υποθέστε ότι οι  και είναι και οι δύο λείες 

συναρτήσεις του θ΄. Τότε, αφού η  είναι κοντά στο   για µεγάλο n, 
θα περιµέναµε οι ρίζες αυτών των δύο συναρτήσεων να είναι κοντά όταν το n είναι µεγάλο. 

∆ηλαδή, το  θα πρέπει να είναι κοντά στην πραγµατική τιµή παραµέτρου θ όταν το n 

είναι µεγάλο. Και καθώς , θα περιµέναµε ότι  υπό κάποια στατιστική 
έννοια. Ουσιαστικά, υπό τις κατάλληλες συνθήκες λειότητας και µοναδικότητας, οι λύσεις 
στην εξίσωση πιθανοφάνειας είναι συνεπείς. ∆ηλ. συγκλίνουν σε πιθανότητα στην 
πραγµατική τιµή παραµέτρου:  

 

Ένα σύνολο συνθηκών κάτω από τις οποίες οι λύσεις της εξίσωσης πιθανοφάνειας είναι 
συνεπείς συνοψίζεται παρακάτω.  

Πρόταση IV.D.1: Συνέπεια των MLE. 
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Έστω ότι η είναι µια i.i.d. ακολουθία τυχαίων µεταβλητών, η κάθε µία µε 

πυκνότητα fθ
 , και έστω ότι τα J και ορίζονται ορθά όπως παραπάνω. Έστω επίσης ότι 

ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες.  

(1) Η  είναι µια συνεχής συνάρτηση του θ΄ και έχει µια µοναδική ρίζα στο θ΄= θ,  
σηµείο στο οποίο αλλάζει πρόσηµο.  

(2) Η  είναι µια συνεχής συνάρτηση του θ΄ (µε πιθανότητα 1). 

(3) Για κάθε n, η  έχει µια µοναδική ρίζα  (µε πιθανότητα 1).  

Τότε (i.p.). 

Απόδειξη: Επιλέξτε . Με τη συνθήκη (1), οι  και πρέπει να 

έχουν αντίθετα πρόσηµα. Ορίστε και για κάθε n, ορίστε 
τις περιπτώσεις  

 

 

και  

Τώρα στο , το πρέπει να έχει το ίδιο πρόσηµο µε το και 

στο , το πρέπει να έχει το ίδιο πρόσηµο µε το . Άρα στο 

, τα και έχουν αντίθετα πρόσηµα. Με την 

παραδοχή της συνέχειας (2), το µπορεί να αλλάξει πρόσηµο µόνο 

περνώντας από το µηδέν. Άρα στο  η ρίζα   βρίσκεται ανάµεσα στο  και 

Αυτό συνεπάγεται ότι το Αn είναι ένα υποσύνολο του , έτσι ώστε 

 

Με τον αδύναµο νόµο των µεγάλων αριθµών  

 

και  
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Άρα και καθώς  Έχουµε  

 

Άρα  και αφού το  επιλέχθηκε αυθαίρετα έχουµε το επιθυµητό 
αποτέλεσµα  

Παρατηρήσεις: Οι συνθήκες στην πρόταση αυτή µπορούν να χαλαρώσουν µε διαφόρους 

τρόπους. Πρώτον, η συνέχεια των συναρτήσεων  και µπορεί να χαλαρώσουν 
σε µια γειτονιά του θ΄= θ. Επίσης, δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουµε την ύπαρξη των 

ριζών , αφού η παραπάνω ανάπτυξη δείχνει ότι θα πρέπει να υπάρχει µια ρίζα στην 
εξίσωση πιθανοφάνειας στο Αn, που έχει πιθανότητα που τείνει το 1. Στην ουσία, µε µόνο την 
παραδοχή της τοπικής συνέχειας, η παραπάνω απόδειξη µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 
αποδειχθεί ότι µε πιθανότητα που τείνει στο 1, υπάρχει µια ακολουθία ριζών στην εξίσωση 

πιθανοφάνειας που κλίνει σε κάθε αποµονωµένη ρίζα του . Άρα αν το  έχει 
πολλαπλές ρίζες, µπορούν να προκύψουν ασυνεπείς ακολουθίες λύνοντας την εξίσωση 
πιθανοφάνειας.  

Πέρα από τη συνέπεια, βλέπουµε στα παραπάνω παραδείγµατα ότι οι λύσεις της εξίσωσης 
πιθανοφάνειας µπορεί επίσης να είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτες και επαρκείς. Ξέρουµε ότι 

υπό τις προϋποθέσεις της Πρότασης IV.D.1, το  συγκλίνει στο θ στην πιθανότητα. Άρα, αν 
γράφαµε  

 

γι’ αυτόν τον τύπο σύγκλισης, τότε η ασυµπτωτική αµεροληψία θα έποταν. Η εναλλαγή 
ορίων και προσδοκιών στο (IV.D.30) δεν ισχύει πάντα για τη σύγκλιση στην πιθανότητα. 
Ωστόσο, υπό διάφορες συνθήκες στο ψ, η εναλλαγή αυτή µπορεί να αποδειχθεί έγκυρη. (Μια 
επαρκής συνθήκη για την εγκυρότητα αυτής της εναλλαγής είναι η ύπαρξη µιας τυχαίας 

µεταβλητής Χ  τέτοια ώστε  για κάθε n και  Αυτό είναι γνωστό ως 
θεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης). Άρα δεν είναι παράλογο να αναµένεται ως ιδιότητα η 

ασυµπτωτική αµεροληψία σε ό,τι αφορά τη συνέπεια του . 

Είναι λιγότερο σαφές γιατί οι MLE µπορεί να είναι ασυµπτωτικά επαρκείς. Για να δούµε 
γιατί µπορεί να συµβαίνει αυτό, εξετάζουµε το σχετικό ζήτηµα της εύρεσης της 

ασυµπτωτικής κατανοµής σφάλµατος, . Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε την ακόλουθη 
πρόταση. 

Πρόταση IV.D.2: Ασυµπτωτική Κανονικότητα των MLE.  
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Έστω ότι η  είναι µια ακολουθία των i.i.d. τυχαίων µεταβλητών, κάθε µία από τις 

οποίες έχει πυκνότητα fθ και ότι η  είναι µια συνεπής ακολουθία ριζών της εξίσωσης 
πιθανοφάνειας. Υποθέστε επίσης ότι το ψ ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες κανονικότητας.  

(1)  

(2) Οι παράγωγοι  και  
υπάρχουν (µε πιθανότητα 1). 

(3) Υπάρχει µια συνάρτηση  τέτοια που  για όλα τα 

και  

(4) όπου η  ορίζεται όπως στο (IV.D.26) 

(5) Ισχύει η συνθήκη (5) της Πρότασης IV.C.24 

Τότε  

 

όπου Φ είναι η πάγια κατά Gauss συνάρτηση κατανοµή. ∆ηλαδή, το συγκλίνει 

σε κατανοµή σε µια  τυχαία µεταβλητή.  

Απόδειξη: Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του µπορούµε να επεκτείνουµε το δεξιό µέλος της 

εξίσωσης πιθανοφάνειας, , προς το θ για να λάβουµε  

 

όπου το θn βρίσκεται µεταξύ του θ και του θn. Αναδιατάσσοντας το (IV.D.31) έχουµε µια 

παράσταση για το µέγεθος  

 

Εξετάστε τον παρονοµαστή στο δεξί µέλος του (IV.D.32). Με τον αδύναµο νόµο των 

µεγάλων αριθµών, ο πρώτος όρος, , συγκλίνει στο σε 

πιθανότητα. Με τη συνθήκη (3), ο δεύτερος όρος  
φράσσεται ως  
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Τώρα,  και ο αδύναµος νόµος των µεγάλων αριθµών συνεπάγεται ότι 

Άρα, ο δεύτερος όρος συγκλίνει σε 

πιθανότητα στο µηδέν και ο παρονοµαστής τότε συγκλίνει σε πιθανότητα στο  

Το άθροισµα αριθµητή  στο (IV.D.32) είναι το σύνολο των n i.i.d. τυχαίων 

µεταβλητών, η κάθε µία µε µέσο  και διακύµανση 

 Άρα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα, 

 συγκλίνει σε κατανοµή σε µια  τυχαία µεταβλητή.  

Τα δύο παραπάνω αποτελέσµατα συνεπάγονται ότι το  συγκλίνει σε κατανοµή 

σε µια  τυχαία µεταβλητή µε  

 

Αλλά χρησιµοποιώντας το όρισµα που χρησιµοποιήθηκε για την εξαγωγή του (IV.C.22), 

 άρα . Αυτό ολοκληρώνει την 
απόδειξη.  

Παρατηρήσεις: Είναι εύκολα κατανοητό ότι η πληροφορία Fisher δίνεται από το 

γι’ αυτή την i.i.d. περίπτωση. Ευρετικά, µπορούµε να θεωρήσουµε το 

συµπέρασµα αυτής της πρότασης ως τη συνθήκη ότι το  είναι ασυµπτωτικά . 

∆ηλαδή το  ασυµπτωτικά έχει µέσο θ και διακύµανση ίση µε  το κατώτερο φράγµα 
Cramer – Rao. Στην ουσία, αυτό που αποδείξαµε είναι ότι η ασυµπτωτική κατανοµή του 

 έχει µηδενικό µέσο και διακύµανση  που δεν είναι ίδιο µε 

 και  Οι δύο αυτές τελευταίες συνθήκες (η 
δεύτερη των οποίων είναι η ασυµπτωτική επάρκεια) µπορεί να ισχύει. Ωστόσο, απαιτούνται 
πρόσθετες συνθήκες για να υποτεθεί αυτό. [Οι ιδιότητες αυτές µπορούν να εξεταστούν µέσω 
του (IV.D.32). Παρόλ’ αυτά, το συµπέρασµα της IV.D.2 είναι επαρκώς πρακτική αιτιολογία 
για να εξετάσουµε την MLE ως έναν ασυµπτωτικά βέλτιστο (MVUE) εκτιµητή. Και, στην 
ουσία, η ασυµπτωτική αµεροληψία και επάρκεια ορίζονται ενίοτε εναλλακτικά σε σχέση µε 
το µέσο και τη διακύµανση της ασυµπτωτικής κατανοµής σφάλµατος.  

IV. Περαιτέρω πλευρές και επεκτάσεις της Εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας 

IV.E.1 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 
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Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι όλη η ανάλυση της προηγούµενης ενότητα µπορεί να γενικευθεί 
για την περίπτωση στην οποία η παράµετρος είναι διάνυσµα, ας πούµε της διάστασης m. 
Στην περίπτωση αυτή η ισότητα είναι µια διανυσµατική ισότητα  

 

το οποίο για i.i.d. µοντέλα γίνεται  

 

όπου  και όπου η fθ είναι η οριακή πυκνότητα του Υk .  

Η ανισότητα της πληροφορίας (Πρόταση IV.C.4) µπορεί, στο πλαίσιο της κανονικότητας, να 
επεκταθεί στη διανυσµατική περίπτωση. Για παράδειγµα, το κατώτερο φράγµα Cramer – Rao 
στη διακύµανση των αµερόληπτων εκτιµήσεων γίνεται  

 

 

όπου  και  είναι ο m x m πίνακας πληροφορίας Fisher  µε 
το j – lοστό στοιχείο  

 

Σηµειώστε ότι  είναι ο πίνακας συνδιακύµανσης του µηδενικού µέσου διανύσµατος  
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και άρα είναι τουλάχιστον µη αρνητικά ορισµένο. Η ισότητα του (IV.E.3) υποθέτει ότι είναι 

θετικά ορισµένο. Η ανισότητα  για πίνακες σηµαίνει ότι (Α – Β ) είναι µια αρνητικά 
ορισµένο. Για την i.i.d. περίπτωση, το (IV.E.3) γίνεται  

 

όπου  

 

και σε συνθήκες παρόµοιες µε αυτές της Πρότασης IV.D.2  

 

σε κατανοµή. Άρα, η περίπτωση διανυσµατικής παραµέτρου είναι παρόµοια µε την βαθµωτή.  

Λεπτοµέρειες γι’ αυτήν και άλλες πλευρές της συµπεριφοράς των MLE για i.i.d. µοντέλα, 
απαντούν στο βιβλίο του Lehmann (1983).  

IV.E.2 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΣΗΜΑΤΟΣ 

Οι ασυµπτωτικές ιδιότητες των MLE µπορούν επίσης να επεκταθούν σε κάποια προβλήµατα 
µεταβαλλόµενου χρόνου. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η κατάσταση στην οποία έχουµε 
πραγµατικής τιµής παρατηρήσεις της µορφής  

 

  Yk  = sk (θ) + Νk,  k = 1,….,n,            (IV.E.9) 

 

όπου η  είναι µια ακολουθία σήµατος, η οποία είναι µια γνωστή συνάρτηση της 

άγνωστης παραµέτρου θ, και όπου η  είναι µια i.i.d. ακολουθία θορύβου µε οριακή 
πυκνότητα πιθανότητας f. Υποθέτουµε, για λόγους απλότητας, ότι το θ είναι µια βαθµωτή 
παράµετρος που βρίσκεται σ’ ένα διάστηµα Λ.  

Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας του θ στο (IV.E.9) λύνει την εξίσωση  

 

ή ισοδύναµα  
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Και άρα η εξίσωση πιθανοφάνειας είναι  

 

όπου και  Για παράδειγµα, όταν f  είναι 

µια  πυκνότητα, τα (IV.E.10) και (IV.E.11) είναι ισοδύναµα µε 

  

Και  

 

αντίστοιχα. Ο ειδικός εκτιµητής (IV.E.12) είναι ενίοτε γνωστός ως εκτίµηση ελάχιστων 

τετραγώνων του θ,  καθώς επιλέγει αυτή την τιµή του θ για την οποία  είναι τα 
ελάχιστα τετράγωνα, κατάλληλα για τα δεδοµένα. ∆ηλαδή, επιλέγει το θ ώστε να 
ελαχιστοποιήσει το σύνολο των τετραγωνικών σφαλµάτων µεταξύ των δεδοµένων και του 
σήµατος που προκύπτουν από αυτή την επιλογή του θ. Τα ελάχιστα τετράγωνα είναι µια 
κλασική τεχνική εκτίµησης και χρησιµοποιείται συχνά σε µοντέλα, όπως στο (IV.E.9) ακόµη 
κι όταν τα σφάλµατα δεν µπορούν να εικασθούν ότι είναι κατά Gauss.  

Οι λύσεις της εξίσωσης πιθανοφάνειας του (IV.E.11) µπορεί να έχουν ασυµπτωτικές 
ιδιότητες παρόµοιες µε αυτές για τις MLE στα i.i.d. µοντέλα. Ωστόσο, η µεταβολή χρόνου 
του σήµατος προσθέτει διαφορετικές θεωρήσεις στην ασυµπτωτική ανάλυση. Για 
παράδειγµα, αν το σήµα γίνει πανοµοιότυπα µηδέν (ή ειδάλλως ανεξάρτητο του θ) µετά από 
κάποιο πεπερασµένο αριθµό δειγµάτων, θα ήταν µη ρεαλιστικό να περιµένουµε συνέπεια στο 
µοντέλο αυτό. Για να περιγράψουµε τους τύπους συνθηκών που απαιτούνται από το σήµα 
ώστε οι λύσεις της εξίσωσης πιθανοφάνειας να απολαµβάνουν τις ιδιότητες των i.i.d. 
αντίστοιχών τους, θα αναλύσουµε την ειδική περίπτωση της εκτίµησης ελάχιστων 
τετραγώνων του (IV.E.13). Παρόµοια αποτελέσµατα θα ισχύουν για τη γενική περίπτωση του 
(IV.E.11) στο πλαίσιο επαρκούς κανονικότητας στο ψ.  

Η εξίσωση (IV.E.13) που ικανοποιείται από την εκτίµηση ελάχιστων τετραγώνων µπορεί να 
γραφεί χρησιµοποιώντας το µοντέλο παρατήρησης (IV.E.9) ως  
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Για να αναλύσουµε τη συµπεριφορά του , ας εξετάσουµε για κάθε  την ακολουθία 
των τυχαίων µεταβλητών  

 

Σηµειώστε ότι εν απουσία του θορύβου  το  είναι µια λύση στην 
εξίσωση πιθανοφάνειας (IV.E.14). Ωστόσο, εκτός κι αν το θ΄= θ είναι η µόνη ρίζα του 

 

η εξίσωση (IV.E.14) µπορεί να µην καταλήγει σε µια τέλεια εκτίµηση ακόµη και στην 
περίπτωση χωρίς θόρυβο. Άρα για συνέπεια στο (IV.E.14) θα πιστεύαµε ότι απαιτείται ο όρος 

θορύβου  στο (IV.E.15) να είναι ασυµπτωτικά αµελητέος ως προς τον όρο 

 και ότι αυτός ο τελευταίος όρος να έχει µια µοναδική ρίζα ασυµπτωτικά. Καθώς η 

λύση στο (IV.E.14) είναι αµετάβλητη, αν διαιρέσουµε κάθε µέλος µε κάποιο  
µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τις παραπάνω διατυπώσεις ώστε να εφαρµόζονται στους 

αντίστοιχους όρους στο . ∆ηλ., αν µπορούµε να βρούµε µια ακολουθία  

τέτοια ώστε η  να είναι ασυµπτωτικά αµελητέα και το  να 
έχει µια µοναδική ρίζα ασυµπτωτικά, τότε µπορούµε να περιµένουµε οι ρίζες του (IV.E.14) 
να είναι συνεπείς σε αναλογία µε ό,τι συµβαίνει στην i.i.d. περίπτωση.  

Σηµειώστε ότι, υποθέτοντας θόρυβο, έχουµε  

Από αυτό είναι εύκολα κατανοητό ότι για δεδοµένο , η  συγκλίνει σε 
πιθανότητα σε µια σταθερά, αν και µόνο αν  

 

Και  

 

Από το αποτέλεσµα αυτό µπορούµε να αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση, που είναι 
ανάλογη µε την Πρόταση IV.D.1. 

Πρόταση IV.E.1: Συνέπεια των ελάχιστων τετραγώνων 
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Έστω ότι έχουµε το µοντέλο του (IV.E.9) µε  θόρυβο και ότι υπάρχει µια ακολουθία 

βαθµωτών , τέτοια ώστε τα (IV.E.18) και (IV.E.19) ισχύουν για όλα τα  
Υποθέστε περαιτέρω ότι  και  

 

είναι όλες συνεχείς συναρτήσεις του θ΄ και ότι  έχει µια µοναδική ρίζα στο θ΄= θ. Τότε 
µε πιθανότητα που τείνει στο 1, η εξίσωση πιθανοφάνειας του (IV.E.13) έχει µια ακολουθία 
ριζών που συγκλίνει σε πιθανότητα στο θ. Συγκεκριµένα, αν το (IV.E.13) έχει µια µοναδική 

ρίζα  για κάθε n, τότε  

Η απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος είναι σχεδόν ταυτόσηµη µε αυτή της Πρότασης IV.D.1 
και θα τη δούµε στις ασκήσεις. Ως ένα παράδειγµα, εξετάστε το πρόβληµα της εκτίµησης 
εύρους σήµατος (βλ. Παράδειγµα IV.D.2), στο οποίο  

 

για µια γνωστή ακολουθία  Στην περίπτωση αυτή, έχουµε , και άρα  

 και Άρα µια επαρκής συνθήκη 
για συνέπεια που έπεται από την πρόταση είναι η ύπαρξη µιας αποκλίνουσας ακολουθίας 

 τέτοια ώστε  

 

Η ασυµπτωτική κανονικότητα µπορεί επίσης να εξασφαλιστεί για την εκτίµηση ελάχιστων 
τετραγώνων στο (IV.E.9) υπό συνθήκες κανονικότητας στην ακολουθία σήµατος. Σηµειώστε 

ότι αν η έχει τρίτες παραγώγους, η εξίσωση πιθανοφάνειας µπορεί να αναπτυχθεί σε 
µια σειρά Taylor για το θ, για να δώσει  
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µε το  µεταξύ του  και του . Αναδιατάσσοντας, έχουµε  

 

όπου  

 

Από την παράσταση αυτή για το σφάλµα, µπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο αποτέλεσµα.  

Πρόταση IV.E.2: Ασυµπτωτική κανονικότητα των ελάχιστων τετραγώνων  

Έστω ότι έχουµε το µοντέλο του (IV.E.9) µε  θόρυβο και  είναι µια 
συνεπής ακολουθία εκτιµήσεων ελάχιστων τετραγώνων του θ. Έστω, περαιτέρω, ότι ισχύουν 
οι ακόλουθες συνθήκες κανονικότητας:  

(1) Υπάρχει µια συνάρτηση Μ τέτοια ώστε  οµοιόµορφα στο θ΄ και 

 [Υποτίθεται επίσης η ύπαρξη των σχετικών παραγώγων του 

] 

(2)  

(3)  

Τότε  

 

σε κατανοµή.  

Η απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος είναι παρόµοια µε αυτή για την ανάλογη i.i.d. 
περίπτωση και θα τη δούµε στις ασκήσεις. Σηµειώστε ότι η πληροφορία Fisher δίνεται εδώ 
από  
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Άρα µε την ίδια λογική όπως στην i.i.d. περίπτωση, η εκτίµηση ελάχιστων τετραγώνων είναι 

ασυµπτωτικά επαρκής για το (IV.E.9) µε  σφάλµατα.  

Το πρόβληµα εκτίµησης εύρους σήµατος, , αποτελεί και πάλι ένα απλό 
παράδειγµα. Στην περίπτωση αυτή, οι συνθήκες διαφορισιµότητας είναι τετριµµένες, 

και . Άρα η µόνη συνθήκη απαραίτητη για ασυµπτωτική 

κανονικότητα είναι ότι . Θυµηθείτε, ωστόσο, ότι οι επιθυµητές 
ιδιότητες της MLE σ’ αυτή τη συγκεκριµένη περίπτωση έπονται από την ευθεία ανάλυση 
(ακόµη και για πεπερασµένο n), όπως είδαµε στο Παράδειγµα IV.D.2.  

Ένα λιγότερο προφανές παράδειγµα δίνεται από τα παρακάτω.  

Παράδειγµα IV.E.1: Αναγνώριση ενός γραµµικού συστήµατος πρώτης τάξης  

Μια σηµαντική κλάση εφαρµογών των προβληµάτων εκτίµησης παραµέτρου εµπίπτει στο 
πλαίσιο της αναγνώρισης συστήµατος, στο οποίο επιθυµούµε να συνάγουµε τη δοµή κάποιου 
συστήµατος εισόδου/εξόδου, εισάγοντας µια είσοδο και παρατηρώντας την έξοδο. Ένα από 
τα απλούστερα πιθανά προβλήµατα αναγνώρισης είναι αυτό της αναγνώρισης ενός σταθερού 
πρώτης τάξης χρονικά αµετάβλητου γραµµικού συστήµατος. Αυτός ο τύπος συστήµατος 
µπορεί να περιγραφεί από το µοντέλο σήµατος  

 

όπου  και  είναι η γνωστή ακολουθία εισόδου. Σηµειώστε ότι το θ εδώ είναι 

ο συντελεστής της οµογενούς εξίσωσης   και άρα αυτή η παράµετρος 
προσδιορίζει πλήρως το σύστηµα, εφόσον έχουν γίνει οι υποθέσεις της γραµµικότητας, του 
αµετάβλητου χρόνου και της µοναδιαίας τάξης. Η παρατήρηση του συστήµατος εξόδου 
αλλοιώνεται συνήθως από το θόρυβο µέτρησης, άρα υποθέτοντας ότι αυτός ο θόρυβος είναι 
i.i.d., η εκτίµηση του θ είναι ένα πρόβληµα της µορφής του IV.E.9. Εξετάζουµε την 

περίπτωση των  σφαλµάτων και της εκτίµησης ελάχιστων τετραγώνων του θ.  

Ας υποθέσουµε ότι το σύστηµα (IV.E.27) είναι αρχικά σε ηρεµία , περίπτωση 
στην οποία η λύση στο (IV.E.27) δίνεται από  

 

 

Αν το θ µπορεί ή όχι να αναγνωριστεί (καθώς ) εξαρτάται από την ακολουθία 

εισόδου . Εξετάστε, για παράδειγµα, ένα συνεχές σήµα εισόδου για όλα τα 

. Η έξοδος τότε είναι  



220 

 

 

και  

 

Αυτό συνεπάγεται ότι  

 

Και  

 

Καθώς το (IV.E.30) έχει µια µοναδική ρίζα στο θ΄= θ και τα σχετικά µεγέθη είναι συνεχή για 

 τα (IV.E.29) και (IV.E.30) συνεπάγονται ότι η υπόθεση της Πρότασης IV.E.1 
ικανοποιείται µε dn = n. Άρα έχουµε µια συνεπή ακολουθία ριζών στην εξίσωση 

πιθανοφάνειας. [Στην ουσία, αφού το  είναι δεσµευµένο µακριά από το µηδέν σε µια 
γειτονιά του θ΄= θ, µπορεί να αποδειχθεί ότι οποιαδήποτε ακολουθία ριζών είναι συνεπής.] 

∆εν είναι δύσκολο να κατανοηθεί γιατί η συνεπής εκτίµηση του θ είναι δυνατή στην 

περίπτωση αυτή. Σηµειώστε ότι η ασυµπτωτική τιµή του είναι  Άρα, το 
σύστηµα επιτυγχάνει µια µοναδική σταθερής κατάστασης τιµή για κάθε τιµή της παραµέτρου 
θ.  Από αυτό θα περιµέναµε να είναι δυνατόν να προσδιοριστεί η τιµή της παραµέτρου τέλεια 

µε την παρατήρηση της θορυβώδους εξόδου για  αφού ο θόρυβος µπορεί να 
γίνει µέσος σε άπειρο χρόνο. Από την άλλη, έστω ότι χρησιµοποιούµε µια είσοδο µε 
πεπερασµένη διάρκεια. Τότε, αφού το σύστηµα είναι σταθερό, η σταθερής κατάστασης 
έξοδος του συστήµατος είναι µηδέν για κάθε τιµή παραµέτρου.  

Είναι εύκολο να δούµε ότι η υπόθεση της Πρόταση IV.E.1 αποτυγχάνει να ισχύσει στην 
περίπτωση αυτή. Αν ο θόρυβος µέτρησης δεν ήταν παρών, µπορεί να ήταν δυνατός ο 
προσδιορισµός της παραµέτρου στην περίπτωση αυτή από τη µεταβατική συµπεριφορά. 
Ωστόσο, η παρουσία του θορύβου απαιτεί η παράµετρος να είναι αναγνωρίσιµη και στη 
σταθερή κατάσταση. Η ιδιότητα µιας εισόδου που παράγει αυτό το αποτέλεσµα είναι ενίοτε 
γνωστή ως διατήρηση της διέγερσης. (Μια σχετική ιδιότητα που απαιτείται ενίοτε από µια 
είσοδο στα προβλήµατα αναγνώρισης εισόδου είναι ο επαρκής πλούτος. (Βασικά, η ιδιότητα 
αυτή σηµαίνει ότι το περιεχόµενο συχνότητα του σήµατος εισόδου είναι επαρκώς πλούσιο 
ώστε να διεγείρει όλες τις ταλαντευόµενες λειτουργίες του συστήµατος.) 
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Για το σταθερό σήµα εισόδου, η Πρόταση IV.E.2 δεν µπορεί να εφαρµοστεί ευθέως σε αυτό 

το µοντέλο µε Λ = (-1, 1) γιατί η  δεν µπορεί να είναι φραγµένη οµοιόµορφα στο 
σύνολο αυτό. Ωστόσο, αν υποθέσουµε ότι το θ είναι φραγµένο µακριά από τη µονάδα (δηλ, 

αν έχουµε  µε ] τότε οι συνθήκες κανονικότητας της Πρότασης IV.D.4 
πράγµατι ισχύουν και η ασυµπτωτική κανονικότητα και επάρκεια των συνεπών ριζών της 
εξίσωσης πιθανοφάνειας έπονται. Σηµειώστε ότι η ασυµπτωτική διακύµανση του 

στην περίπτωση αυτή είναι  

Κάποιες πρόσθετες πλευρές των εκτιµήσεων µέγιστης πιθανοφάνειας και ελάχιστων 
τετραγώνων των µονών παραµέτρων αναλύονται παρακάτω και στο Κεφάλαιο VII. Ωστόσο, 
πριν αφήσουµε το ζήτηµα αυτό προς το παρόν, παρατηρούµε ότι οι ιδιότητες των ελάχιστων 
τετραγώνων που συνοψίζονται στις Προτάσεις IV.E.1 και IV.E.2 ισχύουν πιο γενικά.  

Συγκεκριµένα έχουµε το ακόλουθο.  

Πρόταση IV.E.3: Συνέπεια και Ασυµπτωτική Κανονικότητα των Ελάχιστων 
Τετραγώνων µε µη κατά Gauss θόρυβο.  

Οι προτάσεις IV.E.1 και IV.E.2 παραµένουν σε ισχύ αν η υπόθεση 

αντικατασταθεί από την υπόθεση  και  

Σηµειώστε, ωστόσο, ότι αυτό το αποτέλεσµα δεν συνεπάγεται ότι τα ελάχιστα τετράγωνα 
είναι ασυµπτωτικά επαρκή όταν ο θόρυβος δεν είναι κατά Gauss, καθώς η πληροφορία Fisher 
δεν δίνεται πλέον από το (IV.E.26) στη µη κατά Gauss περίπτωση.  

IV.Ε.3 ΑΝΘΕΚΤΙΚΗ ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ ΜΟΝΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ  

Εξετάστε ξανά το µοντέλο του (IV.Ε.9), στο οποίο έχουµε παρατηρήσει ότι οι MLE είναι 
ασυµπτωτικά βέλτιστες υπό την έννοια της ελάχιστης ασυµπτωτικής διακύµανσης.  

Όπως αναλύθηκε στην Ενότητα ΙΙΙ.Ε, στατιστικά µοντέλα όπως αυτό είναι µόνο κατά 
προσέγγιση έγκυρα στην πράξη και ένα σηµαντικό ζήτηµα που προκύπτει σε τέτοιες 
καταστάσεις είναι το αν οι διαδικασίες που έχουν σχεδιαστεί για ένα συγκεκριµένο µοντέλο 
είναι ανθεκτικές. ∆ηλ. το αν η απόδοσή τους δεν είναι ευαίσθητη σε µικρές αλλαγές στο 
µοντέλο.  

Εξετάστε, για παράδειγµα, ένα ονοµαστικό µοντέλο στο οποίο τα δείγµατα θορύβου έχουν 
την Ν (0,1) κατανοµή. Τότε, στο πλαίσιο της κανονικότητας και υποθέτοντας ότι το 

 υφίσταται και είναι θετικό, η εκτίµηση ελάχιστων 

τετραγώνων είναι ασυµπτωτικά . Έστω, ωστόσο, ότι η πραγµατική στατιστική 
συµπεριφορά του θορύβου περιγράφεται από µία pdf  που είναι µόνο κατά προσέγγιση Ν 
(0,1). Για παράδειγµα, υποθέστε ότι η πυκνότητα θορύβου f  είναι της µορφής  
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όπου το h(x) είναι µια αυθαίρετη πυκνότητα, συµµετρική γύρω από το µηδέν και µε 
διακύµανση  

 

πεπερασµένη αλλά όχι φραγµένη. Τότε, µε την Πρόταση IV.E.3 η εκτίµηση ελάχιστων 
τετραγώνων θα έχει ασυµπτωτική διακύµανση  

    

Σηµειώστε ότι το  µπορεί να είναι αυθαίρετα µεγάλο για κάθε  αφού το  δεν είναι 
φραγµένο. Συγκεκριµένα, η χειρότερης περίπτωσης ασυµπτωτική διακύµανση στην κλάση 
των πυκνοτήτων (IV.E.31) είναι  

 

για κάθε  

Αυτό υποδεικνύει µια έλλειψη ανθεκτικότητας της εκτίµησης ελάχιστων τετραγώνων για 
καταστάσεις στις οποίες ένα µικρό κλάσµα των δειγµάτων θορύβου µπορεί να προέρχεται 
από µια κατανοµή υψηλής διακύµανσης. (Αυτό µπορεί να συµβεί, για παράδειγµα, σε 
µετρήσεις ραντάρ, στις οποίες µπορεί να είναι παρούσα υψηλής διακύµανσης ωστική 

παρεµβολή σ’ ένα µικρό κλάσµα  των µετρήσεων. Παρατηρήσεις που είναι βέβαια µεγάλες 
για ένα δεδοµένο ονοµαστικό µοντέλο ενίοτε καλούνται ακραίες τιµές). Όπως στα 
προβλήµατα ανίχνευσης σήµατος που αναλύθηκαν στην Ενότητα ΙΙΙ.Ε, απαιτείται µια 
εναλλακτική στην ασυµπτωτική διακύµανση σ’ ένα ονοµαστικό µοντέλο, ως ένα σχεδιαστικό 
κριτήριο για τέτοιες καταστάσεις.  

Έστω ότι η πυκνότητα θορύβου f στο (IV.E.9) είναι µια άρτια συµµετρική συνάρτηση. 
Εξετάστε εκτιµήσεις του θ της µορφής  

 

όπου  είναι µια γενική περιττή συµµετρική συνάρτηση. Με , το (IV.E.34) δίνει 

την εκτίµηση ελάχιστων τετραγώνων και µε , το (IV.E.34) δίνει την 
MLE. Οι εκτιµήσεις αυτής της µορφής είναι γνωστές ως Μ- εκτιµήσεις. Υποθέτοντας ότι 

 και µε κανονικότητα στα  και , µπορεί να αποδειχθεί, µε τη 
χρήση των παραπάνω τεχνικών, ότι οι Μ-εκτιµήσεις είναι συνεπείς και ασυµπτωτικά 

 όπου  
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µε  

Με βάση αυτές τις ιδιότητες, ένας πιθανός τρόπος σχεδιασµού ενός ανθεκτικού εκτιµητή για 

µια κλάση αβεβαιότητας    των πυκνοτήτων θορύβου είναι να αναζητηθεί µια συνάρτηση 
ψ που ελαχιστοποιεί την χειρότερης περίπτωσης διακύµανση Μ-εκτίµησης, 

. ∆ηλαδή, µια πιθανή µέθοδος σχεδιασµού είναι να εστιαστεί η προσοχή 
στις Μ-εκτιµήσεις και να λυθεί  

 

Το πρόβληµα (IV.E.36) έχει µελετηθεί από τον Huber (1981) για γενικά σύνολα  Σε 
κατάλληλες συνθήκες, η λύση του είναι βασικά ως ακολούθως.  

Εξετάστε το συναρτησιακό  

 

και έστω ότι το  είναι µια πυκνότητα που ελαχιστοποιεί το  στο . ∆ηλ.  

 

Τότε η Μ-εκτίµηση µε ψ-συνάρτηση  λύνει το (IV.E.36). 
Σηµειώστε ότι για κάθε f,  

 

οπότε το  είναι η ασυµπτωτική διακύµανση της MLE στο µοντέλο µας µε 

δεδοµένο f. [Η πληροφορία Fisher εδώ είναι . Άρα  είναι το µέλος του , η 
αντίστοιχη βέλτιστη εκτίµηση του οποίου (η MLE) έχει τη χειρότερη βέλτιστη απόδοση. Για 

το λόγο αυτό η  µπορεί να θεωρηθεί η λιγότερο ευνοϊκή πυκνότητα και η ανθεκτική Μ-
εκτίµηση είναι η καλύτερη εκτίµηση γι’ αυτό το λιγότερο ευνοϊκό µοντέλο.  

Το πρόβληµα  έχει λυθεί για έναν αριθµό µοντέλων αβεβαιότητας [βλέπε 

Huber (1981)]. Για παράδειγµα, για το µολυσµένο Ν (0,1) µοντέλο του (IV.E.31), η 
λιγότερο ευνοϊκή πυκνότητα δίνεται από  
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όπου k΄ είναι µια σταθερά που δίνεται από τη λύση στο  

 

Η αντίστοιχη ανθεκτική συνάρτηση είναι  

 

Άρα, όπως στο ανάλογο πρόβληµα ελέγχου υπόθεσης, η ανθεκτικότητα επιτυγχάνεται µε τον 
περιορισµό των επιδράσεων των ακραίων τιµών.  

Για περαιτέρω ανάλυση αυτής και άλλων προσεγγίσεων της ανθεκτικής εκτίµησης, ο 
αναγνώστης παραπέµπεται στο ερευνητικό άρθρο των Kassam και Poor (1985) και τα βιβλία 
των Huber (1981) και Hampel, et al.(1986).  

IV.E.4 ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΗ ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥ 

Από τις προηγούµενες αναλύσεις βλέπουµε ότι οι εκτιµήσεις µέγιστης πιθανοφάνειας συχνά 
έχουν καλές ιδιότητες, ειδικότερα όταν το µέγεθος δείγµατος είναι µεγάλο. Ωστόσο, ενίοτε 
έχουν το µειονέκτηµα να είναι πολύ δύσκολο να υπολογιστούν. Για παράδειγµα, µε n i.i.d. 
δείγµατα που λαµβάνονται από την πυκνότητα fθ, ο υπολογισµός της MLE απαιτεί τη 

µεγιστοποίηση της συνάρτησης  Αν η µεγιστοποίηση του θ δεν µπορεί 
να βρεθεί ως µια κλειστής µορφής συνάρτηση του y, θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί µια 

επαναληπτική τεχνική για να βρεθεί η . Αυτό απαιτεί την αποθήκευση και τον 
ταυτόχρονο χειρισµό όλων των n δειγµάτων (εκτός κι αν είναι διαθέσιµη µια πιο 
ολιγοδιάστατη επαρκής στατιστική), µια διαδικασία που δεν είναι επιθυµητή αν το n είναι 
πολύ µεγάλο. Είναι άρα ενίοτε επιθυµητό να εξετάσουµε εναλλακτικές της µέγιστης 
πιθανοφάνειας που µπορούν να εφαρµοστούν µε αναδροµικό ή ακολουθιακό τρόπο, ώστε η 
συµβολή κάθε δείγµατος στην εκτίµηση να υπολογίζεται µε τη λήψη του δείγµατος.  

Μια τέτοια τεχνική εκτίµησης συνιστάται από την MLE. Συγκεκριµένα, εξετάστε µια συνεπή 

ακολουθία  που λύνει την εξίσωση πιθανοφάνειας  

 



225 

 

µε , όπως προηγουµένως. Αφού η είναι συνεπής, η 

διαφορά,  συγκλίνει στο µηδέν καθώς . Άρα το (IV.E.43) µπορεί να 

προσεγγισθεί, αναπτύσσοντας .. για να δώσει  

 

µε . Αναδιατάσσοντας το (IV.E.44) έχουµε  

 

Αφού το  λύνει το , το άθροισµα αριθµητή στο δεξί µέλος του 

(IV.E.45) έχει µόνο έναν όρο, . Έστω ότι γράφουµε το άθροισµα παρονοµαστή 
ως  

 

Τώρα, ο αδύναµος νόµος των µεγάλων αριθµών συνεπάγεται ότι  

 

όπου είναι η πληροφορία Fisher ανά δείγµα. 

Καθώς , µπορούµε να προσεγγίσουµε  

 

Συνδυάζοντας τα (IV.E.45) και (IV.E.47) έχουµε ότι, ασυµπτωτικά, µια συνεπής ακολουθία 
λύσεων στην εξίσωση πιθανοφάνειας θα ικανοποιεί 

 

Αυτή είναι µια ασυµπτωτική αναδροµική εξίσωση για το , αφού το  υπολογίζεται από το 

και το Υn µόνο.  

Αποδεικνύεται ότι η (µη-ασυµπτωτική) αναδροµή  
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(µε το αυθαίρετο) που προτείνεται από το (IV.E.48) έχει τις ίδιες επιθυµητές 
ασυµπτωτικές ιδιότητες (δηλ., συνέπεια και επάρκεια) όπως η MLE στο πλαίσιο 
κανονικότητας του µοντέλο. Η αναδροµή αυτή είναι ένα παράδειγµα µιας πιο γενικής κλάσης 
αλγόριθµων εκτίµησης αναδροµικής παραµέτρου, που είναι γνωστοί ως αλγόριθµοι 
στοχαστικής προσέγγισης. Λόγω της αναδροµικής τους φύσης, αυτοί οι αλγόριθµοι έχουν 
σηµαντικό ενδιαφέρον σε εφαρµογές στις οποίες η απευθείας σύνδεσης και πραγµατικού 
χρόνου εκτίµηση παραµέτρου είναι απαραίτητη. Σε µετασχηµατισµένη µορφή είναι επίσης 
χρήσιµοι στον πραγµατικού χρόνου εντοπισµό αργά µεταβαλλόµενων παραµέτρων. Ο 
αναγνώστης που ενδιαφέρεται για περαιτέρω χαρακτηριστικά τέτοιων αλγορίθµων 
παραπέµπεται στο βιβλίο των Nev’lson και Has’minskii (1973). Παρόµοιοι αναδροµικοί 
µετασχηµατισµοί της MLE και της εκτίµησης ελάχιστων τετραγώνων για προβλήµατα 
µεταβαλλόµενου χρόνου όπως αυτό του (IV.E.9) έχουν επίσης αναπτυχθεί. Ο αναγνώστης 
παραπέµπεται στους Ljung και Soderstrom (1982) και στους Goodwin και Sin (1984) για την 
ανάπτυξη αυτών των ιδεών.  
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