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Εισαγωγή 

 

Σκέδαση 
          Η άτακτη διανοµή ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας κατά την πρόσπτωση σε υλικό 

εµπόδιο χαρακτηρίζει το φαινόµενο που υπονοείται µε τον όρο σκέδαση[1]. Το στοιχείο 

αυτό αναφέρεται µόνο στη διεύθυνση διάδοσης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας και 

εποµένως δεν επαρκεί για τον καθορισµό του φαινοµένου. Στην γενική περίπτωση όλα τα 

χαρακτηριστικά του προσπίπτοντος κύµατος µεταβάλλονται κατά την αλληλεπίδραση µε 

τον σκεδαστή. Το πρόβληµα της σκέδασης κυµάτων αφορά ακριβώς τον ακριβέστερο 

δυνατό καθορισµό των χαρακτηριστικών του κύµατος, που εγκαταλείπει το υλικό εµπόδιο, 

µε την προϋπόθεση ότι για το τελευταίο είναι γνωστά το σχήµα η κινητική κατάσταση και 

οι ηλεκτρικές ιδιότητες του. 
Το προσπίπτων ηλεκτροµαγνητικό κύµα µπορεί να είναι από µια απλή 

κυµατοµορφή έως µια σύνθετη διαµορφωµένη παλµοσειρά. Σε κάθε περίπτωση η 

ανάλυση αφορά την επίλυση της εξίσωσης κύµατος µε οριακές συνθήκες. Το µέτωπο 

κύµατος θεωρείται επίπεδο, αν η πηγή του προσπίπτοντος σήµατος βρίσκεται σε πολύ 

µεγάλη απόσταση από την περιοχή του σκεδαστή-παρατηρητή, και η κάθετη προς αυτό 

καθορίζει την διεύθυνση πρόσπτωσης. Σε σχετικά µικρότερες αποστάσεις πηγής-σκεδαστή 

λαµβάνεται υπόψη η σφαιρικότητα του µετώπου κύµατος. 

Σκεδαστής θεωρείται κάθε υλικό σώµα, διαχωριστική επιφάνεια και µέσο, που 

παρεµβάλλεται στη διαδροµή του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος. Τα χαρακτηριστικά του 

σκεδαστή (σχήµα, κίνηση, ηλεκτρικές ιδιότητες) συνήθως µεταβάλλονται όχι µόνο µε τη 

θέση αλλά και µε το χρόνο προκαλώντας αντίστοιχη διακύµανση στο σκεδαζόµενο κύµα. 

Είναι φανερό για την περιγραφή του σκεδαστή και του σκεδαζόµενου κύµατος 

απαιτούνται στοχαστικά µεγέθη, ενώ αντίθετα το προσπίπτων κύµα περιγράφεται µε 

ντετερµινιστικά µεγέθη. 

Με την εξέλιξη της τεχνολογίας αυξάνεται γρήγορα και το ενδιαφέρον για το 

φαινόµενο της σκέδασης κυµάτων. Τέτοια προβλήµατα µετασχηµατίζονται από αόριστα 

µαθηµατικά σε περισσότερο προσιτή φυσική  µε εφαρµογές στις τηλεπικοινωνίες, την 

ραδιοµετεωρολογία, την πλοήγηση µέσω οργάνων κ.α. Η σκέδαση κύµατος από τεχνητούς 

(αεροσκάφη, πλοία, κτίρια κλπ) και φυσικούς (ατµοσφαιρικές προσπτώσεις, θάλασσα, 

αιµοσφαίρια, κλπ) σκεδαστές αποτελεί την αρχή λειτουργίας των συστηµάτων radar, 



 

sonar, linar. Η κατανόηση του µηχανισµού σκέδασης είναι τα θεµέλια για την συµµετοχή 

σε πλήθος εφαρµογών και ερευνών. 

 

Σκέδαση σε διακριτά τυχαία µέσα 
Αρκετά προβλήµατα σχετίζονται µε την σκέδαση των ηλεκτροµαγνητικών 

κυµάτων σε διακριτά τυχαία µέσα [2]-[3]. Αυτά τα προβλήµατα αντιµετωπίζονται µε 

εφαρµογές της ενεργητικής ανίχνευσης από το περιβάλλον της γης. Οι διάφορες 

µεθοδολογίες, θεωρητικές και αριθµητικές, προσανατολίζουν και σκοπεύουν την βασική 

και φυσική κατανόηση της αλληλεπίδρασης των κυµάτων µε την ύλη. 

Ένα διακριτό τυχαίο µέσο αποτελείται από σκεδαστές απλών µορφών και οι 

κατάλληλες ιδιότητες είναι τυχαία διανεµηµένες σε ένα οµοιογενή υπόβαθρο. Τα 

χαρακτηριστικά σκέδασης τέτοιων µέσων περιγράφονται γενικά από ένα σύνολο τιµών 

που έχουν την έννοια του µέσου όρου. Το διακριτό τυχαίο µέσο προβάλει ένα κατάλληλο 

µοντέλο για µια ποικιλία από γεωφυσικά, βιολογικά και τεχνητά συστήµατα. 

Μπορούµε να κατατάξουµε ένα διακριτό τυχαίο µέσο σύµφωνα µε τις ιδιότητες 

σκέδασης σε δυο κατηγορίες, αραιό και πυκνό. Σε ένα αραιό µέσο η σκέδαση είναι 

αµελητέα. Αυτό συµβαίνει επειδή 1) η συγκέντρωση σωµατιδίων είναι χαµηλή έτσι ο 

κύριος διαχωρισµός των σκεδαστών είναι πολύ µεγαλύτερος από το µήκος κύµατος, 2) η 

διαφορά µε την ύλη είναι χαµηλή έτσι η ισχύς της σκέδασης σε κάθε σκεδαστή είναι 

αδύναµη, και 3) τα σκεδασµένα πεδία πέφτουν γρήγορα στο υπόβαθρο του µέσου. Για τον 

λόγο αυτό σε ένα αραιό µέσο, η ολική απόκριση είναι το άθροισµα των ατοµικών 

αποκρίσεων από κάθε σκεδαστή σε αποµόνωση. Σε αντίθεση σε ένα πυκνό µέσο οι 

σκεδαστές συµπιέζονται µε αποτέλεσµα να επιφέρουν σηµαντική σκέδαση. Έτσι οι 

επιδράσεις της σκέδασης πρέπει να συµπεριληφθούν κατάλληλα για να πάρουµε σωστά 

αποτελέσµατα. 

Για αραιά µέσα η απαίτηση είναι η επίλυση του προβλήµατος σκέδασης σε απλά 

µόρια. Εκτός από ειδικές περιπτώσεις, όπως σφαιρικά αντικείµενα (Μie scattering) ή 

µικρά ελλειψοειδή µόρια (Rayleigh scattering), αυτό δεν είναι εύκολο  πάντα να γίνει. Για 

πυκνά µέσα, αντιµετωπίζουµε την επιπλέον απαίτηση του συνδυασµού των σκεδασµένων 

πεδίων από όλα τα µόρια σε έναν shelf consistent manner. Κάποιο πρέπει να είναι ικανό 

για να πλησιάσει  µε λογικούς τρόπους να χαρακτηρίσει την πιθανότητα κατανοµής των 

θέσεων των µορίων και άλλων πιθανών ιδιοτήτων.  



 

Είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε ότι στη διάδοση και στη σκέδαση κυµάτων µέσω 

διακριτών τυχαίων µέσων υπάρχουν δυο διαβαθµίσεις επιφανειών σκέδασης. Η πρώτη 

αφορά την σκέδαση των πεδίων,  είναι γνωστή ως συνεχή σκέδαση και χρησιµοποιείται 

για την κατάταξη των αραιών και πυκνών µέσων. Οι διαβαθµίσεις των επιπέδων της 

συνεχής σκέδασης χαρακτηρίζονται από το µήκος κύµατος λ. Η δεύτερη αφορά την 

σκέδαση των εντάσεων και είναι γνωστή ως ασυνεχή σκέδαση. Η διαβάθµιση επιφάνειας 

χαρακτηρίζεται από το κύριο ελεύθερο µονοπάτι (mean free path lmfp). Η ασυνεχή 

σκέδαση έχει αναπτυχθεί εκτενώς µε την κλασσική θεωρία µεταφοράς ακτινοβολίας. Η 

συνεχή σκέδαση είναι ένα θέµα για εκτεταµένες έρευνες. Στην περίπτωση όπου lmpf>>λ, 

όπως γίνεται στα περισσότερα γεωφυσικά remote sensing προβλήµατα, και η συνεχή και η 

ασυνεχή σκέδαση µπορούν να συνδυαστούν µε ένα κοµψό τρόπο που αποκαλείται θεωρία 

µεταφοράς ακτινοβολίας σε πυκνά µέσα. 

 

Αριθµητικές µέθοδοι προσοµοιώσεων 
Τα προβλήµατα σκέδασης σφαιρών έχουν µελετηθεί εκτενώς µε διάφορες 

µεθόδους[2]-[5]. Τα σφαιροειδή εξασφαλίζουν ίσως το πιο απλό µοντέλο για την µελέτη 

της πολλαπλής σκέδασης. Υποθέτοντας ότι τα σφαιροειδή είναι µικρά σε σχέση µε το 

µήκος κύµατος έτσι ώστε η απλή σκέδαση να χαρακτηρίζεται από Rayleigh σκέδαση.  

Στην παρούσα εργασία αντιµετωπίζουµε διάφορα προβλήµατα τυχαίων µέσων µε 

αριθµητικές µεθόδους προσοµοίωσης. Μια από τις µεθόδους που χρησιµοποιούµε είναι η 

µέθοδος Monte Carlo. Εφαρµόζεται κυρίως σε πειράµατα τύχης, των οποίων οι 

πιθανότητες των αποτελεσµάτων δεν µπορούν ή δύσκολα µπορούν να υπολογιστούν. 

Στο πρώτο κεφάλαιο µελετάµε την προσοµοίωση σκεδαστών σηµείου µε την 

µέθοδο Μone-Carlo[3]. Υπολογίζουµε τους συντελεστές εξάλειψης και τις συναρτήσεις 

φάσης για τις περιπτώσεις της οµοιόµορφης τυχαίας κατανοµής και την περίπτωση των 

τυχαίων κατανοµών δεσµών. Η προσοµοίωση γίνεται σε δυο στάδια. Στο πρώτο στάδιο 

εισάγουµε τυχαία 250 σκεδαστές µέσα σε 1 δέσµη . Ενώ στο δεύτερο στάδιο, εισάγουµε 

τυχαία 10 σκεδαστές µέσα σε 25 δέσµες. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο εξετάζουµε τη σκέδαση σε συµπαγής σφαίρες µε χρήση 

τόσο της µεθόδου κατανοµής ζευγών Percus-Yevick όσο και της µεθόδου Monte Carlo[2]-

[3]. Η συνάρτηση κατανοµής ζευγών Percus-Yevick για συµπαγείς σφαίρες είναι η 

αλληλεπίδραση των σφαιρικών µορίων δια µέσου του δυναµικού των συµπαγών σφαιρών 

και προβάλει ένα απλό τρόπο ενσωµάτωσης φυσικά ρεαλιστικού στατιστικού ζεύγους 



 

µέσα σε µοντέλα σκέδασης. Η προσοµοίωση Monte Carlo µε χρήση της µεθόδου 

ανασχηµατισµού Metropolis είναι συχνά ο καλύτερος τρόπος να υπολογίσουµε τις 

στατιστικές µηχανικές ιδιότητες των µορίων. 

Στο τρίτο κεφάλαιο µελετάµε την ενεργή διηλεκτρική σταθερά ενός µέσου που 

αποτελείται από µικρά διηλεκτρικά µόρια µε την χρήση της Quasi Crystalline προσέγγισης 

µε συνεχή διάνυσµα (QCA-CP) [2]-[4] . 

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τα χαρακτηριστικά της σκέδασης σε όρους 

τις κανονικοποιηµένης ταχύτητας φάσης και των απωλειών εφαπτοµένης µε βάση την 

Quasi Crystalline προσέγγιση (QCA) [3],[5]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

Προσοµοίωση Monte Carlo Σκεδαστών Σηµείου 

 

1.1 Εισαγωγή 
Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουµε τις προσοµοιώσεις Monte Carlo σκέδασης 

σκεδαστών σηµείου. Υπολογίζουµε τους συντελεστές εξάλειψης και τις συναρτήσεις 

φάσης για τις περιπτώσεις της οµοιόµορφης τυχαίας κατανοµής και την περίπτωση των 

τυχαίων κατανοµών συστοιχιών.  

Τα µη προσροφητικά σωµατίδια είναι οµοιόµορφα και τυχαία κατανεµηµένα σε 

ένα κυβικό κουτί µεγέθους L3. Ο ίδιος αριθµός σωµατιδίων κατανέµεται σε συστοιχίες 

µέσα στο κυβικό κουτί µεγέθους L3. Οι συστοιχίες περιέχουν Ns σωµατίδια η κάθε µία. Σε 

κάθε συστοιχία τα σωµατίδια κατανέµονται τυχαία σε κυβικό όγκο µεγέθους l
3

c . Όλες οι 

διαστάσεις απόστασης είναι σε µήκη κύµατος (λ). Το κυβικό κουτί είναι όγκου V και το 

µήκος κάθε πλευράς L είναι 50 λ. Ένα κύµα βαθµωτού επιπέδου είναι προσπίπτον σε 

θi=45ο και φi=0ο. Οι συναφής γωνίες και οι γωνίες σκέδασης ορίζονται έτσι ώστε η 

κατεύθυνση επανασκέδασης είναι θs=θi  και  φs = π+φi. Οι θέσεις 250ων σκεδαστών 

δηµιουργούνται τυχαία. Για την περίπτωση τυχαίας οµοιόµορφης κατανοµής, N=250 

κεντρικές θέσεις δηµιουργούνται τυχαία µέσα στο κυβικό κουτί µήκους πλευράς L. Για 

την περίπτωση τυχαίας κατανοµής σε συστοιχίες, N=250 θέσεις σωµατιδίων εισάγονται σε 

δύο στάδια. Στο πρώτο στάδιο οι 250 σκεδαστές είναι σε 1 δέσµη που περιέχει 250 

σκεδαστές. Ο όγκος της συστοιχίας είναι ένας κύβος µε µήκος lc.  Αρχικά 

δηµιουργούνται 50 κεντρικές θέσεις µέσα στον κύβο µήκους L και επιλέγονται τυχαία, µε 

τον περιορισµό ότι δεν υπάρχει διείσδυση των διαφόρων κύβων των συστοιχιών.  Στη 

συνέχεια, στο δεύτερο στάδιο, εισάγουµε τυχαία 10 σωµατίδια µέσα σε 25 δέσµες όγκου 

l
3

c . Τα αποτελέσµατα πραγµατοποιούνται για 100 πραγµατοποιήσεις.   

 

1.2 Ανάλυση του προβλήµατος  
Θεωρήστε ένα προσπίπτον κύµα να προσκρούει σε N σκεδαστές   
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                                                                       (1.2.2) 

Ξεκινάµε τοποθετώντας N σωµατίδια σε ένα κυβικό κουτί µεγέθους V = L3.  Οι 

συντεταγµένες r j = (xj, ψj, zj), j = 1, 2, ..., N, προσδιορίζονται επιλέγοντας τρεις τυχαίους 

αριθµούς ανάµεσα στο 0 και στο 1 και µετά πολλαπλασιάζοντας τους επί L.  Μόλις 

δοθούν οι θέσεις των N σωµατιδίων µπορούµε να επιλύσουµε τις Foldy–Lax πολλαπλές 

εξισώσεις σκέδασης   

                               

 (1.2.3) 

 

j = 1, 2, ..., N.  

 Μόλις το υπάρχον πεδίο E j
ex  ( r j) υπολογιστεί, το «τελικό» σκεδαζόµενο πεδίο 

µπορεί να υπολογιστεί στην αποµακρυσµένη από το πεδίο περιοχή . Έστω ότι  

 

                                (1.2.4)  

είναι η κατεύθυνση παρατήρησης του σκέδασης πεδίου.  Ως εκ τούτου,   

                                                                                              

  (1.2.5)  

 

όπου  

                                           (1.2.6)  

είναι το πλάτος σκέδασης των N σωµατιδίων.  Αυτό µπορεί να υπολογιστεί για πολλές 

πραγµατοποιήσεις.  Μπορούµε στη συνέχεια να υπολογίσουµε τους µέσους όρους των 

πραγµατοποιήσεων.  Έστω ότι η γωνιώδης παρένθεση   δηλώνει το µέσο όρο της 

πραγµατοποίησης.  

Το συµφασικό πλάτος σκέδασης είναι  

 

                               

   (1.2.7)   

όπου r είναι ο δείκτης της πραγµατοποίησης και Nr είναι ο αριθµός των 

πραγµατοποιήσεων.  Το µη συµφασικό πλάτος σκέδασης για κάθε πραγµατοποίηση είναι   

                                                         (1.2.8)  

 

Η συνάρτηση φάσης υπολογίζεται από  
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  (1.2.9)  

 

Ο συντελεστής εξάλειψης υπολογίζεται από  

 

    (1.2.10)  

 

1.3 Αριθµητικά αποτελέσµατα 
  Στις προσοµοιώσεις Monte Carlo, είναι σηµαντικό να επιδείξουµε σύγκληση σε 

σχέση µε τον αριθµό των σωµατιδίων N στο κυβικό κουτί και  τον αριθµό των 

πραγµατοποιήσεων Nr  για µια σταθερή πυκνότητα αριθµού σωµατιδίων nο.  

Παρουσιάζουµε πρώτα τη σύγκληση των συντελεστών εξάλειψης, ενώ αυξάνουµε τον 

αριθµό των πραγµατοποιήσεων και τον αριθµό των σωµατιδίων στο σχήµα 1.3.1.   

 

Οι παράµετροι της προσοµοίωσης που χρησιµοποιήσαµε είναι 

 δέσµη : 1. 

 σκεδαστές σηµείου σε κάθε δέσµη : 250 

 µήκος κύµατος : 0.02m 

 το µέγεθος του κυβικού κουτιού : 50λ 

 το µέγεθος της δέσµης : 50λ 

 πραγµατικό µέρος του πλάτους σκέδασης :0.008905 

 πολική γωνία πρόσπτωσης : 450 

 αζιµουθιακή γωνία  πρόσπτωσης: 00 

 αριθµός πραγµατοποιήσεων : 100 
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Σχήµα 1.3.1 τεστ σύγκλησης για προσοµοίωση Monte Carlo. L=50 N=250 

 

Τα αποτελέσµατα στο σχήµα 1.3.1 είναι για την περίπτωση της οµοιόµορφης 

τυχαίας κατανοµής. Η ανεξάρτητη σκέδαση προβλέπει ότι η  κei = 4.0×10-6λ-1, ενώ στις 

προσοµοιώσεις Monte Carlo παίρνουµε κe = 3.958×10-6λ-1 µετά από 100 

πραγµατοποιήσεις. Όλα τα Μonte Carlo αποτελέσµατα που παρουσιάζονται δίνονται για 

N= 250 σωµατίδια µε L=50λ, θi=45ο, και φi =0ο. 

Στη συνέχεια, θεωρούµε την περίπτωση της τυχαίας κατανοµής σε δέσµες µε 10 

σωµατίδια σε κάθε συστοιχία. Το σχήµα 1.3.2 δείχνει τη σύγκληση των συντελεστών 

εξάλειψης σε αντιδιαστολή µε τις πραγµατοποιήσεις. Ο συντελεστής σχετικής εξάλειψης 

(κre) είναι ο συλλογικός συντελεστής εξάλειψης διαιρεµένος µε εκείνον της ανεξάρτητης 

σκέδασης (κre = κe/κei µε κei = 4.0×10-6λ-1).  

Υπάρχουν 25 δέσµες, που η κάθε µία περιείχε 10 σκεδαστές σε όλα τα 

διαγράµµατα που δόθηκαν. Το κυβικό µέγεθος της συστοιχίας lc  ποικίλουν από 1.0λ 

µέχρι 0.2λ.  Για το κυβικό κουτί µεγέθους 1.0λ υπάρχει πολύ µικρή διαφορά ανάµεσα 

στην οµοιόµορφη και την σε συστοιχίες κατανοµή όπως µπορεί να φανεί από τη σταθερή 

καµπύλη στο σχήµα 1.3.2. Παρόλα αυτά, καθώς ο όγκος της συστοιχίας φτιάχνεται 



 

µικρότερος από ένα µήκος κύµατος, το κre µπορεί να γίνει µεγάλο. Βλέπουµε από το 

σχήµα 1.3.2 ότι το αποτέλεσµα του κre για την περίπτωση του lc = 0.2λ είναι πολύ 

µεγαλύτερο από το κre για την περίπτωση του lc =1λ. Αυτό δείχνει ότι όταν µελετάµε 

τυχαία προβλήµατα µέσων, η σηµασία η σπουδαιότητα της γεωµετρίας των συστοιχιών 

πρέπει να ληφθεί υπ’ όψιν.  

 

Οι παράµετροι της προσοµοίωσης που χρησιµοποιήσαµε είναι 

 δέσµη : 25 

 σκεδαστές σηµείου σε κάθε δέσµη : 10 

 µήκος κύµατος : 0.02m 

 το µέγεθος του κυβικού κουτιού : 50λ 

 το µέγεθος της δέσµης : 1λ και 0.2λ 

 πραγµατικό µέρος του πλάτους σκέδασης :0.008905 

 πολική γωνία πρόσπτωσης : 450 

 αζιµουθιακή γωνία  πρόσπτωσης: 00 

 αριθµός πραγµατοποιήσεων : 100 

 

 
Σχήµα 1.3.2  Monte Carlo προσοµοίωση για δέσµη σκεδαστών 
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Κατανοµή ζεύγους για συµπαγείς σφαίρες  
 

Εισαγωγή 
Ένα από τα πιο σηµαντικά επακόλουθα της σκέδασης σε διακριτά µέσα είναι ότι η 

σκέδαση και οι ιδιότητες απορρόφησης των µέσων είναι η πιθανότητα κατανοµής θέσεων 

των σφαιρών. Συγκεκριµένα η συνάρτηση κατανοµής ζεύγους, η οποία είναι ανάλογη της 

πιθανότητας κατανοµής της ένωσης ζεύγους µορίων, απαιτείται σε πολλές θεωρίες 

σκέδασης. Στο παρόν κεφάλαιο εξετάζεται η σκέδαση σε συµπαγής σφαίρες µε χρήση 

τόσο της µεθόδου κατανοµής ζευγών Percus-Yevick όσο και της µεθόδου Monte Carlo.     

Η συνάρτηση κατανοµής ζευγών µπορεί να βρεθεί λύνοντας την Percus-Yevick 

εξίσωση, η οποία είναι µια προσέγγιση για την Ornstein-Zernike εξίσωση. Η 

αλληλεπίδραση των σφαιρικών µορίων δια µέσου του δυναµικού των συµπαγών σφαιρών 

µπορεί να πετύχει µια close-form λύση. Αυτή είναι η γνωστή συνάρτηση κατανοµής 

ζευγών Percus-Yevick για συµπαγείς σφαίρες και προβάλει ένα απλό τρόπο ενσωµάτωσης 

φυσικά ρεαλιστικού στατιστικού ζεύγους µέσα σε µοντέλα σκέδασης. ∆υστυχώς, για 

περισσότερο γενική δυναµική αλληλεπίδραση και µοριακή µορφή, η συνάρτηση 

κατανοµής ζευγών Percus-Yevick δεν µπορεί να παραχθεί χωρίς να λυθεί η 

ολοκληρωµένη εξίσωση.  

Η προσοµοίωση Monte Carlo µε χρήση της µεθόδου ανασχηµατισµού Metropolis 

είναι συχνά ο καλύτερος τρόπος να υπολογίσουµε τις στατιστικές µηχανικές ιδιότητες των 

µορίων. Ωστόσο για υπολογισµούς σκέδασης, χρειαζόµαστε τον συντελεστή δοµής ο 

οποίος σχετίζεται µε τον µετασχηµατισµό Fourier της συνάρτησης κατανοµής ζεύγους. 

Λόγω του ότι η φύση της συνάρτησης κατανοµής ζεύγους έχει µεγάλη διακύµανση, 

µπορεί να είναι δύσκολο να παραχθεί ένας ακριβής συντελεστής δοµής µε µεθόδους 

Monte Carlo.    

      

2.1 Η εξίσωση Percus–Yevick και συνάρτηση κατανοµής ζεύγους  
Μία συνολική επιρροή h ενός σωµατιδίου 1 σε ένα άλλο σωµατίδιο 2 µπορεί να 

οριστεί ως  

                                                           (2.1.1) ( ) ( ) 1rgrh 1212 −=



 

Η συνολική επιρροή αποσυντίθεται σε ένα άθροισµα συναρτήσεων άµεσου και 

έµµεσου συσχετισµού. Η άµεσου συσχετισµού συνάρτηση ή η επιρροή υποδηλώνεται από 

c( r 12)  

                                              (2.1.2) 

Η συνάρτηση άµεσης συσχέτισης ορίζεται έτσι ώστε να ικανοποιεί την ακόλουθη 

εξίσωση ολοκληρώµατος: 

                                      (2.1.3α) 

Από τη σχέση (2.1.2.1)  

                                 (2.1.3β) 

η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση Ornstein – Zernike. Η φυσική έκφραση του 

δεύτερου όρου της σχέσης (2.1.3α), η οποία είναι η συνάρτηση έµµεσου συσχετισµού, 

είναι ότι η έµµεση επιρροή του σωµατιδίου 1 στο σωµατίδιο 2, είναι αποτέλεσµα του 

σωµατιδίου 1 που ενεργεί άµεσα σε ένα σωµατίδιο σε r 3, το οποίο ασκεί στη συνέχεια  

συνολική επιρροή στο σωµατίδιο 2. Η έµµεση επιρροή παίρνεται ως µέσος όρος από r 3 

θέσεις σωµατιδίων και σταθµίζεται από τον αριθµό των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου no 

όπως δείχνεται στη σχέση (2.1.3α) και στην (2.1.3β). 

Η εξίσωση Ornstein – Zernike αποτελείται από δύο αγνώστους  c( r ) και h( r ) σε 

µία εξίσωση. Πρόκειται να γίνει µία προσέγγιση στη σχέση ανάµεσα στο c( r ) και το h( r ), 

υποβιβάζοντας τη σχέση (2.1.3) σε µία εξίσωση και έναν άγνωστο. Η προσέγγιση Percus – 

Yevick µπορεί να εισαχθεί κατά τον ακόλουθο τρόπο εύρεσης. 

Η δυναµική ενέργεια ανάµεσα σε δύο σωµατίδια εξαρτάται από την u( r ) όπου r 

είναι η διάζευξή τους. Για την περίπτωση δυναµικού  συµπαγούς σφαίρας, έχουµε  
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Η εξίσωση (2.1.4) λέει ότι απουσία άλλων σωµατιδίων, η δυναµική ενέργεια 

ανάµεσα στα δύο σωµατίδια είναι απεριόριστη όταν επικαλύπτουν το ένα το άλλο (άρα 

δεν επιτρέπουν διείσδυση) αλλιώς είναι µηδέν. Για αυτήν την περίπτωση, ορίζουµε y( r ) 

έτσι ώστε 
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Η συνάρτηση  y( r ) ορίζεται και για r<b και για r ≥ b. Η εξίσωση (2.1.5) το ορίζει  

για  r ≥ b.  Αργότερα θα το ορίσουµε για  r< b. 

indirect)r(c)r(h 1212 +=

∫+= )r(h)r(crdn)r(c)r(h 3213301212

[ ]∫ −+= 1)r(g)r(crdn)r(c)r(h 3213301212



 

Στην εξίσωση (2.1.5), έστω ότι g( r ) =  y( r ) για r ≥ b. Τότε, για δυναµικό 

συµπαγούς σφαίρας, έχουµε  
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Όταν y = 1, δεν υπάρχει έµµεση επιρροή. Ωστόσο y–1 είναι ένα µέτρο της έµµεσης 

επιρροής.  Επίσης h–c είναι ίσο µε την έµµεση επιρροή. Η προσέγγιση Percus – Yevick 

αποτελείται από την εξίσωση του h–c µε το y–1 για όλα τα  r    

 

                                            (2.1.7) 

Αυτή η εξίσωση µετά  διευρύνει τον ορισµό του y( r ) στο r<b. Από την (2.1.6) την 

(2.1.9) και την (2.1.1) παίρνουµε    

                  (2.1.8α) 

Από την (2.1.8α) και την (2.1.5) έχουµε 
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Από την (2.1.8α) και την (2.1.8β) έχουµε  
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Έστω ότι     

r 12 =  r 1 - r 2 =  r           r 13 =  r 1 -  r 3 =  r ’ 

έτσι ώστε         

r 32 =  r 3 - r 2 =  r  - r ’                         στην (2.1.3β). 

Σηµειώστε ότι από την (2.1.6) και την (2.1.8γ), έχουµε και το h και το c 

εκφρασµένο σε όρους του y. Ωστόσο εκφράζοντας την (2.1.3β) σε όρους του y, έχουµε   

 

             (2.1.9) 

Επιπροσθέτως αποσυνθέτουµε το ολοκλήρωµα της (2.1.9) σε δύο τµήµατα των  

| r  - r ’|<b και  | r  - r ’|≥b.  

 

 

 

Η εξίσωση ολοκληρώµατος γίνεται    
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Μία κλειστής φόρµας επίλυση µπορεί να αποκτηθεί για c( r ) µέσω της εξίσωσης 

ολοκληρώµατος (2.1.10). Η λύση δίνεται κάτωθεν. Έστω ότι η απόσταση 

κανονικοποιείται κατά b: 

                            (2.1.11) 

           Η λύση για το  c( r ) είναι πολυωνυµική τρίτου βαθµού 

           (2.1.12) 

Για x ≤ 1 και c(x) = 0 για x > 1.  Στην (2.1.12) έχουµε  

                               (2.1.13) 

 

                       (2.1.14) 

 

                                (2.1.15) 

 

                                     (2.1.16) 

 

Για σφαίρες, b=2α και το f που δίνεται στην (2.1.16) είναι ο κλασµατικός όγκος 

των σφαιρικών σκεδαστών. 

 

Υπολογισµός του συντελεστή δοµής και της συνάρτησης κατανοµής 

ζεύγους 
Η προσέγγιση Born και η στρεβλή προσέγγιση Born δίνει ένα διστατικό διαγώνιο 

τµήµα σκέδασης που είναι ανάλογο του συντελεστή δοµής. Ο συντελεστής δοµής 

σχετίζεται µε το µετασχηµατισµό Fourier της συνολικής συνάρτησης συσχετισµού. 
Καθορίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της συνολικής συνάρτησης συσχετισµού 

ως 

                          (2.1.17)  

 

και ορίζουµε  C( p ) να δείχνει το µετασχηµατισµό Fourier της άµεσης συνάρτησης 

συσχετισµού  c( r ) 

   (2.1.18)  
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Το ολοκλήρωµα στην εξίσωση Ornstein–Zernike της (2.1.3) είναι ένα ολοκλήρωµα 

περιελίξεων. Ωστόσο, στο πεδίο ορισµού του µετασχηµατισµού  Fourier, το ολοκλήρωµα 

στην εξίσωση Ornstein–Zernike είναι ανάλογο ως προς το προϊόν του C( p ) και H( p ). 

Επιλύνοντας την εξίσωση δίνει  

                     (2.1.19) 

 

Ο συντελεστής δοµής S( p ) καθορίζεται ως 

         (2.1.20) 

       

   Αριθµητικά αποτελέσµατα 
Η κλειστού τύπου λύση για την άµεση συνάρτηση συσχετισµού των Percus – 

Yevick για συµπαγείς σφαίρες δίνεται στην (2.1.12) διαµέσου της (2.1.16). Ο 

µετασχηµατισµός Fourier C( p ) µπορεί να υπολογιστεί ήδη και είναι µόνο µία συνάρτηση 

των pb, b, και f:    

                         (2.1.21) 
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(2.1.22) 

          

 

όπου u = pb και τα α, β, δ, δίνονται στην (2.1.13) διαµέσου της (2.1.15).  Η 

κλειστού τύπου λύση του H( p = 0) αποκτάται ορίζοντας p = 0 στην (2.1.19), την (2.1.21) 

και την (2.1.22). Παίρνουµε 

            (2.1.23) 

 

Για να υπολογίσουµε αριθµητικά τη συνάρτηση κατανοµής ζεύγους, 

ακολουθούνται τα παρακάτω βήµατα. 

Βήµα 1: χρησιµοποιούµε την (2.1.22) για να υπολογίσουµε την C( p ).  Εξαιτίας 

της σφαιρικής συµµετρίας, αυτή είναι µία συνάρτηση του p = | p | µόνο. 
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Βήµα 2: χρησιµοποιούµε την (2.1.19) για να υπολογίσουµε     H( p ) = H(p). 

Βήµα 3: παίρνουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier της H( p ) για να 

υπολογίσουµε το h( r ) σύµφωνα µε τη σχέση (2.1.17). Εξαιτίας της σφαιρικής συµµετρίας, 

απλά χρειάζεται να πραγµατοποιήσουµε ένα µονοδιάστατο ολοκλήρωµα 

             

 

(2.1.24) 

 

Βήµα 4: η συνάρτηση ζεύγους είναι g(r) = h(r) + 1. 

           Στο σχήµα 2.1.1 σχεδιάζουµε το g( r ) για συµπαγείς σφαίρες για  f v= 0.1, 

0.2, 0.3. Υποθέτουν µέγιστες τιµές για r = b. Όσο το r  αυξάνεται διακυµαίνονται και 

ασυµπτωτικά προσεγγίζουν τη µονάδα. Η περίπτωση µε µεγαλύτερο f διακυµαίνονται 

περισσότερο. Αν θεωρήσουµε g=1 µπορούµε να δούµε ότι οι θέσεις είναι λιγότερο 

ανεξάρτητες όσο το f αυξάνεται.  

             Οι παράµετροι που χρησιµοποιήσαµε είναι 

 Κλασµατική ποσότητα: 0.1, 0.2, 0.3 

 ∆ιάµετρος σφαιρών : 0.2 

 
Σχ. 2.1.1 Η Percus-Yevick συνάρτηση ζεύγους g(r) για συµπαγείς σφαίρες µε 

κανονικοποιηµένη απόσταση από την διάµετρο των σφαιρών. 
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Στο σχ. 2.1.2 σχεδιάζουµε τον συντελεστή δοµής για συµπαγείς σφαίρες µε 

παραµέτρους ίδιες µε αυτές του σχ. 2.1.1. Όσο αυξάνεται το k οι τιµές του συντελεστή 

δοµής διακυµαίνονται και προσεγγίζουν την µονάδα. Όσο αυξάνεται το f τόσο 

περισσότερο διακυµαίνονται 

 
Σχ. 2.1.2 συντελεστής δοµής συναρτήσει του κ 

 

 

2.2 Προσοµοίωση Μόντε Κάρλο συµπαγών σφαιρών 
Σε αυτή την ενότητα περιγράφουµε τις προσοµοιώσεις Μόντε Κάρλο της 

συνάρτησης κατανοµής ζεύγους από διακριτά πυκνά τυχαία σε συµπαγείς σφαίρες. Η 

µέθοδος που χρησιµοποιείται συνήθως είναι η τεχνική Monte-Carlo Metropolis. Οι 

συµπαγείς σφαίρες δηµιουργούνται τυχαία σε ένα κυβικό κουτί. Ο αριθµός των σφαιρών 

που χρησιµοποιείται είναι 200. Στην τεχνική Μόντε Κάρλο Metropolis οι σφαίρες στη 

συνέχεια ανακατεύονται για να δηµιουργήσουν τυχαίες πραγµατοποιήσεις. Στην 

τοποθέτηση των σωµατιδίων, υποθέτουµε ότι δεν υπάρχουν διασωµατιδιακές δυνάµεις, 

εκτός από το ότι η διείσδυση δεν επιτρέπεται. Χρησιµοποιούνται πολλές 

πραγµατοποιήσεις. Χρησιµοποιήσαµε 30 πραγµατοποιήσεις και 100 περάσµατα για κάθε 

πραγµατοποίηση. Οι συναρτήσεις κατανοµής ζεύγους υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τον 



 

ορισµό των συναρτήσεων πιθανής πυκνότητας µε τυχαίες µεταβλητές και µετρώντας την 

εµφάνιση διάζευξης ζεύγους των σωµατιδίων σαν µία συνάρτηση απόστασης διάζευξης.  

Η µέτρηση λαµβάνεται ως µέσος όρος αυτών των πραγµατοποιήσεων. Οι επιδράσεις των 

άκρων του κυβικού κουτιού λαµβάνονται υπ’ όψιν υιοθετώντας τις συνθήκες περιοδικών 

ορίων.  Τα  Monte-Carlo αποτελέσµατα για τη συνάρτηση κατανοµής ζεύγους δείχνονται 

και συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα της προσέγγισης  Percus–Yevick για την περίπτωση 

ενός µεγέθους. Βρίσκονται να είναι σε καλή συµφωνία. Οι προσοµοιώσεις Monte-Carlo 

δείχνουν ότι οι προσεγγίσεις Percus–Yevick ενός µεγέθους µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

για µακροσκοπικά αντικείµενα όπως σωµατίδια σε γεωφυσικό ανάγλυφο έδαφος και 

σύνθετα υλικά. 

Τα πειράµατα υπολογιστών διεξάγονται σε ένα σύστηµα µε N αριθµό σωµατιδίων.  

Αυτές οι N σφαίρες µε διαφορετικά µεγέθη τοποθετούνται σε ένα κυβικό κελί µήκους 

πλευράς l . Έστω Ni ο αριθµός των σωµατιδίων ακτίνας αi. Στη συνέχεια, ο αριθµός 

πυκνότητας ni και ο κλασµατικός όγκος fi για τα σωµατίδια ακτίνας αi δίνονται από τις 

σχέσεις   

    (2.2.1) 

 

    (2.2.2)   

 

                     (2.2.3) 

 

                           (2.2.4) 

όπου f είναι ο συνολικός κλασµατικός όγκος που καταλαµβάνεται από τις σφαίρες. 

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση ζεύγους κατανοµής gij( r ) τείνει προς τη µονάδα 

όσο η r  µεγαλώνει, που σηµαίνει ότι οι θέσεις των σφαιρών είναι ανεξάρτητες αν είναι 

αποµακρυσµένα. Για έναν κλασµατικό όγκο µικρότερο από 40%, οι συναρτήσεις 

κατανοµής ζεύγους είναι πρακτικά ίσες µε τη µονάδα για διαζεύξεις ζεύγους µεγαλύτερες 

από πέντε διαµέτρους. Εποµένως, παίρνοντας N=200 ειναι αρκετό για να 

προσοµοιώσουµε τη συνάρτηση κατανοµής ζεύγους. Στις προσοµοιώσεις, 

επιστρατεύονται οι συνθήκες περιοδικών ορίων. Τα N σωµατίδια που µας ενδιαφέρουν, 

τοποθετούνται µέσα σε ένα κεντρικό κελί και αυτό το κεντρικό κελί θεωρείται ότι 

περιβάλλεται από περιοδικές αναπαραστάσεις του ίδιου. Το κάθε κελί των 
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αναπαραστάσεων, περιέχει N σφαίρες µε ακριβώς την ίδια γεωµετρική διάταξη όπως 

εκείνη του αρχικού κεντρικού κελιού. 

 

 Η Τεχνική Metropolis Monte-Carlo  
Χρησιµοποιούµε την τεχνική Metropolis και θεωρούµε ένα κυβικό κουτί που 

περιείχε N σφαίρες. Αρχικά, οι N σφαίρες τοποθετούνται τυχαία µέσα στο αρχικό κελί 

χωρίς επικάλυψη. Για να εισάγουµε νέες πραγµατοποιήσεις, τα σωµατίδια ανακατεύονται 

ως ακολούθως. Σε κάθε κύκλο το κάθε σωµατίδιο υπόκειται σε τυχαία εκτόπιση µία φορά. 

Η αποδοχή της νέας του θέσεως εξαρτάται από το αν επικαλύπτει άλλη σφαίρα ή όχι. Η 

εκτόπιση είναι τυχαία και δεν ελέγχεται από κάποια διασωµατιδιακή δύναµη εκτός από το 

ότι δεν µπορεί να διαπεράσει άλλα σωµατίδια. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι η εκτόπιση των 

σφαιρών που εισάγεται στην προσοµοίωση γίνεται µε σκοπό τη δηµιουργία νέων 

σχηµατισµών και πραγµατοποιήσεων. ∆ε σηµαίνει ότι οι σφαίρες κινούνται φυσικά. Τα 

βήµατα είναι ως ακολούθως. 

Βήµα 1: θέτουµε έναν αρχικό σχηµατισµό του συστήµατος. Ο αρχικός 

σχηµατισµός µπορεί να παραχθεί µε τον προσδιορισµό των συντεταγµένων των σφαιρών 

µέσα στο κελί. Όλες οι συντεταγµένες των σφαιρών είναι σε κλίµακα [0, l]. Ο αρχικός 

σχηµατισµός µπορεί να αποκτηθεί τοποθετώντας όλα τα σωµατίδια σε µία περιοδική 

χωροταξική συνάρτηση στο κουτί. 

Βήµα 2: αλλάζουµε το σχηµατισµό του συστήµατος µε τυχαία εκτόπιση των 

σωµατιδίων. Τα σωµατίδια εκτοπίζονται διαδοχικά στην προσοµοίωση. Η εκτόπιση ενός 

σωµατιδίου σε µία νέα θέση δοκιµής καθορίζονται σύµφωνα µε την ακόλουθη διαδικασία. 

       x→x+∆n1                 y→y+∆n2                        z→z+∆n3                                               

(2.2.5) 

όπου x, y και z είναι οι συντεταγµένες των σφαιρών και ∆ είναι η µέγιστη εκτόπιση που 

επιτρέπεται σε κάθε κίνηση. Τα ni, i = 1, 2, 3, είναι ανεξάρτητα τυχαία νούµερα που 

κατανέµονται οµοιόµορφα στην κλίµακα [-l ,l  ]. Έτσι, µετά από µία εκτόπιση, η 

συµπαγής σφαίρα είναι εξίσου πιθανό να βρίσκεται οπουδήποτε σε ένα µικρό κύβο 

πλευράς 2l∆, σε ακτίνα γύρω από την αρχική του θέση. Ο τρόπος εκτόπισης µιας 

σφαίρας που δίνεται από την (2.2.5), πρέπει να ικανοποιεί τις συνθήκες περιοδικών ορίων. 

Αυτό σηµαίνει ότι αν µια σφαίρα εκτοπιστεί πέρα από το κελί σε µία πλευρά κατά τη 

διάρκεια της προσοµοίωσης, στην πραγµατικότητα επανέρχεται στο κελί από την αντίθετη 

πλευρά. Για παράδειγµα, αν το κέντρο µιας σφαίρας αλλάξει σε µία νέα θέση (x’, y’, z’,) 



 

σε αυτό το βήµα, και αν x’>l  , ή x’<0, τότε η νέα του x συντεταγµένη θα είναι  x’ - l , ή  

x’ + l , αντιστοίχως. Το ίδιο ισχύει και για τις y- και z- συντεταγµένες. Αν το ∆ είναι πολύ 

µικρό, οι εκτοπίσεις γίνονται συνήθως αποδεκτές. Αν το ∆ είναι πολύ µεγάλο, οι 

περισσότερες εκτοπίσεις θα απορριφθούν. 

Βήµα 3: ελέγχουµε αν οι εκτοπίσεις γίνονται αποδεκτές. Είναι πιθανό ότι η νέα 

θέση των εκτοπισµένων συµπαγών σφαιρών µπορεί να υπερκαλύπτει µια από τις άλλες 

σφαίρες στο σύστηµα. Αν όχι, δεχόµαστε την εκτόπιση και αναβαθµίζουµε τις 

συντεταγµένες της εκτοπισµένης σφαίρας. Αλλιώς, απορρίπτουµε τη µετατόπιση και 

επιστρέφουµε τη συµπαγή σφαίρα στην αρχική του θέση. Η τιµή της µέγιστης 

µετατόπισης ∆, επηρεάζει το ποσοστό αποδοχής των νέων θέσεων. Παρόλο που ο έλεγχος 

της επικάλυψης των σφαιρών είναι άµεσος, πρέπει να δοθεί προσοχή σε περιπτώσεις που 

ένα ζεύγος σφαιρών δεν επικαλύπτει στο κεντρικό κουτί, αλλά εκεί όπου το οµοίωµα ενός 

από αυτά στο επόµενο κελί είναι µέσα στην απαγορευµένη περιοχή του άλλου. 

Αναβαθµίζουµε τον αριθµό των σχηµατισµών που δηµιουργήθηκαν. Προσθέτουµε 

ένα στον αριθµό των σχηµατισµών που καταµετρήθηκαν. Θα έπρεπε να δοθεί έµφαση στο 

ότι ακόµα και αν η εκτόπιση του σωµατιδίου σε ένα συγκεκριµένο στάδιο του βήµατος 2 

δεν επιτρέπεται, ακόµα θεωρούµε ότι βρισκόµαστε σε ένα νέο σχηµατισµό. Ένας νέος 

σχηµατισµός σηµαίνει ότι κάθε συµπαγής σφαίρα πρέπει να υπόκειται σε µία µόνο 

προσπάθεια εκτόπισης ακόµα και αν κάποιες από τις εκτοπίσεις δεν επιτρέπονται. Πρέπει 

να διαφοροποιήσουµε τους σχηµατισµούς από τις πραγµατοποιήσεις. Κάθε Nc 

σχηµατισµός ονοµάζεται πραγµατοποίηση. Ωστόσο ανάµεσα σε δύο πραγµατοποιήσεις, 

κάθε συµπαγής σφαίρα έχει εκτοπιστεί κατά µέσο όρο NcAc φορές όπου Ac το ποσοστό 

αποδοχής.   

Βήµα 5: µετράµε την συχνότητα που έγιναν διαφορετικές διαξεύξεις ζεύγους. Για 

κάθε σχηµατισµό που προσεγγίστηκε έτσι, θα µετρήσουµε το CIt

ij (r), τον αριθµό των 

συµπαγών σφαιρών µεγέθους αj που τα κέντρα τους εδρεύουν σε ένα σφαιρικό περίβληµα 

µε εσωτερική ακτίνα r και εξώτερη ακτίνα r+dr, όπου η r µετράται από µια προσαρτηµένη 

συµπαγής σφαίρας Ι µεγέθους αi κατά τη διάρκεια του κύκλου προσοµοίωσης της 

πραγµατοποίησης t. Οι δείκτες i και j είναι ενδεικτικοί των µεγεθών των σφαιρών, ο 

εκθέτης Ι είναι για τον προσδιορισµό των σφαιρών, και ο εκθέτης t είναι ο δείκτης της 

πραγµατοποίησης. Αυτές οι ταξινοµήσεις διεξάγονται για έναν αριθµό υποδιαιρέσεων του 

r ανάµεσα στο Rij και 5Rij, όπου Rij =  αi + αj . Η πυκνότητα του σφαιρικού περιβλήµατος 



 

dr θα είναι τότε το µικρότερο µήκος πάνω στο οποίο οι συναρτήσεις ζεύγους κατανοµής 

επιλύονται. 

Η παραπάνω διαδικασία επαναλαµβάνεται κατά ένα µεγάλο αριθµό φορών για να 

δηµιουργήσει πολλές διαφορετικές πραγµατοποιήσεις και να καταγράψει τη συχνότητα 

που θα συµβούν διαφορετικές διαζεύξεις ζεύγους. Έτσι, ο µέσος αριθµός των σωµατιδίων 

µεγέθους αj  που περιέχεται σε ένα σφαιρικό περίβληµα πυκνότητας dr σε µία απόσταση r 

από ένα σωµατίδιο µεγέθους αi και συνολικά Τ πραγµατοποιήσεις, µπορεί να εκφραστεί 

ως 

 

                                             (2.2.6) 

 

Από την άλλη πλευρά, αν τα σωµατίδια είναι εντελώς µη συσχετισµένα, ο µέσος αριθµός 

σφαιρών µεγέθους αj  στο σφαιρικό περίβληµα που περιβάλλει µια σφαίρα µεγέθους αi  σε 

µία απόσταση r µακριά, θα είναι 

                           (2.2.7) 

 

όπου unc σηµαίνει µη συσχετισµένα, 4πr2dr είναι ο όγκος του σφαιρικού περιβλήµατος 

πυκνότητας dr, και δij είναι η συνάρτηση Kronecker delta που διορθώνει την αδυναµία της 

προσαρτηµένης σφαίρας να είναι µέσα στο σφαιρικό περίβληµα. Οι συναρτήσεις ζεύγους 

κατανοµής gij(r) στη συνέχεια υπολογίζονται από τη σχέση (2.2.6) και την (2.2.7) µε τη 

βοήθεια της σχέσης          

                                  (2.2.8) 

 

Γενικά, ένα ζεύγος σωµατιδίων θεωρείται ως µη συσχετισµένο, όταν η διάζευξή τους είναι 

µεγαλύτερη από 5Rij, και οι τιµές των συναρτήσεων κατανοµής ζεύγους  gij(r) 

λαµβάνονται ως ίσες µε τη µονάδα για r >5Rij .  Οι συναρτήσεις κατανοµής ζεύγους 

µηδενίζονται, gij(r) = 0 για r<5Rij , χάρη στο χαρακτηριστικό των µακροσκοπικών 

σφαιρών να µην είναι διεισδύσιµες.   

 

 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 
 

Οι τεχνικές Monte-Carlo χρησιµοποιούνται για να δηµιουργήσουν τη τυχαία 

κατανοµή των σωµατιδίων πολλαπλών µεγεθών και να αποκτηθούν οι συναρτήσεις 
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κατανοµής ζεύγους  gij(r) από τα δείγµατα που εισήχθησαν από τον υπολογιστή. Τα 

αποτελέσµατα των Monte-Carlo προσοµοιώσεων των συναρτήσεων κατανοµής ζεύγους 

συγκρίνονται µε εκείνα που πήραµε µε τη προσέγγιση Percus–Yevick. Για τα πειραµατικά 

αποτελέσµατα του υπολογιστή που δείχνονται πιο κάτω, µια µονάδα κελιού, l=1, που 

περιείχε σφαίρες µε διαφορετικά µεγέθη επιλέχθηκε σαν πρότυπο σύστηµα. Η επιλογή της 

µέγιστης εκτόπισης ∆ στην τεχνική Metropolis για κάθε µετακίνηση θα επηρεάσει το 

ποσοστό των αποδεκτών εκτοπίσεων. Αν η ∆ είναι υπερβολικά µεγάλη, σχεδόν όλες οι 

εκτοπίσεις θα απορριφθούν, έτσι ώστε το σύνολο των πραγµατοποιήσεων του συστήµατος 

θα αποτελείται από σχεδόν τους ίδιους σχηµατισµούς επαναλαµβανόµενους πολλές φορές 

και θα παρέχει πολύ λίγες νέες πληροφορίες σε κάθε βήµα. Από την άλλη πλευρά, αν η ∆ 

είναι υπερβολικά µικρή, η εκτόπιση µιας σφαίρας είναι πάντα αποδεκτή, αλλά ο 

σχηµατισµός αλλάζει πολύ αργά και δίνει ανεπαρκή δειγµατοληψία στο χώρο 

σχηµατισµού.   

Στο σχήµα 2.2.1 δείχνονται οι συναρτήσεις κατανοµής ζεύγους για συστήµατα µε 

συµπαγής σφαίρες πανοµοιότυπου µεγέθους για την περίπτωση: fv=0.3, N=200. Η 

συνάρτηση κατανοµής ζεύγους g(r) είναι στο µέγιστό του στη διάζευξη ίση µε µία 

διάµετρο της σφαίρας, που δείχνει ισχυρή πιθανότητα ότι τα σωµατίδια θα 

συσσωµατωθούν σε ένα πυκνό µέσο. 

 

Οι παράµετροι που χρησιµοποιήσαµε είναι 

 Αριθµός σφαιρών : 200 

 Κλασµατική ποσότητα :0.3 

 Μέγιστο εκτόπισµα : 0.35 

 Αριθµός περασµάτων για κάθε πραγµατοποίηση : 100 

 Αριθµός πραγµατοποιήσεων : 30 

 
 
  



 

 
Σχ. 2.2.1 Σύγκριση αποτελεσµάτων της Μetropolis Monte-Carlo 

προσοµοίωσης µε την εξίσωση Percus-Yevick 

 

Η συνάρτηση κατανοµής ζεύγους συµπεριφέρεται πιο ταλαντωτικά και έχει 

υψηλότερες κορυφές στην περίπτωση της µεγαλύτερης συγκέντρωσης σωµατιδίων. Το 

αποτέλεσµα επίσης δείχνει ότι η συνάρτηση κατανοµής ζεύγους τείνει ασύµπτωτα στη 

µονάδα καθώς η διασωµατιδιακή απόσταση αυξάνει. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα ΡΥ 

µε τις προσοµοιώσεις Monte Carlo παρατηρούµε ότι είναι σε καλή συµφωνία.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Κεφάλαιο 3 

Ενεργή διηλεκτρική σταθερά βασισµένη στη QCA_CP 

 
3.1 Εισαγωγή 

Υπάρχουν πολλοί τρόποι οι οποίοι επιτρέπουν την µελέτη της ενεργης 

διηλεκτρικής σταθεράς ενός µέσου που αποτελείται από µικρά διηλεκτρικά µόρια. Τα 

σφαιροειδή προβάλλουν ένα τρόπο για την κατασκευή ενός οµοαξονικού µέσου από µικρά 

µόρια. Η ενεργή διηλεκτρική σταθερά εξαρτάται από την µορφή, από την διηλεκτρική 

σταθερά των µορίων και από την κλασµατική ποσότητα αλλά όχι από την συχνότητα. Τα 

αποτελέσµατα συνοψίζονται παρακάτω. 

 

3.2 QCA_CP 
Ο τροποποιηµένος τελεστής µετάπτωσης ικανοποιεί την εξίσωση 

                        (3.2.1) 

το )G(E είναι ο µέσος όρος της συνάρτησης Green. Ο µέσος όρος της συνάρτησης Green 

ανταποκρίνεται από ένα οµοαξονικό µέσο µε φασµατική αναπαράσταση η οποία δίνεται 

από 

                        (3.2.2) 

όπου  

    

 

η οµοαξονική συνάρτηση Green δίνεται από  

                   (3.2.3) 

όπου  

                  (3.2.4) 

 

τα Μ και Ν εξαρτώνται από τον λόγο του αξονικού και της κάθετης συνιστώσας της 

ενεργής διηλεκτρικής σταθεράς. 

                           (3.2.5) 

 Ο τροποποιηµένος τελεστής µετάπτωσης σε χαµηλή συχνότητα είναι 

                    (3.2.6) 
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               (3.2.7) 

 

Κρατώντας τα πραγµατικά και φανταστικά µέρη έχουµε 
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όπου 

            (3.2.9) 

 

από [4] παίρνουµε 

                 (3.2.10) 

 

Κρατώντας τα πραγµατικά και φανταστικά µέρη παίρνουµε 

 

                  (3.2.11) 

όπου 

                                (3.2.12)  

   Παίρνοντας µια σχετική διηλεκτρική σταθερά 

 

        (3.2.13)  
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όπου µ=α,c. Οι εξισώσεις (3.2.14) και (3.2.15) προβάλλουν ένα σύνολο συνδεδεµένων µη 

γραµµικών εξισώσεων  µε τις οποίες λύνονται τα άγνωστα )eff(
αε  και )eff(

cε . Αφού 

′)eff(
µε >> ″)eff(

µε  µπορούµε να θέσουµε )eff(
µε = ′)eff(

µε  οπότε 

 

                                  (3.2.16) 

 

 

 

       (3.2.17) 

 

3.3 Αριθµητικά αποτελέσµατα 

Θεωρoύµε τις απώλειες των σφαιροειδών µε διηλεκτρική σταθερά es=3.2. Στο 

σχήµα 3.3.1 δείχνουµε την ενεργή διηλεκτρική σταθερά σαν µια συνάρτηση της 

κλασµατικής ποσότητας. 

Οι παράµετροι που χρησιµοποιήσαµε είναι : 

 Συχνότητα : 15 και 30 GHz 

 Ενεργή διηλεκτρική σταθερά του υπόβαθρου : 1 και 2 

 Ενεργή διηλεκτρική σταθερά του σκεδαστή : 3.2 

 
 

 Παρατηρούµε ότι σχετική ενεργή διηλεκτρική σταθερά αυξάνεται για fv 

από 0 έως 4. Επιπλέον µε την χρήση συνεχούς διανύσµατος, η depolarization tensor 

αντιστοιχεί σε ένα λεπτό επιπεδοποιηµένο σφαιροειδή. Γι’ αυτό το λόγο η αξονική 

συνιστώσα καταπιέζεται όσον αφορά την κάθετη συνιστώσα. Επίσης ότι αλλάζοντας την 

συχνότητα, η διηλεκτρική σταθερά παραµένει ίδια. Η ενεργή διηλεκτρική σταθερά 

εξαρτάται από την µορφή, από την διηλεκτρική σταθερά των µορίων και από την 

κλασµατική ποσότητα. Ενώ αλλάζοντας µια άλλη παράµετρο όπως την διηλεκτρική 

σταθερά των µορίων η ενεργή διηλεκτρική σταθερά αλλάζει. Σχ. 3.3.2 
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                  Σχ. 3.3.1 ενεργή διηλεκτρική σταθερά σε συνάρτηση µε την κλασµατική 

ποσότητα. 

 

 
Σχ. 3.3.2 ενεργή διηλεκτρική σταθερά σε συνάρτηση µε την κλασµατική 

ποσότητα 



 

Κεφάλαιο 4 

Χαρακτηριστικά σκέδασης 

4.1 Εισαγωγή 
Σε πολλές εφαρµογές το µέγεθος σωµατιδίου δεν είναι µικρό σε σύγκριση µε το 

µήκος κύµατος έτσι ο τύπος χαµηλής συχνότητας δεν µπορεί να είναι εφαρµόσιµος. Η 

ανάπτυξη QCA  για την µετρίαση του µεγέθους των µορίων, είναι η πιο κατάλληλη να 

τυποποιήσουµε το πρόβληµα σκέδασης σ’έναν πιο κοµψό διαφορετικό τρόπο µε τη χρήση 

των εξισώσεων σκέδασης Foldy-Lax µε τους συντελεστές T-matrix. Για σφαιρικούς 

σκεδαστές οι συντελεστές T-matrix δίνουν τον τρόπο λύσης της σκέδασης, σε κάθε 

περίπτωση αυτή η τυποποίηση είναι γνωστή ως θεωρία QCA-Mie. Η θεωρία QCA-Mie 

έχει εφαρµοστεί σε διηλεκτρικές σφαίρες και σε επικαλυµένες σφαίρες. Οι πιο πρόσφατες 

προορίζονται για τις φυσαλίδες. Συνοψίζουµε τα αποτελέσµατα παρακάτω. 

 

4.2 O νόµος του Lorentz-Lorenz και το θεώρηµα του Ewald-Oseen 
Μελετάµε ένα προσπίπτων κύµα πάνω σε ένα σφαιρικό σκεδαστή µισού 

διαστήµατος. Οι σφαιρικοί σκεδαστές µπορεί να είναι ετερογενείς. Π.χ. µε  

πολυστρωµατική δοµή. 

 

                                 (4.2.1) 

 

όπου 

   (4.2.2) 

 

Ένα µεταδιδόµενο πεδίο < E t> διαδίδεται προς τα κάτω µε διάνυσµα κύµατος 

           (4.2.3) 

 

όπου φt=φi και Κsinθt=ksinθi. Tο αποτελεσµατικό wavenumber Κ πρόκειται να 

καθοριστεί. 

Ως αποτέλεσµα της σκέδασης, το τελικό πεδίο διέγερσης σε κάθε σκεδαστή είναι 

διαφορετικός από το προσπίπτων πεδίο. Οι Foldy-Lax εξισώσεις σκέδασης συσχετίζουν τα 

πεδία διέγερσης από όλους τους σκεδαστές. Στη διατύπωση T-matrix, τα πεδία διέγερσης 

διασπόνται σε όρους από σφαιρικά διανύσµατα συνάρτησης κύµατος. Η εφαρµογή QCA 

rki
iinc

iee�)r(E =

)z�cosy�sinsinx�cos(sinkk iiiiii θφθφθ −+=

)z�cosy�sinsinx�cos(sinKK ttttt θφθφθ −+=



 

στις Foldy-Lax εξισώσεις προκαλεί δύο σύνολα εξισώσεων για τους άγνωστους 

συντελεστές διέγερσης πεδίου )M(
nY και )N(

nY , όπου το n είναι ο σφαιρικός δείκτης 

κυµάτων του πολύπολου (για n=1 δηλώνει δίπολο, το n=2 δηλώνει τετράπολο κ.ο.κ. ) και  

(Μ), (Ν) ορίζουν τις δυο πολωµένες καταστάσεις  του σφαιρίκου διανύσµατος κυµάτων. 

Τα δυο ζεύγη εξισώσεων είναι γενικευµένες εκδόσεις του νόµου του Lorentz-Lorenz και 

του θεωρήµατος του Ewald-Oseen παραγόµενες για σηµείο διπόλου. 

Ο νόµος του Lorentz-Lorenz είναι 

 

    (4.2.4) 

 

        (4.2.5) 

 

όπου n0 είναι ο βαθµός πυκνότητας των σκεδαστών 

 

                          (4.2.6) 

 

  (4.2.7) 

 

Ο νόµος του Lorentz-Lorenz δίνει ένα οµοιογενή σύστηµα εξισώσεων για )M(
nY  και 

)N(
nY . Μη µηδενικές λύσεις υπάρχουν µόνο όταν η ορίζουσα των πινάκων είναι µηδέν. 

Αυτό επιβάλει µια συνθήκη στο Κ που ορίζει την σχέση σκέδασης και των 

χαρακτηριστικών κυµάτων στα ενεργά µέσα. ∆υο κύρια χαρακτηριστικά χρειάζονται στις 

εξισώσεις  (4.2.4) και (4.2.5). Το πρώτο είναι οι συντελεστές Tν
(Μ) και Τν

(Ν) του T-Matrix 

που χαρακτηρίζει την σκέδαση από ένα απλό σφαιρικό σκεδαστή. To δεύτερο είναι η 

συνάρτηση Sp(K), από τον συνδυασµό της κατανοµής της συνάρτησης g(r) και γι’αυτό το 

λόγο ο συσχετισµός των θέσεων των σκεδαστών. Ωστόσο, ο νόµος Lorentz-Lorenz είναι 

ανεξάρτητος από τις προσπίπτουσες  γωνίες ή την πόλωση. 

Το πλάτος διέγερσης για τα χαρακτηριστικά κύµατα µπορούµε να το πετύχουµε 

χρησιµοποιώντας το θεώρηµα  του Ewald-Oseen, το οποίο δίνεται από 

 

   (4.2.8) 
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                             (4.2.9) 

 

 

   (4.2.10) 

 

µε Ρν και Ρν1 να είναι οι συναρτήσεις Legendre 

 

 

4.3  Συσχετισµός σκέδασης για φυσαλίδες 
O συσχετισµός σκέδασης για πυκνά µέσα από σφαιρικούς σκεδαστές καθορίζεται 

από τον νόµο του Lorentz-Lorenz. Σ’αυτή την παράγραφο επιλύουµε τις εξισώσεις (4.2.4) 

και (4.2.5) για bubbles σκεδαστές όπου χρησιµεύουν στο να µοντελοποιήσουν τον αφρό. 

Υποθέτουµε ότι οι σκεδαστές είναι µη διεισδυτικοί αλλά διαφορετικά µη 

αλληλεπιδραστικοί έτσι η συνάρτηση κατανοµής ζεύγους Percus-Yevick για σκληρές 

σφαίρες µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Τα πολύπολα περικόπτονται για Νmax=4. 

Ο σκεδαστής bubble είναι µια ειδική περίπτωση µιας δυο διαδοχικών επιπέδων 

διηλεκτρικής σφαίρας. Τα στοιχεία Τ-matrix για µιας διηλεκτρικής σφαίρας δυο 

διαδοχικών επιπέδων είναι γνωστά. Έστω α να είναι η εξωτερική ακτίνα, kα να είναι το 

wavenumber του εξωτερικού επιπέδου, το b να είναι η εξωτερική ακτίνα και το kb να είναι 

το wavenumber του εσωτερικού επιπέδου. 

 

          (4.3.1) 

 

 

 

  (4.3.2) 

 
όπου 

 

ρ=kα,                        ζ=kαα,                          ξ=kαb,            η=kbb                 (4.3.3) 

   Oι συναρτήσεις jn και yn είναι οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και Neuman 

αντίστοιχα. Η [xf(x)]’ δηλώνει την παράγωγο του xf(x) 
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                                     (4.3.4) 

 

                                                                                                                                                                                 

 

                                       (4.3.5) 

 

Για την ειδική περίπτωση των φυσαλίδων, b=α-δ, kα=ks και kb=k. Εφοδιάζουµε την 

QCA-Mie λύση η οποία είναι κατάλληλη για µεγάλα µόρια, είναι ενδιαφέρον να τη 

συγκρίνουµε µε τα αποτελέσµατα της χαµηλής συχνότητας QCA λύσης. Η προσέγγιση 

χαµηλής συχνότητας δίνει την ακόλουθη σχέση για τον ενεργό κυµατικό αριθµό Κ. 

 

                                       (4.3.6) 

Όπου 

 

                                            (4.3.7) 

 

µε q=1-(δ/α). 

 

Οι παράµετροι που χρησιµοποιήσαµε είναι: 

 Συχνότητα : 37 GHz  

 ∆ιηλεκτρική σταθερά µορίου : 3.2 

 Κλασµατική ποσότητα : 0.2 

 Μέγιστη περικοπή πολύπολων : 4 
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Σχ. 4.3.1 κανονικοποιηµένη φάση ταχύτητας k/Kr 

 

 

 
Σχ. 4.3.2 απώλειες εφαπτοµένης  2Ki/Kr 

 



 

Το Κr και Ki είναι το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του Κ αντίστοιχα. Τα 

χαρακτηριστικά σκέδασης θα παρουσιαστούν σε όρους τις κανονικοποιηµένης ταχύτητας 

φάσης up=k/Kr και απώλειες εφαπτοµένης L=2Ki/Kr. Στα σχήµατα 4.3.1 και 4.3.2 

φαίνονται τα χαρακτηριστικά σκέδασης για σκεδαστές µε χαµηλές απώλειες (es=3.2, 

fv=0.2). Η πυκνότητα του φλοιού είναι δ=0.03α. Τα χαµηλής συχνότητας αποτελέσµατα 

συµφωνούν µε την λύση QCA-Mie για kα≤0.5 και πράγµατι παράγουν µια καλή και 

λογική προσέγγιση µέχρι kα≈1. Ωστόσο, όσο το kα αυξάνεται, η λύση QCA-Mie 

εκδηλώνει ταλαντώσεις λόγω του ότι συντονίζεται η σκέδαση, το οποίο  δεν 

συλλαµβάνεται στην προσέγγιση της χαµηλής συχνότητας.        
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