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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή 
 

1.1 Συνοπτική επεξήγηση του µετασχηµατισµού Hilbert 

 

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία θα αναλυθεί και θα παρατεθεί µε 

παραδείγµατα ο µετασχηµατισµός Hilbert. Ο συγκεκριµένος µετασχηµατισµός 

στηρίζεται σε µαθηµατικές αρχές του ολοκληρωτικού λογισµού και βρίσκει 

εφαρµογή σε πολλούς τοµείς της επιστήµης και της τεχνολογίας, µερικές από τις 

οποίες θα αναφερθούν επιγραµµατικά σε επόµενη ενότητα. 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert στηρίζεται στο γεγονός ότι όλες οι κανονικές 

θετικές συναρτήσεις στο πεδίο του χρόνου, όπως η συσχέτιση και η κρουστική 

απόκριση, είναι στην πραγµατικότητα µιγαδικές συναρτήσεις. Αυτό συµβαίνει γιατί 

στην ουσία το φανταστικό µέρος µιας τέτοιας συνάρτησης είναι ο µετασχηµατισµός 

Hilbert του πραγµατικού µέρους της ίδιας συνάρτησης. 

 Με βάση τα παραπάνω, οι προαναφερθείσες θετικές συναρτήσεις µπορούν να 

αναπαρασταθούν γραφικά όπως οι συναρτήσεις στο πεδίο των συχνοτήτων. 

Σχεδιάζοντας δηλαδή το πραγµατικό τους µέρος, το φανταστικό τους µέρος, το 

πλάτος ή τη φάση τους σε σχέση µε το χρόνο. Επίσης µπορούν να αναπαρασταθούν 

µε γραφήµατα “Nyquist” και “Nichols” [1]. 

 Όσον αφορά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού Hilbert στην ψηφιακή 

επεξεργασία σήµατος, πρέπει να αναφέρουµε δύο σηµαντικά µεγέθη που απορρέουν 

από αυτό και καθιστούν το µετασχηµατισµό άκρως σηµαντικό και χρήσιµο: την 

περιβάλλουσα και τη στιγµιαία συχνότητα. 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να διαχωρίσουµε το µετασχηµατισµό Hilbert από το 

µετασχηµατισµό Fourier µε βάση µια πολύ σηµαντική διαφορά τους. Ο 

µετασχηµατισµός Fourier µεταφέρει την ανεξάρτητη µεταβλητή ενός σήµατος από το 

πεδίο του χρόνου σε αυτό της συχνότητας και το αντίθετο, ενώ ο µετασχηµατισµός 

Hilbert ενός σήµατος στο πεδίο του χρόνου είναι ένα άλλο σήµα στο πεδίο του 

χρόνου ενώ ο ίδιος µετασχηµατισµός ενός σήµατος στο πεδίο της συχνότητας είναι 

ένα άλλο σήµα στο πεδίο της συχνότητας. 

Ο απλούστερος µη µαθηµατικός τρόπος για να περιγραφεί ο µετασχηµατισµός 

Hilbert είναι να πει κανείς ότι ουσιαστικά προσδίδει σε όλες τις συχνότητες που 

αποτελούν ένα σήµα µια µετατόπιση φάσης ίση µε °− 90  ή ότι στη διάσταση του 
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χρόνου µετατοπίζει όλες τις επιµέρους αρµονικές ενός σήµατος κατά ¼ του µήκους 

κύµατος. Χρησιµοποιώντας το σύµβολο Η  για να υποδηλώσουµε το 

µετασχηµατισµό Hilbert µπορούµε να γράψουµε ότι: 

 

                                                   ( ) ( )tftf ππ 2sin2cos =Η                                 (1.1.1) 

 

                                                   ( ) ( )tftf ππ 2cos2sin −=Η                              (1.1.2) 

 

Πρέπει εδώ να αναφερθεί ότι η µετατόπιση στο πεδίο του χρόνου δεν είναι µια 

δεδοµένη χρονική µετατόπιση αλλά εξαρτάται από το µήκος κύµατος (ή τη 

συχνότητα) της συγκεκριµένης αρµονικής του σήµατος που κάθε φορά εξετάζεται. 

 

1.2 Πεδία εφαρµογών του µετασχηµατισµού Hilbert 

 

Οι εφαρµογές που βρίσκει ο µετασχηµατισµός Hilbert σε διάφορους τοµείς της 

επιστήµης και της τεχνολογίας είναι πάρα πολλές. Ακολούθως αναφέρονται 

ορισµένες από αυτές.  

Στη νευρολογία, χρησιµοποιώντας εγκεφαλογράµµατα ορισµένοι επιστήµονες 

προσπαθούν να αναγνωρίσουν το πλάτος, τη φάση και τη συχνότητα των σηµάτων 

που στέλνει ο εγκέφαλος στο υπόλοιπο σώµα. Όπως έχει αποδειχτεί από παλαιότερες 

έρευνες το συχνοτικό περιεχόµενο των ηλεκτρικών σηµάτων που στέλνει ο 

ανθρώπινος εγκέφαλος εξαρτάται από την εκάστοτε κατάσταση στην οποίο αυτός 

βρίσκεται. Στην περίπτωση που κάποιος θελήσει να κατηγοριοποιήσει τα παραπάνω 

σήµατα πρέπει να καταφύγει στη χρησιµοποίηση της συχνοτικής ανάλυσής τους στο 

πεδίο του χρόνου. Ο µετασχηµατισµός Hilbert καθώς και τα µεγέθη που απορρέουν 

από αυτόν βοηθά στην ανάλυση και µελέτη των υπό µελέτη σηµάτων [2].  

Στον εντοπισµό κοιτασµάτων πετρελαίου υπάρχει επίσης χρήση του 

µετασχηµατισµού Hilbert. Σε αυτή την περίπτωση οι ερευνητές τοποθετούν στο 

µανδύα της γης έναν ποµπό και ένα δέκτη σε απόσταση µεταξύ τους και στέλνουν 

µέσω του ποµπού κάποια δεδοµένα τα οποία εν συνεχεία συλλέγονται από το δέκτη. 

Μεταξύ ποµπού και δέκτη παρεµβάλλονται κάποιοι σένσορες οι οποίοι 

πραγµατοποιούν συγκεκριµένες µετρήσεις. Το πρόβληµα στην όλη διαδικασία έχει να 

κάνει µε την απόσταση των παραπάνω τµηµάτων που συνήθως έχει ως αποτέλεσµα 
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την παραµόρφωση λόγω θορύβου των σηµάτων καθώς και µε τις απώλειες ενέργειας 

τις οποίες παρουσιάζουν τα σήµατα που τελικά φτάνουν στην επιφάνεια της γης. Για 

την αντιµετώπιση των παραπάνω προβληµάτων οι επιστήµονες χρησιµοποιούν 

µεθόδους αποθορυβοποίησης. Για αυτό ακριβώς το σκοπό σπουδαία χρησιµότητα 

παρουσιάζει ο µετασχηµατισµός Hilbert διότι µέσω αυτού µπορεί να υπολογιστεί η 

στιγµιαία συχνότητα και να απαλειφθεί ο θόρυβος [3]. 

Στο πεδίο της οπτικής και συγκεκριµένα στην ολογραφία, όπου µελετώνται οι 

δονήσεις αντικειµένων µέσω της συµβολής δύο δεσµών laser, ο µετασχηµατισµός 

Hilbert χρησιµοποιείται για την καλύτερη απεικόνιση των κροσσών που 

σχηµατίζονται µε τη συµβολή των δύο δεσµών. Μέσω του µετασχηµατισµού οι 

κροσσοί συµβολής που αντιστοιχούν σε περιοχές του εξεταζόµενου αντικειµένου που 

ταλαντώνονται τονίζονται περισσότερο µε αποτέλεσµα να αυξάνεται η ποιότητα των 

εικόνων που λαµβάνονται. Η παραπάνω διαδικασία στηρίζεται στο γεγονός ότι 

ουσιαστικά ο µετασχηµατισµός Hilbert ενός σήµατος οδηγεί στη φασική του 

µετατόπιση αυτού του σήµατος. Επεµβαίνοντας στις φάσεις των εικόνων που 

λαµβάνονται από τα πειράµατα, οι ερευνητές είναι σε θέση να βελτιώνουν την 

ποιότητά τους και να οδηγούνται στην καλύτερη µελέτη τους [4]. 

Ακόµα, στηριζόµενοι στη στιγµιαία συχνότητα κάποιοι ερευνητές 

χρησιµοποιούν το µετασχηµατισµό Hilbert για να εξετάσουν την εξέλιξη των 

αρµονικών µιας νότας ενός µουσικού οργάνου καθώς και το συσχετισµό αυτής της 

εξέλιξης µε τον προσδιορισµό της συγκεκριµένης νότας από το ανθρώπινο αυτί. Για 

να το επιτύχουν αυτό είναι υποχρεωµένοι να αναλύσουν την κάθε νότα στη θεµέλιο 

συχνότητα και στους αρµονικούς της και να εξετάσουν ξεχωριστά κάθε ένα από τα 

σήµατα που προκύπτουν από αυτή την ανάλυση. Μια ακόµη παράµετρος που 

µελετάνε είναι ο ρόλος που παίζουν τα χαρακτηριστικά κάθε αρµονικού (πλάτος, 

διάρκεια, συχνότητα) στη διαµόρφωση των αντίστοιχων χαρακτηριστικών της νότας 

και κατά συνέπεια στην αντίληψή της από το ανθρώπινο αυτί. Οι µεταβολές της 

συχνότητας της νότας λόγω των αρµονικών της πραγµατοποιούνται µε την υποβολή 

του κάθε εξεταζόµενου αρχικού σήµατος στο µετασχηµατισµό Hilbert [5]. 

Επίσης τυχούσες ρωγµές σε διάφορες µηχανές, όπως π.χ. σε κάποιον κινητήρα, 

γίνονται αντιληπτές µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Hilbert. Η διάγνωση 

τέτοιων προβληµάτων η οποία στηρίζεται στην ανάλυση των σηµάτων που στέλνει η 

µηχανή βοηθά στον εντοπισµό συγκεκριµένων ατελειών. Για παράδειγµα, µία σχισµή 

στον άξονα του περιστροφικού µέρους µιας µηχανής επηρεάζει τις δονήσεις της 
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µηχανής και πιο συγκεκριµένα τον πρώτο, δεύτερο και τρίτο αρµονικό. Η µη 

γραµµικότητα στις δονήσεις τέτοιων µηχανών και η οποία συνηγορεί στην ύπαρξη 

ατελειών γίνεται αντιληπτή χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Hilbert. Με το 

µετασχηµατισµό Hilbert εξετάζεται το συχνοτικό περιεχόµενο των δονήσεων και η 

επιµέρους µελέτη βοηθά στον εντοπισµό συγκεκριµένων προβληµάτων [6]. 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert βρίσκει ακόµα εφαρµογή στην εξέταση της 

γραµµικότητας της διάδοσης του ήχου δια µέσου του ανθρώπινου κρανίου. Η 

συγκεκριµένη εφαρµογή γίνεται µε βάση τη συσχέτιση των σηµάτων που εισέρχονται 

στο κρανίο µε τα σήµατα που εξέρχονται από αυτό. Με βάση το µετασχηµατισµό 

Hilbert και κάποιων σχέσεων που το διέπουν γίνεται σύγκριση των παραπάνω 

σηµάτων όσον αφορά το συχνοτικό τους περιεχόµενο και στη συνέχεια εξετάζεται η 

γραµµικότητα διάδοσης του ήχου δια µέσω του ανθρώπινου κρανίου [7]. 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert έχει εφαρµογές τόσο στο πεδίο του χρόνου όσο και 

σε αυτό της συχνότητας. Στηριζόµενοι σε αυτές τις εφαρµογές διάφοροι ερευνητές 

εξετάζουν µε τη χρήση του συγκεκριµένου µετασχηµατισµού τα συχνοτικά και τα 

χρονικά χαρακτηριστικά µη γραµµικών συστηµάτων. Η απόκριση τέτοιων 

συστηµάτων χρησιµοποιείται κατά κόρο για τον εντοπισµό ελαττωµάτων. Η µελέτη 

συγκεκριµένων µικρών κοµµατιών της απόκρισης είναι πάρα πολύ χρήσιµη στον 

εντοπισµό τέτοιων ελαττωµάτων. Σε αυτό το σηµείο εισέρχεται η χρήση του 

µετασχηµατισµού Hilbert ο οποίος έχει εφαρµογή σε πολύ µικρής διάρκειας σήµατα 

µε πάρα πολύ καλά και χρήσιµα αποτελέσµατα [8]. 

Μια ακόµη εφαρµογή του µετασχηµατισµού Hilbert βρίσκεται στη µελέτη των 

θαλάσσιων κυµάτων και στην ενέργεια που αυτά περικλείουν. Σε αυτό το πεδίο 

γίνονται στατιστικές αναλύσεις σχετικά µε το ύψος των κυµάτων αυτών. Επειδή ο 

µετασχηµατισµός  Hilbert  σχετίζεται µε την εξέταση σηµάτων µε πολύ µικρή 

διάρκεια, βοηθά τους επιστήµονες στην εξέταση ενός συγκεκριµένου κύµατος και όχι 

πολλών. Ένα µέγεθος πολύ χρήσιµο σε αυτές τις µελέτες είναι η περιβάλλουσα ενός 

σήµατος και το οποίο µπορεί να εξαχθεί από τη χρήση του µετασχηµατισµού Hilbert 

[9].  

Χρήση του µετασχηµατισµού βρίσκεται και σε εφαρµογές που έχουν να κάνουν µε 

την ανάκτηση ενός σήµατος από τις ανακλάσεις του. Η ανάκτηση ενός σήµατος από 

ένα ανακλώµενο σήµα είναι σηµαντική όχι µόνο για εφαρµογές που σχετίζονται µε 

την  επεξεργασία σηµάτων οµιλίας για τη δηµιουργία συστηµάτων διάδοσης και 

ενίσχυσης της οµιλίας όπως για παράδειγµα στην κατασκευή ηχείων και συσκευών 
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βαρηκοΐας καθώς και για εφαρµογές που σχετίζονται µε συστήµατα αναγνώρισης της 

οµιλίας. Στην ανασύσταση ενός σήµατος από ένα ανακλώµενο σπουδαίο ρόλο παίζει 

όπως είναι αναµενόµενο το συχνοτικό περιεχόµενο του ανακλώµενου σήµατος. Πάνω 

σε αυτό το περιεχόµενο στηρίζεται η ανασύσταση του αρχικού σήµατος. Ο 

µετασχηµατισµός Hilbert χρησιµοποιείται για την εύρεση όλων των συχνοτήτων του 

ανακλώµενου σήµατος. Η πιο σηµαντική του όµως εφαρµογή του έχει να κάνει µε τη 

χρονική πληροφορία που συνδέει την κάθε συχνότητα και η οποία συνδυαζόµενη µε 

τη χρονική πληροφορία της ανάκλασης του σήµατος οδηγεί στην πιο ακριβή 

ανασύσταση του αρχικού [10]. 
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Κεφάλαιο 2: Μαθηµατικές σχέσεις που διέπουν το µετασχηµατισµό 
Hilbert 
 
2.1 Μαθηµατικές εκφράσεις του µετασχηµατισµού Hilbert 
 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert µπορεί να εκφραστεί µε τρεις τρόπους:  
 
1ος τρόπος: Προσδιορισµός του µετασχηµατισµού µέσω ολοκληρώµατος συνέλιξης 
 

Αρχικά θα παραθέσουµε τις µαθηµατικές εκφράσεις του θεωρήµατος της 

συνέλιξης, 

 

                                ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−=∗ ττβαβα dtttt                                       (2.1.1) 

 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )fftt Β⋅Α⇔∗βα                                           (2.1.2) 

 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )fftt Β∗Α⇔⋅βα                                           (2.1.3) 

 

όπου το σύµβολο ‘⇔ ’υποδηλώνει µετασχηµατισµό Fourier και το ‘∗ ’ συνέλιξη. 

Επίσης ( ) ( )ft Α⇔α  και ( ) ( )ft Β⇔β . 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert µιας πραγµατικής συνάρτησης ( )tx , η οποία 

ορίζεται στο πεδίο τιµών ∞<<∞− t , είναι µια επίσης πραγµατική συνάρτηση ( )tx~ , η 

οποία περιγράφεται από την παρακάτω σχέση: 

 

                                               ( ) ( )[ ] ( )
( )∫

∞

∞− −
=Η= du

ut
uxtxtx

π
~                                (2.1.4)                               

 

Η σχέση (2.1.4) αποτελεί τη βασική µαθηµατική έκφραση του µετασχηµατισµού 

Hilbert. 

Συµπερασµατικά καταλήγουµε στο ότι η συνάρτηση ( )tx~  είναι η συνέλιξη 

της συνάρτησης ( )tx  και της συνάρτησης ( )tπ/1 , το οποίο γράφεται ως: 

 

                                                      ( ) ( ) ( )ttxtx π/1~ ∗=                                            (2.1.5)                          
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Όπως και ο µετασχηµατισµός Fourier έτσι και ο µετασχηµατισµός Hilbert 

είναι γραµµικός τελεστής, οπότε ισχύει: 

 

                                  ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]txtxtxtx 22112211 Η+Η=+Η αααα                  (2.1.6)             

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για οποιεσδήποτε σταθερές 21 ,αα και για οποιεσδήποτε 

συναρτήσεις ( ) ( )txtx 21 ,  [1]. 

 

2ος τρόπος: Παραλλαγή του προηγούµενου 

Εάν στη σχέση (2.1.1) αντικαταστήσουµε τους όρους t και u  µε 
2

tan φ και 

2
tanψ  αντίστοιχα και δηλώσουµε ότι ( ) ( )φφ

02
tan xxtx =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= , τότε µε τη χρήση 

τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων η σχέση µετατρέπεται στο άθροισµα δύο όρων: 

 

                        ( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
π

π

π

π

ψφψψ
π

ψψψ
π

dxdxtx
2

cot
2
1

2
tan

2
1~

00          (2.1.7) 

 

Η σχέση (2.1.7) δηλώνει ότι επειδή ο πρώτος όρος είναι σταθερός, ο πραγµατικός 

µετασχηµατισµός Hilbert διαφέρει από το δεύτερο όρο κατά µία σταθερά. Επίσης 

παρατηρούµε ότι το ολοκλήρωµα που περιλαµβάνει τη συνεφαπτοµένη είναι στη 

µορφή συνέλιξης. Αυτό το γεγονός κάνει όλες τις απότοµες µεταβολές που 

εµφανίζονται στο υπό εξέταση αρχικό σήµα, µετά το µετασχηµατισµό, να 

αντιστοιχούν σε µεγάλες κορυφές [2]. 

 

3ος τρόπος: Προσδιορισµός ως σύστηµα µετατόπισης της φάσης κατά π/2 

Ο συγκεκριµένος προσδιορισµός εφαρµόζεται στην ψηφιακή επεξεργασία 

σήµατος. Υποθέτοντας ότι η συνάρτηση ( )fΧ~  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της 

συνάρτησης ( )tx~ , η παρακάτω σχέση περιγράφει τον τρόπο που συνδέονται οι δύο 

παραπάνω συναρτήσεις: 

 

                                          ( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

−==Χ dtetxtxFf tfj π2~~~                             (2.1.8)                            
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Από τη σχέση (2.1.5) παρατηρούµε ότι η συνάρτηση ( )fΧ~  είναι ο µετασχηµατισµός 

Fourier της συνάρτησης ( )tx  πολλαπλασιασµένος µε το µετασχηµατισµό Fourier της 

( )tπ/1 , ο οποίος δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 

                                     [ ]
⎩
⎨
⎧

<
>−

=−=
0
0

sgn/1
fj
fj

fjtF
για
για

π                          (2.1.9)                           

 

Στο σηµείο όπου ισχύει 0=f , η συνάρτηση fsgn έχει κι αυτή µηδενική τιµή. Από 

αυτό συνεπάγεται ότι η σχέση (2.1.5) είναι ισοδύναµη µε το πέρασµα της συνάρτησης 

( )tx  από ένα σύστηµα του οποίου η συνάρτηση µεταφοράς είναι η ( )fj sgn−  ούτως 

ώστε να δώσει: 

 

                                                     ( ) ( ) ( )ffjf Χ−=Χ sgn~                                  (2.1.10)                      

 

Πρέπει να τονιστεί ότι η µιγαδική ποσότητα ( )fΧ~  δεν είναι ο µετασχηµατισµός 

Hilbert της επίσης µιγαδικής ποσότητας ( )fΧ . Η σχέση της µε τη συνάρτηση ( )tx~  

δίνεται από τη σχέση: 

 

                                                    ( ) ( )∫
∞

∞−
Χ= dfeftx tfj π2~~                                 (2.1.11)                           

 

Με άλλα λόγια, η ( )tx~  είναι το αποτέλεσµα του ανάστροφου µετασχηµατισµού 

Fourier της ( )fΧ~ . 

Ο µετασχηµατισµός Fourier της ( )fj sgn−  µπορεί να αναπαρασταθεί από την: 

 

                                       ( )
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

>
=−=Β

−

0
0

sgn
2/

2/

fe
fe

fjf
j

j

π

π

                         (2.1.12)                   

 

Με ( ) 00 =Β . Επίσης: 

 

                 ( ) ( ) ( )fj beff φΒ=Β                                        (2.1.13)            
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         ( )fbφ  

 

 

 

   2/π  

 

 

 f  

      0 

  

         2/π−   

 

 

 

Από τα παραπάνω φαίνεται ότι η συνάρτηση ( )fΒ  είναι ένα σύστηµα µετατόπισης 

της φάσης κατά ( )2/π , όπου: 

 

                                                   ( ) 1=Β f  για κάθε 0≠f                                (2.1.14)                               

                                                 

                                                
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
02/
02/

f
f

b γιαπ
γιαπ

φ                                   (2.1.15)                     

Εάν γράψουµε, 

 

                                                      ( ) ( ) ( )fj xeff φ−Χ=Χ                                   (2.1.16)                 

 

ακολούθως µπορούµε να γράψουµε ότι: 

 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ffjfj bxx efeff φφφ +−− Χ=Χ=Χ
~~~                    (2.1.17)                 
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert αποτελείται από το 

πέρασµα του αρχικού σήµατος ( )tx  µέσω ενός συστήµατος το οποίο αφήνει το 

πλάτος του σήµατος ( )fΧ  ανεπηρέαστο, αλλά αλλάζει τη φάση του από ( )fxφ  σε 

( ) ( )ff bx φφ +  χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση ( )fbφ  που περιγράφεται από τη 

σχέση (2.1.15) και µε βάση τις παρακάτω σχέσεις: 

 

                                     ( ) ( ) ( )2/πφφ +→ ff xx   για  0>f               

                                                                                                                             (2.1.18)                      

                                     ( ) ( ) ( )2/πφφ −→ ff xx   για  0<f   

 

Η σχέση (2.1.18) µας δείχνει ότι το προαναφερθέν σύστηµα µετατοπίζει τη 

φάση του σήµατος ( )fΧ  κατά ( )2/π  για θετικές συχνότητες και κατά ( )2/π−  για 

αρνητικές συχνότητες [1]. 

 

4ος τρόπος: Προσδιορισµός ως το φανταστικό µέρος ενός αναλυτικού σήµατος 

Ένας άλλος χρήσιµος τρόπος για να περιγράψουµε και να κατανοήσουµε το 

µετασχηµατισµό Hilbert ( )tx~  του σήµατος ( )tx  είναι µέσω του αναλυτικού σήµατος 

( )tz , το οποίο συνδέεται µε το αρχικό σήµα ( )tx  µέσω της σχέσης: 

 

                                                      ( ) ( ) ( )txjtxtz ~+=                                         (2.1.19)                     

Επίσης µπορεί να γραφεί ότι, 

 

                                                       ( ) ( ) ( )tjettz θΑ=                                            (2.1.20)                     

 

όπου το σήµα ( )tΑ  ονοµάζεται σήµα περιβάλλουσας του ( )tx  και η συνάρτηση ( )tθ  

ονοµάζεται στιγµιαία φάση του σήµατος  ( )tx . Κάνοντας χρήση των ( )tx  και ( )tx~  

και χρησιµοποιώντας τη θεωρία της µιγαδικής ανάλυσης είναι φανερό ότι, 

 

                                                  ( ) ( ) ( )[ ] 2/122 ~ txtxt +=Α                                   (2.1.21) 

                             

και ότι: 



 17

                                              ( ) ( )
( ) tf
tx
txt 0

1 2
~

tan πθ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −                                (2.1.22)         

 

Με βάση τη σχέση (2.1.22) ορίζεται µια καινούρια συνάρτηση που 

ονοµάζεται στιγµιαία συχνότητα και υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση: 

 

                                                       ( ) ( )
dt

tdtf i
θ

π ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1                                     (2.1.23)                         

 

Είναι φανερό ότι η στιγµιαία συχνότητα είναι ο ρυθµός µεταβολής της φάσης [1]. Το 

ακόλουθο παράδειγµα βοηθά στην αποσαφήνιση των παραπάνω όρων. 

Έστω ότι έχουµε το αρχικό σήµα ( ) tft 02cos πα =  . Με βάση τα όσα έχουν 

περιγραφεί ήδη στον τρίτο προσδιορισµό του µετασχηµατισµού Hilbert έχουµε: 

 

                                                          ( ) tft 02sin~ πα =  

 

                                                      ( ) 1=Α t  

 

                                                             ( ) tft 02πθ =  

 

                                                                ( ) 0ftf i =  

 

Στηριζόµενοι σε αυτά τα αποτελέσµατα µπορούµε να πούµε ότι το αναλυτικό σήµα 

έχει ελικοειδή µορφή η οποία περιστρέφεται οµοιόµορφα γύρω από τον άξονα του 

χρόνου. Το πραγµατικό µέρος του αναλυτικού σήµατος είναι ένα συνηµίτονο, το 

φανταστικό µέρος είναι ένα ηµίτονο και το γράφηµα Nyquist (η προβολή των 

σηµάτων στο επίπεδο που σχηµατίζεται από τον άξονα των πραγµατικών – 

φανταστικών τιµών µε τον άξονα του χρόνου) είναι ένας κύκλος. Το πλάτος του είναι 

σταθερό και η φάση του είναι µια γραµµική συνάρτηση του χρόνου, η οποία 

αυξάνεται κατά π2  ανά περίοδο, δηλαδή έχει µια σταθερή κλίση που αντιστοιχεί στη 

στιγµιαία (αλλά σταθερή) συχνότητα 0f [2]. 
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Εάν ( )fΖ  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier του ( )tz , τότε: 

 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )fjftxFjtxFtxjtxFtzFf Χ+Χ=+=+==Ζ ~~~   (2.1.24) 

 

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier του ( )fΖ  δίνει, 

 

                                             ( ) ( )[ ] ( ) ( )txjtxfFtz ~1 +=Ζ= −                            (2.1.25)                

 

όπου: 

 

                                                ( ) ( )[ ] ( )[ ]tztxtx Im~ =Η=                                (2.1.26)        

 

2.2 Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Hilbert 

 

Αφού αναφερθήκαµε στις µαθηµατικές εκφράσεις του µετασχηµατισµού 

Hilbert στην προηγούµενη ενότητα, θα παραθέσουµε κάποιες ιδιότητες που διέπουν 

το συγκεκριµένο µετασχηµατισµό. Θα δηλώσουµε ( ) ( )[ ]txtx Η=~ και 

( ) ( )[ ]tyty Η=~ τους µετασχηµατισµούς Hilbert των σηµάτων ( )tx και ( )ty  και τους 

αντίστοιχους µετασχηµατισµούς Fourier ως ( )fΧ και ( )fΥ . 

 Οι ιδιότητες του µετασχηµατισµού Hilbert είναι οι ακόλουθες: 

 

α) Ιδιότητα της γραµµικότητας 

 

                                      ( ) ( )[ ] ( ) ( )tybtxatybtxa ~~ +=+Η                                   (2.2.1) 

 

Η σχέση (2.2.1) ισχύει για όλες τις συναρτήσεις ( )tx , ( )ty  και για όλες τις 

µεταβλητές a , b . 

 

β) Ιδιότητα της µετατόπισης 

 

                                               ( )[ ] ( )atxatx −=−Η ~                                             (2.2.2) 
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γ) Μετασχηµατισµός Hilbert του µετασχηµατισµού Hilbert 

 

                                                     ( )[ ] ( )txtx −=Η ~                                                 (2.2.3) 

 

Μεταφράζοντας την παραπάνω σχέση µπορούµε να πούµε ότι δύο διαδοχικοί 

µετασχηµατισµοί Hilbert του ίδιου σήµατος µας δίνουν το αντίθετο του αρχικού. 

 

δ) Αντίστροφος µετασχηµατισµός Hilbert 

 

                                        ( ) ( )[ ] ( )
( )∫

∞

∞−

−

−
−=Η= du

ut
uxtxtx

π

~
1                               (2.2.4) 

 

Συµπερασµατικά η συνάρτηση ( )tx  είναι η συνέλιξη της συνάρτησης ( )tx~  µε τον 

όρο ( )tπ/1− . Εναλλακτικά η ( )tx  µπορεί να οριστεί και από τη σχέση, 

 

                                               ( ) ( ) ( )[ ]ffjFtx Χ= − ~sgn1                                      (2.2.5) 

 

όπου 

 

                                                          ( ) ( )[ ]txFf ~~ =Χ                                            (2.2.6) 

 

ε) Ιδιότητες άρτιων και περιττών συναρτήσεων 

 

Εάν η ( )tx  είναι άρτια (περιττή) συνάρτηση του t , τότε η ( )tx~  είναι περιττή (άρτια) 

συνάρτηση του t . 

 

  

                                    ( )tx  άρτια ↔ ( )tx~  περιττή 

                                                                                                                      (2.2.7)

                                        ( )tx  περιττή ↔ ( )tx~  άρτια    
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στ) Ιδιότητα της οµοιότητας 

 

                                                           ( )[ ] ( )taxtax ~=Η                                         (2.2.8) 

όπου α  µία σταθερά. 

ζ) Ιδιότητα της ενέργειας 

 

                                                   ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
= dttxdttx 22 ~                                    (2.2.9) 

 

Η σχέση (2.2.9) δηλώνει ότι το αρχικό σήµα και το σήµα που προκύπτει από το 

µετασχηµατισµό Hilbert περιέχουν το ίδιο ποσό ενέργειας. 

Η παραπάνω ιδιότητα ακολουθεί το θεώρηµα του Parseval κατά το οποίο ισχύει 

 

                                                 ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
Χ= dffdttx 22  

                                                                                                                             (2.2.10) 

                                                ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
Χ= dffdttx

22 ~~  

 

καθώς και το γεγονός ότι: 

 

                                                         ( ) ( ) 22~ ff Χ=Χ                                      (2.2.11) 

 

η) Ιδιότητα της ορθογωνιότητας 

 

                                                        ( ) ( )∫
∞

∞−
= 0~ dttxtx                                       (2.2.12)                             

 

Η παραπάνω σχέση προκύπτει από το θεώρηµα του Parseval, αφού ισχύει,  

 

                                           ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∗∞

∞−
ΧΧ= dfffdttxtx ~~                       (2.2.13) 

 

και από το γεγονός ότι η συνάρτηση, 

 



 21

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) 2sgn~ ffjff Χ−=ΧΧ∗                        (2.2.14) 

 

είναι µια περιττή συνάρτηση της µεταβλητής f οπότε το δεξιό µέλος της σχέσης 

(2.2.14) είναι µηδέν. 

 

θ) Ιδιότητα της διαµόρφωσης 

 

                                          ( )[ ] ( ) tftxtftx 00 2sin2cos ππ =Η                          (2.2.15) 

 

Η σχέση (2.2.15) ισχύει στην περίπτωση που η συνάρτηση ( )tx  αντιστοιχεί σε ένα 

σήµα του οποίο ο µετασχηµατισµός Fourier ( )fΧ  είναι µια φραγµένη συνάρτηση, 

όταν ισχύει δηλαδή, 

 

                                  ( ) ( )
⎩
⎨
⎧ ≤Χ

=Χ
πτωσηπερλληθεκσε

για
ίάά

Fff
f

0
                        (2.2.16) 

 

δεδοµένου ότι η συχνότητα 0f  έχει τέτοια τιµή ώστε να ισχύει: Ff >0 . Επίσης: 

                                         

                                            ( )[ ] ( ) tftxtftx 00 2cos2sin ππ −=Η                     (2.2.17)         

 

ι) Ιδιότητα της συνέλιξης 

 

                                     ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tytxtytxtytx ~~ ∗=∗=∗Η                          (2.2.18) 

 

Η παραπάνω σχέση απορρέει από το γεγονός ότι, 

 

                                              ( ) ( )[ ] ( ) ( )fftytxF ΥΧ=∗                                   (2.2.19) 

 

και στο ότι ισχύει: 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )ff

ffjffffffj

ΥΧ=

Υ−Χ=ΥΧ=ΥΧ−
~

sgn~sgn
      (2.2.20) 

 

ια) Έλλειψη Μεταθετικότητας 

 

                                           ( )[ ]{ } ( )[ ]{ }txFtxF Η≠Η                                     (2.2.21) 

 

Με λόγια, ο µετασχηµατισµός Hilbert και ο µετασχηµατισµός Fourier δεν 

αντιµετατίθενται [1]. 
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Κεφάλαιο 3: Ζευγάρια µετασχηµατισµών Hilbert 

 
3.1: Ο ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Hilbert (∆ΜΗ) 

 

Θα εξηγηθεί ο ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier (∆ΜF) µιας ακολουθίας 

και εν συνεχεία θα οριστεί ο διακριτός µετασχηµατισµός Hilbert για την ίδια 

ακολουθία. 

Έστω ix  µε 1....,,1,0 −= Ni  µια ακολουθία N µιγαδικών πεπερασµένων 

αριθµών. Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier  αυτής της ακολουθίας είναι µια 

ακολουθία 1....,,1,0, −= Nx κκ που ορίζεται ως εξής [1]: 

 

                                                         ∑
−

=

−

=Χ
1

0

21 N

i

N
ij

i ex
N

πκ

κ                                   (3.1.1) 

 

Για τον αντίστροφο ∆ΜF η ακολουθία ix ορίζεται από τη σχέση: 

 

                                                             ∑
−

=

Χ=
1

0

2N
N

ij

i ex
κ

κπ

κ                                     (3.1.2) 

 

Άρα έχουµε κΧ⇔ix , όπου το ‘⇔ ’ δηλώνει ∆ΜF. 

 Η σχέση, 

 

                                                        ( )[ ] ( )( )fjftxF sgn~ −Χ=                             (3.1.3) 

 

µας δίνει το µετασχηµατισµό Fourier ενός σήµατος το οποίο έχει υποστεί ήδη ένα 

µετασχηµατισµό Hilbert. 

Με τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω, εισάγουµε το διακριτό µετασχηµατισµό 

Hilbert  της ακολουθίας iα  ως τον αντίστροφο ∆ΜF της ακολουθίας κG  

 

                                                             κκκ HG ⋅Α=                                             (3.1.4) 
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όπου η ακολουθία κH  ορίζεται ως εξής: 

 

                                

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−Ν+
Ν

+
Ν

=+

Ν
=

−
Ν

=−

=Η

1...,2
2

,1
2

,

2
,0,0

1
2

...,2,1,

κ

κ

κ

κ

j

j

                    (3.1.5) 

 

Η ακολουθία κH  µπορεί να ερµηνευθεί ως η διακριτή αναπαράσταση της 

συνάρτησης ( )fj sgn− . Οι ιδιότητές της για τις τιµές 0=κ και 
2
N

=κ  απορρέουν 

από τις γενικές ιδιότητες του ∆ΜF για πραγµατικές συναρτήσεις. ∆ηλαδή: 

 

                                                                  0Χ=Χ N                                              (3.1.6) 

                                                              κκκ −− Χ=Χ=Χ N                                 (3.1.7) 

 

Μετά από κάποιες µετατροπές των σειρών καταλήγουµε στις ακόλουθες 

σχέσεις για τη ig , η οποία είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert της iα [2]: 

 

                                       ( )∑
=

−=
,...4,2,0

cot2
u

ui N
ui

N
g πα  για i περιττό           (3.1.8) 

και  

 

                                       ( )∑
=

−=
,...5,3,1

cot2
u

ui N
ui

N
g πα  για i άρτιο              (3.1.9) 

 

Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι η διαδικασία  που συνίσταται από ∆ΜF, 

πολλαπλασιασµό και αντίστροφο ∆ΜF αντιστοιχεί στην απλή έκφραση της διακριτής 

συνέλιξης. Αυτή η απλή έκφραση µπορεί να εκφραστεί µε πολλούς τρόπους (π.χ. ως 

πολλαπλασιασµός πινάκων) [3]. 
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3.2: Ο µετασχηµατισµός Hilbert µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων 

 

Η παρούσα παράγραφος θα στηριχθεί σε όσα αναφέρθηκαν στο διακριτό 

µετασχηµατισµό Hilbert και ιδιαίτερα στις σχέσεις (3.1.8) και (3.1.9). 

Εάν g είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert της ακολουθίας α , τότε η εξίσωση 

που δίνει το ∆ΜΗ της ακολουθίας α σε µορφή πίνακα είναι: 

 

                                                                    α⋅= cg                                             (3.2.1) 

 

Πριν δώσουµε τη σχέση που καθορίζει τις τιµές για τα στοιχεία του πίνακα – 

συντελεστή ( c ) πρέπει να παραθέσουµε κάποιες ιδιότητες, οι οποίες ισχύουν για το 

συγκεκριµένο πίνακα: 

 

1η ιδιότητα: Τα στοιχεία του πίνακα – συντελεστή ( c ) είναι απόλυτα εξαρτώµενα 

από τα δείγµατα N της ακολουθίας g . Τα στοιχεία iuc , του πίνακα c  εξαρτώνται από 

τη διαφορά iu − . Επίσης τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου είναι 0, επειδή γι’ αυτά τα 

στοιχεία ισχύει iu = , όπως θα γίνει φανερό από την έκφραση των στοιχείων του c . 

 

2η ιδιότητα: Ο πίνακας  c  έχει αντίθετη συµµετρία ως προς την κύρια διαγώνιο, 

δηλαδή ισχύει: 

 

                                                                     uiiu cc ,, −=                                         (3.2.2) 

 

3η ιδιότητα: Κάθε γραµµή (στήλη) του c  περιέχει τον ίδιο αριθµό στοιχείων µε την 

προηγούµενη σειρά (στήλη) και κάθε γραµµή (στήλη) σχηµατίζεται µετατοπίζοντας 

κάθε στοιχείο της προηγούµενης σειράς (στήλης) κατά µία θέση προς τα δεξιά, µε το 

τελευταίο στοιχείο της προηγούµενης σειράς (στήλης) να µετατοπίζεται στη θέση του 

πρώτου στοιχείου της σειράς (στήλης) που σχηµατίζεται. Τα παραπάνω γράφονται µε 

τη βοήθεια σχέσης ως εξής, 

 

                                                                    1,1, ++= iuiu cc                                        (3.2.3) 

επίσης,                                                        
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                                                                   1,0,0 −−= Ni cc                                       (3.2.4) 

 

Υπάρχουν επίσης κι άλλες ιδιότητες που έχουν να κάνουν µε το αν το N είναι άρτιο ή 

περιττό [3].  

Θα ασχοληθούµε µόνο µε την περίπτωση όπου το N είναι άρτιο, όπου N  

είναι το πλήθος των δειγµάτων του σήµατος. Πρέπει να σηµειωθεί ότι σε αυτή την 

περίπτωση χρειάζεται να υπολογιστούν µόνο 1
2
+

N  ξεχωριστά στοιχεία καθώς το 
2
N  

είναι άρτιο. Τα βήµατα (ο αλγόριθµος) που ακολουθούνται για τη δηµιουργία του 

πίνακα – συντελεστή ( c ) περιγράφονται αναλυτικά παρακάτω: 

 

1α) Βάζουµε 0 στην πρώτη γραµµή στις θέσεις ic ,0 για i άρτιο, π.χ. 00,0 =c , 02,0 =c , 

04,0 =c . Πρέπει να σηµειωθεί ότι το τελευταίο στοιχείο της πρώτης σειράς που 

ισούται µε 0 είναι το 2,0 −Nc και όχι το Nc ,0 . 

   β) Εάν το πηλίκο 
2
N είναι άρτιο, βάζουµε 0 και το στοιχείο στη θέση 

1
2

,0 +
Nc . 

 

2α) Εάν το πηλίκο 
2
N  είναι άρτιο, βρίσκουµε τα πρώτα 

4
N µη µηδενικά στοιχεία της 

πρώτης γραµµής βάσει της σχέσης: 

 

                                                      ( )
N

ui
N

c iu
π

−= cot2
,                                       (3.2.5) 

 

   β)  Εάν το πηλίκο 
2
N  είναι περιττό βρίσκουµε τα πρώτα 

4
2−N  µη µηδενικά 

στοιχεία της πρώτης γραµµής πάλι από τη σχέση (3.2.5) 

 

3) Τα υπόλοιπα µη µηδενικά στοιχεία της πρώτης γραµµής είναι τα αρνητικά από 

αυτά που υπολογίστηκαν στο βήµα 2 βάσει της σχέσης: 

 

                                                       ( ) NiNNi cc mod,0mod,0 −−=                                  (3.2.6) 
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4) Κάθε επόµενη γραµµή προκύπτει από την προηγούµενη µε µία κυκλική ολίσθηση 

προς τα δεξιά κατά µία θέση. 

 

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) και (3.2.6) θα 

παραθέσουµε τη µορφή ενός τέτοιου πίνακα και στη συνέχεια θα υπολογίσουµε τις 

τιµές των στοιχείων του για 10=Ν . Σηµειώνουµε ότι το πρώτο στοιχείο του πίνακα 

είναι το 0,0c . Σύµφωνα λοιπόν µε τα βήµατα 1α) και 1β) θέτουµε: 

 

                                      08,06,05,04,02,00,0 ====== cccccc                           (3.2.7) 

 

Αφού το πηλίκο 
2
Ν  είναι περιττό (=5) υπολογίζουµε τα 2

4
2
=

−N  πρώτα µη 

µηδενικά στοιχεία της πρώτης γραµµής από τη σχέση (3.2.5), δηλαδή, 

 

                                                ( ) 6155.0
10

01cot
10
2

1,0 =−=
πc                              (3.2.8) 

 

και 

 

                                               ( ) 1453.0
10

03cot
10
2

3,0 =−=
πc                              (3.2.9) 

 

Τα υπόλοιπα µη µηδενικά στοιχεία υπολογίζονται µε βάση τη σχέση (3.2.6). Άρα 

έχουµε: 

 

                     6155.010,0 −=c                και                1453.07,0 −=c                 (3.2.10) 

 

Το βήµα 4 µας βοηθά να συµπληρώσουµε τα στοιχεία των υπόλοιπων γραµµών του 

πίνακα συντελεστή.  
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Η γενική µορφή του πίνακα θα είναι η: 

Πίνακας 3.2.1: Η γενική µορφή του πίνακα-συντελεστή 

 

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.2.2), (3.2.3) και (3.2.4) παραθέτουµε τον ακόλουθο 

πίνακα όπου φαίνονται οι σχέσεις των στοιχείων από τα οποία αποτελείται: 

 
0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 

-C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 0 

0 -C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 

-C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 

0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 

C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 0 

0 C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 0 C0, 3 

C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 0 

0 C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 C0, 1 

C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 -C0, 3 0 -C0, 1 0 

Πίνακας 3.2.2: Ο πίνακας-συντελεστής σε απλοποιηµένη µορφή 

 

Όπως είναι εύκολο να παρατηρηθεί, οι πράξεις που απαιτούνται για τον 

υπολογισµό των στοιχείων του πίνακα-συντελεστή περιορίζονται µόνο σε αυτές που 

αφορούν τα στοιχεία C0, 1  C0, 3 C0, 5 

Τα υπόλοιπα στοιχεία της πρώτης γραµµής προκύπτουν από τη 

χρησιµοποίηση των αντίθετων τιµών των προαναφερθέντων στοιχείων. Επίσης οι 

υπόλοιπες γραµµές προκύπτουν από µία ολίσθηση της πρώτης γραµµής κατά µία 

θέση προς τα δεξιά µε το πρώτο στοιχείο κάθε νέας γραµµής να είναι το τελευταίο 

στοιχείο της προηγούµενης. 

0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 

C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 0 

0 C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 

C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 

0 C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 

C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 0 

0 C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 0 C0, 3 

C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 0 

0 C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 0 C0, 1 

C0, 1 0 C0, 3 0 C0, 5 0 C0, 7 0 C0, 9 0 
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Θα παραθέσουµε και τον πίνακα συντελεστή στην πλήρη µορφή του, µε τα στοιχεία 

του να είναι αυτά που προέκυψαν από τις πράξεις (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9) και (3.2.10): 

 
0 0.6155 0 0.1453 0 0 0 -0.1453 0 -0.6155 

-0.6155 0 0.6155 0 0.1453 0 0 0 -0.1453 0 

0 -0.6155 0 0.6155 0 0.1453 0 0 0 -0.1453 

-0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 0 0.1453 0 0 0 

0 -0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 0 0.1453 0 0 

0 0 -0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 0 0.1453 0 

0 0 0 -0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 0 0.1453 

0.1453 0 0 0 -0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 0 

0 0.1453 0 0 0 -0.1453 0 -0.6155 0 0.6155 

0.6155 0 0.1453 0 0 0 -0.1453 0 -0.6155 0 

Πίνακας 3.2.3: Ο πίνακας-συντελεστής για 10=Ν  
 

Το πρόγραµµα Matlab στηρίζει όλες του τις λειτουργίες σε πράξεις πινάκων. 

Για παράδειγµα για κάθε µεταβλητή που του ορίζει ο εκάστοτε προγραµµατιστής, το 

πρόγραµµα δηµιουργεί έναν µονοδιάστατο πίνακα που αντιστοιχεί στη µεταβλητή 

αυτή. 

Συνδέοντας τα παραπάνω µε τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Hilbert µε 

τη χρήση πινάκων υλοποιήσαµε στο Matlab τον αλγόριθµο ο οποίος κατασκευάζει 

τον πίνακα – συντελεστή του διακριτού µετασχηµατισµού Hilbert για κάθε τιµή του 

N  που ο χρήστης κάθε φορά του ορίζει. Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι ο πίνακας 

δηµιουργείται µόνο για άρτιες τιµές του N  για την εξοικονόµηση χώρου στην 

εργασία. Η πλήρης δοµή αυτού του αλγόριθµου βρίσκεται στο αρχείο hil.m που 

υπάρχει στο cd που παρατίθεται µαζί µε την παρούσα πτυχιακή εργασία. 

 

3.3 Παραδείγµατα µετασχηµατισµών 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε τον πολλαπλασιασµό πινάκων που αναφέραµε στην 

προηγούµενη παράγραφο για τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Hilbert 

διακριτών σηµάτων. Τα σήµατα αυτά είναι τα ακόλουθα: 

α) tf02sin π ,   β) 21
1

t+
    και   γ) tfe te

02cos π−  
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Ακολουθούν τα σχήµατα που περιέχουν τα ζευγάρια των µετασχηµατισµών 

Hilbert που αντιστοιχούν στα σήµατα που αναφέρθηκαν παραπάνω. 

 

Σχήµα 3.3.1α: Το σήµα  tf02sin π  (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert 

(κάτω) που προέκυψε µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων. 

 

 

Σχήµα 3.3.1β: Το σήµα  21
1

t+
 (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert (κάτω) 

που προέκυψε µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων. 

 



 32

Σχήµα 3.3.1γ: Το σήµα  21
1

t+
 (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert (κάτω) 

που προέκυψε µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων. 

 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert ενός σήµατος µπορεί να πραγµατοποιηθεί και µε τη 

χρήση της υπάρχουσας εντολής του MATLAB που είναι σχεδιασµένη για το σκοπό 

αυτό. Η λειτουργία της στηρίζεται στην ακόλουθη θεωρία. 

Εάν τα σήµατα ( )fΧ , ( )fΧ~ και ( )fΖ  είναι οι µετασχηµατισµοί Fourier των 

σηµάτων ( )tx , ( )tx~  και ( )tz  αντίστοιχα, ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

 
  
 
                          (3.3.1)                   
        
 

 
και ακολούθως: 
 

                                             ( )
( )

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=Χ
>Χ

=Ζ
00
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f
ff
ff

f
για
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                                 (3.3.2) 

 
Η σύνταξή της είναι η εξής: 
 
                                                          ( )xhilberty =  
 
όπου x  το σήµα εισόδου και y το σήµα εξόδου. Ο αλγόριθµος της συγκεκριµένης 

εντολής περιλαµβάνει την εφαρµογή ενός FFT στο σήµα εισόδου και εν συνεχεία την 
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( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<Χ
=
>Χ−

=Χ
0
00
0

~

ffj
f
ffj

f
για
για
για



 33

εφαρµογή ενός αντίστροφου FFT, ο οποίος στηρίζεται στη σχέση (3.3.2), στο σήµα 

που προκύπτει από τον προηγούµενο FFT. Το προϊόν του αντίστροφου FFT είναι ο 

µετασχηµατισµός Hilbert του σήµατος εισόδου [5]. 

Στα σχήµατα που παρατίθενται παρακάτω φαίνονται τα αρχικά σήµατα 

α) tf02sin π ,   β) 21
1

t+
    και   γ) tfe te

02cos π−  

και οι αντίστοιχοι µετασχηµατισµοί Hilbert, οι οποίοι υπολογίστηκαν µε την εντολή 

του MATLAB που περιγράψαµε παραπάνω. 

 

Σχήµα 3.3.2α: Το σήµα  tf02sin π  (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert 

(κάτω) που προέκυψε µε τη χρήση της εντολής του MATLAB. 
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Σχήµα 3.3.2β: Το σήµα  21
1

t+
 (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert (κάτω) 

που προέκυψε µε τη χρήση της εντολής του MATLAB. 

 

 

Σχήµα 3.3.2γ: Το σήµα  21
1

t+
 (πάνω) και ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Hilbert (κάτω) 

που προέκυψε µε τη χρήση της εντολής του MATLAB. 
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Η σύγκριση των σχηµάτων 3.3.1 και 3.3.2 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι 

δύο αλγόριθµοι που χρησιµοποιήσαµε για τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού 

Hilbert των σηµάτων εισόδου που επιλέξαµε δίνουν τα ίδια αποτελέσµατα, αφού δεν 

υπάρχουν διαφορές ανάµεσα στα αντίστοιχα γραφήµατα που προκύπτουν µε τη 

χρήση κάθε ενός αλγορίθµου. Μας δίνεται λοιπόν η δυνατότητα να χρησιµοποιούµε 

τη µέθοδο του πολλαπλασιασµού πινάκων για τον υπολογισµού του 

µετασχηµατισµού Hilbert ενός σήµατος αντί να γίνεται χρήση της αντίστοιχης 

εντολής του MATLAB. 

Για µια πιο εµπεριστατωµένη σύγκριση των δύο παραπάνω αλγορίθµων 

µετρήσαµε το χρόνο που απαιτείται για τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Hilbert 

και στις δύο περιπτώσεις. Οι µετρήσεις γίνανε για πέντε διαφορετικές τιµές 

δειγµάτων που αποτέλεσαν το σήµα εισόδου 21
1

t+
. Στον πίνακα που ακολουθεί 

παρατίθενται οι χρόνοι υπολογισµού που προέκυψαν: 

 

Χρόνοι υπολογισµού του µετασχηµατισµού Hilbert 

 Με πολλαπλασιασµό 

πινάκων 

Με τη χρήση της εντολής 

του MATLAB 

Αριθµός δειγµάτων 

σήµατος εισόδου 

Χρόνος σε sec Χρόνος σε sec 

200 0.016 0.062 

400 0.016 0.062 

800 0.031 0.078 

1000 0.046 0.141 

1500 0.062 0.234 

 Πίνακας 3.3: Οι χρόνοι υπολογισµού του µετασχηµατισµού Hilbert µε 

πολλαπλασιασµό πινάκων και τη χρήση της εντολής του MATLAB. 

 

Πριν προβούµε στην εξαγωγή συµπερασµάτων πρέπει να αναφέρουµε ότι οι 

χρόνοι που φαίνονται στον πίνακα 3.3 υπολογίστηκαν κάθε φορά µετά από τη 

διαγραφή από τη µνήµη του MATLAB όλων των υπάρχουσων σε αυτή µεταβλητών, 

διότι σε αντίθετη περίπτωση έχουµε χρησιµοποίηση µέρους της µνήµης του 
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προγράµµατος από αυτές τις µεταβλητές πράγµα που έχει αντίκτυπο στον 

υπολογιζόµενο χρόνο του µετασχηµατισµού Hilbert. 

Από την παρατήρηση του πίνακα 3.3 µπορούµε να  συµπεράνουµε ότι η 

µέθοδος του πολλαπλασιασµού πινάκων δίνει σε µικρότερο χρονικό διάστηµα το 

µετασχηµατισµό Hilbert του σήµατος εισόδου από ότι η χρήση της εντολής του 

MATLAB. Στην περίπτωση δηλαδή που δηµιουργηθεί ένας αλγόριθµος στη γλώσσα 

προγραµµατισµού που είναι σχεδιασµένο το MATLAB, ο οποίος να πραγµατοποιεί 

το µετασχηµατισµό Hilbert µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων, τα αποτελέσµατα θα 

είναι ίδια µε αυτά που προκύπτουν από την ήδη υπάρχουσα εντολή αλλά θα 

υπολογίζονται και θα εµφανίζονται στην οθόνη του υπολογιστή πιο γρήγορα από 

αυτά που δίνει η χρήση της εντολής hilbert. 

 Στις εφαρµογές που ακολουθούν σε επόµενα κεφάλαια, για τον υπολογισµό του 

µετασχηµατισµού Hilbert χρησιµοποιήθηκε η εντολή hilbert του MATLAB.  
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Κεφάλαιο 4: Προσδιορισµός και ερµηνεία της στιγµιαίας συχνότητας  

 
Η έννοια του µεγέθους της συχνότητας ενός ηµιτονοειδούς σήµατος είναι 

γενικά πλήρως κατανοητή. Στην πράξη, παρατηρούµε ότι τα σήµατα που συναντάµε 

δεν είναι τελείως ηµιτονοειδή ούτε αναλύονται πλήρως από επιµέρους ηµιτονοειδή 

σήµατα.  

Η παραπάνω ανάγκη οδήγησε στην ιδέα της στιγµιαίας συχνότητας (ΣΣ). Η ΣΣ 

είναι µια πολύ σηµαντική παράµετρος µε εξέχουσα πρακτική χρήση. Έχει εκτεταµένη 

χρήση στην περιγραφή φυσικών φαινοµένων και συναντάται στην περιγραφή 

σεισµικών σηµάτων, σηµάτων radar και sonar καθώς και σηµάτων από ιατρικές 

εφαρµογές. 

Παρακάτω θα παρατεθεί µια ιστορική αναδροµή των µαθηµατικών τύπων που 

χρησιµοποιήθηκαν για την περιγραφή της ΣΣ καθώς και η σύνδεσή της µε τα 

αναλυτικά σήµατα και κατ’ επέκταση µε το µετασχηµατισµό Hilbert. 

 

4.1: Αρχικός προσδιορισµός της στιγµιαίας συχνότητας  

 

Το µέγεθος της ΣΣ αρχικά εισήχθη στην περιγραφή της διαµόρφωσης 

συχνότητας (FM). Η ιδιαιτερότητα αυτού του µεγέθους έχει να κάνει µε το γεγονός 

ότι το σήµα του φορέα συνδυάζεται µε σήµατα, στα οποία το συχνοτικό περιεχόµενο 

(και κυρίως οι συχνότητες στις οποίες παρουσιάζονται οι κορυφές του φάσµατος) 

είναι χρονικά µεταβαλλόµενο. Τα σήµατα αυτά είναι πιο γνωστά ως µη σταθερά και 

ένα παράδειγµα ενός τέτοιου σήµατος είναι το κελάηδηµα ενός πουλιού. Ένα τέτοιο 

σήµα µπορεί να προσδιοριστεί ως ένα ηµίτονο του οποίου η συχνότητα σαρώνει το 

συχνοτικό φάσµα από τις χαµηλές προς τις υψηλές συχνότητες. 

Για τέτοιου είδους σήµατα, η ΣΣ είναι ένα πολύ σηµαντικό χαρακτηριστικό, 

διότι είναι µια χρονικά µεταβαλλόµενη παράµετρος η οποία προσδιορίζει τη θέση 

των συχνοτικών κορυφώσεων ενός σήµατος καθώς αυτό µεταβάλλεται χρονικά. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις µπορούµε να πούµε ότι η ΣΣ είναι η συχνότητα ενός ηµίτονου το 

οποίο ταιριάζει τοπικά µε το υπό εξέταση σήµα. 

Πρέπει να αναφέρουµε ότι η ΣΣ περιγράφει µόνο σήµατα που αποτελούνται από 

ένα επιµέρους σήµα, δηλαδή εκεί που υπάρχει µόνο µία συχνότητα ή µία στενή 

µπάντα συχνοτήτων η οποία µεταβάλλεται χρονικά. Σε αντίθετη περίπτωση, σε αυτή 
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δηλαδή που έχουµε σήµατα που αποτελούνται από πολλά µέρη, η εφαρµογή της ΣΣ 

γίνεται άχρηστη εάν δε γίνει πρώτα ο διαχωρισµός του αρχικού σήµατος στα 

συστατικά του µέρη. 

 

4.2: Η έννοια της στιγµιαίας συχνότητας 
 

4.2.1: Η έννοια της συχνότητας 

 

Στη µηχανική, η συχνότητα ενός ταλαντούµενου  συστήµατος ορίζεται ως ο 

αριθµός των ταλαντώσεων που πραγµατοποιεί το σύστηµα στη µονάδα του χρόνου. 

Κατά τη διάρκεια µιας ταλάντωσης το σύστηµα ξεκινά από τη θέση ισορροπίας, 

φτάνει στις θέσεις µέγιστου και ελάχιστου πλάτους και καταλήγει ξανά στη θέση 

ισορροπίας. Ο παραπάνω ορισµός µπορεί να χρησιµοποιηθεί για οποιουδήποτε είδους 

ταλάντωση. 

Ένας ειδικός τύπος ταλάντωσης είναι η απλή αρµονική ταλάντωση στην οποία 

η επιτάχυνση είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης και έχει πάντα διεύθυνση προς τη 

θέση ισορροπίας. Όταν ένα σώµα κινείται µε σταθερή ταχύτητα και διαγράφει 

κυκλική τροχιά, η προβολή της θέσης του κινητού πάνω στη διάµετρο του κύκλου 

µας δίνει την έννοια της απλής αρµονικής κίνησης. Σε κάθε χρονική στιγµή t , η 

προβολή P έχει µια µετατόπιση, µια ταχύτητα και µια επιτάχυνση, οι οποίες δίνονται 

από τους παρακάτω τύπους: 

 

                                   ( ) tts ωαθα coscos 00 ==                                         (4.2.1) 

 

                                       ( ) tts ωωα sin0−=′                    (4.2.2) 

 

                              ( ) ( )tstts 22
0 cos ωωωα −=−=′′                                  (4.2.3) 

 

όπου το σύµβολο ‘΄’ δείχνει την τάξη της παραγώγισης. Μπορούµε να συνδέσουµε τη 

συχνότητα ωπ /2=f  µε τη µετατόπιση λύνοντας τη διαφορική εξίσωση (4.2.3). Η 

λύση της είναι η: 
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                                                     ( ) tfjetz πα 2=                                                   (4.2.4) 

 

όπου fπω 2= είναι µια σταθερή γωνιακή ταχύτητα και α µια σταθερά. Οι σχέσεις 

(4.2.1)-(4.2.4) συνδέουν την έννοια της συχνότητας µε ένα πρακτικό παράδειγµα. 

 Σε πολλές εφαρµογές συναντάµε οδεύοντα κύµατα σε διάφορα υλικά (στερεά, 

αέρια κτλ.) και στα οποία η κίνηση ενός µορίου σε ένα συγκεκριµένο σηµείο µπορεί 

να περιγραφεί από µια απλή αρµονική κίνηση. Η συχνότητα f της κίνησης του 

κύµατος ορίζεται ως ο αριθµός των κυµάτων που διέρχονται από ένα σταθερό σηµείο 

στη µονάδα του χρόνου. Αντίστοιχα, η συχνότητα f  του ηλεκτρικού ρεύµατος σε 

ένα κύκλωµα ορίζεται ως ο αριθµός των κύκλων στη µονάδα του χρόνου. 

Έστω ότι έχουµε ένα σήµα ( )ts  το οποίο αποτελείται από ένα άθροισµα 

αρµονικών ταλαντώσεων. Για να βρούµε το πλήρες συχνοτικό περιεχόµενο του 

συγκεκριµένου σήµατος χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό Fourier: 

 

                                       ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dtetsfS tfj π2                                        (4.2.5α) 

 

Οι τιµές της συνάρτησης ( )fS  χαρακτηρίζουν πλήρως το σήµα ( )ts  µε 

αποτέλεσµα αυτό να µπορεί επανακτηθεί µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό 

Fourier: 

 

 

                                         ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dfefSts tfj π2                                       (4.2.5β) 

 

Οι εξισώσεις (4.2.5α) και (4.2.5β) έχουν εφαρµογή µόνο σε σταθερά σήµατα, 

δηλαδή σε σήµατα των οποίων το συχνοτικό φάσµα ( )fS  είναι χρονικά σταθερό. 

Κάθε τέτοιο σήµα γνωρίζουµε από τη θεωρία Fourier ότι µπορεί να θεωρηθεί ότι 

αποτελείται από ένα άθροισµα ηµίτονων και συνηµίτονων µε ξεχωριστές τιµές 

πλάτους ταλάντωσης, συχνότητας και φάσης. Πρέπει να τονιστεί εδώ ότι για µια 

συγκεκριµένη τιµή f της συχνότητας, το πλάτος ταλάντωσης και η φάση ενός 

ηµίτονου και ενός συνηµίτονου παραµένουν σταθερά [1]. 
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Οι παραπάνω συλλογισµοί δεν καλύπτουν πλήρως την έννοια της συχνότητας. 

Η κατάσταση περιπλέκεται όταν εισάγουµε την έννοια του µη σταθερού σήµατος. 

 

4.2.2: Γενίκευση της έννοιας της συχνότητας σε µη σταθερά σήµατα 

 

Στις προηγούµενες παραγράφους ορίσαµε τη συχνότητα ως τον αριθµό των 

κύκλων ή των ταλαντώσεων που πραγµατοποιεί ένα σώµα κατά την περιοδική κίνησή 

του στη µονάδα του χρόνου. Ο ορισµός όµως αυτός δηµιουργεί την εξής ασάφεια: 

πώς µπορούµε να συνδέσουµε τις λέξεις στιγµιαία και συχνότητα; Για το λόγο αυτό ο 

ορισµός IF είναι αντιφατικός, στηρίζεται σε διάφορες πρακτικές εφαρµογές και στην 

εµπειρία που απορρέει από αυτές. Για την αποσαφήνιση του όρου θα κάνουµε µια 

ιστορική αναδροµή στους λόγους που οδήγησαν στην εισαγωγή του όρου της ΣΣ. 

Το 1937 οι Carson και  Fry [2] ανέπτυξαν µια θεωρία ενός ηλεκτρικού 

κυκλώµατος µε ρεύµα µεταβλητής συχνότητας και στη συνέχεια εφάρµοσαν την ίδια 

θεωρία σε FM σήµατα. 

Όρισαν ένα FM κύµα µε βάση τον τύπο: 

 

                                 ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫

t

o dttmtjtw
0

exp λω                               (4.2.6) 

 

όπου 00 2 fπω =   είναι η σταθερή συχνότητα του σήµατος-φορέα, λ είναι ο 

συντελεστής διαµόρφωσης και ( )tm  είναι ένα σήµα χαµηλής συχνότητας που 

πρόκειται να εκπεµφθεί ( )( )1≤tm . Με βάση τον τύπο (4.2.6) όρισαν τη στιγµιαία 

γωνιακή συχνότητα ως: 

 

                                                    ( ) ( )tmt λω +=Ω 0                                             (4.2.7) 

 

όπου ο όρος ( )tm  έχει τις διαστάσεις της συχνότητας και τη στιγµιαία κυκλική 

συχνότητα ως: 

 

                                                  ( ) ( )tmftf i π
λ

20 +=                                           (4.2.8) 
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 Στηριζόµενοι στα παραπάνω συµπέραναν ότι η έννοια της ΣΣ είναι µια 

γενίκευση του ορισµού της σταθερής συχνότητας, π.χ. ότι εκφράζει το ρυθµό 

µεταβολής της γωνίας της φάσης στο χρόνο t . 

Το 1946 ο Van der Pol [3] προσέγγισε το πρόβληµα του προσδιορισµού της IF 

αναλύοντας τον τύπο µιας απλής αρµονικής κίνησης, 

 

                                      ( ) ( )θπα += tfts 2cos                                          (4.2.9) 

 

όπου α είναι το πλάτος της ταλάντωσης, f η συχνότητα ταλάντωσης, θ  µια σταθερά 

φάσης και το όρισµα του συνηµίτονου ( )θπ +tf2  είναι η φάση ( )tφ . Όρισε τη 

διαµόρφωση του πλάτους κάνοντας το πλάτος α  να µεταβάλλεται χρονικά µε βάση 

τον τύπο, 

 

                                               ( ) ( )[ ]tgt µαα += 10                                             (4.2.10) 

 

όπου ( )tg  είναι το διαµορφούµενο σήµα. Παροµοίως όρισε και τη διαµόρφωση 

φάσης: 

 

 

                                       ( ) ( )[ ]tgt µθθ += 10                                             (4.2.11) 

 

µε αποτέλεσµα η φάση, η οποία είναι το όρισµα του συνηµίτονου στη σχέση (4.2.9) 

να γίνει: 

 

                                                 ( ) ( )ttft θπφ += 2                                             (4.2.12) 

 

Έχοντας ως σκοπό την εξαγωγή ενός παρόµοιου τύπου για τη διαµόρφωση 

συχνότητας, παρατήρησε ότι θα ήταν λάθος απλώς να αντικαταστήσει τη συχνότητα 

f στη σχέση (4.2.9) και γράφοντας: 

 

                                       ( ) ( )[ ]tgftf i µ+= 10                                            (4.2.13) 
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διότι θα δηµιουργούνταν φυσικές ασυνέχειες, διότι αντικαθιστώντας τη (4.2.13) στην 

(4.2.9) δεν παίρνουµε την (4.2.11). Πρότεινε ότι η σχέση (4.2.9) για απλές αρµονικές 

ταλαντώσεις πρέπει να γραφεί ως: 

 

                                      ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∫

t

i dttfts
0

2cos θπα                                       (4.2.14) 

 

Στον τύπο (4.2.14) όλο το όρισµα του συνηµίτονου είναι η φάση ( )tφ . Με βάση αυτό 

τον τύπο όρισε την ΣΣ ως: 

 

                                                   ( ) ( )
dt

tdtf i
φ

π2
1

=                                               (4.2.15) 

 

Με τον τρόπο αυτό, χρησιµοποιώντας δηλαδή µια πραγµατική αναπαράσταση 

του σήµατος, έφτασε σε έναν ορισµό της ΣΣ παρόµοιο µε αυτόν των Carson και Fry 

[2], οι οποίοι χρησιµοποίησαν µια φανταστική αναπαράσταση του σήµατος. 

Το επόµενο σηµαντικό βήµα στη µελέτη της ΣΣ το έκανε ο Gabor [4], οποίος 

πρότεινε µία µέθοδο για τη δηµιουργία ενός µοναδικού µιγαδικού σήµατος από ένα 

πραγµατικό. Η µέθοδός του περιλάµβανε πρώτα την εύρεση του µετασχηµατισµού 

Fourier ενός πραγµατικού σήµατος και στη συνέχεια την  αποµάκρυνση πλατών που 

αντιστοιχούν σε αρνητικές συχνότητες και τον πολλαπλασιασµό των πλατών που 

ανήκουν σε θετικές συχνότητες επί δύο. Επίσης έδειξε ότι η παραπάνω διαδικασία 

είναι παρόµοια µε την ακόλουθη διαδικασία στη διάσταση του χρόνου: 

 

                                ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )tjettsjtstz φα=Η+=                               (4.2.16) 

 

όπου ( )tz  είναι το µιγαδικό σήµα του Gabor, ( )ts  είναι το πραγµατικό σήµα και 

Η είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert, ο οποίος έχει οριστεί στο κεφάλαιο 3.Τα σήµατα  

( )ts  και ( )[ ]tsΗ  συχνά αναφέρεται ότι έχουν διαφορά φάσης 2/π . 

 

Ο Ville [5] συνδύασε τις µελέτες των Gabor [4], Carson και Fry [2] και όρισε 

την ΣΣ ενός σήµατος που περιγράφεται από τη σχέση: 
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                                             ( ) ( ) ( )ttts φα cos=                                          (4.2.17) 

 

ως: 

 

                                                  ( ) ( )[ ]tz
dt
dtf i arg

2
1
π

=                                       (4.2.18) 

 

όπου ( )tz  είναι το αναλυτικό σήµα όπως αυτό ορίζεται από τη σχέση (4.2.16). Ο 

Ville [5] προχώρησε περαιτέρω και παρατήρησε ότι εφ’ όσον η ΣΣ είναι χρονικά 

µεταβαλλόµενη, θα έπρεπε να υπάρχει και κάποιο στιγµιαίο συχνοτικό φάσµα που να 

σχετίζεται µε αυτή και µάλιστα µε τη µικρότερη συχνότητα από αυτές του φάσµατος 

να είναι η ΣΣ. Χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις για την εξαγωγή του Μ.Ο. του Gabor 

[4], απέδειξε ότι η µέση συχνότητα του φάσµατος ενός σήµατος είναι ίση µε τη µέση 

χρονικά τιµή της ΣΣ: 

 

                                                          iff =                                                   (4.2.19) 

 

όπου: 

 

                                                
( )

( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

Ζ

Ζ
=

dff

dfff
f

2

2

                                         (4.2.20α) 

 

                                                
( ) ( )

( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

Ζ
=

dtt

dttztf
f

i

i
2

2

                                       (4.2.20β) 

 

 Η σχέση (4.2.20α) και η (4.2.20β) είναι µια µέση τιµή συχνοτικά και µία µέση 

τιµή χρονικά αντιστοίχως. Χρησιµοποιώντας αυτά τα αποτελέσµατα δηµιούργησε µία 
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κατανοµή του σήµατος στο χρόνο και τη συχνότητα, η οποία είναι γνωστή ως 

κατανοµή Winger-Ville: 

 

 

                               ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−∗ −+= τττ τπ detztzftW fj 22/2/,                      (4.2.21) 

 

 Πρέπει να προσέξουµε ότι η συνάρτηση ( )ftW ,  είναι ο µετασχηµατισµός 

Fourier κατά τ  του γινοµένου ( ) ( )2/2/ ττ −+ ∗ tztz  και υπολογίζεται αριθµητικά 

χρησιµοποιώντας αλγορίθµους FFT. 

Ο Ville [5] απέδειξε ότι η πρώτη στιγµή του WVD όσον αφορά τη συχνότητα 

δίνει την ΣΣ: 

 

                                                 ( )
( )

( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−=
dfftW

dfftWf
tf i

,

,
                                        (4.2.22) 

 

 

4.2.3: Μαθηµατικός προσδιορισµός της στιγµιαίας συχνότητας 

 

Για να εξηγήσουµε καλύτερα την έννοια της ΣΣ, θέτουµε το ακόλουθο 

πρόβληµα: έστω ότι θέλουµε να µεταφέρουµε το σήµα ( )ts  στο πεδίο των 

συχνοτήτων. Με βάση τα προαναφερθέντα και τη σχέση (4.2.15) κατασκευάζουµε το 

αναλυτικό σήµα ( ) ( ) ( )tjettz φα= , του οποίου το συχνοτικό φάσµα δίνεται από τη: 

 

                                      ( ) ( )∫
+∞

∞−

−=Ζ dtetzf tfj π2                                         (4.2.23) 

 

                                           ( ) ( )[ ]∫
+∞

∞−

−= dtet tftj πφα 2                                      (4.2.24) 
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Σε αυτό το σηµείο για να αναλύσουµε τη χρησιµότητα των ολοκληρωµάτων 

στις σχέσεις (4.2.24) και (4.2.25) πρέπει να αναφέρουµε την Αρχή της Σταθερής 

Φάσης. 

Η Αρχή της Σταθερής Φάσης χρησιµοποιήθηκε από τους Carson και Fry [2] για 

τον υπολογισµό των ορίων µέσα στα οποία µεταβάλλεται η ΣΣ σε FM σήµατα και 

από τον Rihaczek, ο οποίος απέδειξε ότι υπάρχει συγκέντρωση της ενέργειας του 

σήµατος στην περιοχή γύρω από την ΣΣ [6]. Επίσης χρησιµοποιήθηκε από τον 

Vakman  για την εξήγηση µιας παράδοξης κατάστασης γύρω από την ΣΣ [7]: παρ’ 

όλο που η ΣΣ έχει τοπικό χαρακτήρα (όπως υποδεικνύεται από τον όρο στιγµιαία) για 

τον υπολογισµό της είναι απαραίτητος ο υπολογισµός του µετασχηµατισµού Hilbert 

του αρχικού σήµατος, πράγµα που σηµαίνει ότι µας ενδιαφέρει όλη η εξέλιξη του 

σήµατος στη διάσταση του χρόνου. 

Για τον υπολογισµό της Αρχής της Σταθερής Φάσης χρησιµοποιούνται οι 

ακόλουθες σχέσεις: 

 

                                         ( ) ( )∫=
2

1

cos
x

x

dxxxUI αα φ                                          (Α1) 

 

                                          ( ) ( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫
2

1

Re
x

x

xj dxexU αφ                                          (Α2) 

 

Η σχέση ( ) ( )xx ,αφφα =  έχει παραµετροποιηθεί κατά α . Εάν η συνάρτηση 

( )xU  µεταβάλλεται µε αργό ρυθµό, ενώ η ( )xαφ  µεταβάλλεται κατά π2 , τότε όλες 

οι θετικές τιµές του ( )xαφcos  τείνουν να εξισορροπήσουν τις αρνητικές τιµές του, µε 

αποτέλεσµα το ολοκλήρωµα στη σχέση (Α1) να γίνεται πολύ µικρό. Στην περίπτωση 

όµως που η ( )xαφ  έχει σταθερές τιµές για τις οποίες ισχύει ( ) 0/ =dxxd αφ  τότε για 

αυτές τις τιµές το ολοκλήρωµα γίνεται πολύ µεγάλο. Αυτές οι µεγάλες τιµές του 

ολοκληρώµατος αI  µπορούν να παρθούν από τις τιµές του α  για τις οποίες η φάση 

( )x,αφ  γίνεται σταθερή, δηλαδή ισχύει: 

 

                                                    ( )( ) 0, =αφ x
dx
d                                                     (Α3) 
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Συνδυάζοντας την παραπάνω Αρχή µε τις σχέσεις (4.2.24) και (4.2.25) 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι τα αντίστοιχα ολοκληρώµατα παίρνουν τις µέγιστες 

τιµές τους  για τις συχνότητες sf , οι οποίες κάνουν τη φάση σταθερή, δηλαδή ισχύει: 

 

                                       ( )[ ] 02 =− tft
dt
d

sπφ                                           (4.2.26) 

 

Η σχέση (4.2.26) οδηγεί στην: 

 

                                           ( )
dt

tdf s
φ

π2
1

=                                                 (4.2.27) 

 

Από τη σχέση (4.2.27) απορρέει ότι εάν η συχνότητα sf  είναι συνάρτηση του 

χρόνου t , τότε η συνάρτηση ( )tf s  παρέχει τη µέτρηση της συγκέντρωσης της 

ενέργειας του σήµατος στη διάσταση των συχνοτήτων ως συνάρτησης του χρόνου. 

Αυτή η µέτρηση ισοδυναµεί µε τον υπολογισµό της ΣΣ του σήµατος. Έτσι, µε τη 

βοήθεια της συνάρτησης ( )tf s  κατανοούµε το πόσο σηµαντική είναι η ΣΣ στην 

αναγνώριση, στον εντοπισµό, στον υπολογισµό και στη µοντελοποίηση ενός 

σήµατος. 

Παρ’ όλα αυτά ο προσδιορισµός της ΣΣ οδηγεί και σε διάφορες συγκρούσεις. 

Για παράδειγµα, ο Shekel [8] υποστήριξε ότι η ΣΣ υπολογιζόµενη από τη σχέση: 

 

                                          ( ) ( )
dt

tdtf i
φ

π2
1

=                                               (4.2.28) 

 

δεν είναι µια µοναδική συνάρτηση µεταβαλλόµενη χρονικά καθώς κάθε κύµα 

διαµορφωµένο κατά AM και γραµµένο σε µιγαδική µορφή µπορεί να εκφραστεί είτε 

µε το γινόµενο ( ) tfjetm π2 είτε µε το γινόµενο ( )tjem φ
0 . Η δεύτερη έκφραση 

αναπαριστά ένα κύµα µε σταθερό πλάτος αλλά πολύπλοκη έκφραση της ΣΣ ενώ η 

πρώτη ένα κύµα µε σταθερή ΣΣ αλλά πολύπλοκη έκφραση του πλάτους. Το 

συµπέρασµα από τα παραπάνω είναι ότι υπάρχουν πολλοί τρόποι να κατασκευαστεί 

ένα µιγαδικό σήµα από ένα πραγµατικό. Ο τρόπος που οδηγεί στη µοναδική 
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δηµιουργία ενός µιγαδικού σήµατος είναι χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό 

Hilbert, σύµφωνα µε τη θεωρία του Gabor [4] και του Ville [5] που αναφέρθηκε σε 

προηγούµενη παράγραφο. Το αν όµως ένα τέτοιο σήµα µπορεί να συναντηθεί στην 

πραγµατικότητα είναι ένα άλλο ζήτηµα. 

Προσπάθεια στην επεξήγηση της ΣΣ από φυσικής σκοπιάς επιχείρησε και ο 

Mandel [9], ο οποίος εξέτασε τη σχέση της ΣΣ µε τις συχνότητες που αποτελούν ένα 

σήµα και οι οποίες λαµβάνονται κατά το µετασχηµατισµό Fourier του σήµατος. 

Ισχυρίστηκε ότι δεν υπάρχει σχέση µεταξύ των δύο αυτών ειδών συχνοτήτων και 

χρησιµοποίησε παραδείγµατα σηµάτων για να το αποδείξει. Επίσης υποστήριξε ότι η 

µοναδική οµοιότητα που µπορεί να παρατηρηθεί είναι ότι η µέση συχνότητα που 

προκύπτει από το µετασχηµατισµό Fourier ισούται µε τη χρονική µέση τιµή της ΣΣ. 

Αυτό όµως παρατηρείται για τα αρχικά στάδια του σήµατος. Παρακάτω θα παρατεθεί 

το σήµα που χρησιµοποίησε ο Mandel για να αποδείξει τον ισχυρισµό του: 

 

                          ( ) ( ) ( )tjtj eetz 2/
2

2/
1

00 ωωωω αα ∆+∆− +=                              (4.2.29) 

 

Εάν εκφράσουµε το ( )tz  σε σχέση µε την περιβάλλουσα και τη φάση 

( ) ( )tjet φα , παίρνουµε τη σχέση: 

 

                                   ( ) ( ) ( )
( ) ( )t

t
t

2/cos
2/sin

tan
21

211

ωαα
ωαα

φ
∆+
∆+−

= −                                (4.2.30) 

 

Η ΣΣ µε βάση την παραπάνω σχέση και τη σχέση (4.2.19) δίνεται από την: 

 

                                ( )
t

fftf i ωαααα
αα

∆++
+−∆

+=
cos22 21

2
2

2
1

2
2

2
1

0                      (4.2.31) 

 

 Το συχνοτικό φάσµα που προκύπτει από το µετασχηµατισµό Fourier του ( )tz  

είναι φανερό από την (4.2.29) ότι αποτελείται από δύο µέρη τα οποία είναι 

συµµετρικά ως προς τη 0f . Η ΣΣ µε βάση την (4.2.31) µεταβάλλεται χρονικά, αλλά 

οι µεταβολές της ( )tf i  γύρω από την 0f  δεν είναι συµµετρικές. Μπορούν να είναι εξ΄ 

ολοκλήρου πάνω από την  0f  στην περίπτωση που ισχύει 12 αα >  ή κάτω από την 0f  
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εάν 21 αα > . Πρέπει να αναφερθεί ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα το αναλυτικό 

σήµα αντιστοιχεί σε ένα πραγµατικό σήµα µε δύο µέρη: ( ) ( ) ( )tststs 21 += . Αυτό 

σηµαίνει ότι η ΣΣ έχει νόηµα για το σήµα ( )ts  µόνο στην περίπτωση που τα δύο του 

µέρη εξετάζονται ξεχωριστά.  

Ο Mandel [9]  υποστήριξε ότι η ΣΣ και οι συχνότητες του µετασχηµατισµού 

Fourier είναι διαφορετικές ποσότητες και η πηγή της σύγχυσής τους είναι ο κοινός 

όρος της ονοµασίας τους. Στην ερώτηση ποια από τις δύο µετρήσεις είναι ποιο κοντά 

στις µετρήσεις, ο Mandel [9] απάντησε ότι εξαρτάται από τη φύση του πειράµατος. 

Ο Priestley [10] υποστήριξε ότι µια συνεχώς µεταβαλλόµενη διαδικασία δεν 

µπορεί να αναλυθεί σωστά µε το µετασχηµατισµό Fourier. Για παράδειγµα, ας 

θεωρήσουµε το µεταβαλλόµενο σήµα: 

 

                               ( ) ( )00
/ 2cos

22

φπα +Α= − tfety t                                 (4.2.32) 

 

 Ο µετασχηµατισµός Fourier του παραπάνω σήµατος αποτελείται από δύο 

Gaussian συναρτήσεις µε κεντρικές συχνότητες 0f και 0f−  καθώς και από µέρη του 

µετασχηµατισµού σε όλες τις συχνότητες. Υπάρχει δυνατότητα να αναπαρασταθεί το 

σήµα µε έναν εναλλακτικό τρόπο: αποτελείται από δύο ‘συχνοτικά’ µέρη ( 0f και 

0f− ), κάθε ένα από τα οποία έχει χρονικά µεταβαλλόµενο πλάτος 
22 /αte−Α . Αυτές οι 

δύο µορφές του σήµατος είναι ισοδύναµες. Κάθε µία αντιστοιχεί σε διαφορετική 

‘οικογένεια’ βασικών ορθογώνιων συναρτήσεων. Στην πρώτη περίπτωση, η 

‘οικογένεια’ αποτελείται από ηµίτονα και συνηµίτονα µε σταθερά πλάτη, ενώ στη 

δεύτερη περίπτωση αποτελείται από ηµίτονα και συνηµίτονα µε χρονικά 

µεταβαλλόµενα πλάτη. 

Σύµφωνα µε το συµβατικό ορισµό, ο όρος ‘συχνότητα’ έχει να κάνει µε ηµίτονα 

και συνηµίτονα. Με σκοπό να εισάγουµε τον όρο της συχνότητας σε µεταβαλλόµενα 

σήµατα πρέπει να δηµιουργήσουµε µία νέα ‘οικογένεια’ συναρτήσεων, η οποία 

πρέπει να είναι µεταβαλλόµενη και να έχει την έννοια της ταλάντωσης ούτως ώστε να 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε αυτή ο όρος ‘συχνότητα’. Ο Priestley [10] υποστήριξε 

ότι ένα αυθαίρετο µεταβαλλόµενο σήµα µπορεί να εκφραστεί µε τη σχέση: 
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                                     ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dffSfts tγ                                            (4.2.33) 

 

όπου: 

 

                                                ( ) ( ) tfj
tt eff πγ 2Α=                                           (4.2.34) 

 Η προσέγγιση του Priestley [10] οδηγεί σε ένα µοντέλο όπου τα σήµατα 

αναπαρίστανται τοπικά από µια συχνότητα και ορισµένες παράπλευρες συχνότητες. 

Στην προσέγγιση του Ville [5] η συχνότητα περιγράφεται πάντα ως η πρώτη 

παράγωγος της φάσης ανεξάρτητα µε το αν το σήµα είναι σταθερό ή µεταβαλλόµενο. 

Τα δύο µοντέλα σχετίζονται, αλλά αυτό του Priestley [10] έχει εφαρµογή σύνθετα 

σήµατα ενώ αυτό του Ville έχει εφαρµογή µόνο σε απλά σήµατα. 

Άλλη µια προσέγγιση για την κατανόηση της ΣΣ έγινε από τον Cohen.[11]. 

Αυτός ανέπτυξε µιας γενικευµένη µορφή για την αναπαράσταση της κατανοµής της 

ενέργειας στη διάσταση του χρόνου και των συχνοτήτων. Σε αυτή την περίπτωση η 

ΣΣ µπορεί να θεωρηθεί ως ο µέσος όρος όλων των συχνοτήτων που υπάρχουν στο 

γράφηµα συχνότητας-χρόνου σε δεδοµένο χρονικό διάστηµα. Αυτό µπορεί να 

εκφραστεί ως: 

 

                                               ( )
π

φ
2

tf
ti

′
=                                                 (4.2.35) 

 

Μελέτες για την ΣΣ έγιναν κι από άλλους επιστήµονες. Ο Rihaczek [6] 

ερεύνησε τα σηµεία στο πεδίο χρόνου-συχνότητας και στα οποία υπήρχε κατανοµή 

ενέργειας του µιγαδικού σήµατος που εξέταζε και απέδειξε ότι η ενέργεια 

συγκεντρώνεται συχνοτικά γύρω από την ΣΣ. Ο Ackroyd [12] συνέχισε τα παραπάνω 

αποτελέσµατα και απέδειξε ότι το σηµείο στο οποίο ξεκινά η κατανοµή ενέργειας του 

Rihaczek [6] µας δίνει την ΣΣ ανεξάρτητα µε το ρυθµό µεταβολής της. 

 

4.3: Ο µετασχηµατισµός Hilbert και το αναλυτικό σήµα 

 

Παρ’ όλο που ο Gabor [4] έδωσε έναν ικανοποιητικό ορισµό για το αναλυτικό 

σήµα που προέρχεται από το µετασχηµατισµό Hilbert, πρέπει να πούµε ότι υπάρχουν 
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κι άλλο τρόποι δηµιουργίας ενός µιγαδικού σήµατος από ένα πραγµατικό. Ένας από 

αυτούς είναι παίρνοντας το συστατικό του σήµατος ( )ts  το οποίο έχει διαφορά φάσης 

µε το αρχικό σήµα 2/π  ως το φανταστικό µέρος του µιγαδικού σήµατος. Αυτός ο 

τρόπος οδηγεί σε ένα σήµα διαφορετικό από αυτό που περιέγραψαν οι Gabor [4] και 

Ville [5]. Εάν εστιάσουµε στις διαφορές θα παρατηρήσουµε ότι έχοντας κάποια 

πραγµατικά δεδοµένα που παρουσιάζονται ως µία συνάρτηση του χρόνου, θέλουµε 

να ορίσουµε δύο χρονικά εξαρτώµενες συναρτήσεις που να χαρακτηρίζουν τα 

δεδοµένα. Αυτές οι δύο συναρτήσεις µπορούν να αντιστοιχούν είτε στην 

περιβάλλουσα και τη φάση είτε στο πραγµατικό και φανταστικό µέρος των σηµάτων. 

Η µη µοναδικότητα αυτού του µετασχηµατισµού µπορεί να φανεί εάν θεωρήσουµε το 

ακόλουθο σήµα: 

 

                          ( ) ( ) ( )tftfts 21 2cos2cos ππ=         21 ff >                       (4.3.1) 

 

Η φάση µπορεί να καθοριστεί ως tf12π  µε διαµόρφωση πλάτους ( ) tft 22cos πα =  

ή ως tf 22π  µε διαµόρφωση πλάτους ( ) tft 12cos πα = . 

Παρατηρούµε ότι το αναλυτικό σήµα δεν αντιστοιχεί συνέχεια σε ένα σήµα 

και το κατά  2/π  µετατοπισµένο συστατικό του, πράγµα που είναι πολύ σηµαντικό, 

δεδοµένης της ευρείας του χρήσης στη θεωρία των τηλεπικοινωνιών. Ο λόγος της µη 

αντιστοιχίας είναι ότι η δηµιουργία του αναλυτικού σήµατος µέσω του 

µετασχηµατισµού Hilbert είναι ισοδύναµη µε την εξάλειψη των αρνητικών 

συχνοτήτων από το φάσµα του σήµατος. Στην περίπτωση που έχουµε µετατόπιση 

θετικών συχνοτήτων στον αρνητικό άξονα, ο µετασχηµατισµός Hilbert δε δίνει το 

µετατοπισµένο κατά 2/π  κοµµάτι του αρχικού σήµατος. Ως συνέπεια οποιαδήποτε 

απρόσεκτη χρήση της ΣΣ µπορεί να οδηγήσει σε αµφισβητούµενα αποτελέσµατα. 

 

4.4: Περιπτώσεις στις οποίες ο µετασχηµατισµός Hilbert δηµιουργεί το κατά 

2/π  µετατοπισµένο κοµµάτι του αρχικού σήµατος 

 

Ας θεωρήσουµε το FM σήµα ( ) ( )tt φα cos  και ας δούµε για ποιες συνθήκες 

επαληθεύεται η ακόλουθη σχέση: 
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                      ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )tjetttjtt φαφαφα =Η+ coscos                        (4.4.1) 

 

 Το πρόβληµα εξετάζει µιγαδικά σήµατα µε πεπερασµένη ενέργεια. Η λύση του 

βρίσκεται µε τη χρησιµοποίηση του θεωρήµατος γινοµένου του Bedrosian [1]. 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να παραθέσουµε το θεώρηµα του Bedrosian [1] για 

µιγαδικά σήµατα: 

Έστω τα µιγαδικά σήµατα ( )tx  και ( )ty  µε πεπερασµένη ενέργεια και 

πραγµατική µεταβλητή την t . O µετασχηµατισµός Fourier  για το καθένα αντίστοιχα 

είναι ( ) ( ){ }txFf =Χ  και ( ) ( ){ }tyFf =Υ . Εάν: 

 

i) ( ) 0=Χ f  για α>f  και  

   ( ) 0=Υ f  για β<f , όπου 0≥≥ αβ                                                        (Β1) 

 

ή 

 

ii) ( ) 0=Χ f  για α−<f  και  

   ( ) 0=Υ f  για β<f , όπου 0≥≥ αβ                                                         (Β2) 

 

τότε: 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }tytxtytx Η=Η                                                                               (Β3) 

 

Η σχέση (4.4.1) ισχύει εάν το φάσµα ( ) ( ){ }tFf α=Α  βρίσκεται εξ’ ολοκλήρου 

στην περιοχή 0ff <  και το φάσµα ( ){ }tF φcos  βρίσκεται εκτός αυτής. 

 

Απόδειξη:         

Εάν εκπληρώνεται η πρώτη συνθήκη του BPT, µπορούµε να γράψουµε: 

 

                               ( ) ( ) ( ) ( ){ }ttjtt φαφα coscos Η+  

                               ( ) ( ) ( ) ( ){ }ttjtt φαφα coscos Η+=  

                               ( ) ( ) ( ) ( )ttjtt φαφα sincos +=  



 53

                               ( ) ( )tjet φα=  

 

 Από αυτές τις σχέσεις µπορούµε να δούµε ότι το αναλυτικό σήµα που 

προέρχεται από το µετασχηµατισµό Hilbert είναι µια µέθοδος επιλογής υψηλών 

συχνοτήτων καθώς το ισχυρό µέρος του αρχικού σήµατος που περικλείει τις υψηλές 

συχνότητες γίνεται ο µιγαδικός όρος της φάσης. Αυτό µπορεί να γίνει πιο αντιληπτό 

αναθεωρώντας το σήµα της σχέσης (4.3.1). Το αναλυτικό σήµα που προκύπτει µετά 

από το µετασχηµατισµό Hilbert του σήµατος είναι της µορφής: 

 

                                             ( ) ( ) tfjetftz 22
12cos ππ=                                          (4.4.2) 

 

Άρα η µέθοδος του µετασχηµατισµού Hilbert ,µε βάση τη θεωρία της διαλέγει το 

µεγαλύτερο συνηµίτονο της συχνότητας και το αντικαθιστά µε έναν εκθετικό όρο. 

 

4.5 Επεξήγηση του αναλυτικού σήµατος που δηµιουργείται µε το 

µετασχηµατισµό Hilbert 

 

Ο µετασχηµατισµός Hilbert και το αναλυτικό δεν µπορούνε συνέχεια να 

εξηγούνται µε τέτοιο τρόπο ώστε να δίνουν πλήρη περιγραφή φυσικών φαινοµένων. 

Όπως εξηγήθηκε προηγουµένως, εάν είχαµε ένα διαµορφωµένο σήµα της µορφής 

( ) ( )tjet φα , όπου οι όροι ( )tα  και ( )tφ  έχουν φυσική σηµασία και τα φάσµατά τους 

δεν ήταν ξεχωριστά, τότε ο µετασχηµατισµός Hilbert θα ήταν ένα αποτέλεσµα 

επικάλυψης και παραµόρφωσης της φάσης κάποιων συναρτήσεων. Παρ’ όλα αυτά το 

αναλυτικό σήµα θα έχει τη µορφή: 

 

                                              ( ) ( )tj
z

zet φα                                                       (4.5.1) 

 

θα είναι µοναδικό και οι όροι ( )tzα και ( )tzφ  θα έχουν αµφισβητούµενη πρακτική 

σηµασία. Αυτό οδηγεί στον ακόλουθο ισχυρισµό: 

Το πλάτος ( )tα  και η φάση ( )tφ  ενός σήµατος µπορούν να θεωρηθούν ξεχωριστά 

µόνο εάν το φάσµα του ( )tα  και του ( )tφcos  δεν έχουν κοινές συχνότητες. 
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Συνεπώς, όσο πιο στενό συχνοτικό εύρος έχει ένα σήµα, τόσο πιο πολύ 

πλησιάζει το σήµα του µετασχηµατισµού Hilbert να έχει διαφορά φάσης από το 

αρχικό 2/π  και τόσο πιο πιθανό είναι το αναλυτικό σήµα να παρέχει ένα ακριβές 

µοντέλο ενός πραγµατικού συστήµατος µε µια συγκεκριµένη ΣΣ. Επίσης τόσο 

καλύτερος θα είναι και ο υπολογισµός της ΣΣ [1]. 

 

4.6 Παραδείγµατα υπολογισµού στιγµιαίας συχνότητας 

 

Όπως αναφέραµε σε προηγούµενη παράγραφο ο µετασχηµατισµός Hilbert µας 

δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού της στιγµιαίας συχνότητας ενός σήµατος. Η 

δυνατότητα αυτή παρουσιάζει µεγάλη χρησιµότητα στην ανάλυση ήχων µουσικών 

οργάνων, διότι αντίθετα µε άλλες υπάρχουσες τεχνικές (π.χ. FFT), δε χάνεται η 

χρονική πληροφορία. Επίσης ο µετασχηµατισµός Hilbert βρίσκει εφαρµογή και σε µη 

σταθερά σήµατα, στα οποία εντάσσονται και τα σήµατα µουσικών οργάνων που θα 

εξετάσουµε [13]. 

Για την καλύτερη παρουσίαση των αποτελεσµάτων της στιγµιαίας συχνότητας 

χρησιµοποιήσαµε ένα απλό ηµιτονικό σήµα ελέγχου του οποίου η συχνότητα αλλάζει 

απότοµα. Το σήµα έχει διάρκεια sec055.0=t . Η συχνότητα του σήµατος ελέγχου για 

τα πρώτα sec03.0  της διάρκειάς του είναι Hzf 10001 =  και για τα υπόλοιπα 

sec025.0  η τιµή της συχνότητας γίνεται Hzf 20002 = . Υπολογίσαµε τη στιγµιαία 

συχνότητα µέσω του µετασχηµατισµού Hilbert για το σήµα αυτό. Στο σχήµα 4.6.1 

φαίνονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω υπολογισµού. 

Τα τελευταία χρόνια βρίσκει εφαρµογή στην εύρεση της στιγµιαίας συχνότητας ενός 

σήµατος µέσω του µετασχηµατισµού κυµατιδίων (wavelets) [14]. Για την εύρεση της 

στιγµιαίας συχνότητας, θα συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του µετασχηµατισµού 

Hilbert µε αυτά που προκύπτουν από τη χρήση του µετασχηµατισµού κυµατιδίων. 

Εδώ θα κάνουµε απλή χρήση του µετασχηµατισµού κυµατιδίων (της διακριτής 

του µορφής), χωρίς να κάνουµε καµία εισαγωγή στο θέµα, διότι αυτό θα απαιτούσε 

αρκετές σελίδες. Για µία εισαγωγή στο θέµα παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα 

βιβλία: [15], [16] και [17]. Στο σχήµα 4.6.2 φαίνεται η στιγµιαία συχνότητα του ίδιου 

σήµατος ελέγχου που περιγράψαµε παραπάνω, η οποία υπολογίστηκε 

χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό κυµατιδίων.  
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Η συχνότητα δειγµατοληψίας του σήµατος ελέγχου και στις δύο περιπτώσεις 

έχει την ίδια τιµή. 

Σχήµα 4.6.1: Το ηµιτονικό σήµα ελέγχου (πάνω) και η στιγµιαία συχνότητά του (κάτω), όπως 

προκύπτει από το µετασχηµατισµό Hilbert του σήµατος ελέγχου. 

 

 

 

Σχήµα 4.6.2: Το ηµιτονικό σήµα ελέγχου (πάνω) και η στιγµιαία του συχνότητα (κάτω), όπως 

προκύπτει από το µετασχηµατισµό µε τη χρήση κυµατιδίων του σήµατος ελέγχου. 
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Συγκρίνοντας τα γραφήµατα της στιγµιαίας συχνότητας των σχηµάτων 4.6.1 και 

4.6.2 µπορούµε να κάνουµε τις ακόλουθές παρατηρήσεις: α) στα σηµεία της 

στιγµιαίας συχνότητας, τα οποία αντιστοιχούν σε σηµεία του σήµατος ελέγχου όπου 

η τιµή της συχνότητας παραµένει σταθερή, ο µετασχηµατισµός µε τη χρήση 

κυµατιδίων παρέχει καλύτερα αποτελέσµατα και β) στα σηµεία όπου η συχνότητα 

του σήµατος είναι είτε µηδενική είτε αλλάζει τιµή και οι δύο µετασχηµατισµοί 

προσδίδουν κυµατώσεις στο γράφηµα της στιγµιαίας συχνότητας, µε το 

µετασχηµατισµό Hilbert να προσδίδει λιγότερες κυµατώσεις. 

Η ποιότητα των γραφηµάτων της στιγµιαίας συχνότητας που προκύπτει µετά 

από µετασχηµατισµό µε τη χρήση σωµατιδίων εξαρτάται από τη συχνότητα 

δειγµατοληψίας του εκάστοτε σήµατος που µετασχηµατίζουµε. Αυτό σηµαίνει ότι 

άλλοτε τα αποτελέσµατα του συγκεκριµένου µετασχηµατισµού είναι καλύτερα και 

άλλοτε χειρότερα. Το γεγονός αυτό καθιστά ακατάλληλη αυτή την τεχνική για την 

εργασία που θα ακολουθήσει αφού τα  σήµατα που θα µελετηθούν έχουν 

συγκεκριµένη τιµή συχνότητας δειγµατοληψίας. 

Έχοντας απορρίψει το µετασχηµατισµό µε τη χρήση κυµατιδίων, στις 

εφαρµογές που ακολουθούν και απαιτούν την εξαγωγή της στιγµιαίας συχνότητας 

σηµάτων χρησιµοποιείται ο µετασχηµατισµός Hilbert. 

Ακολούθως θα παραθέσουµε ακόµη ένα παράδειγµα υπολογισµού της 

στιγµιαίας συχνότητας ενός σήµατος ελέγχου µε τη χρήση του µετασχηµατισµού 

Hilbert. 

Το σήµα που θα µελετήσουµε είναι της µορφής: 

 

                           ( ) ( ) ( )φππ +⋅⋅⋅⋅Α+⋅⋅⋅⋅Α= tftftx 2211 2cos2cos                        (4.6.1) 

 

µε τιµές: 11 =Α , 9.02 =Α , Hzf 10001 = , Hzf 10052 =  και 
4
πφ = . 

Οι εκφράσεις που δίνουν τις µέγιστες τιµές της στιγµιαίας συχνότητας είναι οι 

ακόλουθες [13]: 

 

Hzfff 4.1002
21

2211
max =

Α+Α
Α+Α

=             και                Hzfff 955
21

2211
min =

Α−Α
Α−Α

=  
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Στο σχήµα 4.6.3 που ακολουθεί φαίνεται το σήµα ελέγχου και η στιγµιαία συχνότητά 

του. 

 

 
Σχήµα 4.6.5: Το σήµα ελέγχου (πάνω γράφηµα) και η στιγµιαία του συχνότητα (κάτω 

γράφηµα), η οποία προκύπτει από το µετασχηµατισµό Hilbert του σήµατος ελέγχου. 

 
Όπως ήταν αναµενόµενο υπάρχουν κυµατώσεις στο διάγραµµα της στιγµιαίας 

συχνότητας στις χρονικές στιγµές που ξεκινά και τελειώνει το αρχικό σήµα. 

Παραβλέποντας τις παραπάνω κυµατώσεις παρατηρούµε ότι το γράφηµα της 

στιγµιαίας συχνότητας δείχνει ξεκάθαρα ότι υπάρχουν δύο σηµεία στο αρχικό σήµα 

όπου το πλάτος του γίνεται ελάχιστο και µάλιστα η χρονική τους απόσταση είναι όση 

και η διαφορά στη συχνότητα των δύο συνηµιτόνων, δηλαδή sec2.05/1 ==T . 

Επίσης είναι φανερό ότι η στιγµιαία συχνότητα λαµβάνει τη µέγιστη και την ελάχιστη 

τιµή της όπως αυτή έχει υπολογιστεί καθώς ακόµα και ότι κατά τη µεγαλύτερη 

διάρκεια του σήµατος έχει τιµή κοντινή σε αυτή του αρχικού σήµατος. 

 
 
4.7 Η εύρεση της περιβάλλουσας µιας κυµατοµορφής 

 

Μετά την ανάλυση και την επεξήγηση της χρήσης της στιγµιαίας συχνότητας 

όπως  προκύπτει µέσω του µετασχηµατισµού Hilbert θα αναφερθούµε και στη έννοια 

της περιβάλλουσας, η οποία προκύπτει µέσω του ίδιου µετασχηµατισµού. 

Ο µαθηµατικός ορισµός της περιβάλλουσας είναι αυτός που περιγράφεται από 

τη σχέση (2.1.21). Το συγκεκριµένο µέγεθος είναι χρήσιµο σε πολλές εφαρµογές. 
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Στην πτυχιακή εργασία θα δούµε την εφαρµογή του στον τοµέα της ακουστικής και 

ειδικότερα στον τοµέα της ακουστικής µουσικών οργάνων. 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου εξετάζεται και ο ρόλος που παίζουν οι σχέσεις των 

πλατών όλων των αρµονικών ενός ήχου στην αντίληψη του ήχου από το ανθρώπινο 

αυτί και σε ποιο βαθµό µπορούµε να αλλάξουµε τις σχέσεις αυτές ούτως ώστε να µην 

επηρεάζεται η αντίληψη του ακροατή [18]. 

Έχει επίσης µελετηθεί και η στατιστική διακύµανση συναρτήσει του χρόνου, 

των φασµατικών συνιστωσών των ήχων µουσικών οργάνων, [19]. 

Εικάζουµε ότι οι διακυµάνσεις µε το χρόνο, των φασµατικών συνιστωσών ενός 

ήχου µουσικού οργάνου, παίζουν σηµαντικό ρόλο στην αντίληψη του ήχου αυτού 

από τον ακροατή και ειδικότερα κατά το αρχικό στάδιο του ήχου. Γι' αυτό θα 

αρχίσουµε γενικά µε τον υπολογισµό της περιβάλλουσας απλών και περισσότερο 

σύνθετων ήχων. 

Όπως και στην περίπτωση της στιγµιαίας συχνότητας, θα µελετήσουµε την 

περιβάλλουσα ορισµένων σηµάτων ελέγχου, όπως αυτή υπολογίζεται, µέσω του 

µετασχηµατισµού Hilbert. Στο σχήµα 4.7.1 παρατίθεται το πρώτο παράδειγµα ενός  

σήµατος ελέγχου (απλό ηµιτόνο µε εκθετική αύξηση του πλάτους του), µαζί µε την 

περιβάλλουσά του. Για το σήµα αυτό, µπορούµε να κάνουµε τις εξής παρατηρήσεις: 

Η προκύπτουσα περιβάλλουσα ακολουθεί πιστά την άνοδο του πλάτους του σήµατος. 

Παρατηρούµε επίσης και κάποιες ατέλειες στη περιβάλλουσα που παρουσιάζονται 

στην αρχή και στο τέλος του σήµατος. 

Σχήµα 4.7.1: Το σήµα ελέγχου (πάνω), η περιβάλλουσά του (κέντρο) και το σήµα ελέγχου 

µαζί µε την περιβάλλουσα (κάτω). 
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Στο σχήµα 4.7.2a  βλέπουµε το αρχικό σήµα το οποίο είναι ένα απλό 

ηµιτονοειδές σήµα µε µία αυθαίρετη περιβάλουσα. Στο 4.7.2b φαίνεται η στιγµιαία 

συχνότητα της κυµατοµορφής, στο 4.7.2c µόνο η περιβάλουσα και στο 4.7.2d 

βλέπουµε το αρχικό µε την περιβάλουσα όπως προέκυψε µέσω του µετασχηµατισµού 

Hilbert. 

 

Σχήµα 4.7.2: a) το αρχικό σήµα, b) η στιγµιαία συχνότητα του αρχικού σήµατος, c) η 

περιβάλλουσα του αρχικού σήµατος και d) το αρχικό σήµα µε την περιβάλλουσά του. 

 

Από το γράφηµα του σήµατος ελέγχου και της περιβάλλουσας (πάνω αριστερά) 

παρατηρούµε ότι η περιβάλλουσα παρουσιάζει πολύ καλά χαρακτηριστικά δίχως να 

παρουσιάζει ασυνέχειες. 

Στα σχήµατα 4.7.3 και 4.7.4 φαίνονται ένα άλλο σήµα ελέγχου µε πιο απότοµες 

µεταβολές στις τιµές του πλάτους του πράγµα που έχει αντίκτυπο και στο γράφηµα 

της περιβάλλουσάς του. Το σήµα αποτελείται από ένα αρχικό σήµα chirp (4.7.3a) του 

οποίου το πλάτος διαµορφώνεται από ένα άλλο σήµα (φαίνεται στο 4.7.3b). Στο 

4.7.3c βλέπουµε το αποτέλεσµα που προκύπτει. Σε αυτό το σήµα εφαρµόζοντας τις 

µεθόδους που αναφέραµε παραπάνω, βλέπουµε στο σχήµα 4.7.4a τη στιγµιαία 

συχνότητα του σήµατος και σο 4.7.4b το σήµα µε την περιβάλλουσα του. Αξίζει να 

παρατηρηθεί ότι οι κάπως µεγάλες αποκλίσεις στην περιβάλλουσα, που βλέπουµε 
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στην αρχή και στο τέλος του σήµατος, οφείλεται στις παραµορφώσεις που 

δηµιουργούνται συνήθως κατά τον  µετασχηµατισµό Hilbert.  

 

Σχήµα 4.7.3: a) το αρχικό chirp, b) το διαµόρφον σήµα και c) το σήµα ελέγχου που 

προκύπτει. 

 

 

Σχήµα 4.7.4: a) η στιγµιαία συχνότητα του σήµατος ελέγχου και b) το σήµα ελέγχου µε την 

περιβάλλουσά του. 

 

Από το σήµα 4.7.4 παρατηρούµε ότι οι µεταβολές στο πλάτος του αρχικού σήµατος 

έχουν αντίκτυπο και στο γράφηµα της περιβάλλουσας του ίδιου σήµατος.  
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Όσο πιο έντονες γίνονται οι κυµατώσεις του αρχικού σήµατος τόσο πιο πολλές 

γίνονται και οι κυµατώσεις της περιβάλλουσας. Επακόλουθο των κυµατώσεων της 

περιβάλλουσας είναι και οι κυµατώσεις της στιγµιαίας συχνότητας. Επίσης µια 

σηµαντική εξάρτηση του γραφήµατος της στιγµιαίας συχνότητας και της 

περιβάλλουσας έχει να κάνει µε τις τιµές του πλάτους της περιβάλλουσας. Στα 

χρονικά σηµεία που η περιβάλλουσα λαµβάνει µηδενικές τιµές η στιγµιαία συχνότητα 

λαµβάνει αρνητικές τιµές.   
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Κεφάλαιο 5: Μελέτη ήχων από µουσικά όργανα και φωνή 
 

Στις ενότητες που ακολουθούν θα µελετηθούν ήχοι φωνής και µουσικών 

οργάνων, οι οποίοι είναι είτε από φυσικά όργανα είτε είναι από συνθετητές 

(synthesizers). Τα βήµατα που ακολουθήθηκαν για αυτή τη µελέτη είναι κοινά για 

όλους τους ήχους. Η µέλετη εστιάζεται στην παρατήρηση και την εξαγωγή 

συµπερασµάτων αναφορικά µε την περιβάλλουσα και τη στιγµιαία συχνότητα των  

αρµονικών του κάθε ήχου και γίνονται και συγκρίσεις µεταξύ των οργάνων.  

Η εφαρµογή όλων των αλγορίθµων που περιγράφτηκαν στα προηγούµενα 

κεφάλαια καθώς και όλα τα σχήµατα που εµφανίζονται στην εργασία αυτή έγιναν 

χρησιµοποιώντας το MATLAB. Όλοι οι κώδικες που χρησιµοποιήθηκαν 

παρατίθενται στο συνοδευτικό cd της πτυχιακής εργασίας. 

Ακολουθούν τα βήµατα της µελέτης των ήχων: 

Εύρεση του φασµατικού περιεχοµένου κάθε εξεταζόµενου ήχου (ήχου 

µουσικού οργάνου ή φωνής), ώστε να προσδιοριστούν επακριβώς οι περιοχές που 

βρίσκονται οι φασµατικές συνιστώσες (στα περισσότερα παραδείγµατα εδώ είναι 

αρµονικές). 

Επειδή η µελέτη κάθε ήχου που µας ενδιαφέρει βασίζεται στην επιµέρους 

ανάλυση των αρµονικών του, έπρεπε να γίνει ο διαχωρισµός των αρµονικών αυτών. 

Για την επίτευξη του σκοπού αυτού υλοποιήσαµε στο Matlab ένα ζωνοπερατό φίλτρο 

µε τη χρήση του οποίου εξάγεται κάθε φορά ο υπό µελέτη αρµονικός του αρχικού 

σήµατος. Επιλέχθηκε ένα ελλειπτικό ψηφιακό φίλτρο 4ης τάξης, διότι παρουσιάζει 

ικανοποιητικά χαρακτηριστικά (π.χ. λιγότερες κυµατώσεις στην περιοχή διέλευσης, 

σε σχέση µε άλλα φίλτρα που υλοποιήσαµε και δοκιµάσαµε. Οι κυµατώσεις (peak to 

peak) σε dB, στην περιοχή λειτουργίας, είναι της τάξης του 0.001 και η ελάχιστη 

µείωση που δηµιουργεί στη ζώνη αποκοπής είναι 40 dB. Η περιοχή και το εύρος 

λειτουργίας του φίλτρου καθορίζεται κατά περίπτωση ανάλογα µε το εκάστοτε 

εξεταζόµενο σήµα και τη συγκεκριµένη αρµονική. Πρέπει να τονίσουµε ότι στις 

περιπτώσεις όπου αναγκαστικά πρέπει να έχουµε µικρό εύρος διέλευσης του φίλτρου 

(συνήθως σε χαµηλές συχνότητες και στις πρώτες αρµονικές), οι κυµατώσεις στην 

περιοχή λειτουργίας του φίλτρου γίνονται µεγαλύτερες, ενώ οι κυµατώσεις στη 

περιοχή αποκοπής εκτείνονται σε µεγαλύτερο εύρος, εκατέρωθεν. Άρα, οι 

παράµετροι του φίλτρου είναι αλληλένδετες µεταξύ τους και η επιλογή τους πρέπει 

να γίνεται πολύ προσεκτικά.  
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Επίσης πριν την εφαρµογή του φίλτρου στους ήχους των  µουσικών οργάνων,        

εισαγάγαµε ένα σήµα ελέγχου στο φίλτρο για να εξετάσουµε αν υπάρχει αλλαγή στη 

φάση στο σήµα εξόδου. Στο σχήµα 5.1 φαίνεται το συχνοτικό φάσµα του σήµατος 

ελέγχου το οποίο αποτελείται από δύο συχνότητες και στο σχήµα 5.2 οι 

κυµατοµορφές του σήµατος ελέγχου πριν το φιλτράρισµα και των δύο αρµονικών 

όπως αυτές λαµβάνονται στην έξοδο του φίλτρου. Όπως διαπιστώθηκε, το φίλτρο δεν 

επηρεάζει σηµαντικά τη φάση του σήµατος.  

                  Σχήµα 5.1: Το φάσµα του σήµατος ελέγχου πριν το φιλτράρισµα 

 

Σχήµα 5.2: Η κυµατοµορφή του σήµατος ελέγχου πριν το φιλτράρισµα (πάνω) και οι 

κυµατοµορφές του πρώτου αρµονικού (κέντρο) και του δεύτερου αρµονικού (κάτω)του 

σήµατος ελέγχου µετά το φιλτράρισµα. 

 

Σε κάθε ένα αρµονικό που προκύπτει από το φιλτράρισµα του αρχικού ήχου 

εφαρµόζεται ο µετασχηµατισµός Hilbert µε σκοπό την εξαγωγή του γραφήµατος της 

περιβάλλουσας και της στιγµιαίας συχνότητας. Εν συνεχεία πραγµατοποιείται και 
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υπολογισµός του χρόνου ανόδου, για κάθε φασµατική συνιστώσα (αρµονική). Ο 

χρόνος ανόδου ορίζεται ως το χρονικό διάστηµα που οριοθετείται από το χρονικό 

σηµείο που η τιµή του πλάτους είναι το %10  της µέγιστης του τιµής, µέχρι το 

χρονικό σηµείο που η τιµή του φτάνει το %90  της µέγιστης τιµής του. 

Εξετάζεται επίσης η (χρονική) σχέση κάθε αρµονικής (µέχρι και την 6η), µε τη 

θεµέλια. Για το λόγο αυτό παρατίθενται και γραφήµατα µε συγκεντρωµένα τα 

αποτελέσµατα των αρµονικών κάθε εξεταζόµενου ήχου. Επειδή στη τελική µορφή 

της περιβάλλουσας κάθε αρµονικής υπήρχαν µικρές διακυµάνσεις του πλάτους, 

χρησιµοποιήθηκε ένα φίλτρο µετατόπισης µέσης τιµής, ώστε να εξοµαλυνθούν οι 

κυµατοµορφές. Ένα παράδειγµα όπου φαίνεται η µεταβολή µίας αρµονικής πριν και 

µετά την εξοµάλυνση, φαίνεται στα σχήµατα 5.3α και 5.3β. 

 

                              Σχήµα 5.3α: Μία αρµονική πριν την εξοµάλυνση 

 

 

                      Σχήµα 5.3β: Η αρµονική του σχήµατος 5.3α µετά την εξοµάλυνση 
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5.1 Μελέτη γυναικείας φωνής (soprano)  

 

Σε αυτή την ενότητα µελετάµε τον ήχο µιας γυναικείας φωνής soprano. Το 

σήµα που εξετάζουµε είναι το αρχικό στάδιο (0.29 s) από µία νότα (Β5), η οποία έχει 

αποκοπεί από κάποια τραγουδισµένη φράση. Στο σχήµα 5.1.1 φαίνεται το αρχικό 

σήµα που θα εξετάσουµε. Η ηχογράφηση της φωνής έγινε στο studio του τµήµατος 

Μουσικής Τεχνολογίας και Ακουστικής. 

 

                     Σχήµα 5.1.1: Αρχικό στάδιο νότας από γυναικεία φωνή (βλέπε κείµενο) 

 

 

Στο σχήµα 5.1.2 φαίνονται οι φωνοσυχνότητες που αποτελούν το σήµα του 

σχήµατος 5.1.1 όπως προκύπτουν µετά από φασµατική ανάλυση του αρχικού 

σήµατος φωνής. 

 

                       Σχήµα 5.2.2: Η φασµατική ανάλυση της τραγουδισµένης νότας.  
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Παρατηρούµε την πρώτη φωνοσυχνότητα η οποία έχει µεγαλύτερο πλάτος 

από τις υπόλοιπες. Επίσης παρατηρούµε σε κάθε φωνοσυχνότητα και επί µέρους 

µέγιστα. Αυτό οφείλεται στις ιδιαιτερότητες της τραγουδιστικής φωνής και τις 

ιδιαιτερότητες της συγκεκριµένης τραγουδίστριας. Αυτό εξ άλλου  απεικονίζεται και 

στα γραφήµατα της στιγµιαίας συχνότητας που παρατίθενται παρακάτω (Σχήµα 

5.1.5). 

Στο σχήµα 5.1.3 που ακολουθεί φαίνονται οι συναρτήσεις µεταφοράς του 

ελλειπτικού φίλτρου που χρησιµοποιήθηκαν για την εξαγωγή των πέντε πρώτων  

αρµονικών του αρχικού σήµατος. Αντίστοιχα φίλτρα µε παρόµοιες συναρτήσεις 

µεταφοράς χρησιµοποιήθηκαν και για τα άλλα όργανα, οπότε παρατίθενται µόνο εδώ. 

Στο σχήµα 5.1.4 παρατίθενται οι κυµατοµορφές για τις πέντε πρώτες 

φωνοσυχνότητες, µετά από το φιλτράρισµα του αρχικού σήµατος. 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.1.3: Οι συναρτήσεις µεταφοράς του ελλειπτικού φίλτρου για την εξαγωγή της 

πρώτης (πάνω αριστερά), της δεύτερης (κέντρο αριστερά), της τρίτης (κάτω αριστερά), της 

τέταρτης (πάνω δεξιά) και της πέµπτης φωνοσυχνότητας (κάτω δεξιά) του σήµατος της 

τραγουδισµένης νότας (βλέπε σχήµα 5.1.1). 

 

 



 69

 

Σχήµα 5.1.4: Οι κυµατοµορφές της πρώτης (πάνω αριστερά), της δεύτερης (κέντρο 

αριστερά), της τρίτης (κάτω αριστερά), της τέταρτης (πάνω δεξιά) και της πέµπτης 

φωνοσυχνότητας (κάτω δεξιά) του αρχικού σταδίου του σήµατος, όπως προκύπτουν µετά το 

φιλτράρισµα του αρχικού σήµατος.  

 

Στα σχήµατα που ακολουθούν παρατίθενται η χρονική εξέλιξη για τις πέντε πρώτες 

φωνοσυχνότητες (πάνω γράφηµα), η στιγµιαία της συχνότητα (κάτω γράφηµα) και ο 

χρόνος ανόδου της, όπως υπολογίστηκε για κάθε φωνοσυχνότητα. 

                 α) 1η φωνοσυχνότητα                                      β) 2η φωνοσυχνότητα                                             

 

            

                γ) 3η φωνοσυχνότητα                                       δ) 4η φωνοσυχνότητα                                            
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                                                   ε) 5η φωνοσυχνότητα  

 

Σχήµα 5.1.5: Η περιβάλλουσα, η στιγµιαία συχνότητα και ο χρόνος ανόδου των πέντε 

πρώτων φωνοσυχνοτήτων της τραγουδισµένης νότας. 

 

Από τις γραφικές παραστάσεις του σχήµατος 5.1.5 προκύπτουν διάφορες 

σχέσεις ανάµεσα στις γραφικές παραστάσεις της περιβάλλουσας και της στιγµιαίας 

συχνότητας. Παρατηρούµε ότι στα σηµεία που το πλάτος της περιβάλλουσας (της 

κάθε φωνοσυχνότητας) είναι µηδενικό ή πολύ µικρό, η στιγµιαία συχνότητα 

παρουσιάζει µεγάλες κυµατώσεις. Αυτό φαίνεται καθαρά στο γράφηµα της πέµπτης 

φωνοσυχνότητας και οφείλεται στο γεγονός ότι η στιγµιαία συχνότητα υπολογίζεται 

µέσω της κλίσης που έχει η φάση του αναλυτικού σήµατος και κοντά στο µηδέν αυτή 

παρουσιάζει αυξοµειώσεις.  

Στον πίνακα που ακολουθεί παρατίθενται οι χρόνοι ανόδου των πέντε 

φωνοσυχνοτήτων που εξετάσαµε. 

 

Χρόνος ανόδου των φωνοσυχνοτήτων του σήµατος γυναικείας φωνής 

Τάξη φωνοσυχνότητας Χρόνος ανόδου (sec) 

1η  0.20004 

2η  0.29771 

3η  0.29756 

4η  0.28644 

5η  0.13875 

Πίνακας 5.1: Οι χρόνοι ανόδου των πέντε πρώτων φωνοσυχνοτήτων της γυναικείας 

φωνής 
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Σύµφωνα µε τον πίνακα 5.1 οι φωνοσυχνότητες του εξεταζόµενου σήµατος 

παρουσιάζουν διαφορές µεταξύ τους όσον αφορά το χρόνο ανόδου. Η µικρότερη τιµή 

αντιστοιχεί στην πέµπτη φωνοσυχνότητα και η αµέσως µεγαλύτερη τιµή στην πρώτη. 

Οι χρόνοι ανόδου της τρίτης και τέταρτης φωνοσυχνότητας έχουν πολύ κοντινές 

τιµές, οι οποίες διαφέρουν ανεπαίσθητα από την τιµή του χρόνου ανόδου της 

τέταρτης φωνοσυχνότητας. 

Για µια πιο διεξοδική µελέτη της χρονικής εξέλιξης των φωνοσυχνοτήτων του 

σήµατος της γυναικείας φωνής soprano είναι χρήσιµη σύγκριση των γραφικών 

παραστάσεων των περιβάλλουσων όλων των αρµονικών. Στο σχήµα 5.1.6 είναι 

συγκεντρωµένες οι περιβάλλουσες των πέντε πρώτων φωνοσυχνοτήτων του αρχικού 

µας σήµατος. Ακόµα για να συνδυάσουµε τα αποτελέσµατα των χρόνων ανόδου που 

απεικονίζονται στον πίνακα 5.1 παραθέτουµε στο σχήµα 5.1.7 τη χρονική εξέλιξη του 

αρχικού σταδίου του σήµατος. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει τα τµήµατα αυτά έχουν 

εξοµαλυνθεί µε τη χρήση ενός φίλτρου µετατόπισης µέσης τιµής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.1.6: Οι περιβάλλουσες των πέντε πρώτων φωνοσυχνοτήτων του σήµατος γυναικείας 

φωνής soprano. 
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Σχήµα 5.1.7: Εστίαση στην αρχή της νότας (αρχή του σήµατος 5.1.6). 

 

Θα εστιάσουµε την προσοχή µας στο σχήµα 5.1.7, δηλαδή στα πρώτα στάδια 

της χρονικής εξέλιξης των πέντε πρώτων φωνοσυχνοτήτων. Η πρώτη φωνοσυχνότητα 

έχει συγκριτικά µε τις υπόλοιπες τέσσερις αρµονικές το µεγαλύτερο πλάτος 

περιβάλλουσας. Επίσης η ίδια αρµονική αρχίζει να εξελίσσεται από τη χρονική 

στιγµή sec0=t , τη στιγµή που οι υπόλοιπες για χρονικό διάστηµα sec01.0=t  έχουν 

µηδενικό ή σχεδόν µηδενικό πλάτος και αρχίζουν να εξελίσσονται µετά την πάροδο 

αυτού του χρονικού διαστήµατος µε την περιβάλλουσα της δεύτερης 

φωνοσυχνότητας να εξελίσσεται πιο πριν από αυτές της τρίτης, τέταρτης και πέµπτης 

φωνοσυχνότητας. Υπάρχει διαφορά στον τρόπο µετάβασης των περιβάλλουσων από 

τις κοντινές στο µηδέν τιµές πλάτους σε αυτές µε µεγαλύτερες τιµές. Η περιβάλλουσα 

της πρώτης φωνοσυχνότητας τη χρονική στιγµή sec01.0=t  παρουσιάζει µια 

απότοµη µετάβαση σε µεγαλύτερες τιµές πλάτους, ενώ οι περιβάλλουσες των τριών 

επόµενων φωνοσυχνοτήτων µεταβαίνουν σε τέτοιες τιµές µε πιο οµαλό τρόπο. Εν 

αντιθέσει µε τις τέσσερις πρώτες φωνοσυχνότητες, το γράφηµα της πέµπτης δεν 

παρουσιάζει µεγάλες διαφορές στις τιµές του πλάτους του για το αρχικό στάδιο της 

εξέλιξης της συγκεκριµένης φωνοσυχνότητας. Ακόµα παρατηρούνται και 

αυξοµειώσεις στις τιµές πλάτους κάθε περιβάλλουσας. Οι αυξοµειώσεις της πρώτης 

αφωνοσυχνότητας  κυµαίνονται σε µεγαλύτερο εύρος τιµών σε σχέση µε τις 

αυξοµειώσεις που παρουσιάζουν τα πλάτη των υπόλοιπων τεσσάρων. Το γράφηµα 

της περιβάλλουσας της τρίτης και της τέταρτης εµφανίζει µία ιδιαιτερότητα που δεν 
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εµφανίζεται στα υπόλοιπα γραφήµατα. Για το χρονικό διάστηµα 

sec025.0sec02.0 << t  οι τιµές πλάτους των δύο αυτών γραφηµάτων είναι ίδιες.    

Οι κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν για την εξαγωγή των 

γραφηµάτων καθώς και όλης της ανάλυσης της ενότητας µαζί µε το αρχείο ήχου 

(wav) του σήµατος της γυναικείας φωνής soprano βρίσκονται στο συνοδευτικό cd της 

πτυχιακής εργασίας στο φάκελο female voice. 

 

5.2 Μελέτη  κλαρίνου  

 

Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε ήχους δύο ήχους κλαρίνου. Ο πρώτος 

αντιστοιχεί στον ήχο που ηχογραφήθηκε από ένα φυσικό όργανο κλαρίνου και ο 

δεύτερος αντιστοιχεί σε ήχο που δηµιουργήθηκε µε τη βοήθεια ενός συνθετητή. Ο 

πρώτος ήχος ηχογραφήθηκε µε µικρόφωνο Shure SM 58 σε κάρτα ήχου EMU 1828m 

ενώ ο δεύτερος δηµιουργήθηκε από το συνθετητή µιας κάρτας ήχου Sound Blaster 

Audigy. 

Οι δύο εξεταζόµενοι ήχοι αντιστοιχούν στη νότα Α2. Στο σχήµα 5.2 

παρατίθενται οι κυµατοµορφές των δύο αυτών ήχων και στο σχήµα 5.2 οι αρµονικοί 

που προκύπτουν µετά από φασµατική ανάλυση των δύο αρχικών σηµάτων. Η 

ανάλυση των ήχων περιλαµβάνει τα ίδια βήµατα µε αυτή της ενότητας 5.1.  

 

 

Σχήµα 5.2.1: Οι κυµατοµορφές του φυσικού ήχου κλαρίνου (αριστερά) και του συνθετηµένου 

ήχου κλαρίνου (δεξιά). 
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Σχήµα 5.2.2: Οι αρµονικές του φυσικού ήχου (αριστερά) και του συνθετηµένου ήχου 

κλαρίνου (αριστερά). 

 

 Από τη σύγκριση των γραφηµάτων του σχήµατος 5.2.1 προκύπτει µία αρχική 

διαφορά των δύο σηµάτων. Το φυσικό σήµα λόγω του ότι παράχθηκε µε την  

εφαρµογή πίεσης αέρα στο επιστόµιο του κλαρίνου από τα χείλη του οργανοπαίχτη 

έχει απότοµες µεταβολές στις τιµές του πλάτους της κυµατοµορφής του, ενώ το 

συνθετηµένο σήµα δεν έχει τόσο απότοµες µεταβολές στο πλάτος του.. Ακόµα 

υπάρχουν και διαφορές στις αρµονικές που απαρτίζουν το κάθε σήµα. Στο φυσικό 

σήµα οι αρµονικές ακολουθούν τη θεωρία της ακουστικής των µουσικών οργάνων µε 

αποτέλεσµα οι περιττές αρµονικές να έχουν µεγαλύτερο πλάτος από τις άρτιες και 

µάλιστα όσο η τάξη των περιττών αρµονικών αυξάνει το πλάτος να µειώνεται, ενώ 

αντίστοιχα όσο αυξάνεται η τάξη των άρτιων αρµονικών το πλάτος τους αυξάνεται. 

Στο συνθετηµένο σήµα δε συµβαίνει κάτι τέτοιο. Σύµφωνα µε τη θεωρία η έβδοµη 

αρµονική θα έπρεπε να έχει µικρότερο πλάτος από την πέµπτη, κάτι που στην πράξη 

δε συµβαίνει. Ακόµα οι αρµονικές του φυσικού ήχου διαθέτουν επιµέρους µέγιστα σε 

µεγαλύτερο βαθµό από αυτές του συνθετηµένου ήχου. Επίσης οι αρµονικές του 

φυσικού ήχου περικλείουν πιο ευρείες συχνοτικές περιοχές από αυτές του 

συνθετηµένου ήχου. 

Η ανάλυση των ήχων που ακολουθεί περιλαµβάνει τη χρησιµοποίηση των έξι 

πρώτων αρµονικών κάθε σήµατος. Στον πίνακα 5.2 παρατίθενται οι χρόνοι ανόδου 

των έξι πρώτων αρµονικών για κάθε ένα σήµα που µελετάµε.  
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Χρόνος ανόδου των αρµονικών των σηµάτων κλαρίνου σε sec 
 Συνθετηµένο σήµα Φυσικό σήµα 

1η αρµονική 0.026871 0.076485 
2η αρµονική 0.062562 0.030726 
3η αρµονική 0.015488 0.083492 
4η αρµονική 0.025556 0.045193 
5η αρµονική 0.047188 0.11744 
6η αρµονική 0.021587 0.14834 

Πίνακας 5.2: Οι χρόνοι ανόδου των έξι πρώτων αρµονικών των σηµάτων κλαρίνου 

 

Από τα στοιχεία του παραπάνω πίνακα προκύπτουν διαφορές ανάµεσα στους 

χρόνους ανόδου των δύο σηµάτων. Ο µικρότερος χρόνος ανόδου για το συνθετηµένο 

σήµα αντιστοιχεί στην τρίτη αρµονική ενώ για το φυσικό σήµα στη δεύτερη. Οι τιµές 

των χρόνων ανόδου του συνθετηµένου σήµατος είναι της τάξης εκατοστών του 

δευτερολέπτου για όλες τις αρµονικές, ενώ για το φυσικό σήµα της τάξης εκατοστών 

του  δευτερολέπτου για τις τέσσερις πρώτες αρµονικές και δεκάτων του 

δευτερολέπτου για την πέµπτη και την έκτη. ∆εν παρατηρείται αντιστοιχία στις 

διαφορές του χρόνου ανόδου για δύο συνεχόµενες αρµονικές ανάµεσα στα δύο 

σήµατα. Για παράδειγµα, στο συνθετηµένο σήµα ο χρόνος ανόδου της δεύτερης 

αρµονικής είναι περίπου τριπλάσιος από αυτόν της πρώτης, ενώ στο φυσικό σήµα η 

δεύτερη αρµονική έχει χρόνο ανόδου µε τιµή σχεδόν υποδιπλάσια από αυτή της 

πρώτης αρµονικής. 

Στο σχήµα 5.2.3 φαίνονται οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονιών για 

κάθε ένα εξεταζόµενο σήµα και στο σχήµα 5.2.4 τα αρχικά τµήµατα των γραφηµάτων 

του σχήµατος 5.2.3.  

 

Σχήµα 5.2.3: Οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών του φυσικού σήµατος (αριστερά) 

και του συνθετηµένου σήµατος κλαρίνου (δεξία). 
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Σχήµα 5.2.4: Τα αρχικά τµήµατα της χρονικής εξέλιξης των έξι πρώτων αρµονικών του 

φυσικού σήµατος (αριστερά) και του συνθετηµένου σήµατος (δεξιά). 

 

Στο σχήµα 5.2.3 φαίνεται µια πολύ βασική διαφορά ανάµεσα στις 

περιβάλλουσες των δύο σηµάτων. Οι περιβάλλουσες των αρµονικών του φυσικού 

σήµατος δεν έχουν καθορισµένη µορφή, ενώ αυτές του συνθετηµένου σήµατος 

προσοµοιάζουν ευθείες γραµµές παράλληλες µεταξύ τους. Στην αρχή καθεµιάς 

περιβάλλουσας του δεύτερου σήµατος υπάρχει µια απότοµη κορύφωση, η οποία 

εικάζουµε οφείλεται στον τρόπο µε τον οποίο διεγείραµε το συνθετητή της κάρτας 

ήχου για την παραγωγή του ήχου του κλαρίνου, δηλαδή το κλικ του ποντικιού του 

υπολογιστή που χρησιµοποιήσαµε.  

Από την παρατήρηση του σχήµατος 5.2.4 απορρέουν κάποιες ιδιαιτερότητες 

όσον αφορά τη χρονική εξέλιξη των αρµονικών κάθε σήµατος ξεχωριστά. Όσον 

αφορά τις αρµονικές του φυσικού σήµατος, η πρώτη είναι αυτή που ξεκινά την 

εξέλιξή της γρηγορότερα από τις υπόλοιπες και µάλιστα µε αφετηρία το χρονικό 

σηµείο που αρχίζει να εξελίσσεται και το ίδιο το σήµα. Το ίδιο παρατηρείται και στο 

συνθετηµένο σήµα. Και στα δύο σήµατα την εξέλιξη της πρώτης αρµονικής 

ακολουθεί η τρίτη. Η χρονική εξέλιξη της πρώτης αρµονικής του συνθετηµένου 

σήµατος έχει  την ίδια µορφή για την εξέλιξη της τρίτης αρµονικής του ίδιου 

σήµατος, πράγµα που φαίνεται από την ίδια κλίση που παρουσιάζεται στην αρχή των 

γραφικών παραστάσεων των περιβαλλουσών τους. Στο φυσικό σήµα η περιβάλλουσα 

της πρώτης αρµονικής εξελίσσεται χρονικά µε τον ίδιο τρόπο που εξελίσσεται και 

αυτή της τρίτης αρµονικής, αλλά µόνο µέχρι το χρονικό σηµείο sec03.0=t . 

Όσον αφορά τις υπόλοιπες αρµονικές του φυσικού σήµατος µπορούµε να 

κάνουµε τις ακόλουθες επισηµάνσεις. Τρίτη σε χρονική σειρά εξέλιξης βρίσκεται η 

πέµπτη αρµονική, η δεύτερη και η έκτη ακολουθούν και µάλιστα µε την εξέλιξή τους 
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να είναι σχεδόν ταυτόχρονη και τελευταία έπεται η τέταρτη αρµονική. Τα πιο 

απότοµα χαρακτηριστικά εξέλιξης παρουσιάζει η πέµπτη αρµονική συγκριτικά µε 

αυτά της δεύτερης, τέταρτης και έκτης αρµονικής. Η δεύτερη, τέταρτη και έκτη 

αρµονική έχουν πλάτη των οποίων οι τιµές εναλλάσσονται µε την πάροδο του χρόνου 

και µάλιστα η δεύτερη µε την έκτη αρµονική για το χρονικό διάστηµα 

sec025.0sec01.0 << t  έχουν τις ίδιες τιµές πλάτους περιβάλλουσας. Η αρµονική 

που έχει τις µικρότερες τιµές πλάτους περιβάλλουσας από τις έξι πρώτες αρµονικές 

του φυσικού σήµατος κλαρίνου είναι η δεύτερη. Από µια γενικότερη παρατήρηση 

όλων των πλατών των έξι πρώτων αρµονικών του ίδιου σήµατος προκύπτει ότι οι 

περιττές αρµονικές έχουν µεγαλύτερες διαφορές σε τιµές πλάτους µεταξύ τους από 

τις διαφορές πλάτους που παρουσιάζουν οι άρτιες αρµονικές.     

Αντίστοιχες παρατηρήσεις µε αυτές της προηγούµενης παραγράφου µπορούµε 

να κάνουµε και για το συνθετηµένο ήχο κλαρίνου. Η δεύτερη, τέταρτη, πέµπτη και 

έκτη αρµονική ξεκινάνε να εξελίσσονται ταυτόχρονα. Και για αυτόν τον ήχο η 

δεύτερη αρµονική είναι αυτή µε τις µικρότερες τιµές πλάτους περιβάλλουσας. Η µόνη 

εναλλαγή τιµών περιβάλλουσας που παρατηρείται αφορά τις περιβάλλουσας της 

πέµπτης και της έκτης αρµονικής και µάλιστα το φαινόµενο αυτό έχει περιορισµένη 

χρονική διάρκεια. Ακόµα τα χαρακτηριστικά της χρονικής εξέλιξης της πέµπτης 

αρµονικής είναι απότοµα, ενώ οι άρτιες αρµονικές εξελίσσονται οµαλότερα από τις 

περιττές. Τέλος, ενώ οι υπόλοιπες αρµονικές δεν έχουν µεγάλες µεταβολές στις τιµές 

του πλάτους περιβάλλουσάς τους, η έκτη αρµονική έχει τις περισσότερες µεταβολές 

στο πλάτος της περιβάλλουσάς της.  

Οι κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν για την παραπάνω ανάλυση 

καθώς και τα αρχικά αρχεία ήχου (wav) βρίσκονται στο φάκελο clarino του 

συνοδευτικού cd της πτυχιακής εργασίας. 

 

5.3 Μελέτη σαξόφωνου  

 

 Παρόµοια µελέτη µε αυτή των ήχων του κλαρίνου θα πραγµατοποιήσουµε για 

ήχους σαξόφωνου. Και σε αυτή την περίπτωση έχουµε έναν ήχο που προέρχεται από 

ένα σαξόφωνο και έναν ήχο ενός συνθετητή. Η καταγραφή του φυσικού σήµατος 

έγινε στο studio του τµήµατος Μουσικής Τεχνολογίας και Ακουστικής ενώ το 

τεχνητό σήµα παράχθηκε από συνθετητή και καταγράφηκε σε PC µέσω κάρτας ήχου 
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EMU 1828m. Η νότα του φυσικού οργάνου είναι η G2 και αποτελεί µέρος ενός 

τραγουδιού ενώ αυτή του συνθετητή είναι η C2. Η τελευταία νότα καταγράφηκε για 

τους σκοπούς της πτυχιακής εργασίας και δεν αποτελεί κοµµάτι κάποιου τραγουδιού. 

Στο σχήµα 5.3.1 φαίνονται τα αρχικά σήµατα που θα εξετάσουµε. 

 

 

Σχήµα 5.3.1: Η νότα G2 (αριστερά) και η νότα C2 (δεξιά) του φυσικού και του συνθετηµένου 

ήχου σαξόφωνου αντίστοιχα. 

 

Μετά από φασµατική ανάλυση των ήχων του σχήµατος 5.3.1 προκύπτουν οι 

αρµονικές συχνότητες που δίνονται µέσω του σχήµατος 5.3.2. 

 

 

 

 

Σχήµα 5.3.2: Οι αρµονικές των νοτών του φυσικού ήχου σαξόφωνου (αριστερά) και οι 

αρµονικές του συνθετηµένου ήχου σαξοφώνου (δεξιά).  

 

Όπως προκύπτει από τα συχνοτικά φάσµατα του σχήµατος 5.3.2, η πρώτη 

αρµονική του συνθετηµένο σήµατος είναι αυτή µε το µεγαλύτερο πλάτος από τις 

υπόλοιπες τη στιγµή που στο φυσικό σήµα ο δεύτερη αρµονική είναι αυτή µε το 
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µεγαλύτερο πλάτος από τις υπόλοιπες. Επίσης παρατηρούµε ότι για το ίδιο εύρος 

συχνοτήτων η συνθετηµένη νότα αποτελείται από περισσότερες αρµονικές, καθεµιά 

από τις οποίες καταλαµβάνει µικρή περιοχή συχνοτήτων, ενώ ο φυσική νότα περιέχει 

λιγότερες αρµονικές που καθεµιά καταλαµβάνει µεγαλύτερη περιοχή συχνοτήτων και 

µάλιστα διαθέτει και επιµέρους µέγιστα. 

Στο σχήµα 5.3.3 παρατίθενται οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών για 

τις νότες σαξοφώνου του σχήµατος 5.3.1. 

Από την παρατήρηση του σχήµατος 5.3.3 µπορούµε να εξάγουµε κάποια 

συµπεράσµατα αναφορικά µε τις διαφορές των αρµονικών κάθε νότας που 

εξετάζουµε. Οι περιβάλλουσες των αρµονικών του συνθετηµένου σήµατος µετά την 

αρχή της χρονικής τους εξέλιξης παρουσιάζουν µια περιοδικότητα στις αποκλίσεις 

του πλάτους τους που αντιστοιχεί σε vibrato κατά τη δηµιουργία της. ενώ οι 

αντίστοιχες περιβάλλουσες του φυσικού σήµατος ακολουθούν µια πορεία εξέλιξης 

που δεν παρουσιάζει χαρακτηριστικά περιοδικότητας. 

 

Σχήµα 5.3.3.: Οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών της φυσικής νότας (αριστερά) 

και της συνθετηµένης νότας σαξόφωνου (δεξιά). 

 

Ξέχωρα από τα περιοδικά χαρακτηριστικά, οι περιβάλλουσες των αρµονικών 

του συνθετηµένου σήµατος έχουν γενικότερη µορφή η οποία είναι παράλληλη µεταξύ 

τους. Ακόµα οι κυµατώσεις των ίδιων αρµονικών κυµαίνονται σε µεγαλύτερες τιµές 

πλάτους από αυτές των αρµονικών της φυσικής νότας. 

Στο σχήµα 5.3.4 εστιάζουµε την προσοχή µας στην αρχή της χρονικής εξέλιξης κάθε 

νότας. 
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Σχήµα 5.3.4: Η αρχή της εξέλιξης των έξι πρώτων αρµονικών της φυσικής νότας (αριστερά) 

και της συνθετηµένης νότας σαξόφωνου (δεξιά). 

 

Υπάρχουν σηµαντικές διαφορές καθώς και κάποιες οµοιότητες ανάµεσα στις 

σχέσεις των αρµονικών κάθε νότας. Και για τις δύο νότες η αρµονική που ξεκινά 

πρώτη την εξέλιξή της είναι η πρώτη. Για τη φυσική νότα ακολουθεί η δεύτερη 

αρµονική µε µικρή χρονική διαφορά από την πρώτη και ακολούθως οι υπόλοιπες. Στη 

συνθετηµένη νότα η δεύτερη, τρίτη, και τέταρτη αρµονική ξεκινούν ταυτόχρονα την 

εξέλιξή τους, µετά βέβαια από την αρχή της εξέλιξης της πρώτης αρµονικής και 

τελευταίες εξελίσσονται η πέµπτη και έκτη αρµονική. Το πλάτος της πρώτης 

αρµονικής του φυσικού ήχου είναι αρχικά µεγαλύτερο από τα υπόλοιπα πλάτη, αλλά 

µετά τη χρονική στιγµή sec02.0=t , η δεύτερη αρµονική είναι αυτή µε το 

µεγαλύτερο πλάτος περιβάλλουσας. Επίσης το πλάτος της πρώτης αρµονικής του 

φυσικού σήµατος εναλλάσσεται µε τα πλάτη της τέταρτης και της πέµπτης 

αρµονικής. Για τις αρµονικές της συνθετηµένης νότας, η πρώτη αρµονική είναι αυτή 

µε το µεγαλύτερο πλάτος το οποίο διατηρείται για όλη τη χρονική διάρκεια που 

µελετάται στο σχήµα 5.3.4. Ο τρόπος που η πρώτη, δεύτερη, πέµπτη και έκτη 

αρµονική του φυσικού σήµατος µεταβαίνουν από τα σηµεία που η περιβάλλουσα έχει 

κοντινές στο µηδέν τιµές (αρχή της χρονικής εξέλιξης του σήµατος) σε αυτά µε 

µεγαλύτερες τιµές πλάτους είναι ο ίδιος για όλες. Αυτό εξάγεται από την κλίση του 

γραφήµατος της περιβάλλουσας για κάθε αρµονική για τη χρονική περίοδο που 

αναφέραµε. Η αντίστοιχη µετάβαση των τιµών της περιβάλλουσας της τρίτης και της 

τέταρτης αρµονικής γίνεται σε µεγαλύτερο χρονικό διάστηµα (µικρότερη κλίση του 

γραφήµατος της περιβάλλουσας). Μία ακόµη διαφορά στον τρόπο εξέλιξης των 

αρµονικών του φυσικού σήµατος παρατηρούµε ανάµεσα στην τέταρτη και τις 

υπόλοιπες αρµονικές. Η τέταρτη αρµονική αρχίζει να εξελίσσεται οµαλά, στη 

συνέχεια πιο απότοµα και καταλήγει πάλι σε οµαλό τρόπο εξέλιξης. Οι υπόλοιπες 
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αρµονικές ξεκινούν απότοµα την εξέλιξή τους και καταλήγουν σε οµαλή εξέλιξη, 

δηλαδή έχουν δύο στάδια εξέλιξης εν αντιθέσει µε την τέταρτη που έχει τρία στάδια 

εξέλιξης. Επίσης η τέταρτη αρµονική είναι αυτή που έχει µικρότερες τιµές πλάτους 

περιβάλλουσας αρχικά, αλλά µετά τη χρονική στιγµή sec02.0=t , οι µικρότερες 

τιµές πλάτους αντιστοιχούν στην έκτη αρµονική.  

Στο συνθετηµένο σήµα η αρµονική µε την πιο απότοµη µετάβαση σε 

µεγαλύτερες τιµές πλάτους είναι η τέταρτη. Για το χρονικό διάστηµα 

sec04.0035.0 << t  η δεύτερη και η τρίτη αρµονική έχουν το ίδιο πλάτος 

περιβάλλουσας, το οποίο είναι µεγαλύτερο από αυτό των υπόλοιπων αρµονικών. 

Μετά την πάροδο αυτού του διαστήµατος η τρίτη αρµονική αποκτά τις µεγαλύτερες 

τιµές πλάτους περιβάλλουσας. Στην αντίπερα όχθη, το µικρότερο πλάτος για την 

αρχή της εξέλιξης της νότας διαθέτει η έκτη αρµονική, αλλά µετά το χρονικό σηµείο 

sec044.0=t  το µικρότερο πλάτος περιβάλλουσας αντιστοιχεί στην πέµπτη 

αρµονική. Τέλος, υπάρχει ένα φαινόµενο στην εξέλιξη των αρµονικών του 

συνθετηµένου σήµατος που δεν παρατηρείται στο φυσικό σήµα. Στο χρονικό 

διάστηµα sec05.0045.0 << t , οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών του 

συνθετηµένου σήµατος παρουσιάζουν µέγιστα τα οποία δεν απέχουν, χρονικά, 

µακριά µεταξύ τους. 

 Οι κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν για την παραπάνω ανάλυση 

καθώς και τα αρχικά αρχεία ήχου (wav) βρίσκονται στο φάκελο saxophone του 

συνοδευτικού cd της πτυχιακής εργασίας. 

 

5.4 Μελέτη τροµπέτας  

 

 Αφήνοντας τους ήχους ξύλινων πνευστών οργάνων θα µελετήσουµε  πνευστά 

όργανα που ανήκουν στην κατηγορία των χάλκινων. Ένα τέτοιο όργανο είναι η 

τροµπέτα. Όπως και στις δύο προηγούµενες ενότητες, θα εξετάσουµε ένα φυσικό ήχο 

τροµπέτας που βρήκαµε στο διαδίκτυο [1] κι έναν ήχο που δηµιουργήθηκε µε τη 

βοήθεια ενός συνθετητή. Οι ήχοι που θα µελετήσουµε αντιστοιχούν στη νότα C4. Στο 

σχήµα 5.4.1 παρατίθενται οι νότες των δύο οργάνων και στο σχήµα 5.4.2 οι 

αρµονικές κάθε νότας, όπως προέκυψαν µετά από φασµατική ανάλυση του κάθε 

αρχικού σήµατος. 
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Σχήµα 5.4.1: Η φυσική νότα C4 (αριστερά) και η συνθετηµένη νότα (δεξιά) της τροµπέτας  

 

Σχήµα 5.4.2: Οι αρµονικές της φυσικής (αριστερά) και της συνθετηµένης (δεξιά) νότας C4 

τροµπέτας. 

 

Από µία αρχική παρατήρηση των γραφηµάτων του σχήµατος 5.4.2 προκύπτει 

ότι όπως και στην περίπτωση των ήχων σαξοφώνου, οι οποίοι αναλύθηκαν στην 

προηγούµενη ενότητα, η συνθετηµένη νότα περιέχει περισσότερες αρµονικές από τη 

φυσική νότα για το ίδιο εύρος συχνοτήτων. Μία ακόµη διαφορά ανάµεσα στα δύο 

εξεταζόµενα σήµατα είναι ότι στο φυσικό, η µεγαλύτερη σε πλάτος αρµονική είναι η 

τέταρτη, ενώ στο συνθετηµένο σήµα η πέµπτη. Επίσης για τη συνθετηµένη νότα οι 

αρµονικές πριν την πέµπτη έχουν πλάτος το οποίο αυξάνεται καθώς αυξάνεται και η 

τάξη των αρµονικών και αυτές µετά την πέµπτη πλάτος του οποίου η τιµή µειώνεται 

καθώς αυξάνεται η τάξη των αρµονικών. Οι αρµονικές της φυσικής νότας που είναι 

µεγαλύτερης της τέταρτης τάξης έχουν πλάτος το οποίο δε µειώνεται όσο αυξάνεται 

τη τάξη των αρµονικών. 

 Στο σχήµα 5.4.3 παρατίθενται οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών 

για κάθε νότα και στο σχήµα 5.4.4 τα αρχικά τµήµατα της εξέλιξης των αρµονικών 

αυτών. 
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Σχήµα 5.4.3: Οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών της φυσικής (αριστερά) και της 

συνθετηµένης νότας (δεξιά) τροµπέτας. 
 

 

 

Σχήµα 5.4.4: Τα αρχικά στάδια της χρονικής εξέλιξης των έξι πρώτων αρµονικών της 

φυσικής νότας (αριστερά) και της συνθετηµένης νότας (δεξιά) τροµπέτας. 

 

Οι περιβάλλουσες και των δύο ήχων έχουν κυµατώσεις µε αυτές του φυσικού 

σήµατος να είναι πιο έντονες. Ακόµα στην περίπτωση του συνθετηµένου σήµατος 

είναι έντονο το φαινόµενο όπου οι τιµές της περιβάλλουσας κάποιας αρµονικής 

συµπίπτουν µε αυτές κάποιας άλλης περιβάλλουσας, ενώ σε αυτή του φυσικού 

σήµατος οι επικαλύψεις τιµών περιβάλλουσας µεταξύ αρµονικών δεν είναι τόσο 

συχνές. 

Από την παρατήρηση του σχήµατος 5.4.4 µπορούµε να αποφανθούµε ότι οι 

περιβάλλουσες του τεχνητού σήµατος παρουσιάζουν κυµατώσεις που εµφανίζονται 

µε κάποια περιοδικότητα. Από την παρατήρηση επίσης του ίδιου γραφήµατος και 

ιδιαίτερα του τµήµατος που αντιστοιχεί στο χρονικό διάστηµα sec015.001.0 ≤≤ t  

µπορούµε να πούµε ότι η χρονική εξέλιξη των έξι πρώτων αρµονικών είναι σχεδόν 

πανοµοιότυπη για όλες και µάλιστα έχει κοινό σηµείο αφετηρίας και για τις έξι. 

Αντίθετα, για τη φυσική νότα, η πρώτη αρµονική είναι αυτή που αρχίζει να 
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εξελίσσεται πιο πριν από τις υπόλοιπες. Ακολουθούν η τρίτη και η τέταρτη αρµονική 

σε σειρά εξέλιξης και µάλιστα ταυτόχρονη. Στη συνέχεια εξελίσσονται η πέµπτη, η 

δεύτερη και τελευταία η έκτη αρµονική. Μάλιστα η έκτη αρµονική είναι αυτή της 

οποίας η περιβάλλουσα παρουσιάζει τις µεγαλύτερες αποκλίσεις στις τιµές πλάτους 

από τις υπόλοιπες. Οι τιµές του πλάτους περιβάλλουσας της ίδιας αρµονικής καθώς 

και της τέταρτης είναι οι µεγαλύτερες συγκριτικά µε τις τιµές των άλλων τεσσάρων 

αρµονικών. Όπως ακόµα φαίνεται υπάρχει εναλλαγή των µέγιστων πλατών ανάµεσα 

στην έκτη και την τέταρτη αρµονική. Τις µικρότερες τιµές πλάτους παρουσιάζει η 

πρώτη αρµονική, πράγµα που συµβαίνει και για το συνθετηµένο σήµα. Η αύξηση των 

τιµών της περιβάλλουσας στα πρώιµα στάδια της χρονικής εξέλιξης των έξι πρώτων 

αρµονικών του φυσικού σήµατος είναι ίδια για όλες τις αρµονικές εξαιρουµένης της 

δεύτερης, της οποίας το πλάτος αυξάνεται µε µικρότερο ρυθµό. 

Για τη συνθετηµένη νότα οι παρατηρήσεις είναι οι ακόλουθες. Το µεγαλύτερο 

πλάτος παρουσιάζει η περιβάλλουσα της τέταρτης αρµονικής και το µικρότερο αυτή 

της πρώτης αρµονικής. Όπως προέκυψε και από το σχήµα 5.4.3 έχουµε 

περιβάλλουσας των οποίων τα πλάτη έχουν κοντινές τιµές. Αυτές είναι οι πρώτη µε 

τη δεύτερη και η τρίτη µε την πέµπτη κα τη έκτη. Αυτό που πρέπει να προσεχθεί 

ιδιαίτερα είναι ότι οι έξι πρώτες αρµονικές της συνθετηµένης νότας τροµπέτας µετά 

τη χρονική στιγµή sec035.0=t  παρουσιάζουν µέγιστα και ελάχιστα που συµπίπτουν 

χρονικά µεταξύ τους ή σε αντίθετη περίπτωση δεν απέχουν χρονικά πολύ µεταξύ 

τους.     

 Οι κώδικες του MATLAB που αντιστοιχούν στην ανάλυση της παρούσας 

ενότητας παρατίθενται στο φάκελο trumpet του cd που συνοδεύει την πτυχιακή 

εργασία. 

 

5.5 Μελέτη φλάουτου  

 

 Συνεχίζοντας τη µελέτη των χάλκινων πνευστών θα µελετήσουµε τον ήχο της 

νότας C4 ενός φλάουτου. Η διαφορά αυτού οργάνου µε την τροµπέτα είναι ότι κατά 

την παραγωγή του ήχου ο οργανοπαίχτης δεν ακουµπά τα χείλη του σε κάποιο 

επιστόµιο, αλλά τα χείλη του είναι αυτά που δηµιουργούν ένα εικονικό επιστόµιο. 

Στο σχήµα 5.5.1 παρατίθεται η νότα C4 που θα εξετάσουµε και στο σχήµα 5.5.2 οι 

αρµονικές της ίδιας νότας, όπως αυτό προκύπτει από την εφαρµογή FFT στο σήµα 
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του σχήµατος 5.5.1. Το αρχικό σήµα της νότας βρέθηκε µετά από αναζήτηση στο 

διαδίκτυο. Οι κώδικες που πραγµατοποιήθηκαν για την προαναφερθείσα επεξεργασία 

της νότας του φλάουτου βρίσκονται στο φάκελο flute του συνοδευτικού cd της 

πτυχιακής εργασίας. 

 

Σχήµα 5.5.1: Το σήµα της νότας C4 του                          Σχήµα 5.5.2: Οι αρµονικές του                                             

φλάουτου.                                                                         σήµατος που φαίνεται στο σχήµα                                         

                                                                                          5.5.1. 

 

Από το σχήµα 5.5.1 προκύπτει ότι το αρχικό σήµα περιέχει την πληροφορία του 

vibrato ενώ από το σχήµα 5.5.2 προκύπτει, όπως αναµενόταν από τη θεωρία της 

φυσικής ακουστικής των µουσικών οργάνων, ότι η δεύτερη αρµονική είναι 

µεγαλύτερη σε πλάτος ένταση από τις υπόλοιπες. 

Στο σχήµα 5.5.3 φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις της περιβάλλουσας για τις 

έξι πρώτες αρµονικές της νότας C4και στο σχήµα 5.5.4 τα αρχικά τµήµατα της 

χρονικής εξέλιξης κάθε αρµονικής. 

     Σχήµα 5.5.3: Οι περιβάλλουσες των έξι                    Σχήµα 5.5.4: Η αρχή της χρονικής  
      πρώτων αρµονικών της νότας C4 του                       εξέλιξης για τις έξι πρώτες  

     φλάουτου                                                                    αρµονικές της νότας C4 
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Στο σχήµα 5.5.3 είναι φανερό το vibrato στον ήχο της νότας που εξετάζουµε. 

Αυτό έχει ως συνέπεια να υπάρχουν κυµατώσεις στις τιµές του πλάτους για κάθε 

περιβάλλουσα. Το εύρος των κυµατώσεων αυτών είναι διαφορετικό για κάθε 

αρµονική. Για παράδειγµα, η πρώτη αρµονική παρουσιάζει µικρότερες κυµατώσεις 

στο πλάτος της από τη δεύτερη αρµονική. Όπως ήταν αναµενόµενο η δεύτερη 

αρµονική διαθέτει τις µεγαλύτερες τιµές πλάτους από τις υπόλοιπες, ενώ η έκτη 

αρµονική είναι αυτή µε τις µικρότερες τιµές πλάτους. Για όλες τις αρµονικές, πλην 

της πρώτης, παρατηρούµε ότι τα µέγιστα και τα ελάχιστα των πλατών τους 

λαµβάνονται σε ίδιες χρονικές στιγµές. Για τη χρονική διάρκεια sec10 t<  οι πέντε 

υψηλότερες από τις εξεταζόµενες αρµονικές έχουν τιµές πλάτους κοντινές µεταξύ 

τους, ενώ µετά την πάροδο του παραπάνω χρονικού διαστήµατος τα πλάτη τους 

αρχίζουν να διαχωρίζονται αφού καθένα λαµβάνει διαφορετικές τιµές. 

Από το σχήµα 5.5.4 προκύπτει ότι η πρώτη αρµονική ξεκινά να εξελίσσεται 

ταυτόχρονα µε τη δεύτερη αρµονική. Μέχρι το χρονικό σηµείο sec02.0=t  ο τρόπος 

της εξέλιξης της πρώτης αρµονικής έχει τα πιο απότοµα χαρακτηριστικά συγκριτικά 

µε τους τρόπους εξέλιξης των άλλων αρµονικών, αλλά µετά από αυτό το σηµείο τα 

πιο απότοµα χαρακτηριστικά παρουσιάζει η δεύτερη αρµονική. 

Η τρίτη αρµονική είναι τρίτη σε σειρά χρονικής εξέλιξης και την ακολουθούν οι 

τρεις υψηλότερες αρµονικές, οι οποίες έχουν κοινό χρονικό σηµείο έναρξης της 

χρονικής τους εξέλιξης. Επίσης η τρίτη και η πέµπτη αρµονική έχουν πιο απότοµη 

µετάβαση στις τιµές του πλάτους τους σχετικά µε αυτή της τέταρτης και έκτης 

αρµονικής. Τέλος, µέχρι το χρονικό σηµείο sec075.0=t , οι τρεις υψηλότερες 

αρµονικές έχουν κοινές τιµές πλάτους οι οποίες µετά από αυτό το χρονικό σηµείο 

αρχίζουν να διαφοροποιούνται.    

 

5.6 Μελέτη φλογέρας alto και φλογέρας soprano 

 

 Σε αυτή την ενότητα θα µελετήσουµε ήχους φλογέρας, οι οποίοι προέρχονται 

από µία φλογέρα soprano και σε µία alto. Οι δύο ήχοι αντιστοιχούν στη νότα C5 και η 

ηχογράφησής του έγινε στο studio του τµήµατος Μουσικής Τεχνολογίας και 

Ακουστικής.  

Στο σχήµα 5.6.1 παρατίθεται οι νότες που θα µελετήσουµε και στο σχήµα 

5.6.2 οι αρµονικές κάθε νότας όπως λαµβάνονται µετά από την εφαρµογή FFT στους 
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αρχικούς ήχους. Οι κώδικες που πραγµατοποιήθηκαν για την προαναφερθείσα 

ανάλυση του ήχου φλάουτου βρίσκονται στο φάκελο pipe του συνοδευτικού cd της 

πτυχιακής εργασίας. Για κάθε σήµα φλογέρας επιλέχθηκαν για µελέτη οι αρµονικές 

που έχουν αρκετά µεγάλο πλάτος. Στην περίπτωση της alto φλογέρας θα εξεταστούν 

οι τέσσερις πρώτοι αρµονικοί όπως και στην περίπτωση της soprano φλογέρας. 

 

 

       Σχήµα 5.6.1: Η νότα C5 της φλογέρας alto (αριστερά) και της φλογέρας soprano (δεξιά). 

 

 

Σχήµα 5.6.2: Οι αρµονικοί της νότας C5 της φλογέρας alto (αριστερά) και της φλογέρας 

soprano (δεξιά). 

 

Και στις δύο νότες της φλογέρας η πρώτη αρµονική έχει το µεγαλύτερο πλάτος 

από τις υπόλοιπες. Στην περίπτωση της φλογέρας soprano η τρίτη αρµονική έχει 

µεγαλύτερο πλάτος από τη δεύτερη κάτι που δε συµβαίνει στη φλογέρα alto όπου η 

τέταρτη αρµονική έχει µεγαλύτερο πλάτος από την τρίτη. Και για τις δύο φλογέρες η 

πρώτη αρµονική έχει πλάτος κατά πολύ µεγαλύτερο από τις υπόλοιπες. 

Στο σχήµα 5.6.3 φαίνονται οι περιβάλλουσες των τεσσάρων πρώτων αρµονικών 

για κάθε νότα φλογέρας και στο σχήµα 5.6.4 εστιάζουµε στα αρχικά στάδια των 

περιβάλλουσων του σχήµατος 5.4.3. 
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Σχήµα 5.4.3: Οι περιβάλλουσες των τεσσάρων πρώτων αρµονικών της νότας C5 της 

φλογέρας alto (αριστερά) και της φλογέρας soprano (δεξιά). 

 

 

Σχήµα 5.6.4: Τα αρχικά στάδια εξέλιξης των γραφικών παραστάσεων του σχήµατος 5.6.3. 

 

Από τα σχήµατα 5.6.3 και 5.6.4 παρατηρούµε ότι η πρώτη αρµονική και για τις 

δύο νότες φλογέρας έχει µεγαλύτερο πλάτος από τις υπόλοιπες. Στην περίπτωση της 

φλογέρας alto η πρώτη αρµονική λαµβάνει τη µέγιστη τιµή πλάτους µετά από την 

πάροδο µεγαλύτερου χρονικού διαστήµατος σε σχέση µε την πρώτη αρµονική της 

φλογέρας soprano. Εκτός από αυτή τη διαφορά, η πρώτη αρµονική της φλογέρας alto 

διατηρεί τη µέγιστη τιµή πλάτους για µικρή χρονική διάρκεια τη στιγµή που η 

αντίστοιχη αρµονική της φλογέρας soprano διατηρεί τη µέγιστη τιµή πλάτους για 

µεγαλύτερο χρονικό διάστηµα.  

Από την παρατήρηση του σχήµατος 5.6.4 µπορούµε να αποφανθούµε ότι στην 

περίπτωση και των δύο οργάνων οι τρεις υψηλότερες αρµονικές αρχίζουν να 

εξελίσσονται την ίδια χρονική στιγµή. Για τη φλογέρα alto η δεύτερη αρµονική έχει 

τις µεγαλύτερες τιµές πλάτους µετά την πρώτη. ∆ιακρίνουµε και την εναλλαγή των 

τιµών πλάτους για την τρίτη και την τέταρτη αρµονική. Μέχρι το σηµείο όπου είναι 
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sec08.0<t , οι τιµές του πλάτους της τέταρτης είναι µεγαλύτερες από τις τιµές του 

πλάτους της τρίτης, για τη χρονική διάρκεια sec09.008.0 t<  τα πλάτη των δύο 

αυτών αρµονικών έχουν την ίδια τιµή και µετά την πάροδο αυτής της διάρκειας η 

τρίτη αρµονική παρουσιάζει πλάτος µεγαλύτερο της τέταρτης αρµονικής. Από 

αντίστοιχη σύγκριση των πλατών των τριών υψηλότερων αρµονικών της φλογέρας 

soprano προκύπτει ότι το µεγαλύτερο πλάτος µέχρι το χρονικό σηµείο sec05.0=t  

είναι αυτό της δεύτερης αρµονικής, µετά από αυτό το σηµείο το µέγιστο πλάτος 

αντιστοιχεί στην τρίτη αρµονική. Για όλη τη διάρκεια της νότας η τέταρτη αρµονική 

έχει το µικρότερο πλάτος από όλες τις υπόλοιπες. Τέλος, στην περίπτωση της 

φλογέρας soprano, η αρχική εξέλιξη της δεύτερης και της τρίτης αρµονικής έχει 

παρόµοια χαρακτηριστικά, ενώ σε αυτή της φλογέρας alto οι τρεις υψηλότερες 

αρµονικές παρουσιάζουν ίδια χαρακτηριστικά µεταβολής στην εξέλιξη των πλατών 

τους. 

 

5.7 Μελέτη βιολιού 

 

 Επεκτείνοντας την έρευνα σχετικά µε τους ήχους µουσικών οργάνων θα 

µελετήσουµε τον ήχο έγχορδων µουσικών οργάνων ξεκινώντας µε τον ήχο βιολιού. 

Αρχικά πρέπει να σηµειώσουµε ότι το βιολί είναι τοξωτό έγχορδο όργανο, δηλαδή η 

παραγωγή του ήχου γίνεται µε τη διέγερση των χορδών από δοξάρι. Θα µελετήσουµε  

δύο νότες, τη G4 και τη G6, οι οποίες πάρθηκαν από σελίδα του διαδικτύου [1]. Οι 

κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήσαµε βρίσκονται στο φάκελο violin στο cd 

που παρατίθεται µαζί µε την πτυχιακή εργασία. Στο σχήµα 5.7.1 φαίνονται οι νότες 

που θα µελετήσουµε και στο σχήµα 5.7.2 οι αρµονικές που αποτελούν τις παραπάνω 

νότες, οι οποίες προκύπτουν από την εφαρµογή FFT στα σήµατα του σχήµατος 5.7.1. 

Στο σχήµα 5.7.2 βλέπουµε ότι οι αρµονικές της νότας G4, πλην των δύο 

πρώτων, παρουσιάζουν επιµέρους µέγιστα πράγµα που συµβαίνει για τις αρµονικές, 

πλην της πρώτης, της νότας G6. Επίσης παρατηρούµε ότι οι αρµονικές της νότας G4 

απέχουν µεταξύ τους λιγότερες συχνότητες από ότι απέχουν οι αρµονικές της νότας 

G6. 
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                    Σχήµα 5.7.1: Η νότα G4 (αριστερά) και η νότα G6 (δεξιά) του βιολιού.                   

 

 

      Σχήµα 5.7.2: Οι αρµονικές της νότας G4 (αριστερά) και της νότας G6 (δεξιά) του βιολιού. 

 

Ακολουθούν τα σχήµατα 5.7.3 και 5.7.4 όπου παραθέτουµε τις περιβάλλουσες 

των έξι πρώτων αρµονικών για τη νότα G4 και των τριών πρώτων αρµονικών για τη 

νότα G6 καθώς και τα αρχικά στάδια της χρονικής εξέλιξης των προαναφερθέντων 

αρµονικών αντίστοιχα. 

 

Σχήµα 5.7.3: Οι περιβάλλουσας των έξι πρώτων αρµονικών της νότας G4 (αριστερά) και των 

τριών πρώτων αρµονικών της νότας G6 (δεξιά) του βιολιού. 
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Σχήµα 5.7.4: Τα αρχικά στάδια της εξέλιξης των γραφικών παραστάσεων του σχήµατος 

5.7.3. 

 

Οι αρµονικές της νότας G4, εκτός της τρίτης έχουν πλάτη των οποίων οι τιµές 

συµπίπτουν µεταξύ τους, όπως γίνεται και µε τα πλάτη των δύο πρώτων αρµονικών 

της νότας G6. Μια κοινή παρατήρηση όσον αφορά τα πλάτη των αρµονικών είναι ότι 

και για τις δύο νότες η τρίτη αρµονική είναι αυτή µε τις µικρότερες τιµές πλάτους. 

Συγκρίνοντας συνολικά τα πλάτη όλων των αρµονικών και για τις δύο νότες 

συµπεραίνουµε ότι η πρώτη αρµονική και στις δύο περιπτώσεις είναι αυτή µε τη 

µεγαλύτερη τιµή πλάτους. Για την περίπτωση της νότας G4, ενώ σχεδόν σε όλη την 

αρχή της εξέλιξης των έξι πρώτων αρµονικών, έχουµε πλάτη µε µικρές διαφορές στις 

τιµές τους, τη χρονική στιγµή sec7.0=t , η πρώτη αρµονική λαµβάνει τιµή πλάτους 

κατά πολύ µεγαλύτερη από τις τιµές των υπόλοιπων αρµονικών. 

Συγκρίνοντας την εξέλιξη των αρµονικών της νότας G4, βλέπουµε ότι αρχικά 

εξελίσσεται η πρώτη αρµονική και µετά από ένα σύντοµο χρονικό διάστηµα ξεκινούν 

την εξέλιξή τους ταυτόχρονα οι άλλες πέντε αρµονικές. Βέβαια δεν παρατηρείται 

ίδιος τρόπος στη µεταπήδηση του πλάτους των αρµονικών από τις αρχικές κοντά στο 

µηδέν τιµές σε αυτές µε µεγαλύτερη τιµή. Την πιο απότοµη µετάβαση παρουσιάζει η 

πέµπτη αρµονική, την πιο οµαλή µετάβαση η τρίτη αρµονική, ενώ η πρώτη, δεύτερη, 

τέταρτη και έκτη αρµονική µεταβαίνουν σε µεγαλύτερες τιµές πλάτους µε 

πανοµοιότυπο τρόπο. 

Για τη νότα G6 µπορούµε να πούµε ότι πρώτη εξελίσσεται η πρώτη αρµονική 

και µετά την πάροδο χρόνου ίσου µε sec01.0 , οι δύο άλλες σχεδόν ταυτόχρονα. 

Επίσης την πιο απότοµη µεταβολή στις αρχικές τιµές πλάτους έχει η πρώτη αρµονική, 

ακολουθεί η δεύτερη και τελευταία η τρίτη.    
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 5.8 Μελέτη πιάνου 

 

 Συνεχίζοντας τη µελέτη των έγχορδων µουσικών οργάνων θα εξετάσουµε τον 

ήχο της νότας C4 ενός πιάνου, που βρήκαµε στο διαδίκτυο [1]. Στο σχήµα 5.8.1 

φαίνεται η προαναφερθείσα νότα και στο σχήµα 5.8.2 οι αρµονικοί από τους οποίους 

αποτελείται. Οι κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάλυση του 

ήχου του πιάνου βρίσκονται στο φάκελο piano στο ένθετο cd της πτυχιακής εργασίας.  

       

           Σχήµα 5.8.1: Η νότα C4 του πιάνου                 Σχήµα 5.8.2: Οι αρµονικοί της νότας  

                                                                                     του σχήµατος 5.8.2. 

 

 

Στο σχήµα 5.8.3 φαίνονται οι περιβάλλουσες των έξι πρώτων αρµονικών της 

νότας C4  του πιάνου και στο σχήµα 5.8.4 τα αρχικά στάδια της χρονικής εξέλιξης 

των ίδιων αρµονικών. 

                  

 

      Σχήµα 5.8.3: Οι εξέλιξη των έξι πρώτων            Σχήµα 5.8.4: Τα αρχικά στάδια εξέλιξης  

      αρµονικών της νότας C4 του πιάνου.                  των αρµονικών του σχήµατος 5.8.3. 
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Από τις γραφικές παραστάσεις του σχήµατος 5.8.3 παρατηρούµε ότι κάθε 

αρµονική λαµβάνει τη µέγιστη τιµή πλάτους της στην αρχή της νότας. Αυτό 

οφείλεται στον τρόπο µε τον οποίο παράγεται ο ήχος του πιάνου, δηλαδή στο 

κτύπηµα των χορδών µε σφυράκι. Επίσης από την παρατήρηση των σχηµάτων 5.8.3 

και 5.8.4 προκύπτει ότι η µέγιστη τιµή πλάτους αντιστοιχεί στο δεύτερο αρµονικό. Οι 

αρµονικές που εξετάζουµε µπορούν να ταξινοµηθούν σε δύο οµάδες ανάλογα µε τις 

τιµές των πλατών τους. Η πρώτη οµάδα περιλαµβάνει τις δύο πρώτες αρµονικές και η 

δεύτερη τις τέσσερις άλλες. Όλες οι αρµονικές έχουν κοινό χρονικό σηµείο από το 

οποίο αρχίζουν να εξελίσσονται µε διαφορετικό τρόπο όµως η καθεµιά όπως 

προκύπτει από την παρατήρηση του σχήµατος 5.8.4. Η πιο απότοµη εξέλιξη 

αντιστοιχεί στην πρώτη αρµονική και ακολούθως στη δεύτερη. Η τέταρτη και η 

πέµπτη αρµονική έχουν πλάτη µε κοντινές τιµές για τη µεγαλύτερη διάρκεια της 

νότας ενώ τα χαµηλότερα πλάτη αντιστοιχούν στην τρίτη και την τέταρτη αρµονική. 

Ακόµα από το σχήµα 5.8.4 µπορούµε να αποφανθούµε ότι οι γραφικές παραστάσεις 

των πλατών της πρώτης και της δεύτερης αρµονικής  περιέχουν κυµατώσεις, ενώ οι 

τέσσερις υψηλότερες αρµονικές έχουν πλάτη των οποίων οι τιµές δεν παρουσιάζουν 

σηµαντικές µεταβολές. Τέλος, όλες οι αρµονικές έχουν πλάτη που µειώνονται µέχρι 

την πλήρη εξασθένηση του ήχου της νότας C4 µε εκθετικό τρόπο και όχι απότοµα 

όπως είδαµε σε περιπτώσεις οργάνων που εξετάσαµε σε προηγούµενες ενότητες. 

 

5.9 Μελέτη νέι 

 

Αφήνοντας τη µελέτη οργάνων γνωστών στο ευρύ κοινό, περνάµε στη µελέτη 

οργάνων που δεν έχουν µελετηθεί από την επιστηµονική κοινότητα. Σε αυτή την 

ενότητα θα εξετάσουµε τη νότα C4 ενός νέι, το οποίο είναι πνευστό µουσικό όργανο 

του αραβικού πολιτισµού. Η παραγωγή του ήχου στο νέι γίνεται µε παρόµοια τεχνική 

µε αυτή που περιγράψαµε στην ενότητα που µελετήσαµε ήχους φλάουτου. 

Στο σχήµα 5.9.1 φαίνεται η νότα C4 που επιλέχθηκε για µελέτη και στο σχήµα 

5.9.2 οι αρµονικές που αποτελούν την ίδια νότα. 

Από το σχήµα 5.9.2 προκύπτει ότι µόνο η πρώτη και η τρίτη έχουν τιµές 

πλάτους αρκετά µεγάλες.   
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             Σχήµα 5.9.1: Η νότα C4 του νέι .                   Σχήµα 5.9.2: Οι αρµονικές της νότας 

                                                                              C4 του σχήµατος 5.9.1. 

 

Οι κώδικες του MATLAB που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάλυση της νότας 

του νέι βρίσκονται στο φάκελο nei στο ένθετο cd της πτυχιακής εργασίας. 

Στο σχήµα 5.9.3 φαίνεται η χρονική εξέλιξη των πέντε πρώτων αρµονικών της 

νότας C4 του νέι και στο σχήµα 5.9.4 τα αρχικά στάδια της προαναφερθείσας 

εξέλιξης. 

    Σχήµα 5.9.3: Η χρονική εξέλιξη των πέντε              Σχήµα 5.9.4: Τα αρχικά στάδια της  

   πρώτων αρµονικών της νότας C4 του νέι.          της εξέλιξης του σχήµατος 5.9.4. 

 

Όπως µπορεί κανείς να παρατηρήσει, οι τιµές του πλάτους της δεύτερης 

αρµονικής της νότας είναι οι µεγαλύτερες συγκριτικά µε τις αντίστοιχες τιµές των 

άλλων αρµονικών. Η επόµενη κατά σειρά πλάτους αρµονική είναι η τρίτη και 

ακολουθούν η πρώτη, η τέταρτη και η πέµπτη. Οι τιµές των πλατών των τριών 

τελευταίων αρµονικών δε διαφέρουν κατά πολύ µεταξύ τους για όλη τη διάρκεια της 

νότας. Επίσης υπάρχουν κυµατώσεις των πλατών των αρµονικών που µελετάµε, των 

οποίων τα µέγιστα και τα ελάχιστα διαφέρουν από αρµονικό σε αρµονικό. Οι 

µεγαλύτερες κυµατώσεις παρατηρούνται στη γραφική της περιβάλλουσας της τρίτης 

αρµονικής. Μικρότερες µεταβολές πλάτους έχει η δεύτερη και η τέταρτη αρµονική, 
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ενώ οι µεταβολές στα πλάτη της πρώτης και της πέµπτης αρµονικής είναι µικρότερου 

βαθµού. 

Από το σχήµα 5.8.4 παρατηρούµε ότι η δεύτερη αρµονική έχει τιµές πλάτους 

που αρχίζουν να µεταβάλλονται από την αρχή της νότας, ενώ οι υπόλοιπες αρµονικές 

ξεκινάνε την αντίστοιχη εξέλιξη µετά το σηµείο όπου είναι sec02.0=t . Η αύξηση 

του πλάτους για τη δεύτερη αρµονική γίνεται πιο απότοµα από τις άλλες αρµονικές, 

ακολουθεί η τρίτη αρµονική, ενώ οι τρεις υπόλοιπες αρµονικές έχουν οµαλή 

µεταβολή πλάτους. Τέλος, για τη χρονική διάρκεια sec2.008.0 << t  κάθε αρµονική 

έχει τιµές πλάτους που δεν συµπίπτουν µε τις τιµές του πλάτους κάποιας άλλης 

αρµονικής.  

 

5.10 Προτάσεις για περαιτέρω έρευνα στο αντικείµενο 

 

Όπως γίνεται εύκολα αντιληπτό η έρευνα στην οποία στηρίχτηκε η παρούσα 

πτυχιακή εργασία µπορεί να διευρυνθεί και να αποτελέσει το έναυσµα για παρόµοιες  

µελέτες. Τέτοιου είδους µελέτες µπορούν να περικλείουν την εξέταση κι άλλων 

µουσικών οργάνων τα οποία να παρουσιάζουν ιδιάζοντα χαρακτηριστικά όσον αφορά 

τον ήχο που παράγουν. Επίσης στηριζόµενος κάποιος στα αποτελέσµατα που 

αφορούν στις αρµονικές των ήχων που µελετήθηκαν παραπάνω µπορεί να προβεί 

στην υποβολή ψυχοακουστικών tests σε ακροατές. Σκοπός αυτών των tests θα είναι η 

σύγκριση της επίδρασης του χρόνου ανόδου των συνιστωσών της αρχής και του 

τέλους ήχων, είτε φυσικών είτε συνθετηµένων, στην αντίληψή τους από τον ακροατή. 

Ακόµα µία µελέτη που µπορεί να πραγµατοποιηθεί είναι να ακολουθηθεί η ίδια 

διαδικασία µε αυτή της πτυχιακής εργασίας στηριζόµενη όµως στη θεωρία των 

κυµατιδίων και εν συνεχεία να γίνει σύγκριση των αποτελεσµάτων που θα 

προκύψουν µε αυτά της πτυχιακής. Μία άλλη συναφή µελέτη µπορεί να αποτελέσει η 

διεύρυνση άλλων τεχνικών που ενδεχοµένως αποδειχτούν εφαρµόσιµες όσον αφορά 

στην εύρεση των µεταβατικών σταδίων των αρµονικών στην αρχή, στο τέλος και στη 

µετάβαση από τη µία νότα στην άλλη. Επεκτείνοντας την εφαρµογή αυτού του είδους 

των τεχνικών µπορεί κανείς να µελετήσει το vibrato ήχων από µουσικά όργανα και 

από φωνή. Τέλος, µία πιο εξεζητηµένη εφαρµογή είναι δυνατό να αποτελέσει η 

χρήση των προαναφερθέντων τεχνικών για την αναγνώριση των µεταβάσεων ήχων 

κρουστών µουσικών οργάνων µε σκοπό την εύρεση του ρυθµού.     
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Παράρτηµα Α: Βιογραφία του David Hilbert 
 
 
 

                
 

    David Hilbert 

                            23 Ιανουαρίου 1862 – 14 Φεβρουαρίου 1943 

 

Ο David Hilbert αποφοίτησε από το γυµνάσιο της γενέτειρας πόλης του, το 

Konigsberg της τότε Πρωσίας και νυν της Ρωσίας και στη συνέχεια φοίτησε στο 

πανεπιστήµιο της ίδιας πόλης όπου και απέκτησε το διδακτορικό του δίπλωµα, το 

1885. Το 1884 στο ίδιο πανεπιστήµιο διορίστηκε ο καθηγητής ο Hurwitz, ο οποίος 

έπαιξε σηµαντικό ρόλο στη µαθηµατική αναζήτηση του Hilbert. Ο Hilbert ανήκε στο 

διδακτικό προσωπικό του πανεπιστηµίου από το 1886 έως το 1895, κατέχοντας την 

ανώτατη βαθµίδα ως καθηγητής από το 1893.Το 1892 προτάθηκε στο Hilbert θέση 

στο πανεπιστήµιο Gottingen του Βερολίνου και το 1895 έγινε καθηγητής 

µαθηµατικών στο εν λόγω πανεπιστήµιο. 

Η πρώτη γνωστή επιστηµονική έρευνα του Hilbert έγινε το 1888 πάνω στη 

θεωρία της σταθερότητας (invariant theory) αποδεικνύοντας το γνωστό Θεώρηµα της 

Βάσης (Basis Theorem). Με βάση το παραπάνω θεώρηµα έγραψε ένα επιστηµονικό 

άρθρο, αλλά οι καινοτόµες ιδέες του ήταν δύσκολο να γίνουν αποδεκτές. Το 1893 

ξεκίνησε µια εργασία στη πάνω στη θεωρία αλγεβρικών αριθµών. Επίσης η έρευνά 

του στη γεωµετρία τον οδήγησε να προτείνει 21 αξιώµατα και να ανάλυση τη 

σηµαντικότητά τους.  

Το 1899 στο δεύτερο παγκόσµιο συνέδριο Μαθηµατικών που έγινε στο 

Παρίσι έδωσε µια διάλεξη µε τίτλο «Τα προβλήµατα των µαθηµατικών». Ήταν µια 

αναφορά στους µαθηµατικούς του επερχόµενου 20ου αιώνα γεµάτη αισιοδοξία 

νιώθοντας ότι τα τότε υπάρχοντα ανοικτά µαθηµατικά προβλήµατα ήταν ένα σηµάδι 

ζωντάνιας για τους µαθηµατικούς. 
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Τα προβλήµατα του Hilbert περιελάµβαναν την υπόθεση της συνέχειας, το 

σωστό προσδιορισµό των πραγµατικών αριθµών, την υπόθεση του Goldbach, την 

υπέρβαση των δυνάµεων των αλγεβρικών αριθµών και την επέκταση των αρχών του 

Dirichlet. Σήµερα το όνοµα του Hilbert είναι περισσότερο συνδεδεµένο µε την ιδέα 

του χώρου του Hilbert. 

Πολλοί υποστηρίζουν ότι το 1915 ο Hilbert ανακάλυψε τις σωστές χωρικές 

εξισώσεις για τη γενική σχετικότητα πριν τον Einstein, αλλά ποτέ ο ίδιος δε 

διεκδίκησε αυτή την ανακάλυψη. Στην πραγµατικότητα όµως, το άρθρο του Hilbert 

στο αντίστοιχο αντικείµενο δεν περιείχε τις χωρικές εξισώσεις της θεωρίας της 

σχετικότητας, εν αντιθέσει µε αυτό του Einstein που τις περιείχε. 

Ο Hilbert είχε σηµαντική συµβολή σε πολλά πεδία των µαθηµατικών όπως 

στα πεδία των αλγεβρικών αριθµών, στη µαθηµατική ανάλυση, τις εξισώσεις των 

ακέραιων αριθµών, στα µαθηµατικά της φυσικής και στην ανάλυση των µεταβλητών. 

Ανάµεσα στους πολλούς µαθητές του Hilbert είναι και ο Hermann Weyl, ο 

παγκόσµιος πρωταθλητής στο σκάκι Lasker και ο Zermelo. 

Στη µακρόχρονη µαθηµατική του σταδιοδροµία ο Hilbert κέρδισε πολλές 

διακρίσεις. Το 1905 η ουγγρική ακαδηµία επιστηµών έπλεξε ένα ιδιαίτερο εγκώµιο 

για το Hilbert. To 1930 o Hilbert αποσύρθηκε και η πόλη του Konigsberg τον 

ανακήρυξε επίτιµο πολίτη της πόλης. Κατά τη διάρκεια αυτής της τελετής και 

συγκεκριµένα στο τέλος της οµιλίας του είπε πέντε λέξεις µέσα από τις οποίες 

αντικατοπτριζόταν ο ενθουσιασµός του για τα µαθηµατικά καθώς και η αφοσίωση 

όλης του της ζωής στη λύση µαθηµατικών προβληµάτων: 

 

        Πρέπει να ξέρουµε, θα ξέρουµε.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




