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Εισαγωγή 

 

 

Σκοπός αυτής της πτυχιακής εργασίας είναι η εφαρµογή των µη γραµµικών 

δυναµικών συστηµάτων στη σύνθεση πρωτότυπου έργου ηλεκτροακουστικής µουσικής 

και η εφαρµογή εναλλακτικών δοµών στη µουσική φόρµα όπως αυτή των γεωµετρικών 

σχηµάτων. Η εργασία αποτελείται από δύο µέρη, ένα θεωρητικό και ένα πρακτικό και 

συνοδεύεται από το µουσικό έργο TEOG. Στο θεωρητικό µέρος της εργασίας 

παρουσιάζονται σε επτά υποκεφάλαια µια συνοπτική αναφορά στην ιστορία της 

αλγοριθµικής σύνθεσης και τους συνθέτες που ασχολήθηκαν µε αυτή, οι επιστηµονικές 

θεωρίες που σχετίζονται µε το µουσικό έργο καθώς και οι µαθηµατικές έννοιες που 

χρησιµοποιήθηκαν µαζί µε την εκτενή αναλυσή τους. Το θεωρητικό µέρος λειτουργεί ως 

εισαγωγή για τη κατανόηση των εννοιών που συσχετίζονται και χρησιµοποιούνται στη 

σύνθεση του µουσικού έργου.  

 Το πρακτικό µέρος περιλαµβάνει δύο υποκεφάλαια όπου γίνεται µία ανάλυση της 

δοµής του κοµµατιού και παρουσιάζεται η µεθοδολογία σύνθεσης βήµα προς βήµα. 

Επίσης παραθέτονται παραδείγµατα πάνω στη σύνθεση του ήχου και επεξηγηµατικές 

εικόνες των µέσων που χρησιµοποιήθηκαν στην οργάνωση και τη σύνθεση του ηχητικού 

υλικού. 
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Κεφάλαιο 1 - Θεωρητικό Μέρος 
 

Στο κεφάλαιο  αυτό επιχειρείται µία θεωρητική εισαγωγή στις έννοιες και στις 

θεωρίες που σχετίζονται µε τη συγκεκριµένη µουσική σύνθεση. Αναλυτικότερα, στα δύο 

πρώτα υποκεφάλαια αναλύεται η έννοια της αλγοριθµικής σύνθεσης και των διαφόρων 

κλάδων της και γίνεται µία ιστορική αναφορά στους συνθέτες που ασχολήθηκαν µε 

αλγοριθµικές µεθόδους και στα αισθητικά ρεύµατα που εγκαθίδρυσαν. Στο υποκεφάλαιο 

1.3 παρουσιάζονται τα µη γραµµικά δυναµικά συστήµατα και αναλύονται οι 

µαθηµατικές τους ιδιότητες µέσα από παραδείγµατα και στο 1.4 αναλύεται η 

συµπεριφορά της Λογιστικής εξίσωσης διαφορών η οποία χρησιµοποιείται στο πρακτικό 

µέρος της εργασίας. Στη συνέχεια στο υποκεφάλαιο 1.5 γίνεται αναφορά στον αριθµό 

«Φ», τις βασικές του ιδιότητες καθώς και µια σύνοψη της χρήσης του αριθµού σε 

επιστηµονικές και καλλιτεχνικές εφαρµογές. Στο 1.6 αναλύονται οι ιδιότητες της 

λογαριθµικής σπείρας και δίνονται παραδείγµατα που αποδεικνύουν το συσχετισµό της 

µε πολλά φυσικά συστήµατα. Τέλος στο υποκεφάλαιο 1.7 γίνεται µία αναφορά στη 

κοσµολογική θεωρία του Πληθωρισµού και στους λόγους για τους οποίους επικράτησε. 

Η συγκεκριµένη θεωρία αποτελεί κεντρικό θέµα της µουσικής σύνθεσης και ο 

συσχετισµός της µε την υπόλοιπη θεωρία αναλύεται στο επόµενο κεφάλαιο.  

 
1.1 Αλγοριθµική Σύνθεση 
 

Η χρήση ενός συνόλου από κανόνες που υπαγορεύουν τη σύνθεση µουσικής είναι 

σε ένα γενικότερο πλαίσιο αυτό που αποκαλούµε αλγοριθµική σύνθεση. Οι αλγόριθµοι 

στα µαθηµατικά και στις επιστήµες των υπολογιστικών συστηµάτων είναι µία σειρά από 

εκτελέσιµες διαδικασίες οι οποίες δέχονται κάποιες αρχικές συνθήκες και αναλόγως 

εξάγουν συγκεκριµένα αποτελέσµατα. Ειδικότερα στη Πληροφορική ένας αλγόριθµος 

ενδέχεται να είναι µία σειρά από συγκεκριµένα βήµατα ή ένας βρόγχος από βήµατα ή µία 

διαδικασία υπολογισµών βασισµένων στη λογική ή την σύγκριση ή και όλα τα παραπάνω 

µαζί. Στη µουσική δηµιουργία οι αλγόριθµοι έκαναν από πολύ νωρίς την εµφάνισή τους. 

Ακόµη και οι αντιστικές µέθοδοι σύνθεσης στη ∆υτική µουσική µπορούν να λογιστούν 
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ως ένα σύνολο από κανόνες που χρησιµοποιεί ο συνθέτης για να δώσει µορφή και 

εξέλιξη σε ένα έργο. Ωστόσο ο όρος «αλγοριθµική σύνθεση», χρησιµοποιείται κυρίως 

για να περιγράψει αυτοµατοποιηµένες διαδικασίες δηµιουργίας µουσικής, χωρίς τη 

παρέµβαση του συνθέτη, σύµφωνα µε τον Roads (1996, p.830). Ο ρόλος του συνθέτη 

περιορίζεται συνήθως στη λήψη αποφάσεων για την αρχική συνθήκη, αλλά και την ίδια 

τη φύση του µοντέλου που θα χρησιµοποιήσει. Ωστόσο υπάρχουν περιπτώσεις που ο 

συνθέτης αναγκάζεται να κάνει παρεµβάσεις στον αλγόριθµο είτε λόγω προβληµάτων 

των υπολογιστικών µέσων που χρησιµοποιεί, είτε όταν το έργο απευθύνεται σε 

εκτελεστές και πρέπει να προσαρµόσει τα αποτελέσµατα ώστε να µπορούν να παιχτούν 

από τα συµβατικά µουσικά όργανα. Μέχρι σήµερα έχει χρησιµοποιηθεί µία πληθώρα 

τέτοιων µοντέλων που προέρχονται είτε από τις φυσικές επιστήµες και τα µαθηµατικά, 

όπως, για παράδειγµα, γενετικοί αλγόριθµοι που βασίζονται στη διαδικασία της 

µετάλλαξης και της φυσικής επιλογής, είτε από την ανάπτυξη άλλων µεθόδων σύνθεσης 

όπως τα Learning Systems (συστήµατα που µαθαίνουν µέσω µιας εξελικτικής 

διαδικασίας), Grammars και υβριδικά συστήµατα που κάνουν χρήση πολλών 

αλγόριθµων µαζί µε σκοπό ένα πιο ικανοποιητικό αισθητικό αποτέλεσµα. 

Οι σειραϊκές µέθοδοι σύνθεσης που χρησιµοποιήθηκαν µέσα στο έργο του 

A.Schoenberg έδωσαν µία γενική κατεύθυνση που ακολουθήθηκε από µεταγενέστερους 

συνθέτες στην οργάνωση όχι µόνο των τόνων αλλά και άλλων µουσικών παραµέτρων 

όπως η διάρκεια, η ένταση και η χροιά. Ο Anton Webern και στη συνέχεια ο Olivier 

Messian  ακολούθησαν αυτές τις τεχνικές και τις αξιοποίησαν στο µέγιστο βαθµό. 

Σύµφωνα µε τον Ξενάκη (1955, p.54) σχεδόν τα πάντα επιτρέπονταν στο σειραϊκό 

συνθέτη. Όπως αναφέρει ο ίδιος:  «Συνδυασµοί ανήκουστων ήχων, απειροελάχιστες ή 

άπειρες διάρκειες, εντάσεις πάσης φύσεως, απόλυτη συνέχεια ή ασυνέχεια κίνησης». Στη 

συνέχεια του άρθρου του ο Ξενάκης υποστηρίζει ότι όλη αυτή η οργάνωση δηµιούργησε 

µία πολυπλοκότητα που δεν βοηθούσε ούτε το συνθέτη να δηµιουργήσει άλλα ούτε και 

τον ακροατή να παρακολουθήσει. Έτσι συνθέτες σε Ευρώπη και Αµερική άρχισαν να 

υιοθετούν νέες µεθόδους σύνθεσης, εντελώς διαφορετικές από τις γνωστές 

φορµαλιστικές µεθόδους, όπως ο αλεατορισµός. Ο Pierre Boulez, o Karlheinz 

Stockhausen, o John Cage, o Earle Brown και άλλοι συνέθεσαν έργα των οποίων η δοµή 

βασίζονταν στην ελεύθερη βούληση των εκτελεστών ή στη ρίψη ζαριών. Από την άλλη 
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µεριά ο Ιάννης Ξενάκης, στα µέσα της δεκαετίας του ’50, εισήγαγε µαθηµατικούς 

νόµους πιθανοτήτων µε προσδιορισµένες στατιστικές στάθµες, µία µέθοδο που ο ίδιος 

ονόµασε στοχαστική µουσική. Αυτή ίσως να ήταν η πρώτη προσέγγιση της αλγοριθµικής 

σύνθεσης.  

Στο δεύτερο µισό του εικοστού αιώνα ο ∆ιδάκτωρ Χηµείας  Lejaren Hiller 

αποφάσισε να στραφεί προς τη µουσική και ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε 

αλγοριθµικές µεθόδους µε ηλεκτρονικό υπολογιστή στη σύνθεση µουσικής όπως 

υποστηρίζει ο Roads (1996, p.830). Μέσα από διάφορες συνεργασίες µε συνθέτες όπως ο 

Baker και o Cage άνοιξε το δρόµο προς τη χρήση της ψηφιακής τεχνολογίας στη 

µουσική και πολλοί άλλοι ακολούθησαν το παράδειγµά του όπως ο Herbert Brun, John 

Myhill, James Tenney, Pierre Barbaud, G.M. Koening και άλλοι. Ένα µειονέκτηµα που 

χαρακτηρίζει εκείνη την εποχή ήταν το µεγάλο µέγεθος των τότε υπολογιστών όπως ο 

Illiac Computer που χρησιµοποιούσε ο Hiller στο πανεπιστήµιο του Illinois. Το µέγεθος 

των συστηµάτων όµως συνεχώς µειωνόταν και έτσι η χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών 

εξαπλώθηκε και ιδιαίτερα µετά το τέλος της δεκαετίας του ’60 που έγινε δυνατή η 

γραφική αναπαράσταση δεδοµένων και ο πιο άµεσος έλεγχος χάρη στις ριζοσπαστικές 

ιδέες επιστηµόνων όπως του Max Mathews. Οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές λόγω των 

υπολογιστικών τους δυνατοτήτων αποτελούν καταλληλότερα µέσα για τη διαχείριση 

µαθηµατικών µοντέλων στη µεθοδολογία σύνθεσης. Οι καινοτοµίες του Hiller βοήθησαν 

πολύ την εξέλιξη της αλγοριθµικής µουσικής δίνοντας λύσεις στους συνθέτες που 

ενδιαφέρονταν για την εφαρµογή τέτοιων µεθόδων.  

Στη πορεία της εξέλιξης της αλγοριθµικής σύνθεσης, παρατηρήθηκαν δύο 

διαφορετικές προσεγγίσεις. Όπως αναφέρει ο Roads (1996, p.881) η πρώτη προσέγγιση 

σχετίζεται µε ντετερµινιστικές µεθόδους όπου η παραγωγή του ήχου γίνεται µέσω 

συγκεκριµένων αλλά περίπλοκων διαδικασιών χωρίς την ύπαρξη του στοιχείου της 

τύχης. Από την άλλη, οι στοχαστικές προσεγγίσεις εισάγουν την έννοια της πιθανότητας 

στη λήψη αποφάσεων ως προς την έκβαση του έργου. Η πιθανότητα µπορεί να διέπεται 

από µία γενική τάση χωρίς όµως το αποτέλεσµα να µπορεί να προβλεφθεί όπως θα 

µπορούσε σε ένα ντετερµινιστικό σύστηµα, στο οποίο είναι γνωστές οι αρχικές 

συνθήκες. Η επιλογή του συνθέτη για το ποία µέθοδο θα χρησιµοποιήσει έχει να κάνει 

καθαρά µε τις αισθητικές του επιλογές και τη φιλοσοφική του στάση.  
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1.2 Μουσική των Ηχητικών Μαζών 

 

 Στην προσπάθειά του να βρει νέες συνθετικές µεθόδους, διαφορετικές από αυτές 

της σειραϊκής µουσικής στη δεκαετία του 1950, ο Ξενάκης στράφηκε στα µαθηµατικά 

και στην αρχιτεκτονική. Προσπάθησε να εφαρµόσει στη µουσική τους φυσικούς νόµους 

που διέπουν διάφορα φαινόµενα, όπως π.χ. το θρόισµα των φύλλων ενός δέντρου, την 

οχλοβοή µιας διαδήλωσης, το τερέτισµα των τζιτζικιών κ.ά., δηµιουργώντας µια µουσική 

«ηχητικών µαζών». Το πρώτο έργο που σηµατοδοτεί την πρωτοποριακή αυτή 

κατεύθυνση, είναι οι Μεταστάσεις (1954) για 61 όργανα. Το έργο αυτό, µε το οποίο έγινε 

ευρύτερα γνωστός, χρησιµοποιεί µαζικά glissandi, δηµιουργώντας την αίσθηση 

κινούµενων ηχητικών µαζών. Βασίζεται σε µια γραφική παράσταση παραβολοειδών 

υπερβολών που αντιστοιχεί στα glissandi των εγχόρδων µε άξονα “x” τον χρόνο (sec) και 

άξονα “y” τις συχνότητες των φθόγγων (Hz). Ακούγοντας το έργο αυτό δεν 

αντιλαµβάνεται κάποιος συγκεκριµένες µελωδικές γραµµές, αντίθετα ακούει ένα σύνολο 

από κινούµενες ηχητικές επιφάνειες. Η οργάνωση των επιµέρους φωνών των οργάνων 

δεν έχει καµία σχέση µε τις αντιστικτικές διαδικασίες που χρησιµοποιεί η τονική, η 

ατονική ή και δωδεκαφθογγική / σειραϊκή µουσική. Σε παρόµοια ηχητικά αποτελέσµατα 

αυτής της αισθητικής των «ηχητικών µαζών» έφτασαν, µε εντελώς διαφορετική 

αφετηρία και φιλοσοφία, δύο σύγχρονοι συνθέτες του Ξενάκη λίγα χρόνια αργότερα, ο 

Gyorgy Ligeti, µε το έργο του Ατµόσφαιρες (1961), καθώς και ο Krzysztof Penderecki, 

µε το έργο του Θρηνωδία για τα θύµατα της Χιροσίµα (1960). Τα συγκεκριµένα έργα, 

µαζί µε τις Μεταστάσεις του Ξενάκη, που προηγήθηκε χρονολογικά (1954), είναι τα 

πρώτα αυτού του νέου µουσικού ακούσµατος των «ηχητικών µαζών», αποτελώντας 

ταυτόχρονα τα έργα που έκαναν και τους τρεις συγκεκριµένους συνθέτες ευρύτερα 

γνωστούς. Το έργο Πιθοπρακτά που ακολούθησε ήταν η πρώτη απόπειρα του Ξενάκη να 

τυποποιήσει τη συνθετική τεχνική που είχε αρχίσει να εφαρµόζει µε µαθηµατικές 

θεωρίες. Στο έργο αυτό εφάρµοσε νόµους της θερµοδυναµικής που περιγράφουν τη 

συµπεριφορά ενός αερίου κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες (κατανοµή Maxwell-
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Boltzmann), αντιστοιχώντας παραµέτρους της µουσικής µε τη συµπεριφορά των µορίων 

ενός αερίου. 

 Από το έργο του Ξενάκη «Μεταστάσεις» και µέχρι σήµερα έχουν χρησιµοποιηθεί 

από διάφορους συνθέτες µία µεγάλη γκάµα µαθηµατικών αλγορίθµων άλλοτε 

στοχαστικών και άλλοτε   ντετερµινιστικών (βλ. σελ. 7). Μία από αυτές τις τάσεις είναι η 

χρήση αλγόριθµων γεωµετρίας φράκταλ (fractal) και άλλων χαοτικών συστηµάτων που 

βασίζονται στην έρευνα πάνω στα µη γραµµικά δυναµικά συστήµατα.    

 

 

1.3 Μη γραµµικά ∆υναµικά Συστήµατα – Χάος 
 

 Σε αυτή την ενότητα γίνεται µία σύντοµη αναφορά στη έννοια του Χάους και 

µέσα από παραδείγµατα παραθέτονται οι ιδιότητες των συστηµάτων που σχετίζονται µε 

αυτό. Το Χάος είναι ένας από τους κλάδους των σύγχρονων µαθηµατικών και αφορά στη 

κατανόηση της απρόβλεπτης και φαινοµενικά τυχαίας συµπεριφοράς των πιο απλών 

δυναµικών συστηµάτων. Το όνοµα Χάος, δόθηκε από τον φυσικό και µαθηµατικό James 

Yorke. Πριν όµως δοθεί όνοµα σε αυτό το νέο τοµέα των µαθηµατικών ο ερευνητής 

µετεωρολογίας Edward Lorenz, αξιοποιώντας τις µαθηµατικές του γνώσεις και µέσα από 

µία σειρά από έρευνες παρατήρησε µία αδυναµία µακροπρόθεσµης πρόβλεψης του 

καιρού. Αυτή η αδυναµία πρόβλεψης σχετίζεται µε µία σηµαντική ιδιότητα των χαοτικών 

συστηµάτων που έχει να κάνει µε την ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες.  

Ο Stephen Smale στις δικές του έρευνες πάνω σε προβλήµατα τοπολογικού 

µετασχηµατισµού του χώρου (το πέταλο του Σµέιλ) παρατήρησε την ίδια ιδιότητα. Αυτή 

η ιδιότητα κάποιων συστηµάτων να έχουν ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες 

καθώς και η πολυπλοκότητα που παρουσίαζαν σε συνδυασµό µε τη σταθερότητα 

κλίµακας, παρατηρήθηκε όχι µόνο από τους δύο προαναφερθέντες ερευνητές αλλά από 

µία σειρά επιστηµόνων από διάφορους κλάδους, µε διαφορετικές κατευθύνσεις, που 

χωρίς να το ξέρουν δούλευαν τελικά πάνω στο ίδιο πεδίο, που ήταν τα µη γραµµικά 

δυναµικά συστήµατα. Η κατανόηση της πολυπλοκότητας της φύσης από το σχηµατισµό 

των στροβιλισµών, το σχήµα των νεφών και των βουνών µέχρι την εξέλιξη των 

πληθυσµών απαιτούσε την υποψία, από τη µεριά των ερευνητών, ότι αυτή η 
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πολυπλοκότητα δεν ήταν κάτι τυχαίο, κάτι απρόβλεπτο. Αυτή η νέα αντιµετώπιση των 

πραγµάτων οδήγησε στη νέα επιστήµη του Χάους. Σύµφωνα µε τον Gleick (1990, p.161) 

κάθε επιστήµονας που αναγνώριζε το Χάος ή το ανακάλυπτε για πρώτη φορά, ερχόταν 

αντιµέτωπος µε µία αλήθεια που όχι µόνο δεν περιοριζόταν στα όρια της δικής του 

έρευνας αλλά αποτελούσε µία αλήθεια συµπαντική που περιγράφει και διέπει το κόσµο 

µας. Ο Benoit Mandelbrot ανακάλυψε την κλασµατική διάσταση και τη γεωµετρία των 

φράκταλ που χρησιµοποίησε αργότερα σε µία σειρά από έρευνες πάνω σε διάφορους 

τοµείς από την ανθρώπινη φυσιολογία µέχρι τη σεισµολογία. Ο Mitchell Feigenbaum  

αναζητήσε δοµές µε σταθερότητα κλίµακας για να δει µέσα στα χαοτικά συστήµατα µία 

κανονικότητα, ένα σταθερό ρυθµό σύγκλισης των αποτελεσµάτων που τελικά αποτέλεσε 

το υπόβαθρο της θεωρίας της Παγκοσµιότητας (Universality). 

Η παρατήρηση του φυσικού κόσµου  µας οδηγεί σε µία σειρά από ερωτήµατα 

σχετικά µε την έλλειψη προβλεψιµότητας σε δύο καταστάσεις κανονικής συµπεριφοράς 

όταν αυτές ξεπεράσουν ένα «όριο» που σχετίζεται µε την ενέργεια του συστήµατος ή την 

ένταση των µη γραµµικών αλληλεπιδράσεων. Μοντέλα που συναντούµε στη φύση  

µαρτυρούν την υπακοή σε µία αταξία και ακόµη και τα πιο απλά από αυτά µπορούν να 

εµφανίσουν  απρόβλεπτη συµπεριφορά. Το παρακάτω παράδειγµα εξηγεί αυτή τη 

πρόταση και δείχνει πως αυτή η αταξία βασίζεται σε κάποιους κανόνες που σχετίζονται 

µε τις ιδιότητες των µη γραµµικών συστηµάτων.  

Ας πάρουµε δύο απλές εξισώσεις: 

   y = x2 + c     και     x = y. 

Αυτές είναι εξισώσεις που αντιστοιχούν σε µία παραβολή και µία ευθεία γραµµή 

αντίστοιχα. Για ένα x παίρνουµε το τετράγωνό του και προσθέτουµε σε αυτό τον αριθµό 

“c”. Στη συνέχεια το αποτέλεσµα το παίρνουµε ως “x” και επαναλαµβάνουµε την ίδια 

διαδικασία. Αυτή η επαναληπτική διαδικασία µας δίνει µία ακολουθία αριθµών που 

ονοµάζουµε «τροχιά» ενώ το “x” το ονοµάζουµε «σπόρο» (Elert, 2005). 

 Μία µέθοδος προσέγγισης των τροχιακών η οποία σύµφωνα µε τον Gleick 

εφαρµόστηκε πρώτη φορά από τον Feigenbaum είναι η γραφική τους αναπαράσταση µε 

βάσει τους εξής κανόνες: 

 1.Σχεδιάζουµε τις δύο καµπύλες στους ίδιους άξονες και παίρνουµε ένα σηµείο 

στον άξονα  “X” που θα αντιπροσωπεύει τον «σπόρο» µας. 

 10



 2.Σχεδιάζουµε µία κάθετη γραµµή από το σηµείο που επιλέξαµε µέχρι να 

συναντήσουµε την παραβολή 

 3.Από εκεί σχεδιάζουµε µία οριζόντια γραµµή µέχρι να συναντήσουµε την 

διαγώνια ευθεία 

 4.Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2 και 3 ξεκινώντας κάθε φορά από το σηµείο που 

σταµατήσαµε. 

Στα παρακάτω διαγράµµατα φαίνεται η συµπεριφορά κάθε τροχιάς για διάφορες τιµές 

του “c”. 

 

 

 

 

 
1.1 y = x2 + c     και     x = y  (για c=1/4, x=0)1 
 

Αυτό το διάγραµµα µας δείχνει τη συµπεριφορά της τροχιάς για c=1/4 και x=0. 

Παρατηρούµε τη τάση της τροχιάς προς το σηµείο ½. Αυτό το σηµείο λέγεται και σηµείο 

έλξης.    

 

 

 
                                                 
1 http://www.hypertextbook.com/chaos/ [cited 08/02/2007] 
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Σ’αυτό το διάγραµµα  το c= -3/4 και 

παρατηρούµε πως οι τροχιές πλησιάζουν το 

σηµείο έλξης και από τις δύο µεριές. Μετά από 

1000 επαναλήψεις υπάρχει µία τρύπα που 

σηµαίνει πως η τροχιά δεν έχει φτάσει στο 

τελικό της σηµείο. 

 

 

1 ) 

 

.2  y = x2 + c     και     x = y  (για c=-3/4, x=0

 

 

 

 

 

 

Όταν c= -13/16 η τροχιά ταλαντώνεται 

ανάµεσα στις τιµές -3/4 και 1/4 

 

1 ) 
.3 y = x2 + c     και     x = y (για c=-13/16, x=0
 

 
Για c= -1.3 η τροχιά εκτελεί µία ταλάντωση 

ανάµεσα σε τέσσερις τιµές (−1.2996224637, 

0.3890185483, −1.1486645691, και 

0.0194302923.) 

 

 

) 
1.4  y = x2 + c     και     x = y (για c=-1/3, x=0
12



 

 

 

Αυτό το διάγραµµα σχεδιάστηκε µε c= -1.4015 

και αν και φαίνεται παρόµοιο µε το προηγούµενο 

οι επαναλήψεις του δεν δίνουν ποτέ τα ίδια 

αποτελέσµατα. Φαίνεται πως γίνεται µία 

ταλάντωση ανάµεσα σε τέσσερις περιοχές αλλά 

όχι συγκεκριµένα σηµεία. Μικρές αλλαγές στις 

αρχικές συνθήκες (c  ) δίνουν διαφορετικές 

τροχιές. Για παράδειγµα για c= -1.4  1 )
.5  y = x2 + c     και     x = y για (c=-1.4015, x=0

παρατηρείται ταλάντωση ανάµεσα σε 32 τιµές ενώ για -1.4015 όπως είδαµε η περίοδος 

της ταλάντωσης γίνεται άπειρη. 

 

 

 

 

 

Για c= -1.8 η τροχιά καλύπτει κάθε περιοχή 

ανάµεσα στο διάστηµα [-2,2]. Στο διάγραµµα 

φαίνεται µόνο ένα µικρό µέρος από όλες τις 

περιοχές που θα καλύψει τελικά η 

τροχιά.(Χαοτική περιοχή – Chaotic Regime) 

 

 

1 ) 
.6  y = x2 + c     και     x = y  (για c=-1/8, x=0
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Όπως είδαµε λοιπόν στα παραπάνω διαγράµµατα οι αρχικές συνθήκες παίζουν πολύ 

σηµαντικό ρόλο στη συµπεριφορά ενός τέτοιου συστήµατος. Αυτό είναι ένα από τα 

βασικά χαρακτηριστικά του Χάους, η ευαίσθητη δηλαδή εξάρτηση από τις αρχικές 

συνθήκες.  

 Ένας τρόπος για να δούµε τη γενική συµπεριφορά του συστήµατος που µελετάµε 

είναι να σχεδιάσουµε τις τροχιές σε συνάρτηση µε τις τιµές του “c”. Παίρνουµε τις τιµές 

κάθε τροχιάς που είναι πιο ενδεικτικές. Έτσι παραβλέπουµε τις 100 πρώτες επαναλήψεις 

και παίρνουµε την αµέσως επόµενη φάση των τροχιακών όπου έχουν κατασταλάξει σε 

µία χαρακτηριστική συµπεριφορά. 

Το διάγραµµα που θα προκύψει ονοµάζεται διάγραµµα διακλάδωσης καθώς δείχνει 

µεταξύ άλλων και τις διακλαδώσεις των τροχιακών που συµβαίνουν στις αλλαγές της 

τιµής του “c”. 

 

Στη διπλανή εικόνα βλέπουµε το 

διάγραµµα διακλάδωσης στο σύνολό του. 

Αυτό που παρατηρούµε είναι πως ένα 

σηµείο έλξης διακλαδώνεται συνεχώς µέχρι 

να γίνει χαοτικό. 

Ας αναλύσουµε όµως αυτό το διάγραµµα 

σε διάφορες κλίµακες 

 

1 ς 

 

.7 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωση

 

 

 

 

 

Εδώ παρατηρούµε µία κεντρική µεγέθυνση 

της περιοχής διπλασιασµού της περιόδου. 

η 
1.8 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης – Μεγέθυνση 1
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Αυτή η εικόνα είναι µία µεγέθυνση της πάνω 

αριστερής γωνίας της προηγούµενης 

µεγέθυνσης. Εδώ φαίνεται µία σηµαντική 

ιδιότητα, αυτή της αυτο-οµοιότητας. 

Μικρότερες σε κλίµακα περιοχές είναι ίδιες 

µε περιοχές µεγαλύτερης κλίµακας. Αυτή η 

ιδιότητα είναι εµφανής σε όλο το διάγραµµα. 
 

1

1

1.9 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης – Μεγέθυνση 2η
 

 

Εδώ βλέπουµε µία µεγέθυνση της χαοτικής 

περιοχής. Παρατηρούµε κάποια κενά ή 

µάλλον κάποιες περιοχές περιοδικότητας 

µέσα στο χάος. 
 

 

 
.10 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης – Μεγέθυνση στο 
παράθυρο περιοδικότητας  
Η µεγέθυνση αυτής της περιοχής µέσα στο 

χάος αποκαλύπτει µία δοµή παρόµοια µε 

αυτή του συνολικού διαγράµµατος. Η 

περιοχή διπλασιασµού της περιόδου είναι 

ίδια αλλά πολλαπλασιασµένη µε το 3. Η όψη 

της δοµής είναι κάπως συµπιεσµένη καθώς η 

περιοχή που καλύπτει είναι περισσότερο 

ψηλή παρά πλατιά. 

 

 
.11 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης – Μεγέθυνση 2η
στο παράθυρο περιοδικότητας  
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Αυτή είναι µία µεγέθυνση της περιοχής του 

κεντρικού λοβού του διαγράµµατος. Όπως 

φαίνεται και από τη κλίµακα, έχει γίνει 

µεγέθυνση 1000 φορές. Το σχήµα είναι 

ακριβώς το ίδιο µε το αρχικό διάγραµµα. 

Παρατηρούµε λοιπόν πως όσο περισσότερο 

αλλάζουν τα πράγµατα τόσο περισσότερο 

µένουν τα ίδια (Elert, 2005). 

 1.12 ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης – 1000 
Μεγεθύνσεις  

 

  

 Ένα παρόµοιο διάγραµµα διακλάδωσης όπως του συστήµατος του συγκεκριµένου 

παραδείγµατος προκύπτει από την «χαρτογράφηση» της λογιστικής εξίσωσης διαφορών. 

 

 

1.4  Λογιστική Εξίσωση  
 

Σε αυτή την ενότητα αναλύεται το σύστηµα της Λογιστικής εξίσωσης και των 

ιδιοτήτων της, όπως µελετήθηκε από τον Robert May. Ο Robert May ξεκίνησε ως 

θεωρητικός φυσικός στο Σίδνευ της Αυστραλίας και στη συνέχεια έκανε τη 

µεταδιδακτορική του διατριβή στα εφαρµοσµένα µαθηµατικά στο Χάρβαρντ. 

Ακολούθησε το κλάδο της Βιολογίας µελετώντας αφηρηµένα προβλήµατα ευστάθειας 

και πολυπλοκότητας ενώ αργότερα καταπιάστηκε µε πιο απλά οικολογικά ερωτήµατα 

όπως η συµπεριφορά µεµονωµένων πληθυσµών στο πέρασµα του χρόνου. Ο May είχε 

αφιερώσει πολύ χρόνο στη µελέτη µιας παραλλαγής της Λογιστικής εξίσωσης διαφορών 

που είχε τη παρακάτω µορφή: 

     Χn+1 = r Xn (1-Xn) 
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Αυτή η απλή εξίσωση είναι ένα από τα πιο απλά µη γραµµικά δυναµικά συστήµατα. Ένα 

µονοδιάστατο σύστηµα που όταν επαναλαµβάνεται περιγράφει την εξέλιξη ενός 

πληθυσµού από γενιά σε γενιά κάτω από ορισµένες συνθήκες οι οποίες καθορίζονται από 

τη µη γραµµική παράµετρο “r”. Η Λογιστική Εξίσωση µελετήθηκε και από άλλους 

ερευνητές όπως οι Paul Stein και Stanislaw Ulam  ενώ ήδη από το 1940 είχε 

χρησιµοποιηθεί από τον John von Neumann στη µορφή « Χn+1 = 4Xn(1-Xn ) »  σαν µέσο 

παραγωγής τυχαίων αριθµών (Weisstein, 1999). Όπως αναφέρει ο Gleick (1990, p.107) ο 

May πειραµατίστηκε µε διάφορες τιµές αυτής της µη γραµµικής παραµέτρου 

διαπιστώνοντας πως αυξάνοντας τη παράµετρο αυξανόταν και ο βαθµός «µη 

γραµµικότητας».Έτσι διαφορετικές τιµές του r  επηρέαζαν όχι µόνο τον τελικό πληθυσµό 

ισορροπίας αλλά και το αν αυτός ο πληθυσµός θα έφτανε ποτέ σε µία ισορροπία. 

Κάνοντας µία χαρτογράφηση της λογιστικής εξίσωσης διαφορών θα πάρουµε ένα 

διάγραµµα όπως το παρακάτω σχήµα (εικόνα 1.1)2. 

 
1.13 - Logistic Map 

 

                                                 
2  http://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_map [cited 18/02/2007] 
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Οι κανόνες που διέπουν τη συµπεριφορά αυτού του συστήµατος είναι παρόµοιοι µε 

αυτούς του συστήµατος στο παραπάνω παράδειγµα. Έτσι για τιµές του “r” µεταξύ 0-1 ο 

πληθυσµός θα µηδενιστεί ανεξάρτητα από την αρχική τιµή του πληθυσµού, για τιµές του 

“r” µεταξύ 1-2 ο πληθυσµός θα σταθεροποιηθεί στη τιµή  [(r-1)/ r] ανεξάρτητα από την 

αρχική τιµή του. Για τιµές “r” µεταξύ 2-3 ο πληθυσµός θα σταθεροποιηθεί τελικά στη 

τιµή  [(r-1)/ r]  αφού πρώτα κάνει κάποιες περιοδικές κινήσεις γύρω από αυτή τη τιµή. 

Για τιµές του “r” µεταξύ 3 και 1+√6 (σχεδόν 3.45) ο πληθυσµός ταλαντώνεται ανάµεσα 

σε δύο τιµές ,που εξαρτώνται από τη τιµή “r”, για πάντα. Όταν το “r” βρίσκεται ανάµεσα 

στις τιµές 3.45 και 3.54 περίπου γίνεται µία ταλάντωση του πληθυσµού ανάµεσα σε 4 

τιµές ενώ αν το “r” περάσει ελάχιστα τη τιµή 3.54 τότε ο πληθυσµός ταλαντώνεται 

ανάµεσα σε 8 µετά 16 και µετά 32 τιµές κ.ο.κ. Όταν το “r” πάρει τη τιµή 3.57 δεν 

παρατηρείται κάποια ταλάντωση του πληθυσµού καθώς ξεκινά η χαοτική περιοχή. Έτσι 

µικρές διαφοροποιήσεις στην αρχική τιµή του πληθυσµού δίνουν τελείως διαφορετικά 

αποτελέσµατα κάτι που αποτελεί και κύριο χαρακτηριστικό του χάους. Για όλες τι τιµές 

του “r” από 3.57 και πάνω το σύστηµα παρουσιάζει χαοτική συµπεριφορά µε εξαίρεση 

κάποιες τιµές όπου παρατηρούνται οι λεγόµενοι «νήσοι σταθερότητας». Για παράδειγµα 

γύρω από τη τιµή 3.82 παρατηρείται µία ταλάντωση του πληθυσµού αρχικά σε 3 τιµές 

και όσο αυξάνει το “r”, σε 6 και µετά 12 κ.ο.κ. Αυτές είναι οι περιοχές περιοδικότητας 

που περιγράψαµε στο προηγούµενο παράδειγµα. Για τιµές πάνω από 4 η τιµή του 

πληθυσµού αφήνει το διάστηµα [0.-1.] αποκλίνοντας δραµατικά από την αρχική τιµή. 

 Η Λογιστική εξίσωση, ως ένα µη γραµµικό δυναµικό σύστηµα, συγκεντρώνει µία 

σειρά από ιδιότητες που µοιράζονται όλα αυτά τα συστήµατα. Για παράδειγµα η 

ευαίσθητη εξάρτηση (για 3.57<r<4), η ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας που είναι εµφανής 

στο διάγραµµα διακλάδωσης, όπως επίσης και η σταθερά του Feigenbaum  “δ” = 

4.669…(Universality) που παρατηρείται στο λόγο των µηκών των διακλαδώσεων. 
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 Στο παρακάτω διάγραµµα (εικόνα 1.2)1 φαίνεται η συµπεριφορά του συστήµατος 

στο χρόνο. Το διάγραµµα αυτό ονοµάζεται διάγραµµα φάσεων σε 2 και 3 διαστάσεις. 

Παρατηρείται στο διάγραµµα 3 διαστάσεων η ιδιότητα stretching and folding      

 
ς 

(τέντωµα κα

τοπολογικές 

 

 

1.5 Ο Αριθ
 

Ένας 

Χρυσός Λόγο

από τον πατέ

από µία απλή

µε τον Ευκλε

  

Ένα

όλο

και 

 

1.14 - ∆ιαγράµµατα φάσεων της Λογιστικής Εξίσωσης σε 2 και 3 διαστάσει
ι αναδίπλωση) που είχε πρώτος διακρίνει ο Smale ασχολούµενος µε τις 

ιδιότητες των µη γραµµικών συστηµάτων. 

µός «Φ»  

από τους αγαπηµένους αριθµούς των µαθηµατικών είναι ο αριθµός «Φ». Ο 

ς όπως είναι επίσης γνωστός, ορίστηκε για πρώτη φορά γύρω στο 300 π.Χ. 

ρα της γεωµετρίας, Ευκλείδη και εκφράζει µία αναλογία η οποία εξάγεται 

 διαίρεση ενός ευθύγραµµου τµήµατος σε «άκρο και µέσο λόγο». Σύµφωνα 

ίδη (Livio,2002, p.16 µετάφραση: Μαριάννα Σταυροπούλου): 

 ευθύγραµµο τµήµα λέγεται ότι κόβεται σε άκρο και µέσο λόγο όταν, 

 το ευθύγραµµο τµήµα είναι ανάλογο προς το µεγαλύτερο τµήµα όσο 

το µεγαλύτερο προς το µικρότερο. 
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1.1 - Χρυσός Λόγος 

 

Όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήµα (σχήµα 1.1)3 η αναλογία του “a” µε το “b” είναι 

ίδια µε την αναλογία του “b” µε το “a+b”. Ο Χρυσός Λόγος είναι ένας άρρητος αριθµός  

(1,6180339…) και στην µαθηµατική βιβλιογραφία συµβολίζεται µε το γράµµα Τ από τη 

λέξη τοµή. Στις αρχές του 20ου αιώνα πήρε το συµβολισµό Φ από τον µαθηµατικό Mark 

Barr προς τιµήν του Έλληνα γλύπτη Φειδία. Όπως αναφέρει ο καθηγητής φιλοσοφίας 

Mario Livio (2002, p. 19) ο αριθµός αυτός απασχόλησε τα µεγαλύτερα µυαλά όλων των 

εποχών, από το Πυθαγόρα και τον Ευκλείδη ως τον Ιταλό µαθηµατικό του Μεσαίωνα, 

Λεονάρντο της Πίζας και τον αστρονόµο Ιωάννη Κέπλερ, έως σύγχρονες µαθηµατικές 

µορφές όπως ο Roger Penrose καθηγητής µαθηµατικών στο πανεπιστήµιο της Οξφόρδης. 

Αλλά η γοητεία του Χρυσού Λόγου δεν περιορίζεται στους µαθηµατικούς. Οι βιολόγοι, 

οι καλλιτέχνες, οι µουσικοί, οι ιστορικοί, οι αρχιτέκτονες, οι ψυχολόγοι, ακόµη και οι 

µυστικιστές έχουν µελετήσει και επιχειρηµατολογήσει για τη βάση της πανταχού 

παρουσίας του. 

 Ο Χρυσός Λόγος εµφανίζεται σε µία πλειάδα φυσικών φαινοµένων όπως στον 

αριθµό των νεογνών των κουνελιών (ως ακολουθία φιµπονάτσι), στη φυλλοταξία (ως 

λόγος γωνιών που εµφανίζονται οι βλαστοί σε ένα κλώνο ή τα πέταλα σε ένα λουλούδι), 

στο µέσο ανθρώπινο σώµα (ως αναλογία µηκών), αλλά ακόµη και αν δεν εµφανίζεται ως 

αριθµός, παίρνει τη µορφή µίας λογαριθµικής σπείρας όπως αυτής που εµφανίζεται 

στους σπόρους των ηλίανθων και στους ανεµοστρόβιλους. Η παρουσία του µαρτυρά µία 

ιδιότητα των φυσικών συστηµάτων να σταθεροποιούνται σε καταστάσεις  που 

ελαχιστοποιούν την ενέργεια, και ο Χρυσός Λόγος παρέχει αυτή τη δυνατότητα λόγω της 

άρρητης φύσης του αριθµού, όπως αναφέρει ο Livio (2002, p. 164). Το γεγονός ότι το Φ 

                                                 
3 http://www.hypatia-lovers.com/geometry/Divine_Proportion.html [cited 15/02/2007] 
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είναι ένας άρρητος αριθµός, σηµαίνει πως τα µεγέθη τα οποία εκφράζει δεν έχουν κάποιο 

κοινό µέτρο. ∆εν υπάρχει δηλαδή µία κοινή ποσότητα που να µπορεί να περιέχεται για 

παράδειγµα 20 φορές στο ευθύγραµµο τµήµα “a” και 8 φορές στο “b”. Αυτό σηµαίνει 

πως τα δύο αυτά τµήµατα-µεγέθη είναι ασύµµετρα. Αυτή η ασυµµετρία για να 

διατηρηθεί σε ένα φυσικό σύστηµα δε χρειάζεται τόση ενέργεια όσο θα χρειαζόταν για 

τη διατήρηση ενός συµµετρικού συστήµατος.  

 Σε ένα παρόµοιο συµπέρασµα κατέληξαν, σύµφωνα µε τον Livio (2002, p. 164), 

οι φυσικοί Stephan Douady και Yves Couder µε ένα ιδιαίτερα εντυπωσιακό πείραµα. 

Κρατώντας ένα δίσκο γεµάτο µε έλαιο σιλικόνης σε ένα µαγνητικό πεδίο που ήταν πιο 

ισχυρό στη περιφέρεια παρά στο κέντρο του δίσκου, έριχναν περιοδικά µικρές σταγόνες 

µαγνητικού υγρού ακριβώς στο κέντρο του δίσκου. Οι σταγόνες δρώντας σαν µικρές 

µαγνητικές βελόνες απωθούνται και ωθούνται ακτινωτά από την κλίση του µαγνητικού 

πεδίου. Οι Douady και Couder βρήκαν σχήµατα που ταλαντεύονται, αλλά γενικά 

συγκλίνουν προς µία σπείρα στην οποία η «Χρυσή Γωνία» (360/Φ) χώριζε τις διαδοχικές 

σταγόνες. Έτσι κατέληξαν στο ότι ο αριθµός Φ παρέχει τη κατάσταση ελάχιστου 

δυναµικού ενέργειας στην οποία τείνουν όλα τα φυσικά συστήµατα. 

 Η έντονη παρουσία του Χρυσού Λόγου στη φύση, ενέπνευσε πολλούς 

καλλιτέχνες οι οποίοι τον χρησιµοποίησαν στη ζωγραφική όπως οι Ιταλοί Pierro della 

Francesca, Leonardo Da Vinci και o Luca Pacioli ο οποίος και συνέγραψε τη πραγµατεία 

Divina Proportione όπου αναφέρεται στο Χρυσό Λόγο και τις «θεϊκές» του ιδιότητες, 

ονοµάζοντάς τον Θεία Αναλογία. Ο Ελβετός αρχιτέκτων και ζωγράφος Charles-Edouard 

Jeanneret (1887-1965) γνωστός και ως «Le Corbusier» ήταν ένας από τους πιο ένθερµους 

υποστηρικτές της εφαρµογής του Χρυσού Λόγου στη τέχνη. Ο ενθουσιασµός για τον 

Χρυσό Λόγο προερχόταν, όπως αναφέρει ο Livio (2002, p.239) από το ενδιαφέρον του 

για τις βασικές µορφές και τις δοµές που είναι η βάση των φυσικών συστηµάτων, όπως 

επίσης και στη πίστη στις Πυθαγόρειες αρχές για µία αρµονία που επιτυγχάνεται µε τους 

αριθµητικούς λόγους. Ο Le Corbusier βασιζόµενος στην περίφηµη φράση του Πυθαγόρα 

«Πάντων µέτρον ο άνθρωπος», εισήγαγε ένα νέο αναλογικό σύστηµα που ονόµασε 

Modulor το οποίο παρείχε «ένα αρµονικό µέτρο της ανθρώπινης κλίµακας, µε ενιαία 

εφαρµογή στην αρχιτεκτονική και στη µηχανική». Οι αναλογίες που εντόπιζε ο Le 

Corbusier αποτύπωναν τον Χρυσό Λόγο και πρότεινε ότι η εφαρµογή του Modulor θα 
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έδινε αρµονία στα πάντα από το µέγεθος των καµπίνων µέχρι και των πόµολων στις 

πόρτες, έως τα κτίρια και τους αστικούς χώρους. Πολλοί µεταγενέστεροι καλλιτέχνες 

ενδιαφέρθηκαν για τη χρήση του αριθµού Φ περισσότερο για τις µαθηµατικές-

φιλοσοφικές ιδιότητές του, παρά για τις υποτιθέµενες αισθητικές ιδιότητες που πρότεινε 

ο Le Corbusier. 

 

1.6 Η Λογαριθµική Σπείρα 

 

 Η λογαριθµική σπείρα είναι ένα από τα πιο 

αναγνωρίσιµα σχήµατα στη φύση. Το σχήµα της συναντάται από 

τους µονοκύτταρους οργανισµούς γνωστούς ως τρηµατοφόρα, 

τα σχήµατα των κοχυλιών εως τις δίνες και το σχήµα των 

γαλαξιών (εικόνα 1.14). Περιγράφτηκε αρχικά από τον Rene 

Descartes και µελετήθηκε εκτεταµένα από τον µαθηµατικό Jacob 

Bernoulli. Ο Bernoulli αφιέρωσε µία ολόκληρη πρα µατεία µε 

τίτλο «Spira Mirabilis» (θαυµατουργή σπείρα) στη λογαριθµική 

σπείρα και µάλιστα ζήτησε να χαρακτεί στο τάφο του το σχήµα 

της µαζί µε την λατινική επιγραφή «Eadem mutato resurgo» που 

σηµαίνει : «Αν και αλλα µένος, ανυψώνοµαι πάλι ίδιος». Όπως 

αναφέρει ο Livio (2002, p.166) αυτή η φράση περιγράφει µία 

βασική ιδιότητα του σχήµατος, την ιδιότητα της αυτο-

οµοιότητας. Όσο αλλάζει το µέγεθός της, το σχήµα της 

παραµένει το ίδιο. Σε αυτήν ακριβώς την ιδιότητα οφείλεται η 

τόσο συχνή παρουσία της στη φύση. Για παράδειγµα, όσο 

µεγαλώνει σε µέγεθος το µαλάκιο µέσα στο κοχύλι του 

ναυτίλου, κατασκευάζει όλο και µεγαλύτερους θαλάµους, 

αποκλείοντα  τους µικρότερους που δε χρησιµοποιούνται ια. 

Κάθε τµήµα κατά µήκος του κοχυλιού συνοδεύεται από µία 

γ

γ   

ς π

                                                 

 

4 Στην εικόνα 1.1 παρατηρούµε µια σειρά από σπειροειδείς µορφές στη φύση. Στη πρ
ένα κοχύλι, στη δεύτερη ένας σπειροειδής γαλαξίας, στη τρίτη µία περιοχή χαµηλής 
(κυκλώνας) και στη τέταρτη µία σπειροειδή διάταξη των κελύφων ενός καρπού αναν
http://ddrive.cs.dal.ca:9999/page/lvl3/11 [cited 04/02/2007] 
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αναλογική αύξηση της ακτίνας του, έτσι ώστε το σχήµα να παραµένει αναλλοίωτο. 

Εποµένως, ο ναυτίλος βλέπει σε όλη τη διάρκεια της ζωής του ένα ίδιο «σπίτι» και δε 

χρειάζεται, για παράδειγµα να προσαρµόσει την ισορροπία του καθώς ωριµάζει. 

 Αρχικά η λογαριθµική σπείρα ονοµάστηκε από τον Rene Descartes ως ισογώνια 

πείρα

ριθµικής σπείρας δίνεται από το τύπο: 

 

σ  (equiangular spiral) εξαιτίας µιας ακόµη µοναδικής της ιδιότητας. Εάν χαράξουµε 

µία ευθεία από το πόλο της σπείρας προς οποιοδήποτε σηµείο πάνω στη καµπύλη, η 

ευθεία τέµνει τη καµπύλη στην ίδια γωνία. Αυτή η ιδιότητα χρησιµοποιείται από τα 

γεράκια όταν επιτίθενται στο θήραµά τους και  σύµφωνα µε τον Livio (2002, p. 171) 

εξηγήθηκε από τoν βιολόγο Vance A. Tucker. Ο Τucker βρήκε µέσω πειραµάτων σε 

αεροδυναµική σήραγγα ότι επειδή τα µάτια των γερακιών βρίσκονται στις δύο πλευρές 

του κεφαλιού, αντί να γυρίζουν το κεφάλι και να χάνουν ταχύτητα εξαιτίας της 

αεροδυναµικής, εντοπίζουν το θήραµά τους και στη συνέχεια διαγράφουν µία σπειροειδή 

τροχιά προς αυτό. Με αυτό το τρόπο διατηρούν τη λεία τους στο οπτικό τους πεδίο ενώ 

µεγιστοποιούν τη ταχύτητά τους. 

Η πολική εξίσωση της λογα

 
 

Όπου “r” η απόσταση από τον πόλο της σπείρας, “θ” η γωνία από τον άξονα Χ και 

stein,1999) 

αι σχε

“a”,”b” οι αρχικές σταθερές (Weisstein,1999). Όπως µπορούµε να καταλάβουµε και από 

τον τύπο, η σπείρα γυρίζοντας σε ίσες γωνίες αυξάνει την απόσταση από τον πόλο σε 

ίσους λόγους. Ο λόγος αύξησης της απόστασης σχετίζεται µε τον αριθµό “b”. 

 Ένας τύπος λογαριθµικής σπείρας ονοµάζεται Χρυσή σπείρα (Weis

κ τίζεται όπως φανερώνει και το όνοµά του µε τον αριθµό Φ. Σε αυτή τη περίπτωση 

ο αριθµός “b” παίρνει τιµές που δίνονται από τον τύπο: 

 

 
 

τσι ο λόγος αύξησης σε αυτή τη περίπτωση αντιστοιχεί στον Χρυσό Λόγο. Έ
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 Ένας εύκολος τρόπος για τη κατασκευή µιας Χρυσής σπείρας είναι µε τη µέθοδο 

των Χρυσών Ορθογωνίων. Χρυσό Ορθογώνιο ονοµάζεται το ορθογώνιο που έχει τις 

πλευρές του σε λόγο Φ. Όπως αναφέρει ο Livio (2002, p. 126) µπορούµε να 

κατασκευάσουµε µία σειρά από Χρυσά Ορθογώνια όπως στο σχήµα, παίρνοντας αρχικά 

ένα ορθογώνιο που οι πλευρές του βρίσκονται σε λόγο Φ και «κόβοντας» από αυτό ένα 

τετράγωνο. Αυτό που θα αποµείνει είναι ένα µικρότερο ορθογώνιο που είναι και αυτό 

ένα Χρυσό Ορθογώνιο. Οι διαστάσεις του «θυγατρικού ορθογωνίου σε σχέση µε το 

«µητρικό» είναι µικρότερες ακριβώς κατά παράγοντα Φ. Συνεχίζοντας αυτή τη 

διαδικασία θα παίρνουµε επ’άπειρον όλο και µικρότερα (κατά παράγοντα Φ) Χρυσά 

Ορθογώνια. Αν χαράξουµε δύο διαγώνιους σε οποιοδήποτε ζεύγος µητρικού-θυγατρικού 

ορθογωνίου, θα διασταυρωθούν όλες στο ίδιο σηµείο (σχήµα 1.2)5. Η σειρά των συνεχώς 

ελαττουµένων ορθογωνίων συγκλίνει προς αυτό το σηµείο που δε µπορεί να 

προσεγγιστεί ποτέ. Σύµφωνα µε τον Livio (2002, p. 126) ο µαθηµατικός Clifford A. 

Pickover πρότεινε να αναφερόµαστε σε αυτό το σηµείο ως το «Μάτι του Θεού».   

 
 1 α 

Παίρνοντας στη συνέχεια το σχήµ

που χωρίζουν τα Χρυσά Ορθογώνι

                                                 
5 
http://jwilson.coe.uga.edu/EMT669/Stude
[cited 15/03/2007] 

 

.2 - Χρυσά Ορθογώνι
α των Χρυσών Ορθογωνίων και ενώνοντας τα σηµεία 

α σε τετράγωνα, διαγράφεται µία λογαριθµική σπείρα. 

nt.Folders/Frietag.Mark/Homepage/Goldenratio/goldenratio.html 
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Πιο συγκεκριµένα για κάθε στροφή 90 µοιρών η ακτίνα της σπείρας αυξάνεται κατά 

παράγοντα Φ. 

 

1.4 Κοσµικός Πληθωρισµός 
 

  Το µοντέλο της Μεγάλης Έκρηξης προβλέπει ένα δυναµικό και εξελισσόµενο 

σύµπαν προερχόµενο από την έκρηξη ενός αρχέγονου ατόµου όπως το ονόµασε ο 

Lemaitre που εξερράγη και διεστάλη. Στην αρχική κοσµοθεώρηση του Friedman και του 

Lemaitre ήρθαν να προστεθούν µία σειρά από ανακαλύψεις από επιστήµονες που είτε 

ήταν ουδέτεροι απέναντι στη θεωρία της Μεγάλης Έκρηξης, όπως ο αστρονόµος  Edwin 

Hubble, είτε υπέρµαχοι όπως οι φυσικοί Gamow και Alpher, είτε αυστηροί επικριτές 

όπως ο Fred Hoyle. Ο Simon Singh  στο βιβλίο του “Big Bang” ονοµάζει αυτή τη 

κοσµολογική θεωρία ως µία από τις πιο σηµαντικές και αν µη τι άλλο πιο συλλογικές 

προσπάθειες της παγκόσµιας επιστηµονικής κοινότητας. 

 Ωστόσο, ενώ αυτή η θεώρηση φαινόταν σωστή, υπήρχαν διάφορα προβλήµατα 

που δεν είχαν απαντηθεί και άλλα που δεν συνηγορούσαν µε τη θεωρία της Μεγάλης 

Έκρηξης. Ένα από αυτά ήταν «το πρόβληµα του ορίζοντα» το οποίο διαπραγµατεύεται 

το λόγο που το σηµερινό σύµπαν φαίνεται να είναι ισότροπο και οµοιογενές προς όλες 

τις κατευθύνσεις. Αφού κανένα σήµα δεν µπορεί να ταξιδέψει γρηγορότερα από το φως, 

δύο περιοχές του σύµπαντος µπορούν να «επικοινωνήσουν» µε φωτεινά σήµατα, και να 

αποκαταστήσουν συνθήκες ισορροπίας όσον αφορά τη θερµοκρασία και την πυκνότητα 

τους, µόνο αν η µία βρίσκεται µέσα στον ορίζοντα της άλλης (Gribbin,1996). Έτσι, για 

παράδειγµα, σε µια περιοχή του σύµπαντος που βρίσκεται στα όρια του σηµερινού 

ορίζοντα ενός γήινου παρατηρητή αναµένεται ότι θα επικρατούν πολύ διαφορετικές 

συνθήκες θερµοκρασίας και πίεσης από αυτές που υπάρχουν στην περιοχή του 

σύµπαντος κοντά στη Γη. Κι' αυτό διότι οι δύο περιοχές στις πρώτες φάσεις της 

κοσµικής εξέλιξης, όταν η θερµοκρασία και η πίεση του σύµπαντος έπαιρναν τις τελικές 

τιµές τους, δεν είχαν τη δυνατότητα να «επικοινωνήσουν» εφόσον η µία βρισκόταν έξω 

από τον ορίζοντα της άλλης. Με άλλα λόγια, πολύ αποµακρυσµένες µεταξύ τους 

περιοχές, που στο παρελθόν, όταν ο ορίζοντας ήταν µικρότερος, δεν µπορούσαν να 

«επικοινωνήσουν» µε φωτεινά σήµατα, αναµένεται να εµφανίζουν ανοµοιογένεια 
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πυκνότητας και θερµοκρασίας. Τα στοιχεία όµως των παρατηρήσεων δείχνουν ακριβώς 

το αντίθετο. Στις µεγαλύτερες δυνατές κλίµακες αποστάσεων από αυτές που µπορούµε 

να παρατηρήσουµε, η θερµοκρασία και η πυκνότητα του σύµπαντος παρουσιάζουν 

εξαιρετική οµοιογένεια. Αυτό λοιπόν είναι γνωστό ως πρόβληµα του ορίζοντα, κι 

αποτελεί έναν από τους δυσκολότερους σύγχρονους κοσµολογικούς γρίφους. 

 Αφετέρου, υπάρχει κι ένα δεύτερο κοσµολογικό πρόβληµα που σχετίζεται µε την 

κατανοµή της µάζας και της ενεργείας στο σύµπαν. Τα στοιχεία αποδεικνύουν ότι η 

πυκνότητα της ύλης-ενέργειας του σύµπαντος είναι πολύ κοντά στην κρίσιµη τιµή. Η 

κρίσιµη τιµή είναι αυτή που δείχνει αν το σύµπαν θα είναι ανοικτό και συνεχώς 

διαστελλόµενο ή ένα κλειστό σύµπαν το οποίο περνά από µία φάση διαστολής, στη 

συνέχεια συστέλλεται και τελικά καταρρέει σε µία ανωµαλία (Guth, 1997). Το σύµπαν 

µας διαστέλλεται εδώ και 14 δισεκατοµµύρια χρόνια και αυτή η επέκταση όπως είναι 

αναµενόµενο οδηγεί σε µία συνεχόµενη απόκλιση από τη κρίσιµη τιµή. Έτσι ενώ αυτή η 

παράµετρος πυκνότητας (Ω) είναι σήµερα κοντά στη τιµή 1, αυτό σηµαίνει ότι στην αρχή 

της δηµιουργίας θα πρέπει να ήταν µικρότερη από 1. Κάτι τέτοιο όµως δε συνάδει µε τις 

παρατηρήσεις αφού εάν η τιµή της παραµέτρου ήταν µικρότερη από 1 θα έπρεπε το 

σύµπαν µας να συστέλλεται και όχι να διαστέλλεται. Αυτό είναι γνωστό ως «πρόβληµα 

επιπεδότητας του σύµπαντος». Η λέξη "επίπεδο" από αυτή την άποψη δεν σηµαίνει 

δισδιάστατο και οµαλό σύµπαν. Σηµαίνει ότι το σύµπαν δεν περιέχει καµία σηµαντική 

καµπύλη ή κανένα κυµατισµό, ούτε κάµπτεται γύρω από τον εαυτό του (δεν µοιάζει σαν 

σέλα ή δεν είναι σαν µια σφαίρα) 6 (σχήµα 1.3). 

                                                 
6 Η Γεωµετρία του Σύµπαντος καθορίζεται από τη σταθερά Ω που είναι ο παράγοντας πυκνότητας. 
Σύµφωνα µε τις εξισώσεις του Friedman (The Density Parameter – Wikipedia, n.d.), αν το Ω είναι κάτω 
από τη τιµή 1 τότε το σύµπαν επεκτείνεται προς τα έξω αποκτώντας σχήµα σέλας. Αν το Ω είναι πάνω από 
1 τότε συγκλίνει προς τα µέσα τείνοντας σε σχήµα σφαίρας ενώ αν ειναι ακριβώς 1 οι χωρικές διαστάσεις 
εξισώνονται και το σύµπαν έχει επίπεδο χαρακτήρα. Πηγή: 
http://en.wikipedia.org/wiki/Shape_of_the_universe [cited 11/2/2007] 
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1.3 - Η Γεωµετρία του Σύµπαντος 

 

 Προβλήµατα όπως αυτά που προαναφέρθηκαν αλλά και µία σειρά από άλλα 

ερωτήµατα που έψαχναν να βρουν απάντηση απαιτούσαν µία νέα θεωρία που θα 

συµπλήρωνε το καθιερωµένο κοσµολογικό µοντέλο χωρίς να ακυρώνει τις επιτυχίες που 

είχε ήδη σηµειώσει. Γύρω στα τέλη του 1979 ο καθηγητής σωµατιδιακής φυσικής του 

ΜΙΤ, Alan Guth συνέλαβε τη θεωρία του πληθωρισµού η οποία αποτέλεσε σταθµό στη 

σύγχρονη κοσµολογία, υιοθετήθηκε και παραλάχθηκε από πολλούς επιστήµονες, όχι 

απαραίτητα κοσµολόγους, όπως ο Ρώσος Andrei Linde (1981) και ο Paul Steinhardt.  

 Υπάρχουν πολλές εκδοχές του πληθωρισµού, αλλά ουσιαστικά η θεωρία 

προτείνει µία σύντοµη και γιγαντιαία φάση διαστολής κατά τις πολύ πρώιµες στιγµές του 

σύµπαντος η οποία έληξε µετά από 10-35  δευτερόλεπτα. Όπως αναφέρει ο Singh (2005, 

p. 547) Στη διάρκεια αυτής της πληθωριστικής περιόδου το σύµπαν διπλασιαζόταν σε 

µέγεθος κάθε 10-37 δευτερόλεπτα, δηλαδή υλοποίησε σχεδόν 100 διπλασιασµούς. Κάτι 

τέτοιο µπορεί να µην ακούγεται πολύ αλλά στη πραγµατικότητα αυτή η εκθετική 
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επέκταση ξεπερνά τη ταχύτητα του φωτός. Η κατάσταση αυτή στην οποία περιήλθε το 

πρώιµο σύµπαν ονοµάζεται «ψευδές κενό» και σύµφωνα µε τη κβαντική θεωρία µπορεί 

να προέλθει από τις ελάχιστες διακυµάνσεις του κενού που στην ουσία είναι δηµιουργία 

σωµατιδίων που γρήγορα εξαφανίζονται. Το βαθµωτό πεδίο που ευθύνεται γι’αυτή τη 

διαστολή του χωροχρόνου ονοµάζεται πεδίο inflaton (Cosmic Inflation-Wikipedia n.d.). 

Το πεδίο inflaton µετά τη διόγκωση απελευθέρωσε το ενεργειακό του δυναµικό και 

τελικά όλη η ενέργεια που είχε συγκεντρώσει υποβλήθηκε σε µία φασική µεταβολή 

δηµιουργώντας ακτινοβολία και στη συνέχεια τις πρώτες µορφές ύλης που παρατηρούµε 

στο σηµερινό σύµπαν µέσω της νουκλεοσύνθεσης. Το πρόβληµα των οριζόντων, γιατί 

δηλαδή πολύ αποµακρυσµένα µέρη του σύµπαντος -περιοχές τόσο µακριά η µια µε την 

άλλη που καµιά επικοινωνία µεταξύ τους δεν είναι δυνατή - µοιάζουν εν τούτοις τόσο 

παρόµοιες σαν να ήταν οι πλησιέστεροι γείτονες εξηγείται από τη θεωρία του 

πληθωρισµού αφού προτείνει ότι όταν ξεκίνησε ο κόσµος, αυτές οι περιοχές ήταν 

πράγµατι γείτονες και έπειτα διαχωρίστηκαν πολύ γρήγορα σε µεγάλες αποστάσεις. 

Επίσης επιλύει το πρόβληµα της επιπεδότητας του   χωροχρόνου, κάνοντας το σύµπαν 

επίπεδο. Οποιαδήποτε καµπυλότητα του χωροχρόνου θα είχε απαλειφθεί από την 

ταχύτατη εκείνη διαστολή του σύµπαντος. Επιπλέον, η πληθωριστική διαστολή θα είχε 

παράσχει έναν τρόπο για τις τυχαίες υποατοµικές διακυµάνσεις στο αρχικό σύµπαν να 

διογκωθούν σε µακροσκοπικές αναλογίες. Κατά τη διάρκεια του χρόνου, η βαρύτητα θα 

µπορούσε έπειτα να σχηµατοποιήσει αυτές τις παραλλαγές στο αραχνοειδές δίκτυο των 

γαλαξιών και των κενών µεταξύ τους που φαίνονται στο σύµπαν σήµερα. 

 Ο τρόπος µε τον οποίο το πεδίο inflaton απελευθέρωσε το ενεργειακό του 

δυναµικό µπορεί να αναπαραστεί µε µία µπάλα που κυλά σε µία πλαγιά.(σχήµα 1.4)7. Σε 

αυτή την εκδοχή του πληθωρισµού (ανοικτός πληθωρισµός) το πεδίο αναζητούσε το 

ελάχιστο δυναµικό του το οποίο ήταν υψηλό στην έναρξη του χρόνου λόγω των 

κβαντικών διαδικασιών. Ενώ είχε παγιδευτεί σε ένα «τοπικό ελάχιστο» βρισκόταν στη 

κατάσταση ψευδούς κενού. Έτσι ο πληθωρισµός συνεχιζόταν σε όλη την έκταση του 

σύµπαντος. Κάποιες όµως τυχερές περιοχές, µέσω του κβαντικού φαινοµένου σήραγγας, 

κατάφεραν να ξεφύγουν από το τοπικό ελάχιστο και ολοκλήρωσαν την κάθοδό τους προς 

                                                 
7 http://www.fas.org/irp/imint/docs/rst/Sect20/ [10/02/2007] 
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το πραγµατικό ελάχιστο, αφού πρώτα πραγµατοποίησαν κάποιες ταλαντώσεις γύρω από 

το τελικό σηµείο ισορροπίας Μια τέτοια περιοχή έγινε τελικά η φυσαλίδα µέσα στην 

οποία ζούµε, µία περιοχή µέσα στο χωροχρονικό άπειρο που ψύχθηκε και δηµιούργησε 

το σύµπαν που ξέρουµε σήµερα.  

 

 

 

 

 

 

 

 1  

 

 

Η χαρακτηριστική κίνησ

στοιχείο που χρησιµοποι

γίνεται στο επόµενο κεφά

 

.4 - Πτώση και αναθέρµανση της ενέργειας του
πεδίου inflaton 
η που χαρακτηρίζει τη πτώση της ενέργειας είναι ένα βασικό 

είται στη σύνθεση του έργου  TEOG, η ανάλυση του οποίου 

λαιο.
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Κεφάλαιο 2 – Η σύνθεση του TEOG 
  

 Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται µία αναλυτική παρουσίαση της µεθόδου σύνθεσης 

του έργου και των µέσων που χρησιµοποιήθηκαν. Στο πρώτο υποκεφάλαιο γίνεται ο 

συσχετισµός της θεωρίας του πληθωρισµού µε τον αριθµό Φ και τις γεωµετρικές του 

επεκτάσεις και δηλώνεται ο τρόπος δόµησης του έργου σε µακροδοµικό επίπεδο. Ο 

συσχετισµός που γίνεται και οι επιλογές παραµετροποίησης έχουν υποκειµενικό 

χαρακτήρα και αποτελούν µία από τις ενδεχόµενες λύσεις που θα µπορούσε  να δώσει 

ένας συνθέτης. Στο δεύτερο υποκεφάλαιο αναλύεται το patch της Max/MSP  που 

υλοποιήθηκε και χρησιµοποιήθηκε για την εφαρµογή του αλγόριθµου της Λογιστικής 

εξίσωσης καθώς και τα στάδια που ακολουθήθηκαν για τη σύνθεση. Επίσης 

περιγράφεται ο τρόπος οργάνωσης και σύνθεσης του ήχου και οι µεταβολές στις 

παραµέτρους του. 

 

 

2.1 Φόρµα και ∆οµικά Στοιχεία 
 

Παίρνοντας ως αφετηρία την ιδέα του κοσµικού πληθωρισµού ξεκίνησα τη 

σύνθεση ενός µουσικού έργου µε στοιχεία σχετικά µε αυτή τη θεωρία. Πιο 

συγκεκριµένα, κύριο θέµα αυτής της σύνθεσης αποτελεί η ενεργειακή ταλάντωση του 

πεδίου inflaton αµέσως µετά τη εκρηκτική επέκταση του κενού χώρου. Οι ταλαντώσεις 

αυτές όπως περιγράφτηκε και παραπάνω οδήγησαν σε φασικές µεταβολές της ενέργειας 

η οποία σταδιακά µε τη πτώση της θερµοκρασίας και µε τη βοήθεια της βαρύτητας 

µετατράπηκε σε ακτινοβολία και στη συνέχεια σε ύλη δηµιουργώντας τους γαλαξίες και 

τους πλανήτες που ξέρουµε σήµερα. Με ανάλογο τρόπο οργάνωσα το µουσικό υλικό το 

οποίο ξεκινώντας από µία δεδοµένη κατάσταση περνά από κάποιες «φασικές µεταβολές» 

και µεταβάλει συνεχώς το περιεχόµενό του. Ηχητικές µάζες, που βρίσκονται σε συνεχή 

κίνηση, µεταλλάσσονται «ακολουθώντας» τις ενεργειακές ταλαντώσεις του πεδίου. 

Όπως προβλέπει και η θεωρία οι ταλαντώσεις που πραγµατοποιεί το πεδίο µέχρι να 

φτάσει στο πραγµατικό ελάχιστο δυναµικό του, ακολουθούν µία φθίνουσα πορεία. 
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Ανάλογη λοιπόν θα πρέπει να είναι και η µορφή του κοµµατιού. Πιο συγκεκριµένα κάθε 

ταλάντωση του πεδίου, κάθε ολίσθηση της µπάλας δηλαδή όπως στο σχήµα παραπάνω 

(εικόνα 1.7), αντιστοιχεί σε ένα µόνο µέρος της συνολικής σύνθεσης, όπου οι ηχητικές 

µάζες ακολουθούν µία συγκεκριµένη κίνηση και υπόκεινται σε µία συγκεκριµένη 

µετάλλαξη. Συµπερασµατικά, η µουσική φόρµα είναι ένα σύνολο από µέρη µε 

διαφορετικές διάρκειες, οι οποίες µειώνονται σταδιακά. 

 
2.1 - διαδοχικά τετράγωνα σε κλίµακες µε παράγοντα Φ 

 
Η παραπάνω εικόνα (σχήµα 2.1)8 είναι µία σχηµατική αναπαράσταση της φόρµας του 

συγκεκριµένου έργου. Ξεκινώντας από κάτω αριστερά ακολουθούµε τη πορεία της 

σπείρας που διαγράφεται, περνώντας από µέρος σε µέρος µέχρι να φτάσουµε στο κέντρο 

της σπείρας. Το κέντρο της σπείρας αναπαριστά το πραγµατικό ελάχιστο δυναµικό όπου 

καταλήγει η φθίνουσα ενέργεια. Το συγκεκριµένο γεωµετρικό σχήµα όπως αναφέρθηκε 

και σε προηγούµενο κεφάλαιο ονοµάζεται «Χρυσά Ορθογώνια» και µέσα από αυτά 

περνά µια λογαριθµική σπείρα. 

 Η επιλογή του σχήµατος της σπείρας έγκειται στη παρουσία της σε πολλά φυσικά 

συστήµατα αλλά και στο συσχετισµό της µε τους στροβιλισµούς που λαµβάνουν χώρα 

στις αλλαγές φάσεων. Για τις αλλαγές φάσης του πεδίου inflaton, ως ένα ιδιαίτερο 

φυσικό σύστηµα, και κυρίως για το τρόπο και το χρόνο που αυτές πραγµατοποιήθηκαν 

λίγα είναι γνωστά. Η φύση των ταλαντώσεων της ενέργειας ωστόσο όπως αναφέρεται 

στη θεωρία υποδεικνύουν ένα απλό δυναµικό σύστηµα µε µεταβαλλόµενη ενέργεια. Η 

ενέργεια αυτή τείνει προς το ελάχιστο δυναµικό της και όπως αναφέρθηκε σε 

                                                 
8 http://www.stevegagne.com/more.php?id=24_0_1_0_M [cited 15/03/2007] 
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προηγούµενο κεφάλαιο αυτή η τάση σε καταστάσεις χαµηλού δυναµικού χαρακτηρίζεται 

από τον αριθµό Φ.  

Μέσα σε κάθε τετράγωνο τα γεγονότα που εκτυλίσσονται είναι τα ίδια, απλά σε 

διαφορετικές κλίµακες. Οι ηχητικές µάζες είναι προϊόντα της λογιστικής εξίσωσης 

διαφορών και σχηµατοποιούνται σε κάθε µουσικό µέρος ανάλογα µε τη θέση τους σε 

σχέση µε το συνολικό έργο. Έτσι για παράδειγµα στο δεύτερο µέρος έχουµε ήχους 

µεγαλύτερης διάρκειας απ’ότι στο τρίτο µέρος. Η τιµή της µη γραµµικής παραµέτρου της 

εξίσωσης ακολουθεί και αυτή µία ανοδική πορεία, αυξανόµενη από τη αρχική τιµή 3 στη 

τελική τιµή 3.99. Για κάθε µέρος η µη γραµµική παράµετρος έχει µία µοναδική τιµή έτσι 

ώστε κατά την µετάβαση από ένα µέρος στο επόµενο να µεταπηδούµε στην επόµενη 

κλίµακα της κλασµατικής διάστασης.(Fractal dimension). Επιπροσθέτως, µέχρι το τέλος 

κάποιου µέρους οι ήχοι έχουν υποστεί τις απαραίτητες µεταλλάξεις ώστε να οδηγηθούν 

στην επόµενη κατάσταση. Αυτές οι µεταλλάξεις σχετίζονται θεµατικά µε τις φασικές 

µεταβολές της ενέργειας του πεδίου inflaton όπως προαναφέρθηκε και δεν είναι 

γραµµικές. 

Ακολουθώντας τη πορεία που διαγράφει η λογαριθµική σπείρα, η κίνηση από τη 

µία γωνία του τετραγώνου στην απέναντι του, δεν είναι γραµµική αλλά εκθετική. Έτσι µε 

την είσοδο σε ένα νέο µουσικό µέρος-τετράγωνο ξεκινά µία επιταχυνόµενη κίνηση που 

εκφράζεται ηχητικά µε αύξηση της ταχύτητας παραγωγής δειγµάτων. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα οι ηχητικές µάζες να είναι πιο πυκνές προς το τέλος του κάθε µέρους. 

Επίσης η ταχύτητα παραγωγής δειγµάτων αυξάνεται όχι µόνο κατά τη διάρκεια ενός 

µέρους αλλά συνολικά, ακολουθώντας πορεία αντιστρόφως ανάλογη της ακτίνας της 

λογαριθµικής σπείρας. Έτσι όσο κατευθυνόµαστε προς το κέντρο της σπείρας η 

ταχύτητα γίνεται µεγαλύτερη και αυτό γίνεται αντιληπτό από την αλλαγή του µουσικού 

µέτρου όσο το έργο οδεύει προς το τέλος του. 
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2.2 Μεθοδολογία Σύνθεσης 
 

 Η σύνθεση του έργου πραγµατοποιείται σε 2 βασικά στάδια. Στο πρώτο στάδιο 

γίνεται χρήση του αλγόριθµου της λογιστικής εξίσωσης µε σκοπό τη παραγωγή της 

ακολουθίας αριθµών που θα αντιστοιχούν στα τονικά ύψη ή κεντρικές συχνότητες. Πιο 

συγκεκριµένα στο περιβάλλον της Max/MSP γίνεται χρήση του external “a-logistic” της 

συλλογής “a-chaos-lib” του Andre Sier. Το συγκεκριµένο object έχει δηµιουργηθεί σε 

γλώσσα προγραµµατισµού C και είναι έτοιµο να λειτουργήσει σε περιβάλλον Max/MSP. 

Γύρω από το συγκεκριµένο object υλοποιήθηκε ένα νέο patch το οποίο αξιοποιεί τα 

αποτελέσµατα της Λογιστικής εξίσωσης, µετατρέποντάς τα σε MIDI µηνύµατα. Έτσι για 

παράδειγµα ορίζοντας τις αρχικές συνθήκες της λογιστικής εξίσωσης παράγουµε µία 

ακολουθία αριθµών (συγκεκριµένου µήκους-ανάλογα µε τη διάρκεια του µέρους) η 

οποία θα µετατραπεί σε µία σειρά από note-on και note-off µηνύµατα, που στη συνέχεια 

θα αποθηκευτούν σε ένα MIDI αρχείο. (εικόνα 2.2)  

 Το external object “a-logistic” δέχεται ως  είσοδο, bang. Με κάθε bang που 

δέχεται παράγει µία τιµή της Λογιστική εξίσωσης. ∆ηλαδή τη τιµή που θα έχει κάθε νέα 

«γενιά». Τα bang παράγονται από έναν µετρονόµο (το object metro) ο οποίος έχει µία 

µεταβαλλόµενη ταχύτητα. Η ταχύτητα του µετρονόµου ρυθµίζεται από το object “line” 

το οποίο ουσιαστικά παράγει τη κίνηση από µία τιµή σε µία άλλη. Επίσης µαζί µε την 

αρχική και τελική τιµή της ταχύτητας στο object “line” ορίζεται και η διάρκεια αυτής της 

κίνησης. Η κίνηση αυτή µετατρέπεται από γραµµική σε εκθετική µέσω µιας συνάρτησης 

µεταφοράς που παρέχει το object “scale”. Κάθε τιµή που παράγεται από τη Λογιστική 

εξίσωση είναι µέσα στο εύρος 0 έως 1. Το εύρος αυτό µετατρέπεται µέσω µιας άλλης 

συνάρτησης µεταφοράς σε ένα εύρος τιµών που αντιστοιχεί στο εύρος του MIDI 

πρωτοκόλλου (0-127). Στη συνέχεια αυτές οι τιµές θα αποτελέσουν τις νότες που θα 

δηµιουργηθούν από το object “makenote”, όπου θα δοθούν οι τιµές για τη διάρκεια και 

την ένταση των νότων. Το “makenote” δηµιουργεί στην ουσία µία σειρά από note-on και 

note-off µηνύµατα. Αυτά τα µηνύµατα αποθηκεύονται στη συνέχεια στο object 

“detonate” ως µία ακολουθία µηνυµάτων. Τέλος µε την εντολή export στο “detonate” 

αυτή η ακολουθία γίνεται ένα MIDI µήνυµα . 
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 Οι αρχικές συνθήκες της εξίσωσης είναι το µόνο δεδοµένο που δεν αλλάζει 

καθ’όλη τη διάρκεια του έργου. Ορίζεται η τιµή 0.3666 η οποία βάσει της συνάρτησης 

µεταφοράς που χρησιµοποιήθηκε, αντιστοιχεί στη νότα Βb (Σι ύφεση) κάτω από τη 

µεσαία οκτάβα. Οι νότες Β και Bb εµφανίζονται συχνά µέσα στο έργο ως ήχος 

υπόβαθρου συµπληρώνοντας τη δράση του αλγόριθµου. 

 Όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο υποκεφάλαιο (Φόρµα και ∆οµικά στοιχεία) 

κάθε µέρος του κοµµατιού έχει διαφορετική διάρκεια που ορίζεται από τη διάρκεια του 

προηγούµενου µέρους προς Φ. 

Durn = Durn-1 / Φn 

 

 Θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε τη διάρκεια του κάθε µέρους ως το µήκος της 

διαγωνίου που ενώνει τις γωνίες απ’όπου περνά η λογαριθµική σπείρα σε κάθε 

τετράγωνο. Έτσι ορίζοντας ως πρώτο χρόνο τα 3 λεπτά (180 sec), το δεύτερο µέρος θα 

έχει διάρκεια 111 sec κ.ο.κ. 

 Επίσης ορίζεται µία διαφορετική τιµή της µη γραµµικής παραµέτρου για κάθε 

µέρος. Η επιλογή των τιµών δεν γίνεται τυχαία αλλά επιλέγονται οι τιµές για τις οποίες η 

Λογιστική εξίσωση παρουσιάζει µία χαρακτηριστική συµπεριφορά. Πιο συγκεκριµένα, 

στα 3 πρώτα λεπτά η τιµή της µη γραµµική παραµέτρου “r” διατηρείται κάτω από τη 

τιµή 3.55, και µε το ξεκίνηµα του δεύτερου µέρους ξεκινά και η χαοτική συµπεριφορά 

του συστήµατος µε r= 3.64. Στη συνέχεια η παράµετρος παίρνει διαδοχικά τις τιµές του 

παρακάτω πίνακα (πίνακας 2.1): 
Πίνακας 2.1 

Μέρος Τιµή της παραµέτρου “r” ∆ιάρκεια Μέρους (sec) 

1 3.0 / 3.3 / 3.55 180 

2 3.64 111 

3 3.78 68 

4 3.82 42 

5 3.95 26 

6 3.99 16 

7 3.99 10 
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 Η πυκνότητα των ηχητικών µαζών σχετίζεται µε τη ταχύτητα παραγωγής τιµών 

της Λογιστικής εξίσωσης. Η πυκνότητα αυτή σχετίζεται επίσης µε το χρόνο και ο χρόνος 

µε τη λογαριθµική σπείρα. Έτσι, προς το τέλος κάθε µέρους η πυκνότητα αυξάνεται 

εκθετικά, ακολουθώντας τις καµπύλες της σπείρας. Αυτή η εκθετική µεταβολή δίνει την 

αίσθηση µιας συνεχόµενης επιτάχυνσης η οποία µεγιστοποιείται στο τέλος του έργου. 

Στο πρώτο µέρος δεν υπάρχει συγκεκριµένο µουσικό µέτρο. Από το δεύτερο µέρος και 

µετά ξεκινά η επιταχυνόµενη κίνηση των ηχητικών µαζών µε αρχική ταχύτητα: 1 δείγµα 

ανά 1 sec. Μέχρι το τέλος του συγκεκριµένου µέρους η ταχύτητα αυτή θα έχει 

διπλασιαστεί ακολουθώντας µία εκθετική ανάπτυξη. Με ανάλογο τρόπο αυτή η κίνηση 

συνεχίζεται και στα υπόλοιπα µέρη έως ότου η ταχύτητα φτάσει στη τελική τιµή: 1 

δείγµα ανά 10 msec. 

 Στο δεύτερο στάδιο της σύνθεσης, µετά τη δηµιουργία και την αποθήκευσή τους, 

τα MIDI µηνύµατα εισάγονται σε ένα Audio/MIDI Sequencer όπου τοποθετούνται στη 

σειρά και εκτελούνται από το software synthesizer της Native Instruments, STEAMPIPE 

(εικόνα 2.3) που χρησιµοποιεί τεχνικές σύνθεσης ήχου µε Physical Modeling. Η πηγή 

ήχου του συγκεκριµένου synthesizer είναι µία γεννήτρια λευκού θορύβου η οποία αφού 

περάσει από ένα Amplitude Envelope και ένα φίλτρο Low Pass, οδηγείται σε µία µηχανή 

καθυστέρησης (DELAY) όπου αποκτά τονικότητα (Tune) µέσω τεχνητών συντονισµών. 

Η παράµετρος Tune σχετίζεται µε το χρόνο καθυστέρησης ενώ η παράµετρος RT µε το 

χρόνο ανάδρασης (Feedback). Όσο πιο µικρός ο χρόνος καθυστέρησης, τόσο πιο οξύς ο 

ήχος και όσο πιο µεγάλος ο χρόνος ανάδρασης, τόσο πιο µεγάλος σε διάρκεια και ο 

συντονισµός. Η χρονική καθυστέρηση σε αυτή τη περίπτωση είναι της τάξης µερικών 

msec δηµιουργώντας στην ουσία ταλαντώσεις ανάµεσα στον «dry ήχο» και στο σήµα 

που επιστρέφει µέσω της ανάδρασης. Στο παράδειγµα 2 από τα ηχητικά παραδείγµατα 

ακούµε την ίδια νότα να παίζει ενώ αυξάνεται η παράµετρος Tune. Αύξηση της 

παραµέτρου Tune σηµαίνει µείωση του χρόνου καθυστέρησης. Στο 3ο παράδειγµα 

ακούγεται πάλι µία αύξηση του Tune αυτή τη φορά µε χρόνο ανάδρασης µεγαλύτερο από 

το µηδέν. Ο χρόνος ανάδρασης σχετίζεται µε τη διάρκεια των επαναλήψεων, γι’αυτό και 

η παράµετρος του synthesizer ονοµάζεται RT (reverberation time). Στα ηχητικά 

παραδείγµατα 4 και 5 ακούµε µία αύξηση της παραµέτρου RT. Στο 5ο παράδειγµα 
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ακούγεται αύξηση του χρόνου ανάδρασης διατηρώντας σταθερό ένα µικρότερο χρόνο 

καθυστέρησης (δηλαδή µεγαλύτερο Tune). 

 Αυτοί οι παράµετροι µεταβάλλονται κατά τη διάρκεια του έργου αλλάζοντας το 

ηχόχρωµα των ηχητικών µαζών. Οι µεταβολές αυτές σε γενικές γραµµές υπαγορεύονται 

από τη θέση των ηχητικών µαζών µέσα στο συνολικό έργο και δηµιουργούνται µε 

προγραµµατιζόµενες περιβάλλουσες (automation) που παρέχει το sequencer (εικόνα 2.4). 

Έτσι για παράδειγµα, πλησιάζοντας προς το τέλος, ακούµε ήχους µε όλο και µικρότερη 

διάρκεια, µεγαλύτερη οξύτητα και πιο µακρούς συντονισµούς. Ωστόσο χρειάστηκαν 

αρκετές φορές διορθωτικές επεµβάσεις στις τιµές των παραµέτρων είτε για την αποφυγή 

φαινοµένων ανάδρασης είτε για την επίτευξη καλύτερου αισθητικού αποτελέσµατος. 

 Εκτός του synthesizer Steampipe χρησιµοποιήθηκε και µία σειρά ακουστικών 

δειγµάτων όπως ήχοι κυµβάλων που παίζονται µε δοξάρι και ήχοι χορωδίας καθώς 

επίσης και 1 συνθετικό pad. Όλα αυτά τα στοιχεία ακούγονται κατά τη διάρκεια του 

έργου και εµφανίζονται σε τονικότητες B και Bb. Σκοπός είναι η συνεχής αναφορά στην 

αρχική συνθήκη, δηλαδή στη τιµή 0.3666 της παραµέτρου “r” της Λογιστικής εξίσωσης, 

που βρίσκεται κάπου ανάµεσα σε αυτές τις νότες 

 Στο τέλος του έργου οι ήχοι έχοντας υποστεί τη µέγιστη επιτάχυνσή τους 

καταλήγουν σε µία συγχορδία-cluster που υποδηλώνει αφενός την αρχική συνθήκη του 

έργου και αφετέρου τη fractal δοµή που παρουσιάζει το έργο στο σύνολό του, αφού ο 

τελικός παραγόµενος ήχος  µοιάζει ακουστικά µε τους ήχους κυµβάλων που ακούγονται 

στην αρχή του κοµµατιού. 
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2.2 – Μετατροπή Αλγόριθµου σε MIDI αρχεία9 

 
                                                 
9 Το Patch σε Max/MSP. Στη περιοχή µέσα στο κόκκινο περίγραµµα δίνονται οι τιµές για αρχική και 
τελική ταχύτητα παραγωγής νοτών όπως επίσης και ο παράγοντας «καµπύλωσης» της ταχύτητας. Στο µπλε 
περίγραµµα εντοπίζεται το external object που παρέχει στο patch τον αλγόριθµο της Λογιστικής εξίσωσης. 
Στο πράσινο περίγραµµα δίνονται οι τιµές για την ένταση και τη διάρκεια κάθε παραγώµενης νότας. 
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2.3 – STEAMPIPE Synthesizer10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
10 Steampipe. Οι παράµετροι για τη περιβάλουσα δυναµικής (Amplitude Envelope) όπως Attack, Decay, 
Sustain, Release εντοπίζονται µέσα στο κόκκινο περίγραµµα. Μέσα στο πράσινο περίγραµµα παρατηρούµε 
τις παραµέτρους DC/Noise για το ποσοστό του λευκού θορύβου Cut και Res για τη συχνότητα αποκοπής 
και το slope του Low Pass φίλτρου. Στο µπλε περίγραµµα διακρίνονται οι παράµετροι Tune και Fine για τη 
παράµετρο της χρονικής καθυστέρησης και στο κίτρινο περίγραµµα η παράµετρος του χρόνου ανάδρασης. 
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2.4 – Ableton Live 5 Sequencer11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
11 Το Sequencer που χρησιµοποιήθηκε για τη διευθέτηση των MIDI αρχείων και την αυτοµατοποίηση των 
παραµέτρων του Steampipe. Στην εικόνα διακρίνονται κάποιες χαρακτηριστικές καταστάσεις του 
συστήµατος της Λογιστικής Εξίσωσης όπως επίσης και η µεταβολή της πυκνότητας των ηχητικών µαζών. 
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Program Notes για το µουσικό έργο TEOG 

 

 

Η σύνθεση βασίζεται στην ιδέα του κοσµικού πληθωρισµού. Μία αρχική 

«ιδιοµορφία» µεταµορφώνεται σε µία πολύπλοκη οντότητα αξιοποιώντας µία φθίνουσα 

ενέργεια και δηµιουργώντας ένα βάθος υποσυστηµάτων που σχηµατοποιούνται µέσω του 

αλγόριθµου της λογιστικής εξίσωσης. Η φθίνουσα ενέργεια δηµιουργεί όλο και 

µικρότερα συστήµατα και ο αλγόριθµος, δοµές σχετικές µεταξύ τους, µε fractal 

ιδιότητες. Το σύνολο του έργου ακολουθεί τη πορεία µιας λογαριθµικής σπείρας η οποία 

«τραβά» προς το κέντρο της τις ηχητικές µάζες και τις µεταλλάσσει.        
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