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Περίληψη 

  Αυτές οι αναφορές αντιπροσωπεύουν το περιεχόµενο των δέκα 
διαλέξεων για την διάσπαση και την διασπορά από υπερβολικά 
συστήµατα που δόθηκαν κατά την περιφερειακή διάσκεψη πάνω στο 
αρχικό όριο τιµών εξωτερικευµένων Προβληµάτων για Υπερβολικές 
∆ιαφορικές Εξισώσεις στο Πανεπιστήµιο της Νέας Υόρκης στο 
Μπάφαλο από 3 - 7 Ιουνίου 1973. Η προέλευση του ενδιαφέροντος για 
αυτό το θέµα έγκειται στην πολύ γνωστή συµπεριφορά των κυµατικών 
εξισώσεων ή των εξισώσεων Maxwell στον ελεύθερο χώρο: σε κάθε 
σηµείο του χώρου, η επίδραση ενός σήµατος χάνεται, αλλά η συνολική 
ενέργεια που µεταφέρεται µε το σήµα διατηρείται, όπου στην 
πραγµατικότητα µεταφέρεται στο άπειρο. Θα θέλαµε πραγµατικά να 
ανακαλύψουµε και να αναλύσουµε τα ίδια φαινόµενα στα γενικώς 
υπερβολικά συστήµατα σε γενικούς τοµείς φτάνοντας µέχρι το άπειρο. 
Αλλά τα φαινόµενα στη πραγµατικότητα είναι πολύ περίπλοκα και τα 
διευθετούµε για ειδικές περιπτώσεις. Το πιο γνωστό, το πιο µελετηµένο 
από αυτά, είναι η κυµατική εξίσωση. Ακόµη και αν η µελέτη απέχει 
πολύ από το να είναι πλήρης και εξακολουθεί να είναι λιγότερο γνωστή 
για χρήσιµα πράγµατα, όπως εξισώσεις του Maxwell. Αυτές οι 
αναφορές, ως εκ τούτου, αντιπροσωπεύουν σε µια γενική εικόνα 
θραύσµατα που ελπίζω ότι είναι πολύτιµες για να είναι γνωστό τι 
µπορεί να προσφερθεί. Αυτές οι αναπούφεκτες ιδιότητες 
αντιπροσωπεύουν τη δική µου ιδιαίτερη προσέγγιση της προσέγγισης 
και του ενδιαφέροντος στο θέµα. Τα περισσότερα από τα 
αποτελέσµατα έχουν δηµοσιευθεί τα τελευταία χρόνια. Μερικά 
αποτελέσµατα είναι νέα και δεν έχουν ακόµη δηµοσιευθεί, για 
παράδειγµα τα αποτελέσµατα της εξίσωσης Maxwell και τα µη 
αστεροειδή αντανακλώµενα σχήµατα. 

 

* Αυτές οι αναφορές  καταρτίστηκαν στο Ινστιτούτο Courant των Μαθηµατικών Επιστηµών, 
Πανεπιστήµιο της  Νέας Υόρκης υπό την αιγίδα του Γραφείου Ναυτικών Ερευνών, Αρ. 
Συµβολαίου  NOOO14-67-A-0467-0024 
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1ο 
Κεφάλαιο 

 

Εισαγωγή και Έρευνα 

 

  1. Συνολική ενέργεια. Οι στοιχειώδεις έννοιες της ενέργειας και της 
διάσπασης εµφανίζονται τόσο απλά στο πλαίσιο των γενικών 
υπερβολικών συστηµάτων που αρχίζει µε ένα γενικό τρόπο.Εξετάστε 
ένα πραγµατικό γραµµικό σύστηµα σε συµµετρική µορφή για το 
διανυσµατικό Υ(x, t), όπου x είναι η θέση στον N-διάστατο διάστηµα 
και t είναι ο χρόνος:                

             

 

 

  Όπου An είναι µια συµµετρική απεικόνιση, το ε είναι ένα κυρίαρχο 
γράµµα στο Rn που περιέχει το σηµείο του στο ∞. Η πυκνότητα 

ενέργειας είναι ένα βαθµωτό προϊόν Y • Y, η ενέργεια σε  είναι: 

                                          

Και η συνολική ενέργεια είναι: 

                                           

  Η βασική ταυτότητα ενέργειας επιτυγχάνεται µε τη λήψη του 
βαθµωτού παραγόµενου της εξίσωσης µε το Y. Έτσι, χρησιµοποιώντας 
τη συµµετρία του An, 
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  Ολοκληρωµένο, ε x [0, t] λαµβάνει για το ρυθµό µεταβολής της 

συνολικής ενέργειας: 

 

 

∆εν υπάρχουν συµβολή από | x | = ∞ εάν υποθέσουµε ότι τα αρχικά 
δεδοµένα έχουν σύνθετη υποστήριξη.Τα τρία ολοκληρώµατα στα δεξιά 
αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς τρόπους για το ποια ενέργεια 
τροφοδοτείται ή διοχετεύεται έξω από το σύστηµα. Η τελευταία είναι 
µια πηγή (ή που απορροφάται ανάλογα µε το πρόσηµο) και 
αντιπροσωπεύει το έργο που πραγµατοποιείται από εξωτερικές 
δυνάµεις. ∆εύτερον  αντιπροσωπεύετε µια ενέργεια απορροφούµενη (η 
µε έγχυση), από το φορέα. Το πρώτο είναι µια ενέργεια 
απορροφούµενη (ή µε έγχυση) από το όριο; Το φυσιολογικό είναι vn. 

 

  Το σηµείο εκκίνησης είναι η προυπόθεση διατήρησης της ενέργειας 

Ε(ε,Y,t) =const, εάν δεν υπάρχουν πηγές (C = 0). Αυτό απαιτεί την 

απουσία ενός ορίου µε το  το συµµετρικό µέρος του Β: 
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και µε ένα όριο, η οριακή συνθήκη επιπλέον 

 

                            

  Καλούµαι ένα σύστηµα απορρόφησης υλικού, εάν  -  Σn ∂ 

An/∂xn < K < 0, και ένα όριο συνθήκης QY = 0 στο ∂ε. 

  Αν µια οριακή συνθήκη είναι η διατήρηση ενέργειας η το υλικό 
απoρρόφησης φορτίων και το σύστηµα είναι απορροφητικό τότε η 
ενέργεια φθίνει εκθετικά µε ρυθµό τουλάχιστον όπως η µεγαλύτερη 
τιµή.  

–Λ του  -  Σn ∂Αn/∂xn.   Για      

                                                                

    συνεπώς                    

                                                         

    η      

                                                         

  Ωστόσο, αυτό είναι συχνά µια ρεαλιστική φυσική κατάσταση, η τιµή 
µπορεί να είναι τόσο µικρή που οι εξισώσεις διατήρησης της ενέργειας 
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δίνουν µια καλύτερη εικόνα της φυσικής και στην πραγµατικότητα, 
µπορεί να οδηγήσει σε µια τοπική εκθετικά διάσπαση της ενέργειας Ε 

(|χ|<α,Υ,t), όπου είναι ταχύτερη από εκείνη που παρέχει ο Λ εκθέτης. 

   

  Εάν το µέσο συµβάλλει στην ενέργεια, Β - ∂Αn/∂xn > 0, η 
ενέργεια µεγαλώνει. Περιπτώσεις όπου η συνολική ενέργεια αυξάνεται, 
αλλά η τοπική ενέργεια σε µία πεπερασµένη περιοχή εξασθενεί, έχουν 
εξετασθεί από τον Bloom και τον Kazarinoff. Προβλήµατα στην οποία 
η οριακή συνθήκη είναι υλικό απορρόφησης φορτίων έχουν 
αντιµετωπιστεί πρόσφατα από τον Lax και τον Phillips (1973). 
Υπάρχουν επίσης προβλήµατα του ενδιαφέροντος στις οποίεςτο Β - 

 ∂Αn/∂xn είναι αορίστου χρόνου. Εξετάστε τη µη γραµµική εξίσωση 
(δεν υπάρχει σηµείο εδώ φτιάχνοντας το στο σύστηµα): 

                          

 

  Έχει περιοδικές λύσεις u = U (at - bx), a2–b2 > 0. Ας υποθέσουµε ότι 
κάποιος θέλει να εξετάσει τη σταθερότητα. Η διαταραχή w τηςλύσης 
απαντά στο παρακάτω ερώτηµα. 

                     

στην κατώτερη τάξη, ενώ η εξίσωση για το U έχει την παρακάτω 
µορφή διατήρησης 
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1 Ωστόσο, το ποσοστό της ανάπτυξης περιορίζεται και αυτό είναι που κάποιοςαποδεικνύει την 
ύπαρξη της αδύναµης λύσης. (Friedrichs το  1958). 

                  

έτσι ώστε η ενέργεια του ολοκληρώµατος ʃ (  +  \ + u2 + u2)dx 
είναι διατηρηµένη, η εξίσωση για w δεν εφαρµόζει. Στην 
πραγµατικότητα, µπορεί να φαίνεται ότι έχει οµαλές επιλύσεις της 
σύνθετης αρχικής υποστήριξης όπου αυξάνεται γεωµετρικά και ότι 
άλλοι διασπόνται  (βλ. Morawetz το 1974). Τόσο πολύ για τη συνολική 
ενέργεια. Εδώ θα εξετάσουµε µόνο τα ενεργειακά συστήµατα 
διατήρησης οι εξισώσεις και θα διερευνήσουµε την τοπική διάσπαση 
της ενέργειας. 

 

  2.Ευριστική επιχειρηµατολογία για τη διάσπαση. Το πρώτο µας 
µέληµα είναι να περιµένουµε για το πότε η λύση σε ένα σταθερό 
σηµείο τείνει στο µηδεν µε το χρόνο. Το βασικό επιχείρηµα είναι ότι θα 
υπάρξει εξασθένηση αν δεν υπάρχουν στάσιµα κύµατα πεπερασµένης 
ενέργειας, λύσεις της µορφής eιωty(x), αλλιώς ονοµάζεται δεσµευµένη 
κατάσταση. Αυτό, βέβαια ισχύει µόνο για την περίπτωση όπου οι 
εξισώσεις δεν έχουν καµία εξάρτηση από τον χρόνο. Είναι σαφές ότι 
δεν θα υπάρξει εξασθένηση εάν υπάρχουν στάσιµα κύµατα αλλά είναι 
µια έµµεση και αρκετά λεπτή επιχειρηµατολογία (βλέπε Lax και Philips 
το1967), p. 14 et seq) για να αποδείξει το αντίθετο. Από ένα τέτοιο 
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επιχείρηµα δεν µπορούν να παραχθούν πολλά περισσότερα από το 
δεδοµένο της φθοράς. 

  Από την άλλη πλευρά, οι επιπτώσεις της κλιµάκωσης και της 
εξάπλωσης στο διάστηµα παραγόµενο από τον αριθµό των διαστάσεων 
αποδίδουν δύο ενδείξεις στην τοπική ενέργεια υποβάθµισης που είναι 
αποκαλυπτικά. 

 

      Κλιµακωτά. Θεωρείστε ότι µια επίλυση U (x, t) της αρχικής αξίας 
προβληµάτων για: 

 

                                

 

 

Τότε το Uκ = U(kχ, kt) λύνει την αρχική αξία του προβλήµατος. 

                          

  Για U = k2□kUk = 0. To □k αποδεικνύει ότι το επιχείρηµα του 
d'Alembertian είναι το kχ, kt. 

   Η επίλυση U στις ακτίνες x– κατά τη χρονική στιγµή T είναι η ίδια 
όπως στο Uk στη χρονική στιγµή T/K. Ως εκ τούτου, για να λάβετε τη 
συµπεριφορά του Uk για µεγάλες τιµές, θα έπρεπε να εξετάσουµε το U 
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σε ένα καθορισµένο χρόνο µε το k να είναι µικρό της τάξης του 1/T. 
Τώρα σκεφτείτε µια διαταραχή η οποία να είναι συγκεντρωµένη σε µια 
πεπερασµένη περιοχή, δηλαδή είτε ένα σώµα µε µία κατάλληλη οριακή 
συνθήκη, ή πιο απλά ένα δυνητικό προστιθέµενο σε πεπερασµένη 
περιοχή. 

                                

   Η ενέργεια διατηρείτα ακόµα και αν διατηρήσουµε την ενεργειακή 

πυκνότητα, όπως  + | U|2 + V(x)U2  δεδοµένου 

            

 

   Εάν αυξήσουµε την κλίµακα θα έχουµε για    

                                        

  Ρυθµίζοντας το k = 1 / T και αφήνοντας το T →∞ ο δεύτερος όρος 
πηγαίνει στο µηδέν. Γι’αυτό το λόγο εµείς θα εφαρµόσουµε το 
προηγούµενο εγχείρηµα µας. Έτσι η επίλυση θα πρέπει να 
συµπεριφέρεται σε µεγάλες τιµές σαν να είναι η λύση σε ένα 
πεπερασµένο χρονικό διάστηµα του ελεύθερου πεδίου κυµατικών 
εξισώσεων της τάξης του 1 / t.   Είναι δύσκολο να πραγµατοποιηθεί 
αυτό το εγχείρηµα µε ακρίβεια, αλλά υπάρχουν παραδείγµατα που το 
επιβεβαιώνουν αυτό, ιδίως οι εξισώσεις του Maxwell (βλ. Κεφ. 2.) και 
η κυµατική εξίσωση στις δύο διαστάσεις του εξωτερικού ενός κυρτού 
σώµατος. Ωστόσο, αυτό δεν είναι πάντοτε αληθές. Η επίλυση θα πρέπει 
να έχει ελεύθερη πρόσβαση στο άπειρο, όπου δεν υπάρχουν 
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δεσµευµένες καταστάσεις. Για παράδειγµα, υποθέτουµε ότι έχουµε ένα 
κλειστό ανακλαστικό σώµα αντί για ένα δυνητικό (βλεπε σχήµα 1α. 
Θεωρούµε απτές λύσεις τόσο στο εσωτερικό όσο και στο εξωτερικό. 
Στη συνέχεια, η ενέργεια που µπαίνει αρχικά µέσα στο εσωτερικό είναι 
παγιδευµένη στο εσωτερικό. Η λύση στο εσωτερικό αποτελείται από 
δεσµευµένα µέλη. Εάν ανοίξουµε το σώµα για λίγο (βλέπε σχήµα 1b) 
παίρνουµε τo παρακάτω. 

             

 

  Αποκαλείται εκτονωτής Helmholtz και η ενέργεια του δενµπορεί να 
παγιδευτεί, στην πραγµατικότητα, υπάρχει διάσπαση της τάξης 1/t, 

όπως η εξίσωση του ελεύθερου πεδίου. Στην πραγµατικότητα, µε το  
το εσωτερικό ενός κατάλληλου κατασκευασµένου τοµέα αποδείχθηκε 
από τον Ralston το 1969, ότι δεν υπάρχει ρυθµός της διάσπασης µε την 
εξής έννοια. 

   Ορισµοί. 

                              

Είναι η τοπική ενέργεια στο D.                                                                                             

f (t) είναι ο ρυθµός της φθοράς για ε και D για     
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  Όπου το  είναι ένα κλειστό υποσύνολο του ε, το U είναι µια 

οποιαδήποτε επίλυση µε σύνθετα αρχικά δεδοµένα και το f → 0 όπως 
το t→∞.  Στο 2o κεφάλαιο θα αντλήσουµε ορισµένους ρυθµούς της 
διάσπασης συνδεδεµένης κλιµακωτά. Επίσης θα εξετάσουµε ορισµένες 
πιθανότητες. Υποθέτουµε ότι ο αριθµός του πεδίου διαστάσεων είναι Ν 
και έχουµε ένα οµοιογενές σύστηµα µε σταθερούς συντελεστές. 

                                        

 

  Υποθέτουµε ότι οι χαρακτηριστικές ταχύτητες είναι όλες 

διαφορετικές; Τότε E(RN , Y , t) = ʃD (Y  Y)|dx| είναι σταθερού 
ανεξαρτήτου χρόνου. Η επίλυση δεν µπορεί να διαδοθεί από την αρχική 
του υποστήριξη, δηλαδή |x| < R, γρηγορότερα από ό,τι στην 
γρηγορότερη χαρακτηριστική ταχύτητα c. Υποθέτουµε ότι ένα 
πεπερασµένο µέρος της ενέργειας επικεντρώνεται ακριβώς πίσω από 
την γρηγορότερη χαρακτηριστική εντός της απόστασης d.    

Τη χρονική στιγµή t, 

           

 

  Όπου το Υ σε πολικές συντεταγµένες είναι ct + R - ξ, Ω. Συνεπώς, εάν 
το Y είναι οµαλό. 

                                       οριοθετηµένο 

η 
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  Έτσι το Y πρέπει να διασπαστεί το λιγότερο όπως σε t1-n/2  κοντά στην 
ταχύτερη χαρακτηριστική του κώνου. Αυτό µας οδηγεί φυσικά στο 
αντίθετο ζήτηµα της επάρκειας ρυθµού διάσπασης για να διασφαλιστεί 
ότι η επίλυση πρέπει να είναι ταυτόσηµη µε µηδέν, ένα είδος της 
κατάσταση Sommerfeld (βλ. Littman και Orazio το 1972 και Murray το 
1971). 

  Για την κυµατική εξίσωση αυτό χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά της 
επίλυσης στη χαρακτηριστική του κώνου εξέρχοντας από την 
υποστήριξη. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι όλες οι αεροπλανικές 
κυµατοµορφές (U=ei(t-k*x), |k|=1) περιήγηση µε χαρακτηριστική 
ταχύτητα. Σε αντίθεση, οι λύσεις για την τυπική εξίσωση της 
διασποράς. 

                            Uit– ∆U + m2U = 0               στο  RN 

Αυτό που µπορούµε να πούµε για τη διάσπαση είναι ότι απλώνεται µε 
όσο πιο δυνατό τρόπο γίνεται: ∆ηλαδή, σε κάθε γραµµή x = αt, |U| ~ t-α 
ανεξάρτητα από την κατεύθυνση της α. Η ενέργεια η οποία διατηρείται 
είναι η εξής. 

                                

 

  ΕανU ~ t-α και επιπλέον τα παράγωγα, θα πρέπει να βρούµε από την 

ενέργεια ότι -αrn-1 οριοθετείται µακριά από το µηδέν η από n-1dr~ tn 

και βρίσκουµε α = n/2 και αυτό είναι, στην πραγµατικότητα η 
περίπτωση.  Πρέπει, όµως να αποδειχθεί µε µετασχηµατισµό Fourier 
και τη στατική φάση. Στη συνέχεια ας εξετάσουµε την περίπτωση ενός 
µη υλικού απορρόφησης φορτίου µε εκθετικό ρυθµό της τοπικής 
διάσπασης. ∆ηλαδή, σε τοπικό επίπεδο η λύση συµπεριφέρεται σαν να 
υπήρχε ένα µη υλικό απορρόφησης φορτίου µηχανισµός.Αλλά 
δεδοµένου ότι η συνολική ενέργεια διατηρείται πρέπει να µεταφέρεται 
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µακρυά, η πίσω από τις χαρακτηριστικές, δεδοµένου ότι δεν µπορεί να 
πάει πιο γρήγορα.                                                                       Το 
κλασσικό παράδειγµα µιας λύσης που µεταφέρεται στις 
χαρακτηριστικές είναι η κυµατική εξίσωση σε περίεργες διαστάσεις, 
όπου η αρχή Huyghen διεξάγεται. Εάν έχουµε τα δεδοµένα µιας 
σύνθετης υποστήριξης, η επίλυση είναι µηδέν στο εσωτερικό του 
µπροστινού φως και στο  πίσω φως σαρωµένο έξω από τις ακτίνες του 
φωτός που απορρέεται από την υποστήριξη. 

 

  Υπάρχει µια ποικιλία από διαταραχές που οδηγούν από την αρχή 
Huyghen σε εκθετική φθορά. Το κεφάλαιο 3 εξετάζει περιπτώσεις στις 
οποίες αυτό συµβαίνει και βλέπουµε σε κάποιο βαθµό πόσο γενικά 
είναι αυτά, και πότε µπορούν να είναι αναµενόµενα. Η αξιολόγηση των 
εκθετικών συντελεστών για την κυµατική εξίσωση παρουσιάζεται στο 
κεφάλαιο 5. 

  3. ∆ιάδοση ιδιοµορφιών. Ενώ η αρχή Huyghen ισχύει µόνο για µια 
ειδική κατηγορία των εξισώσεων, η γενικευµένη αρχή του Huyghen 
ισχύει για όλα τα υπερβολικά συστήµατα. Αυτή η αρχή µας λέει ότι το 
µοναδικό µέρος των αρχικών δεδοµένων διαδίδεται κατά µήκοςτων 
χαρακτηριστικών κώνων σαρωµένων από την υποστήριξη των 
ατοµικών δεδοµένων. 

Για παράδειγµα, µε την κυµατική εξίσωση σε τρεις διαστάσεις η λύση 
U µε τα αρχικά δεδοµένα 

                                           

             είναι                   
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  Πότε το δi είναι µια συνάρτηση δ στην προέλευση; Το i είναι η 
διάσταση. Τα δεδοµένα είναι µοναδικά στην προέλευση µόνο; Η 
επίλυση έχει µια δ γραµµική λειτουργία ιδιοµορφίας στον κώνο, |x| =t.  

  Εξετάζεται σαν ένα πρόβληµα Cauchy ξεκινώντας από τοT, ωστόσο 
αυτό που βλέπουµε εδώ είναι ότι έχουµε µόνο δεδοµένα, µοναδική σε 
µία δωσµένη σφαίρα, όπου αργότερα θα επικεντρωθεί σε µια πιο 
υψηλή ιδιοµορφία σε ένα σηµείο. ∆εδοµένα τα οποία θα είναι 
µοναδικά, µε µια πιο γενική καµπύλη στο πεδίο, θα επικεντρωθεί στο 
σχήµα των κώνων να αυξάνεται από την καµπύλη. Μπορούµε να 
ρωτήσουµε τι συµβαίνει µετά από µια τέτοια εµφάνιση εστίασης. Η 
απάντηση στην απλή περίπτωση ενός σηµείου εστίασης είναι ότι η 
λύση περνά µέσα από αυτή την ιδιαιτερότητα χωρίς αποτέλεσµα. Για 
να δούµε τι θα συµβεί στη συνέχεια, σε γενικές γραµµές, θα 
εξετάσουµε το µετασχηµατισµό Fourier στο διάστηµα: 

                         

Στη συνέχεια, η διαφορική εξίσωση είναι 

                         

   Και τα αρχικά δεδοµένα είναι F = F0, F = Fl. Οι ιδιαιτερότητες του U 
αντικατοπτρίζεται στη συµπεριφορά της F για |k| µεγάλο.                                          
Υποθέστε ότι U και Ut είναι τα αρχικά  και  αντίστοιχα. Στη 
συνέχεια, F0, F1 φθορά όπως |k|-n και |k|-n+1 ,F φθορά όπως |k|-n και 
παίρνουµε U σε  τη κάθε φορά. Στην πραγµατικότητα, 
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  Aπό την οποία η κίνηση του µονοδιάστατου µέρους του U µπορεί να 
προέρχεται από στατική φάση. Εξ’αρχής, θα µπορούσαµε να έχουµε 
φανταστεί ότι το επίκεντρο του χαρακτηριστικού κώνου που µεταφέρει 
ασυµπτωτικά ιδιοµορφίες σε ένα σηµείο καµπής στο εσωτερικό θα 
µπορούσε να παράξει δευτερεύουσες ιδιαιτερότητες 
πολλαπλασιαζοντας προς τα πίσω όπως αναφέρεται στο παρακάτω 
σχήµα. Ωστόσο, αυτή η δυνατότητα έχει εξαλειφθεί από το 
µετασχηµατισµό Fourier.            

                   

                                               Σχήµα 2 

  

  Αν είχαµε µια ιδιόµορφη εκκίνηση σε ένα οριακό σηµείο της περιοχής 
θα µπορούσε να υπάρξει µια τόσο βοηθητική ιδιοµορφία παραγόµενη 
και αυτή η πιθανότητα δεν θα έχει εξαλειφθεί ακόµα για την κυµατική 
εξίσωση. Από την άλλη πλευρά, η τεχνική του µετασχηµατισµού 
Fourier χρησιµοποιήθηκε από τον Ludwig το 1966 για να µελετηθεί η 
συµπεριφορά των ιδιοµορφιών σε foci για υπερβολικά συστήµατα. Μια 
πλήρης θεωρία ακολουθώντας αυτό το έργο και αποδίδοντας όλες τις 
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πτυχές της διάδοσης των ιδιοµορφιών στο εσωτερικό της περιοχής 
δίνεται από τον Duistermaat (να εµφανιστεί) και Duistermaat και 
Hörmander το 1971. 

  Ωστόσο, εδώ θα επικεντρωθούµε στην κυµατική εξίσωση µε 
αντανακλόµενους φορείς όπου ο µετασχηµατισµός Fourier στο χρόνο 
έχει µέχρι στιγµής αποδειχθεί πιο χρήσιµος, και αυτό επιβεβαιώνεται 
στο κεφάλαιο 7.                                                                                                                       
Το πρόβληµα µειώνεται αν πάρουµε τοµετασχηµατισµό Fourier στο 
χρόνο παίρνουµε και τη µειωµένη ανοµοιογενή κυµατική εξίσωση για 

iλιUdt = u, 

                                                

 Όπου 

                                                

Εάν 

                            

  Θα έπρεπε πρώτα να ανησυχήσουµε ότι το u υπάρχει, υποθέτουµε ότι 
αυτό προκύπτει από το θεώρηµα της διάσπασης. Εδώ θα πάρουµε µια 
συνολική εικόνα. 

  Οι ιδιοµορφίες των αρχικών δεδοµένων απλά µεταφέρονται. Η 
προηγούµενη µας συνταγή µας λέει να βγάλουµε έξω τις ιδιοµορφίες 
από το U µε το να πάρει τη συµπεριφορά του u για µεγάλο λ.  Αυτή 
είναι η θεωρία της γεωµετρικής οπτικής που θα συζητήσουµε στο 
Κεφάλαιο 7. 

        

Παρακάτω δίνεται η λύση: 
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   Όπου G(x,y) είναι η κατάλληλη λειτουργία πρασίνου. Έπειτα. 

                          

 

  Οι ιδιοµορφίες στο U προκύπτουν από όπου η κοινή ιδιοµορφία 
εµφανίζεται στο G και (iλφ– ψ) και στα σηµεία όπου το ολοκλήρωµα 
δεν συγκλίνει. Η κατάλληλη συνάρτηση του Green έχει µόνο µία 
ιδιοµορφία από το θεµελιώδες µέρος της, την πηγή. ∆ίνεται.  

                                          

    Για να λάβουµε την ιδέα, ας υποθέσουµε ότι είµαστε σε τρεις 
διαστάσεις. 

                                             

  Το ολοκλήρωµα θα συµπεριφέρεται άσχηµα στα σηµεία όπου το iλφ – 
ψ είναι µοναδιαίο (αυτό παράγει την τιµή του y), όπου ο 
ταλαντευόµενος παράγοντα του λ εξαφανίζεται, για παράδειγµα t = |χ–
y|. Εάν GR, το υπόλοιπο, έχει ένα ταλαντευόµενο παράγοντα eiλχ, όπου 
θα συµβάλει επίσης στην ιδιοµορφία στα σηµεία όπου t = χ. Επιπλέον, 
εάν το G έχει περιοχές στο διάστηµα όπου έχει εκθετικά φθίνων 
συντελεστή, θα βρούµε τη λύση για να είναι τοπικά αναλυτική, αλλά 
αυτό ποτέ δεν δείχνει να συµβαίνει (όπως στο σχήµα 1 στο κεφάλαιο 
7).Έτσι ο πολλαπλασιασµός των µοναδιαίων µειώνει το να 
µελετήσουµε τη συµπεριφορά για το µεγάλο λ της συνάρτησης του 
Green, δηλαδή το πρόβληµα της γεωµετρικής οπτικού πεδίου της 
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αντανακλώµενης πηγής. Έτσι, για τα προβλήµατα µε τα όρια θα 
µπορούσαµε να εξαλείψουµε την πιθανότητα όπου οι ιδιοµορφίες  
παράγονται γύρω από τα όρια µε την κατάλληλη θεωρία της 
γεωµετρικής οπτικής. 

4. ∆ιασπορά.Tώρα γυρίζουµε σε µερικές απλές και φυσικές συνθήκες 
της διασποράς. Η διασπορά σχετίζεται µε την πεπερασµένη διατάραχη 
ενός συστήµατος για κάτι το οποίο θα µπορούσαµε να πούµε ότι όλα 
είναι γνωστά. Ειδικότερα, ασχολείται µε την επίδραση των 
παρεµβολών σε µεγάλες τιµές. Για παράδειγµα, ένα σύστηµα 
µεσταθερούς συντελεστές R" θα µπορούσε να είναι διαταραγµένο 
εξετάζοντας τον µεταβλητό συντελεστή, είτε περιορίζοντας το πεδίο 
στο εξωτερικό µιας πεπερασµένης περιοχής και επιβάλλοντας την 
οριακή συνθήκη µε την προσθήκη µη γραµµικών όρων.Φανταστείτε 
έναν παρατηρητή να κάθεται µακριά τόσο στο διάστηµα όσο και στο 
χρόνο από τις παρεµβολές να επηρεάζουν και φανταστείτε ένα σήµα 
που έχει σταλθεί πριν από πολύ καιρό στο παρελθόν και σε µια περιοχή 
που είναι επίσης µακριά από την περιοχή που παρεµβάλλεται από 
παρεµβολές. Ας υποθέσουµε ότι η πληροφορία αντιπροσωπευεται από 
µια επίλυση κάποιων συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων.                                                                                                
Εάν δεν υπάρχει καµία παρεµβολή να επηρρεάζει ας αναδείξουµε την 
επίλυση σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή t σχετίζεται µε τη πληροφορία 
σ από: 

                                                

 µια συνάρτηση τουχρόνου. Αυτό που βλέπει ο  παρατηρητής είναι: 

                                    

  Εδώ το σήµα εκπέµφθηκε από t = - όπου είναι σ µια και 
υποθέτουµε ότι το σήµα φθίνει τοπικα.                                                                                         
Υποθέτουµε ότι οι παρεµβολές είναι εισηγµένες. Ο παρατηρητής θα δεί 
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µια διαφορετική λύση από το ίδιο σύστηµα (δεδοµένου ότι κάθεται σε 
µια φυσική περιοχή), 

                                             

    Από το οποίο κατασκευάζει U0(t)σρ. Αλλά αυτό που ο παρατηρητής 
θέλει να ξέρει είναι τι ήταν το αρχικό σήµα εάν παρατηρείται το σp.                                            

  Αναπαρστάται από το Up(t) η επίτευξη λύσης λειτουργίας του 
παρεµβαλλόµενου συστήµατος; Τότε 

                            

 

  Σχετικά µε το όριο 0σρ όπως τα δεδοµένα στο t = +  η οποία 
όταν λυθεί προς τα πίσω στο χρόνο µε την παρουσία παρεµβολής 
οδηγεί σε σ στο - , έχουµε 

              

και οµοίως 

              

   Εάν ορίσουµε την συνάρτηση διασποράς Sα ως λειτουργία που 
λαµβάνει το αρχικό σήµα στο παρατηρούµενο σήµα, τότε 

                                 

  Εάν καθορίσουµε µια άλλη συνάρτηση διασποράς S, λαµβάνοντας την 
αρχική λύση U0σ µέσα στην παρατηρούµενη λύση U0σρ  έχουµε 
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  Το απλούστερο µοντέλο για να εφαρµοστεί αυτό είναι ένα πρόβληµα 
γεωµετρικής διάθλασης πρόβληµα όπως απεικονίζεται στο παρακάτω 
σχήµα. Η απόσταση παίζει το ρόλο του χρόνου. Η προσπίπτουσα 
ακτίνα διαθλάται και εκπέµπεται ως ακτίνα φωτός σε µια άλλη 
κατεύθυνση β.  

 

                        

                                               Σχήµα 3 

            Έτσι,                     

                                             

 Επίσης, U0 = I(η ταυτότητα) και, ως εκ τούτου. 

                                

***   Θα διερευνήσουµε το φαινόµενο της διασποράς για την κυµατική 
εξίσωση έξω από ένα ανακλαστικό σώµα στο κεφάλαιο 6 και µε µια µη 
γραµµική εξίσωση διασποράς στο κεφάλαιο 8. Τέλος, θα πρέπει να 
εξετάσουµε στο κεφάλαιο 9, το αντίστροφο πρόβληµα σε διάφορες 
µορφές. Πώς µπορούµε να καθορίσουµε τη διαταραχή από την 
παρατηρούµενη λύση; Το κλασικό πρόβληµα είναι πώς θα καθοριστείη 
V(χ ) από τη συµπεριφορά του σε µεγάλες αποστάσεις των λύσεων µε 
καλή συµπεριφορά της 
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Όπου 

                              

Αντί για το πιθανό πρόβληµα µπορούµε να ρωτήσουµε οποιαδήποτε 
πληροφορία για τη διασπορά όπου είναι απαραίτητο για να 
προσδιορίσουµε το σχήµα ενός σώµατος υπό αντανάκλαση. Άλλο ένα 
πρόβληµα αντιστροφής εµφανίζεται σε µη γραµµικό φαινόµενο. 
Μπορεί  κάποιος να προσδιορίσει από τη διασπορά λειτουργίας τη 
φύση της µη γραµµικότητας;  

 

 

 

 

2ο Κεφάλαιο 

      Ρυθµοί διάσπασης και µέθοδοι διατήρησης.  

  Έχουν υπάρξει ουσιαστικά δύο µέθοδοι µελέτης της διάσπασης στην 
περίπτωση της σταθερής ενέργεια . Η µία είναι να αποδείξει αν η 
διάσπαση πραγµατοποιείται, και η άλλη είναι να βρεθεί ένα σαφή 
ρυθµό της διάσπασης. Η πρώτη βασίζεται στην αρχή ότι, εάν δεν 
υπάρχει διάσπαση η λύση προσεγγίζει ένα στάσιµο κύµα, αλλά δεν 
υπάρχουν στάσιµα κύµατα της πεπερασµένης πηγής ενέργειας. Οι 
αποδείξεις είναι λιτές. Το δεύτερο είναι δύσκολο, επειδή µπορεί να 
γίνει µόνο σε ειδικές περιπτώσεις. Σε κάθε περίπτωση, η µελέτη 
εφαρµόζεται κυρίως στην κυµατική εξίσωση, σε συστήµατα όπως οι 
εξισώσεις του Maxwell που βασίζονται στην κυµατική εξίσωση και 
στις εξισώσεις στις οποίες πρωταγωνιστικό ρόλο είναι η κυµατική 
εξίσωση. ∆εν εξετάζουµε το πρώτο πρόβληµα εδώ (βλέπε Lax και 
Phillips ( 1967 ) , κεφ. . 5 , § 2 ), αλλά µόνο το δεύτερο. 
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   1. Εύρεση ρυθµού διάσπασης από τους πολλαπλασιαστές. 
Ξεκινάµε µε τη διατύπωση του προβλήµατος να βρεθεί ο ρυθµός της 
διάσπασης από τους πολλαπλασιαστές, εάν υπάρχει ένα για το γενικό 
σύστηµα. Τότε θα δείξουµε ποια είναι τα βασικά εµπόδια και θα 
συζητηθούν κάποια νέα παραδείγµατα όπου οι δυσκολίες µπορούν να 
ξεπεραστούν. 

   Υποθέτουµε Y ικανοποιεί ένα υπερβολικό σύστηµα, 

           

   όπου είναι η εξοικονοµήσιµη ενέργεια. Οι µητρικές Αn, είναι 

ανεξάρτητες του χρόνου.  Yn= n. Η ιδέα είναι να βρεθεί o ρυθµός της 
διάσπασης βελτιώνοντας στη µέθοδο των πολλαπλασιαστών όπου ο 
Friedrich χρησιµοποιούσε για την ύπαρξη επέκτασηςµακριά από 
υπερβολικά συστήµατα. Αναζητούµε µια συµµετρική απεικόνιση Μ µε 
ορισµένες ιδιότητες. Λαµβάνοντας το εσωτερικό γινόµενο του ( 1 )µε 
MY θα θέλαµε να είµαστε σε θέση να συλλέξουµε όλα τα παράγωγα σε 
µια απόκλιση έκφρασης  που µπορεί να ερµηνευθεί ως, 

      

  Η αρχική ιδέα η οποία ζητούσε µόνο την ύπαρξη ήταν να καταλήξει 
µετά από την ολοκλήρωση αυτής της εξίσωση σε µια περιοχή µε 
κάποια σαφή θετική τετραγωνική µορφή που θα µπορούσε να εκτιµηθεί 
όσον αφορά τα δεδοµένα στοιχεία οριοθέτησης. Από µια τέτοια 
οριστική µορφή εξάγετε ένα αδύναµο θεώρηµα ύπαρξης από το 
θεώρηµα προβολής. Για συµµετρικά υπερβολικά συστήµατα, αν όλη η 
ύπαρξή θέλει µόνο M = Ι είναι αρκετή. Για να προσδιορίσουµε πότε 
υπάρχει ένα Μ που παράγει ρυθµό διάσπασης είναι πολύ πιο 
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ευαίσθητο. Στην πραγµατικότητα, είναι αδύνατο γενικά να πάρουµε για 
Μ κάτι, αλλά το γινόµενο του πολλαπλασιασµού της ταυτότητας είναι 
απλό και µόνο επειδή δεν µπορούµε να εξαλείψουµε τα παράγωγα. Η 
ταυτότητα ενέργειας συνεπάγεται ότι M = Ι αποδόσεις ( 2 ) µε C = 0. 
Μια άλλη όπως το M θα απαιτούσε ότι ΜΑn ο είναι αυτοσυζυγείς για 
κάθε An. Επίσης είναι δυνατόν να κατασκευαστούν τέτοια συστήµατα 
σε αντιστοιχία µε Μ , κανένα από αυτό δεν φαίνεται καθόλου χρήσιµο 
στην εύρεση διάσπασης. Η κατάσταση είναι κάπως καλύτερη, και αν 
κοιτάξουµε µια µόνο διαφορική εξίσωση και προσπαθήσουµε να 
χρησιµοποιήσουµε έναν πολλαπλασιαστή για την ανάκτηση φθοράς. 

  Υποθέτουµε ότι το L είναι διαφορικός τελεστής της k τάξης και 
εξετάζουµε την έκφραση Mu • Lu, όπου το Μ είναι διαφορικής 
λειτουργίας της τάξης k - 1 . Με t = x0 µια τυπικά υψηλή της τάξης Mu 
• Lu θα είναι της µορφής ux11 • • •xik-1 uxj1 • • •xjk και µε το σωστό µίγµα 
των παραγώγων αυτό µπορεί να γραφτεί ως div Qu + Ru , όπου Qu και 
Ru είναι τετραγωνικές εκφράσεις στα παράγωγα της τάξης k - 1. Στην 
περίπτωση αυτή, MM • Lu το ίδιο µπορεί να γραφτεί ως διαφορικός Qu 
+ Ru. Αλλά αυτό δεν θα λειτουργήσει, για παράδειγµα, για ux *uyz. 

Ξεχωρίζοντας µία από τις µεταβλητές ως χρόνο t και την ολοκλήρωση 

πάνω στη ε x [0, t] έχουµε   

 

Eάν Lu = 0. 

  Μπορούµε να αποκτήσουµε ρυθµό διάσπασης, αν µπορούµε να 
επιλέξουµε το M έτσι ώστε: 

(ο) (Qu)1 ^ είναι θετικό, 

(i) (Qu)1>g(t)Au |χ| < k, όπου Au είναι θετικό, g(t) > 0 και ως 

  t , g(t)/tα για ορισµένα α  0, 
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(ii) Ru > -α(Qu)1/t + β, 

(iii) (Qu)knk > 0 στο ∂ε.    

Αυτό προκύπτει από την εξίσωση (3), από (ii) και ( iii),                      

              

η µε 

(4)              

    Από τα οποία χρησιµοποιώντας (ο) βρίσκουµε 

               

η                            

  

Αλλά από  (i),                 

                    

και συνεπώς 



ΡΑΚΟΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Σελίδα 32 

 

                 

 

  Για πολλούς λόγους πρέπει να εκφραστεί ο ρυθµός της 
φθοράς(κεφάλαιο 3) υπό τη µορφή 

 (5)                            

 

   Όπου  f(t) 0 ως t →∞. Αυτό προκύπτει από την προηγούµενη 
ταυτότητα εάν Au µε όριο Qu. Αλλά για να γυρίσουµε πίσω στις 
απαιτήσεις µας στο Q και συνεπώς, στο M, λαµβάνουµε α = 0. 
Υποθέτουµε επίσης ότι έχουµε κάποια άλλη µέθοδο υπολογισµού των 
χαµηλών παραγώγων  του U από την άποψη του (k - 1)st παράγωγα του 
u. Υποθέτουµε Lu είναι k τάξης και ας πούµε n + I µεταβλητές 
υποθέτοντας ότι εξετάζουµε ένα πρόβληµα σε ελεύθερο χώρο, έτσι 
ώστε να µην χρειάζεται να ανησυχήσουµε για το περιοριστικούς όρους. 
Είµαστε ελεύθεροι στο να επιλέξουµε Ν συντελεστές για την 
υψηλότερη κατά τάξη είδους µερικών διαφορικών λειτουργιών σε n + 1 
µεταβλητές και της τάξης k - 1. Για να ικανοποιηθεί η  (ii) που θέλουµε 
να διορθώσουµε την υπογραφή µιας τετραγωνικής µορφής σε Ν 
υψηλότερα κατά τάξη παράγωγα (συµπεριλαµβανοµένης της µηδενικής 
τάξης) µε συντελεστές που εξαρτώνται στην αρχική επιλογή. Αυτό 
προϋποθέτει ότι οι αυτοσυζυγείς N x N απεικονιζόµενοι έχουν Ν 
θετικές ιδιοτιµές. Η µέτρηση στην καλύτερη περίπτωση είναι δικαίωµα, 
αλλά ακόµη τότε οι συνθήκες είναι απίστευτα µη γραµµικές. Επιπλέον, 
ορισµένοι συνδυασµοί δεν µπορούν να εκφραστούν µε τη σωστή 
µορφή.  Στην πραγµατικότητα, Bloom και Kazarinoff το 1972 , έχουν 
δηµιουργήσει µια κατηγορία των εξισώσεων για τους 
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πολλαπλασιασµούς µε M που µπορούν να βρεθούν που οδηγούν στην 
διάσπαση µε την κατάλληλη οριακή συνθήκη. Αποδεικνύεται ωστόσο 
ότι µε την κυµατική εξίσωση εάν χρειαζόµαστε R = 0,I.e., δηλαδή εάν 
ψάχνουµε ένα νόµο για τη διατήρηση, τότε υπάρχουν διάφοροι 
κατάλληλοι πολλαπλασιαστές M. Κάθε τέτοιος νόµος διατήρησης 
συνδέεται µε την αλλαγή των µεταβλητών που αφήνει το Lagrangian 
αµετάβλητο και συνεπώς τις εξισώσεις (βλέπε Noether το 1918 ). 
Κάποιος µπορεί να ξεκινήσει µε την εξέταση των νόµων διατήρησης 
που αποδίδει τη φθορά στον ελεύθερο χώρο και στη συνέχεια να 
εξετάσουν την επίδραση ενός ορίου ή µιας άλλης διαταραχής. 

   Μπορούµε µάλιστα να επιστρέψουµε στο σύστηµα 

                                        

Αυτό είναι αµετάβλητο από την αλλαγή κλίµακας x  λx, t → λt και 
συνεπώς, 

                               

  

είναι µια λύση για όλα τα λ, ή κυρίως, για λ = 1, 

              

  είναι µια λύση και κατά συνέπεια η ενέργεια της διατηρείται. Έτσι σε 
ελεύθερο πεδίο 

                      

   Στην επόµενη ενότητα, χρησιµοποιούµε αυτή τη µέθοδο και τη 
παρουσιάζουµε ως νέο παράδειγµα διατήρησης νόµων για τις εξισώσεις 
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Maxwell, η οποία οδηγεί σε ένα θεώρηµα διάσπασης για µια σηµαντική 
εκ του ασφαλούς οριακή τιµή. 

    2. Εξισώσεις του Maxwell . Εξισώσεις του Maxwell στο κενό 
µπορούν να γραφτούν µε E + iB = F, όπου Ε είναι το ηλεκτρικό πεδίο 
και Β το µαγνητικό πεδίο, καθώς 

 

 
 

και η διατήρηση της µορφής ενέργειας λαµβάνεται από αυτήν την 

εξίσωση, λαµβάνοντας το γινόµενο µε : 

 

  Οι οριακές συνθήκες που αντιστοιχούν σε τέλεια αγωγιµότητα είναι: 
Η εφαπτόµενη συνιστώσα των Ε και το φυσιολογικό συστατικό του Β 
εξαφανίζονται. (Το τελευταίο ακολουθεί την αρχική κατάσταση div Β 
= 0). Έτσι, από την 7 σχέση ολοκληρωµένη στο ελεύθερο πεδίο ή έξω 

από ένα όριο που διεξάγει τις αποδόσεις:  • F dx είναι ανεξάρτητη 
του χρόνου. Χρησιµοποιούµε το νόµο διατήρησης πρόσθετων που 
λαµβάνονται χρησιµοποιώντας την σταθερότητα υπό κλιµάκωση. 

 

 Υποθέτουµε ότι F είναι µια λύση του (6) στην ε και ∂ε, 

( 8)             

όπου το Τ υποδηλώνει εφαπτοµενική συνιστώσα. 
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Εφαρµόζοντας την σχέση 7 στο χ • Fχ + tFt και την ολοκλήρωση πάνω 

στο ε x [0, t1] έχουµε 

 

  Όπου χ • Fχ = χ • F και n σηµεία έξω από το ε. Η αριστερή πλευρά 

έχει την επιθυµητή ιδιότητα όπως αναφέρθηκε προηγουµένως. Η 
ολοκλήρωση αυξάνεται στο χρόνο δευτεροβάθµια για πεπερασµένη 
τιµή x. Το Ft παίζει το ρόλο του Υ στην προ ώρας επιχείρηµατολογίας 
µας. Το οριακό ολοκλήρωµα µπορεί να απλοποιηθεί δεδοµένου ότι οι 
οριακές συνθήκες είναι ανεξάρτητες του χρόνου. Αυτό συνεπάγεται ότι 

η Ft είναι µια λύση των οριακών συνθηκών και ως εκ τούτου, ( t x Ft) 
 n = i(Et x Bt – Bt x Et)  n=0. Έτσι, ο συντελεστής του t2 στο όριο του 
ολοκληρώµατος εξαφανίζεται. Ο συντελεστής του t στην αριστερή 
πλευρά της σχέσης (9) µπορεί να αλλοιωθεί σε µια εκτιµητέα µορφή. 
Είναι 

  

Για το υπόλοιπο της απόδειξης εισάγουµε δείκτες για να πάρουµε τα 

σηµάδια δικαιώµατος, το οποίο είναι ζωτικής σηµασίας. Έτσι µε εijkη 

συνήθης µετάλλαξης σταθεράς, εijk= 0 αν j = i καιεijk=- εjik= -εkj 

 

Από τη διαφορική εξίσωση έχουµε 
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ή 

          

ή 

          

 

Έτσι, έχουµε το εξής λήµµα: 

Λήµµα.             

Αντικαθιστώντας στην (11) έχουµε 

      

   

 

   ∆εδοµένου το όριο από την συνθήκη 8, οι εφαπτοµενικές συνιστώσες 
του Ft είναι φανταστικές και ισούνται µε iΒt, ενώ η κανονική 
συνιστώσα είναι πραγµατική και ισούται µε Et. 
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Ο πρώτος όρος µπορεί να γραφτεί ως   

 

  Στην παρένθεση (  x Ft)  n εξαφανίζεται από τις οριακές συνθήκες 
Re F x n = 0, Im F • n = 0. Ο πρώτος όρος εξαφανίζεται από το 

θεώρηµα του Stokes, όταν αυτή είναι ολοκληρωµένη πάνω στο . Ο 
µόνος όρος συµβολής είναι από τις εξισώσεις του Maxwell, (6):  

             

 

   Για λόγους  ευκολίας , αν και αυτό µπορεί εύκολα να δικαιολογηθεί ή 
ακόµα και να αποφευχθεί, υποθέτουµε ότι οριοθετούνται όλα τα 
παράγωγα της F. Έτσι, όταν έχουµε ολοκληρώσει 

                                 

έχουµε αποκτήσει έναν ολοκληρωµένο όρο της t τάξης. 

                        

   εξαφανίζεται από όταν το Re (xι ι - xn n) περιλαµβάνει µόνο 

τις εφαπτοµενικές συνιστώσες τoυ Re  = Ε το οποίο εξαφανίζει το 
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ε από την (8) και η φυσιολογική συνιστώσα του Fit  είναι πραγµατική 

(πάλι στην 8). 

   Συλλέγοντας όρους βρίσκουµε για την επιφάνεια του ολοκληρώµατος 
στην 9 µε τον συντελεστή t: 

 

Αντικαθιστώντας στην 9 έχουµε: 

                   

Το όριο ε έχει σχήµα αστεριού, χ • n  0 για n την κανονική έξοδο 

του ε. ∆εδοµένου ότι 

   

Έχουµε 

             

ή                                                            (13) 
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  Αυτό µας λέει ότι τα παράγωγα του χρόνου των ηλεκτρικών και 
µαγνητικών πεδίων είναι διασπασµένα σε ποσοστό τουλάχιστον όπως 

1/ .   Στην πραγµατικότητα δεν έχουµε οριοθετηµένη την τοπική 
ενέργεια ∫|x|<k(E

2+B2)|dx| byf(t)∫t=0(E
2+B2) dx,όπου f(t) ο ρυθµός της 

διάσπασης τείνει στο 0 ως t →∞. Αλλά µερικές βελτιώσεις θα µας 

δώσουν έναν ρυθµό διάσπασης για  ʃ(  + )|dx|                   

  3. Βελτιώσεις στις εκτιµήσεις. Με µια πιο απλή µορφή βρίσκουµε 
ότι η (9)µειώνεται σε 

 
 

 Όπου χρησιµοποιεί  F = E + iB, 

 
 

Για την απλοποίηση ή µάλλον για την εκτίµηση J το γράφουµε ως     
        

 
 

  Όπου P = • n(x•n), Q = x σε ε και P, Q οµαλά στο µηδέν µέσα στο 

|x| = p. Στη συνέχεια, µε  = {|x| ρ}, 

 
 
 

Χρησιµοποιώντας div Εt = 0 και curl (∂F/∂xi) = i∂2 F/∂xi∂t  έχουµε 
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Όπου 

                   
 

ή πιο απλά 

 
 
 
 
    Το J είναι της τάξεις του t1, αν κατέχει το παρακάτω λήµµα. 
 
ΛΗΜΜΑ 1. 

               
       
 

για κάποια j που εξαρτώνται στο ε µόνο. 
 
 

   Από το νόµο περί διατήρησης της ενέργειας σχέση 5 είναι 

ολοκληρωµένη πάνω στο ε x [0,t] και η οριακή συνθήκη της 8 
εφαρµόζεται 

                     
 
      
και οµοίως 
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   Λήµµα 1, το οποίο είναι στάνταρ, αποδεικνύεται γράφοντας |Ft|
2 = 

|curl F|2 + | div F|2 ως \DF\2 + div R, όπου |DF|2 αντιπροσωπεύει    

Σ k.l Fk.l .Ολοκληρώνοντας div R πάνω στο ε.Θα 

αποκτήσουµε ένα  όριο  ολοκληρώµατος που υπό τις οριακές 
συνθήκες της (8), div F = 0 και συνεπώς οι οριακές συνθήκες F • n = 
0, (curl B) x n = 0 είναι εύκολα να φαίνεται οριοθετηµένο από µια 

σταθερή τιµή ʃ∂ε |F|2dσ.Αυτό το ολοκλήρωµα, µε τη σειρά 

οριοθετείται στους όρους της (1/ε) ʃ |F|2|dx| + ε ʃε |DF|2 dx. Έτσι για 

την ολοκλήρωση της |Ft|
2 πάνω στο ε βρίσκουµε ότι 

 

 
 
και το λήµµα ακολουθεί. 

  Τελικά έχουµε βρει ένα όριο στους όρους που αφορά τα αρχικά 
δεδοµένα για τον όρο 0(t), στην (14) και έτσι: 

 
 

  Όπου F = G για t = 0 και l1,l2  είναι σταθερές εξαρτώµενες  µόνο στο 

κυρίαρχο ε. 
 

  4. Η διάσπαση για το πεδίο. Για να υπάρχει φθορά για το πεδίο 
από µόνη της θα πρέπει να εισάγουµε τη λειτουργία 
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   Η συνάρτηση g είναι επιλεγµένη έτσι ώστε Fι* + ι curl F* = 0, div 
F* = 0. Από αυτό βρίσκουµε 

     
 

  Από τη συµβατότητα των αρχικών όρων έχουµε div G = 0. Ως εκ 
τούτου, εµείς µπορούµε να λύσουµε για g και στην πραγµατικότητα 
να πληρούνται επίσης οι οριακές συνθήκες στο D , Re (g x n) = 0, Im 
g • n = 0. Είναι εύκολο να δούµε ότι η λύση είναι µοναδική. Απαιτεί 
την ύπαρξη ενός σύνθετου επιχείρηµα. 
  Έτσι το F* ικανοποιεί την σχέση 6 και τις οριακές συνθήκες (8),  Re 
F* x «= 0 Im F* • n = 0. 
  Έξω από την υποστήριξη της G θα έχουµε g = Φ,∆Φ = 0. Επιπλέον, 
x • gx θα είναι επίσης η κλίση µιας αρµονικής λειτουργίας. Ως εκ 

τούτου , ʃε,D (x  gx) dx µπορεί να είναι εκτιµώµενη στους όρους από 
την άποψη ορισµένων δεδοµένων στη σφαίρα |x| =ρ. Για να 
αποκτήσουµε το θεώρηµα της διάσπασης εφαρµόζουµε το νόµο για τη 

διατήρηση στο F* σε κυρίαρχο στο x , t - εξωτερικό χώρο στο ∂ε και 
οριοθετείται από t = 0, ∂ε x [ 0 , t1], t = t1 και ο κώνος t = 2t1 + ρ - |x|. 

     

  Ένα βρίσκεται στη συνέχεια µε ακριβώς την ίδια διαδικασία όπως 
πριν όπου 

     

                   

  όπου οι σταθερές που εµπλέκονται, εξαρτώνται σε αυτή την απόδειξη 
στη συνάρτηση g και συνεπώς στα αρχικά δεδοµένα .                                        
Εµείς δεν πρέπει να προσπαθήσουµε να µειώσουµε αυτές τις σταθερές, 
έτσι ώστε µόνο η εξάρτηση της αρχικής ενέργειας 
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 να αναδύεται. Θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο ότι αυτό θα δώσει 
εκθετική διάσπαση σε τρεις διαστάσεις. Αντ 'αυτού θα επανέλθει µε τις 
αντίστοιχες εκτιµήσεις για τα παράγωγα χρόνου τα οποία είναι 
ευκολότερα και επαρκής. 

5. Ένας ρυθµός της διάσπασης για Ft. Η δική µας εκτίµηση της 

διάσπασης δίνει µικρή ένδειξη του τι είναι η καλύτερη σχέση µεταξύ ʃD 
|Ft|

2 dx ανά πάσα στιγµή και τα αρχικά δεδοµένα της. Όµως µπορούµε 
να επιτύχουµε τα εξής. 

Θεώρηµα ρυθµού διάσπασης. 

           

Όπου το Ι εξαρτάται στην αρχική υποστήριξη και στο ε. 

        Αυτό προκύπτει από την σχέση 17 µε το ακόλουθο λήµµα . 

        

 

για κάποια k. 

   Το λήµµα µε τη σειρά του αποδεικνύεται µε έµµεσο επιχείρηµα 
χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1 και την ταυτότητα 
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   όπου Q είναι ένα αναπόσπαστο όριο που µηδενίζεται στην (8). Ο 
αναγνώστης µπορεί να παρέχει τις λεπτοµέρειες µε υπολογισµούς. 
Όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο 3, ένας τέτοιος ρυθµός διάσπασης σε 
τρεις διαστάσεις συνεπάγεται εκθετική φθορά για Ft  από F → 0 ως t 
→ ∞ (από Lax και Phillips γενικό θεώρηµα διάσπασης) µπορεί να 

οριστεί F = t  dt από την οποία η εκθετική φθορά για F προκύπτει 
από τη σχέση 13 αµέσως. 

   6. Άλλοι νόµοι διατήρησης και ρυθµοί διάσπασης. Τέλος, θα 
αναφέρουµε εν συντοµία άλλος νόµους διατήρησης που να οδηγούν 
στο ρυθµό διάσπασης.                                                                                                                         
Το αναλλοίωτο της κυµατικής εξίσωσης σε ένα µετασχηµατισµό 
Helmholtz οδηγεί στη φθορά ενέργειας για την κυµατική εξίσωση όπως 
l/t2 µε τις Dirichlet συνθήκες στο όριο του αστεροειδούς σχήµατος ή µε 
ένα κατάλληλο δυναµικό ή και τα δύο ( Morawetz το 1966, Strauss το 
1968) .        Έπειτα, υπάρχουν και άλλα προβλήµατα , όπου οι ρυθµοί 
διάσπασης µπορεί να είναι καθορισµένα: 

  (i) Η µη γραµµική Klein-Gordon εξίσωση µε τους κατάλληλους µη 
γραµµικούς όρους (βλέπε κεφάλαιο 9, Morawetz και Strauss 1972) . 

  (ii) Γενικές εξισώσεις όπου υπάρχουν περιορισµοί σχετικά µε τους 
συντελεστές. Αυτό είναι ένα είδος του αντιστρόφου προβλήµατος για 
την ανάλυση εξισώσεων όπου η φθορά έχει διερευνηθεί από τον Bloom 
και τον Kazarinoff το 1972. Μπορούν πλέον να µην απαιτούν καµία 
διατήρηση της ενέργεια. 

   Τέλος, επιτρέψτε µου να αναφέρω τα προβλήµατα διάσπασης που 
συνδέονται µε κινούµενα σώµατα. Φανταστείται µια σφεντόνα να 
αιωρείται γύρω γύρω αργά από ό,τι ο ήχος ταξιδεύει.Η ενέργεια θα 
πρέπει να εξακολουθεί να τρέχει στο άπειρο σε περιπτώσεις όπου οι 
ακτίνες δεν µπορούν να είναι παγιδευµένες.Οι σηµερινές µέθοδοι 
καλύπτουν ορισµένα από αυτά τα προβλήµατα (βλ. Kazarinoff το 1971, 
Kazarinoff και Rogak το 1969 και Cooper το 1971 ). Από την άλλη 
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πλευρά της ενεργειακής κατάστασης µπορεί να κρατηθεί αυθαίρετα για 
µεγάλο χρονικό διάστηµα αν το σώµα µπορεί να παγιδεύσει ακτίνες και 
εάν οι λύσεις µπορούν να γίνουν πολύ κοντά σε φωτεινούς παλµούς 
που ταξιδεύουν σε ακτίνες.  Αυτή ήταν η πρώτη εικασία από τους Lax 
και Phillips το 1967 και καθορίστηκε από τον Ralston το 1969.                                      

   Το θεώρηµα του Ralston µας δείχνει: υπάρχουν σώµατα Β και 
σύνθετα αρχικά δεδοµένα U = Φ, Ut = ψ για λύσεις της κυµατικής 

εξίσωσης, έτσι ώστε ʃ(| Φ|2 + Ψ2) dx < M, αλλά για µια ακολουθία tn 

→ ∞ 

          

για κάθε f (t) → 0 ως t → ∞ εάν U η ∂U/∂n= 0 στο ∂ε.                                  
Τέλος, θα ήθελα στο έργο του Walker (να εµφανιστεί) που δείχνει την 
ύπαρξη του ρυθµού της φθοράς ακόµη και στην περίπτωση των 
παγιδευµένων ακτίνων, δηλαδή µια ατελής πρόσβαση στο άπειρο. 

  Το θεώρηµα του Walker αναφέρει ότι για την ίδια εξίσωση και του 
σώµατος θα υπάρχεί µια συνάρτηση f(t) → 0 ως t → ∞, έτσι ώστε 

                              

  όπου || • || συµβολίζει κάποιο κατάλληλο κανόνα ενέργειας, για 
παράδειγµα η ενέργεια των δεύτερων παραγώγων.                                                                           
Ο Lax και ο Phillips συµπλήρωσαν την εικασία τους, ωστόσο, αυτός ο 
κανόνας θα είναι ο στάνταρ ενεργειακός κανόνας, αν οι ακτίνες δεν 
είναι παγιδευµένες. 

 

  7. ∆ιάσπαση η ακόµη και διαστάσεις για την κυµατική εξίσωση. Η 
διάσπαση της ενέργειας στο εξωτερικό ενός σώµατος ή µία διαταραχή 
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δύσκολα αναµένεται να είναι ταχύτερη από ό, τι στον ελεύθερο 
χώρο.Στις δύο διαστάσεις η λύση διάσπασης του ελεύθερου χώρου 
όπως l/t έτσι και η τοπική ενέργεια σαν 1/t2. Αυτή είναι η εκτίµηση που 
δίνεται για κύρια αστεροειδή σχήµατα από την ανισότητα της ενέργειας 
(βλ. Κεφάλαιο 2).Το παράδειγµα του Ralston µεταφέρεται για 
πολλαπλές αντανακλάσεις και έτσι υπάρχουν πεδία ορισµού χωρίς 
ρυθµό φθοράς σε δύο διαστάσεις. 

  Ωστόσο, σε αντίθεση µε την τρισδιάστατη περίπτωση, η κατάσταση 
εδώ µπορεί να είναι εντελώς αναλυτική είτε ως φορέας παραδεχόµενο 
άπειρες αντανακλάσεις (δεν διαθέτει ρυθµό διάσπασης) ή αλλιώς η 
διάσπαση ενέργειας όπως (1/t2). Ωστόσο, η απόδειξη είναι περίπλοκη 
και δεν θα δοθεί εδώ (βλέπε Morawetz το1975 και Strauss το 1975 για 
δύο διαφορετικές αποδείξεις). Αυτή η διάσπαση ρυθµού, θα πρέπει να 
προστεθεί η να επεκταθεί σε ένα κατάλληλα άπειρο σώµα, σε διάφορες 
διαστάσεις (βλέπε Zachmanoglou το1963). 

 

  8. ∆ιάσπαση σε χαρακτηριστικές κατευθύνσεις. Εκτιµήσεις της 
διάσπασης σε κατευθύνσεις άλλες από x = const., t → ∞, µπορεί συχνά 
να γίνει µε την εφαρµογή τετραγωνικής ταυτότητας.  Ωστόσο, για να 
βρεθεί η συµπεριφορά καθώς κινούµαστε µακριά µε τη µέγιστη 
χαρακτηριστική ταχύτητα, η συνάρτηση του Riemann είναι το 
καλύτερο εργαλείο. 

     Για παράδειγµα, σκεφτείτε ξανά το σύστηµα µε τον κανόνα 
άθροισης, 

                                 

  

και αφήστε το R να είναι η συνάρτηση Riemann. Έτσι 
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και  µε την ολοκλήρωση πάνω στο ε x [0,t], 

                

 

 

   Στη συνέχεια µε R = 0, Rt = δ(y)j σε t = s, όπου το J είναι ένα 
µοναδιαίο διάνυσµα µε όλα τα συστατικά, αλλά ένα ίσο µε µηδέν, 
έχουµε 

                  

 

    Η συνάρτηση Riemann έχει την υποστήριξη της εξ ολοκλήρου στο 
εσωτερικό του ταχύτερα καθυστερηµένου κώνου (βλέπε Σχ. 1). Για να 
βρείτε τη συµπεριφορά σε µεγάλες αποστάσεις και τους χρόνους κατά  
µήκος µιας ταχείας 
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                                                Σχ. 1 

 

  Βλέπουµε από τo σχήµα ότι θα έπρεπε να διερευνήσουµε το R µε y = 
ξs + const, όπου |ξ| = Cf η γρήγορη ταχύτητα και s → ∞. ∆ηλαδή 
τραβάµε την συνολική υποστήριξη µακριά προς το άπειρο στην 
κατεύθυνση που υποδεικνύεται. Είναι σαφές ότι η επίδραση της 
διαταραχής στο σώµα περιορίζεται κοντά στη βάση της στήριξης του 
R. Η τοµή του χαρακτηριστικού κώνου µετατοπίζεται δύσκολα και η 
συµπεριφορά θα καταλήξει έξω σαν να είναι συµπεριφορά ελεύθερου 
χώρου.                                                                                                                 

Τυπική συµπεριφορά για την κυµατική εξίσωση δίχως διασπορά , □U 

= 0, σε τρεις διαστάσεις είναι 

 

                        

   Όπου r = |χ| και Ω αντιπροσωπεύει τη γωνιακή µεταβλητή. 

   Για την εξίσωση διασποράς □U + m2U = 0 η συµπεριφορά δεν 

µπορεί να χαρακτηριστεί από µια ενιαία λειτουργία για την κάθε 
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χρονική κατεύθυνση. Μπορεί να είναι εντελώς αναπτυγµένη µε τη 
χρήση στατικής φάσης. 

 

 

 

 

 3ο Κεφάλαιο 

 

Εκθετική φθορά 

   Αν και η αρχή του Huyghen είναι µια πολύ εξαιρετική περιουσία του 
διαφορικού συστήµατος, αφήνει ωστόσο πολλές γνώσεις σε γενικά 
προβλήµατα διότι απλοποιεί τη συνολική εικόνα. Σε ελεύθερο χώρο 
µας λέει ότι ένα σήµα περνά και από εκεί που περνάει δεν αφήνει 
κανένα υπόλειµµα. Αν υπάρχει µια διαταραχή στο σύστηµα 
Huyghensian το σήµα δεν περνάει χωρίς να αφήνει υπόλειµµα, αλλά 
αφήνει συχνά ένα εκθετικά αλλοιωµένο υπόλειµα που µπορεί να 
αγνοηθεί, και πάλι η φυσική κατάσταση µπορεί να περιγραφεί επαρκώς 
από την συµπεριφορά του σήµατος. Η βασική ιδέα είναι ότι αν υπάρχει 
η αρχή Huyghen, η επίδραση της διαταραχής µπορεί να είναι βραχύβια.                                                                         
Εδώ έχουµε διαµορφώσει µια κατηγορία nondissipative προβλήµατα 
για τα οποία η εκθετική διάσπαση µπορεί να είναι αναµενόµενη. Ο Lax 
και ο Phillips το 1973 έχουν περιγράψει µερικά παραδείγµατα της 
εκθετικής διάσπασης σε ό,τι θα µπορούσε να ονοµαστεί µερικώς 
διασκορπισµένα συστήµατα. Ωστόσο, µια πλήρης θεωρία διασποράς 
για διασκορπισµένα συστήµατα δεν υπάρχει. 

  1. Περιορισµένη επίδραση ορίου. Για να διορθώσετε τις ιδέες µας, 
ας υποθέσουµε ότι έχουµε να κάνουµε µε ένα σύστηµα το οποίο 
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µειώνει για |x| > d είτε σε εξισώσεις του Maxwell ή ένα σύστηµα που 
ισοδυναµεί µε την κυµατική εξίσωση.                   

  Η αρχή Huyghen µπορεί να αναφέρεται σε έναν από τους δύο 
τρόπους:                                                                                                                           
i) Η λειτουργία του Riemann για το σύστηµα έχει την υποστήριξη µόνο 
στην επιφάνεια του κώνου.                                                                              
Ii) Η λύση ικανοποιεί ένα σύστηµα που περιλαµβάνει διαφοροποίηση  
πάνω στις επιφάνειες των χαρακτηριστικών κώνων.                                         

  Σηµειώστε σε ό,τι προκύπτει ότι θα αρκούσε εάν η υποστήριξη 
βρισκόταν έξω από έναν κώνο και ως εκ τούτου αυτή η θεωρία 
λειτουργεί για ένα σύστηµα µε ένα επίκεντρο κενό πίσω από τον 
βραδύτερο χαρακτηριστικό κώνο. 

     

                                                Σχήµα 1 

  Έστω L είναι µιας πρώτης τάξης µερική λειτουργία του οποίου η 
συνάρτηση του Riemann είναι το R. Ας υποθέσουµε ότι το L ικανοποιεί 
την αρχή του Huyghen στον ελεύθερο χώρο. Το UΤ είναι η λύση του    

  

 Όπου το D τίθεται, 
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και το C είναι το εσωτερικό του περιβλήµατος από όλους τους 
καθυστερηµένους χαρακτηριστικούς κώνους µε τη βάση του να 
βρίσκεται στη Β. Από την 1 σχέση έχουµε 

           

για κάθε x,t έτσι ώστε το πιο καθυστερηµένο πιο αργό (στενότερο) 
χαρακτηριστικό κωνοειδές δεν τέµνεται στο Β εάν UΤ = Φ για t = 0. Με 
άλλα λόγια, το όριο δεν συµβάλλει. 

  Έτσι, το αποτέλεσµα µιας διαταραχής που βρισκόταν στο Β µέχρι το 
χρόνο του T – t1, έχει παει σε χρόνο Τ εάν t1 είναι το µέγιστο ύψος του 
περιβλήµατος των κώνων βασισµένο στο B. 

1. Το διαραγµένο σύστηµα.                                                              
  Υποθέσεις. Έστω P µια κατώτερη διαταραγµένη λειτουργία 
εξαρτώµενο στο x µόνο, και αφήνουµε να ικανοποιείται µόνο το U, σε 

ένα εξωτερικό κύριο ε, 

 

  µε τα αρχικά δεδοµένα U = Φ υποστηρίζοντας ρ1 και µια οριακή 

συνθήκη στο ∂ε. Η υποστήριξη του  ∂ε και το Ρ είναι λιγότερο από το 

ρ1. Υπάρχει µια ταυτότητα απόκλισης(ενέργεια) 

 

 

και στο όριο ∂ε ως αποτέλεσµα της οριακής συνθήκης, 
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 Για ∂ε µε χn η κανονική µονάδα στο χώρο. Επιπλέον, για την 

καθυστερηµένη χαρακτηριστική κώνου µε tn > 0, |tn| = , Cʃ η 
ταχύτητα, έχουµε 

       

 

Και επιπλέον, για ορισµένες k1,k2 µε 0 < k1 < k2 

           

όπου Μο αντιστοιχεί στο πρόβληµα ελεύθερου χώρου. 

  Θα δείξουµε ότι κάτω από αυτές τις υποθέσεις το U διασπάται 
εκθετικά. Έστω Β η σφαίρα της ακτίνας ρ1. T – t1 είναι τέτοια ώστε ο 
βραδύτερος χαρακτηριστικός κώνος εκδίδεται από το Β στο χρόνο Τ – 
t1 και τέµνεται t = 0 µε |x| > 2ρ1, 

                                      

 

                              ΕΚθΕΤΙΚΗ ∆ΙΑΣΠΑΣΗ 

Όπου 

 

 

   και τα δεδοµένα που λείπουν στο B που καθορίζουν το Uο µπορεί να 
παρέχεται αυθαίρετα, αλλά εµείς παίρνουµε Uo =0 στο Β 
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     ΛΗΜΜΑ 1. Τότε 

  

  για τα σηµεία (x,t) τέτοια ώστε τα βραδύτερα καθυστερηµένα 
χαρακτηριστικά κωνοειδή µε την κορυφή στο (x, t) πληροί το επίπεδο t 
= 0 έξω από την ρ1 υποστήριξη. 

  Αυτό προκύπτει από το (i) ή (ii) στην § 1. Καθορίστε την τοπική 
ενέργεια µιας συνάρτησης F ως 

        

 

για κάθε κύριο D. 

  Το σύστηµά µας είναι η διατήρηση της ενέργειας έτσι ώστε για 
παράδειγµα, Eο(R

Ν , Uο , t) = const, για t > T. 

  Θα δείξουµε ότι το ακόλουθο λήµµα κατέχει (βλέπε σχήµα 2).                       
Λήµµα 2 . 

          

  (ii) Ε(ε, UΙ , T + t1) < KE(D, UΙ, T – t1), όπου D = {|x| < ρ3}, όπου το 

ρ3 εξαρτάται µόνο στην υποστήριξη του Ρ. 
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  (iii) U Ι έχει σύνθετη υποστήριξη φορέα λιγότερο από ρ2 στο t = T + t1, 

όπου ρ2 = ρ1 + 2Cʃ t1.                                                                                                        
Έτσι, για κάποια t > T + t, έχουµε για το UΙ, µια επανάληψη της αξίας 
του ορίου Cauchy 

        

                                                       Σχήµα 2 

πρόβληµα για το U, η ίδια η εξίσωση, η ίδια η διαταραχή, η ίδια η 
υποστήριξη των αρχικών δεδοµένων και εάν το Κ είναι µικρότερο από 
ένα, τότε το UI έχει µικρότερη ενέργεια. ∆ιαιρούµε το UΙ, µε τον ίδιο 
τρόπο σε χρόνο 2T – t1, ας πούµε , 

                                       

και U1Ι ακόµα αργότερα, 

                                             

  Βλέπουµε από την κατασκευή ότι κοντά στο B έχουµε ρίξει όλες τις 
λύσεις U10, όλα µε την υποστήριξη εκτός των κατάλληλου κώνου από 
το πρώτο µέρος του Λήµµατος 1. Έτσι, κατά το χρόνο t = n (T + t1), 

                                

για κάποια σταθερά c και 
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  Ως εκ τούτου, έχουµε µια εκθετική φθορά, εάν K < 1. Εάν υπάρχει 
ένας οποιοδήποτε ρυθµό της φθοράς µπορούµε να βρούµε τόσο ότι το 
Κ έχει αποκτήσει εκθετική διάσπαση.                                                                                   
Μπορούµε να εφαρµόσουµε αυτή τη µέθοδο και για τα αποτέλεσµα του 
Walker (βλ. Κεφ. 2) και να αποκτήσουµε 

                           

Όπου 

                   

  όπου [t/ T] υποδηλώνει τον πλησιέστερο ακέραιο αριθµό σε [t / T] και 
αναφέρεται στη διάταξη των παραγώγων.                                                                       
Τέλος, αποδεικνύουµε το Λήµµα 2.                                                                     
Απόδειξη (i) και (iii). Σαφώς και (L + P) UΙ = - PUο και όπου Uο είναι 
µηδέν στο εσωτερικό του, η κωνική περιοχή που αναθεωρείται στην (9) 
είναι  PUο µιας και η υποστήριξη του P περιέχεται σε αυτή την περιοχή. 
Τα δεδοµένα του Cauchy του UΙ, σε t = Τ – t1, είναι 0 και η επίδραση 

του Ρ και ∂ε µπορεί να εξαπλωθεί µόνο µε τη µέγιστη χαρακτηριστική 
ταχύτητα Cf. Συνεπώς το UΙ έχει την υποστήριξη στο |x| < ρ1 + 2Cf t1 σε t 
= T + t1. (Υπενθυµίζουµε ότι το ρ1 η υποστήριξη του Β είναι µεγαλύτερη 

από εκείνη του P και ∂ε). Για T αρκετά µεγάλο αυτό είναι σαφώς 

µικρότερο από ρ2.  
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  Απόδειξη της (iii). Προφανώς η ενέργεια του UI οριοθετείται µε 
κάποιο τρόπο από την ενέργεια που µεταφέρθηκε από το PUο αλλά για 
να αποδειχθεί το (ii) θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση της 
µορφής απόκλισης (4) για το σύστηµά µας. 

                      

Τότε 

                     

 

από ( iii ). Στη συνέχεια, εφαρµόζοντας τον ορισµό, UΙ = U – Uο  και 
την ανισότητα Schwarz, (7), (10), (11), και µε µια µατιά στο σχήµα 2 
βρίσκουµε 

         

  Στη συνέχεια µε το νόµο της διατήρησης της ενέργειας που 
εφαρµόζεται στον ταχύτερο καθυστερηµένο κώνο, 

                           

 

  Εδώ χρησιµοποιήσαµε τα δεδοµένα U = Uo στο ε, Uο = 0 στο 

εσωτερικό του ∂ε για t = T όπου µπορέσαµε και εφαρµόσαµε επίσης 

την σχέση 7 που αφορά τις ενέργειες. Η k είναι µια σταθερά που 
σχετίζεται µε  τη k1 και κ2. Αυτό αποδεικνύει το Λήµµα 2. 

   3. Παραδείγµατα για την εκθετική διάσπαση. Καταλήγουµε στο 
συµπέρασµα, χρησιµοποιώντας τις περιπτώσεις όπου έχουµε την αρχή 
του Huyghen και τον ρυθµό διάσπασης, ότι η ενέργεια σε µια 
πεπερασµένη περιοχή διάσπασης εκθετικά για : 
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    (1) Το πρόβληµα για την κυµατική εξίσωση στο εξωτερικό ενός 
αστεροειδούς φορέα1 (βλ. Morawetz το 1966) ή για µια σχετιζόµενη 
γενική µέθοδος της απόδειξης ότι γεωµετρικά δεν είναι τόσο απλό, βλ. 
Lax, Morawetz και Phillips το 1963) . 

   (2) Η κυµατική εξίσωση µε ορισµένα µη γραµµικά δυναµικά (βλέπε 
Strauss το 1973) . 

   (3) Οι εξισώσεις του Maxwell για έναν τέλειο αγωγό (βλέπε Κεφ. 2, § 
2).             Στο κεφάλαιο 5, συζητάµε για την απόδειξη 
χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Fourier στο χρόνο. Τα 
παραδείγµατα είναι ουσιαστικά τα ίδια εκτός από το ότι η µέθοδος 
λειτουργεί επίσης για τα Neumann πρόβληµα για τα κυρτά σώµατα. 

 

 

  Τα  καλύτερα οργανικά σχήµατα που έχουν συγκεντρωθεί µέχρι σήµερα έχουν αποδοθεί στον Strauss (1975) ή στον 
Morawetz (1975). 

 

 

 4ο 
Κεφάλαιο 

∆ιασπορά για την κυµατική εξίσωση από ένα 
εµπόδιο 

     Ας εξετάσουµε την τρισδιάστατη δίχως διασπορά κυµατική εξίσωση 

□U = 0. Θέλουµε να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα διασποράς µε 

διαφορετικούς τρόπους. Μεγάλο µέρος αυτής της περιγραφής µπορούν 
να µεταφερθούν σε συστήµατα δίχως διασπορά µε ίσες και αντίθετα 
ζεύγη των χαρακτηριστικών ταχυτήτων, λόγω της συµπεριφοράς κατά 
µήκος των χαρακτηριστικών ακτινών που περιγράφεται στο κεφάλαιο 
2, § 8. 
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     1. Σφαιρικά συµµετρική περίπτωση. Στην πραγµατικότητα, 
πρώτα πρέπει να εξετάσουµε το πολύ απλό πρόβληµα µιας σφαιρικά 
συµµετρικής λύσης της κυµατικής εξίσωσης στον ελεύθερο χώρο. Σε 
αυτήν την περίπτωση, γράφοντας rU = Wο, έχουµε στον ελεύθερο 
χώρο: 

                                              

Συνεπώς 

                                       

  Υποθέτουµε ότι ρωτάµε τι σήµα µπορεί να προγεδιαγράφεται για 
µεγάλες αρνητικές φορές. Το απλούστερο είναι να προγεδιαγράφεται 
το Wο σε µεγάλες αρνητικές τιµές στο χαρακτηριστικό t – r = Const. 
Για να υπάρχει νόηµα τότε ο πρώτος όρος f(t + r) ~ f(2t) ως t → + ∞ 
πρέπει να εκµηδενίζεται. Έτσι υποθέτουµε ότι το f είναι 
προγεδιαγραµένο σαν το όριο των σύνθετων λειτουργιών υποστήριξης 
στο t - r = - ∞. Έτσι έχουµε 

          

και f(s) είναι τα προδιαγεγραµµένα στοιχεία.                                                                                                
Υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε ένα εµπόδιο, µια σφαίρα ακτίνας α στο 
οποίο το W = 0 και χαρακτηρίζει τη λύση µε το Wα. Στη συνέχεια εάν 
το Wα έχει την ίδια συµπεριφορά σαν το Wο για t = - ∞, 

                     

Για τις µεγάλες θετικές τιµές παρατηρούµε 
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                                                Σχήµα 1 

 

   Με άλλα λόγια, έχουµε µετατόπιση(όπου δεν προκαλεί έκπληξη στη 
θέα του σχήµατος 1). Ως εκ τούτου, στην ορολογία της πρώτης 
διάλεξης 

                                                

ας πούµε, 
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Ο παρατηρητής βλέπει 

                                  

Όπου 

                                            

   Ο τελεστής Sα ο οποίος λαµβάνει σρ µέσα στο σ είναι η µετατόπιση 
του ορίσµατος κατά – 2α.                                                                                                           
Η επιλογή των προσδιορισµένων δεδοµένων οπουδήποτε είτε για λύση 
και σχεδίαση, η µέσα σε άλλες προσδιοριζόµενες λειτουργίες οι οποίες 
ονοµάζονται και ως λειτουργίες διασποράς. Έχουµε εξετάσει τη 
σχεδίαση από το χαρακτηριστικό t - r = - ∞, για t + r = + ∞ via the 
perturbed λύση και στη συνέχεια πίσω στη λύση ελεύθερου χώρου στο 
χαρακτηριστικό t – r = - ∞.                                                                                         
Η κατάσταση στα δεδοµένα σε αυτό το χαρακτηριστικό στο - ∞ 
µπορούν να διαµορφωθούν ως δήλωση ότι Wο πρέπει να είναι ένα 
εισερχόµενο κύµα για t - ∞, δηλαδή Wor – Wor → -∞ και αυτό που 
ακολουθεί τότε είναι 

                       

  η οποία ανταποκρίνεται στην εντολή ότι Wa είναι εξερχόµενη ως t 
→∞. Ορίζουµε τον τελεστή διασποράς στη συνέχεια  

                                                                                             
ως S αντίστοιχη επίλυση της κυµατικής εξίσωσης στον ελεύθερο χώρο 
µέσα στην επίλυση της κυµατικής εξίσωσης στον ελεύθερο χώρο για 
µεγάλες τιµές (όπως επίσης και στο εξωτερικό του σώµατος).                                                                          
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Αλλά µπορεί να εκπροσωπείται από  όπου   είναι ο τελεστής 
µετατόπισης που αντιστοιχεί τα απλά δεδοµένα f(t + r) ή σ στους 
χαρακτηριστικούς κώνους - ∞ στο f(t + r + 2α ) ή σρ.                                 
Ενέργεια. Από τη στιγµή που περιοριζόµαστε παντού σε λύσεις της 
πεπερασµένης ενέργειας αυτό σηµαίνει ότι 

                              

  ανά πάσα στιγµή είναι πεπερασµένη ή χρησιµοποιώντας την 
διατήρηση της ενέργειας πάνω από την περιοχή που οριοθετείται από 
µια χαρακτηριστική r - t = const., r = 0, t = const., 

                                           

   οριοθετείται. Σηµειώστε ότι αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µία 
ισοµετρική απεικόνιση από µια χαρακτηριστική επιφάνεια στην άλλη .                                 
Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι έχουµε εισαγάγει το µετασχηµατισµό 
Fourier ως προς το χρόνο: 

                

  και 
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  Οι πρώτοι όροι είναι το εισερχόµενο µέρος, και οι δεύτεροι όροι το 
εξεερχόµενο µέρος.                                                                                                                 

Ο τελεστής  είναι ο τελεστής που αντιστοιχεί το εισερχόµενο µέρος e 
–iλrf(λ) µιας ελεύθερης επίλυσης του o πάνω στο εισερχόµενο τµήµα 

µιας διαταραγµένης επίλυσης α κατά τέτοιο τρόπο όπου τα 

εξερχόµενα µέρη είναι τα ίδια. Έτσι το  είναι απλά ο 
πολλαπλασιασµός µε το e + 2iλα  το οποίο είναι φυσικά. Ο 
µετασχηµατισµός Fourier του τελεστή που µετατοπίζει το εισερχόµενο 

µέρος του Wο στο εισερχόµενο µέρος του Wα.
   Επιπλέον, το o και το 

α είναι λύσεις της µειωµένης κυµατικής εξίσωσης. Τα εξερχόµενα 
και τα εισερχόµενα µέρη καθορίζονται από την κατάσταση της 
ακτινοβολίας του Sommerfeld ή ίσως θα πρέπει να θέσει τον άλλο 
τρόπο σαν επιλογή. Η συµπεριφορά για µεγάλα r καθορίζει την 
επίλυση. Ως εκ τούτου, η διασπορά µπορεί να περιγραφεί σε αυτούς 
τους όρους πάλι µε πολλαπλασιασµό του e + 2iλα. 

   Ποιο είναι το λάθος µε αυτό το µοντέλο; Η αρχή Huyghen ισχύει για 
το διαταραγµένο µοντέλο όπως και το µη διαταραγµένο το οποίο είναι 
πάρα πολύ για να περιµένουµε γενικώς και γι 'αυτό θα πρέπει να το 
εξετάσουµε πιο εκτενές στο δισδιάστατο και τρισδιάστατο µοντέλο. 
Ωστόσο, µε το τρισδιάστατο µοντέλο που µπορούµε να το 
εκµεταλλευτούµε όταν έχουµε την εκθετική διάσπαση και έτσι θα 
στραφούµε τώρα σε αυτό το πρόβληµα. 

   

  2. ∆οµή της τρισδιάστατης διασποράς από ένα αντανακλώµενο 
σώµα.     Από το θεώρηµα του Friedlander το 1964, επεκτείνοντας 
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κάποιος µέρος από την εργασία του Karp το 1961, έχουµε: Εάν Uο είναι 
µια λύση ενός ελεύθερου πεδίου 

                             

Ικανοποιούν 

                              

 

   Όπου φ, ψ είναι η σύνθετη υποστήριξη, τότε η ασυµπτωτική 
συµπεριφορά των Uο για t – r → - ∞, δίνεται από 

 

                                   

όπου το Ω αντιπροσωπεύει τις γωνιακές µεταβλητές. Για t + r → + ∞, 

                                   

   Η µέθοδος της µονοδιάστατης περίπτωση µας µεταφέρει. Μπορούµε 
να θεωρήσουµε την αντιστοίχιση του f → g µε τον ακόλουθο τρόπο. 
Πάρτε τα Goursat δεδοµένα f σε έναν "χαρακτηριστικό κώνο στο  + ∞", 
λύση για Uo. H οριακή τιµή του Uo σχετικά µε τον "χαρακτηριστικό 
κώνο στο + ∞" είναι το g. Ο ρόλος του σήµατος είναι έτσι όπως 
παίζεται από το f και µπορούµε να το γράψουµε χωρίς σύγχυση µε την 
επαναχρησιµοποίηση του Uο ως τον τελεστη δεδοµένων κατά - ∞. 
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  Παρόµοια συµπεριφορά κατέχετε στην παρουσία µίας διαταραχής 
(στην περίπτωση µας ένα αντανακλώµενο σώµα). ενεργοποιώντας στο 
σήµα f να είναι και Uf = g, έτσι ώστε limt → ∞ Uf = limt → ∞, Uofp για 
κάποιο fp.                                                              Uofp είναι µια λύση 
ελευθέρου χώρου που έχει παραχθεί από τη λύση ελευθέρου πεδίου Uof 
έτσι ώστε ο τελεστής διασποράς S να δίνεται από 

                                          

  Θέλουµε επίσης να εξετάσουµε τον τελεστή  = Uo ( -t ), δηλαδή 
την επίλυση λειτουργίας καθυστερηµένη στο χρόνο. Θα λειτουργήσει 
σε δεδοµένα σε ένα φωτεινό κώνο στο + ∞. Έτσι 

                                 

  έτσι γράφοντας f ως  limt→o∞  Uo (- t) Uo(t)f,           

 

Έχουµε   

                       

   Επιχειρώντας στα δεδοµένα f για να αποκτήσουµε τα δεδοµένα fp 
έχουµε 

                                     

  Όλα τα αντίστροφα µπορούν να ληφθούν όσο είµαστε στο χώρο των 
δεδοµένων των πεπερασµένων ενεργειών που σηµαίνει:                                              
Το Uof έχει πεπερασµένη πηγή ενέργειας ή χρησιµοποιώντας την 
ταυτότητα της ενέργειας σε ένα καθυστερηµένο κώνο και σπρώχνοντας 
το πίσω αφήνοντας t - r → - ∞,  



ΡΑΚΟΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Σελίδα 65 

 

             

                      

  όπου f = f(s, Ω) και το Ω αντιπροσωπεύει τη γωνία και το Ω την 
εφαπτοµένη του σε µια µεγάλη σφαίρα. Επιπλέον, από την διατήρηση 
της ενέργειας µεταξύ των δύο κώνων r - t = const. και r + t = const. 
Έχουµε 

                                    

  Έτσι η αντιστοίχηση είναι µια ισοµετρία.                                                        
Θα πρέπει να σηµειωθεί το εξής γεγονός:                                                                       
Αν το f έχει σύνθετη υποστήριξη τότε το Uof έχει σύνθετη υποστήριξη, 
ακτίνας d, σε t = 0. 

Συνεπώς από την αρχή Huyghen 

                                                                                                   

   3. Μετασχηµατισµός Fourier. Όσο το πρόβληµα διαταραχής της 
επιλύσεως Uo ή U διάσπαση τοπικά και οι µετασχηµατισµοί Fourier 
των Uο και U στο χρόνο υπάρχουν στην ανίχνευση κατανοµής και ως 
εκ τούτου , δεδοµένου ότι ικανοποιούν τη µειωµένη  κυµατική εξίσωση 
που είναι ελλειπτική, είναι υπαρκτές στην ισχυρή ανίχνευση. 
Ικανοποιούν την οριακή κατάσταση και µπορούν να γραφτούν ως 
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  όπου 0 και I στέκoνται για εξερχόµενες και εισερχόµενες, στις οποίες 
από την αρχή του Sommerfeld κατάσταση ακτινοβολίας, σηµαίνει 

                              

 

  αλλά µπορούµε εύκολα να δούµε από το ίδιο επιχείρηµα όπως και 
στην σφαιρική περίπτωση, 

                            

 

 

  Από την ταυτότητα Parseval χρησιµοποιώντας την ταυτότητα της 
ενέργειας στους κώνους  έχουµε 
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  Ο τελεστής  και ο S που ενήργησαν στα δεδοµένα των λύσεων 

επηρρέασαν τους τελεστές  και  στο µετασχηµατισµό Fourier και, αν 
τα δεδοµένα στο - ∞ δίνονται, καταλήγουµε στο σχήµα 2, όπου οι 
αντιστοιχίσεις µπορούν όλες να ερµηνευθούν ως ισοµετρίες των 
κατάλληλων χώρων του Hilbert.   

   

                                               Σχήµα 2 

 

  Το F.F. αντιστοιχεί στο πεδίο επέκτασης. Σταχυολογώντας το Ι η το 0 
σηµαίνουν τα συστατικά µε το δικαίωµα εξερχόµενης ή εισερχόµενης 
ιδιότητας. Το αµαρκάριστο βέλος υποδεικνύει το µετασχηµατισµό 
Fourier. Το κυκλικό βέλος µας δείχνει τη διάσπαση.  

       

                                            Σχήµα 3 

 

  Η διασπορά εµφανίζεται όταν εντοπίζουµε το αποτέλεσµα δηλαδή, go 
= g, κλπ. (όπως το σχήµα 3). Είναι προφανές ότι αν θέλουµε να 

µάθουµε περισσότερα για το S πρέπει να µελετήσουµε το . Αλλά 
έχουµε µία ακόµη ταύτιση που έχει δοθεί από το ακόλουθο λήµµα: 
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Λήµµα. 

                              

Απόδειξη. Έχουµε 

         

 

  Από τότε που το g καθορίζει το uο, µοναδικά,το λήµµα ακολουθεί για f 
λείο και σύνθετη υποστήριξη και συνεπώς στο όριο για άλλα f.                          
Πόσο από αυτή τη θεωρία διασποράς εµπλέκεται και σε άλλες 
περιπτώσεις; Σίγουρα κανένα στη µη γραµµική θεωρία της διασποράς 
(βλέπε Κεφ. 8). Αλλά ένα µεγάλο µέρος των προβληµάτων όπου έχουν 
διαταραχές στην κυµατική εξίσώση Maxwell . ∆εδοµένου ότι τυχόν 
ιδιότητες της µειωµένης κυµατικής εξίσωση είναι ιδιότητες των 
εξισώσεων Schrodinger, υπάρχουν επίσης ερµηνείες της σκέδασης 
στους αυτής της εξίσωσης, ιδίως σηµαντικά όχι για τους 
αντανακλώµενους φορείς αλλά για τις δυνατότητες. 

 

  3. Η συµπεριφορά του  για πολύπλοκα λ και η διάσπαση των 
επιλύσεων. Σηµειώνουµε ότι το uο και το uI είναι επιλύσεις της 
µειωµένης κυµατικής εξίσωση µε ένα ανοµοιογενές όρο. Αυτός ο όρος 
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είναι µια αυθαίρετη λειτουργία, δεδοµένου ότι φαίνεται εύκολα ότι 
αντιστοιχεί µε τα αρχικά δεδοµένα. Επιπλέον, από το προηγούµενο 
λήµµα, u1 και u2 ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες.                                                       
Υποθέτουµε τώρα ότι το U φθίνει εκθετικά. Μετά από το λήµµα 
έχουµε 

                              

 

Συνεπώς το uο µπορεί να συνεχιστεί αναλυτικά στη γραµµή 0 < Im λ < 
β. 

  Μελετώντας το  για Im λ > 0 θα πρέπει να αποφασίσουµε σχετικά µε 
την αναλυτική συνέχιση του uOI ή από την αλυσίδα µας όπως στο 
σχήµα 3, του uο. Στην περίπτωση της εκθετικής διάσπασης έχουµε δει 
ότι µπορούµε να συνεχίσουµε σε µια διαδροµή. Σε γενικές διαδροµές, 
γνωρίζουµε ότι δεν υπάρχουν πόλοι ή σηµεία συσσώρευσης στον 
πραγµατικό άξονα διότι διαφορετικά το θεώρηµα µοναδικότητας 
Rellich θα έπρεπε να παραβιαστεί. Ο απλούστερος τρόπος για να 

συνεχίσουµε το  αναλυτικά είναι να συνεχιστεί το u0 αναλυτικά. 
Αλλά θα πρέπει να καθορίσουµε τη συνέχιση την κατάσταση 
ακτινοβολίας του Sommerfeld. Ζητούµε , όπως επισηµαίνεται στου Lax 
και Phillips (1967), ότι το u είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των 
εξερχόµενων θεµελιωδων επιλύσεων.                                          u είναι 
µια εξερχόµενη επίλυση αν 
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  για κάποιο h. Η συνάρτηση h πρέπει να βρίσκεται σε κάποιο 
κατάλληλο χώρο για να γίνει το επιχείρηµα, διεργασία. Μια παρόµοια 
ταυτότητα κατέχετε σε δύο διαστάσεις.                                                                                       
Αυτή είναι αλήθεια εάν το u ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας του  
Sommerfeld για το πραγµατικό λ.                                                             
Συνεπάγεται ότι 

    

Για, eιλρ/ρ ικανοποιεί 

                                               

και εάν το u ικανοποιεί την (1) RΝ, 

                                                      

         για κάποια h.                                                                                                                             

   Ολοκλήρωση µέσα σε µια µεγάλη σφαίρα, η έκφραση u∆u - u∆u, 
παίρνουµε την (1) µόνο εάν η (2) είναι κάτοχος. 

Έτσι η (1) συνεπάγεται µε τη (2). 

   Εάν η (2) διατηρείται, από την αντίθετη άποψη λαµβάνονται 

                                     

η οποία είναι η (1). 

  Υπάρχουν ωστόσο άλλες ισοδύναµες συνθήκες. Αν πάρουµε σαν 
αρχικά δεδοµένα για µια εξίσωση ελεύθερου χώρου 
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   και συνεχίζει οµαλά µέσα σε όλα τα R3, έπειτα το u είναι εξερχόµενη 
εάν και µόνο εάν 

(3) Uο = 0 για χ, t τέτοια ώστε ο καθυστερηµένος κώνος δεν τέµνει 

το κυρτό κάλλυµα του ∂ε. 

Σηµείωση. Τέτοιες εξισώσεις ελεύθερων πεδίων ονοµάζεται επίσης 
εξερχόµενες. Μπορεί να αποδειχθεί χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση 
Riemann και τη σφαιρική έννοια ότι η (3) ακολουθείται από την (2). 

   Για να λάβουµε την (1) από την (3) αναπαριστάµε την εξίσωση 
χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Riemann και παρατηρούµε ότι η (3) 
εξίσωση δεν µπορεί να κρατήσει εκτός της (2) και ως εκ τούτου και της 
(1) που κατέχει. 

 

  5. Μια ανισότητα για τα εξερχόµενα κύµατα. Έχουµε λάβει σήµερα 
ακόµα µια άλλη απαραίτητη προϋπόθεση για το πώς ένα κύµα να είναι 
εξερχόµενο στο R3 (βλέπε Morawetz 1972). Αυτό είναι ένα εύχρηστο 
όπλο, όπως είναι στη µορφή µιας ανισότητα που τη καθιστά δυνατή να 
συνενωθεί µε άλλες εκτιµήσεις.                                                                                      
Θεώρηµα. Εαν u eiλ(t – r) είναι µια εξερχόµενη επίλυση των U = 0 στο 
διάστηµα [0, ∞] για t  0, τότε 

                       

     όπου d είναι η υποστήριξη του ∂ε.                                                                                

Θα σκιαγραφήθει η απόδειξη: Χρησιµοποιούµε ένα νόµο διατήρησης 
λόγω Protter που µπορεί να απορρέει από το νόµο διατήρησης  Lax και 
Phillips το 1967, σελ. 262 (8) , σηµειώνοντας ότι η κυµατική εξίσωση 
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είναι αναλλοίωτη υπό την µετάφραση στην t. Ο νόµος έχει την 
ακόλουθη µορφή: 

                   

                                   

όπου, µε Uο ελευθέρου πεδίου εξίσωσης, 

        

                                Σχήµα 4 

  Αυτό ερµηνεύεται πάνω από την οριοθετηµένη περιοχή από t = d, r = 
t,   r = - t + T (βλ. Σχήµα 4). Αυτό δίνει µια εκτίµηση της ολοκλήρωσης 

 

κατά µήκος του χαρακτηριστικού κώνου r = t στους όρους από το 
ολοκλήρωµα  
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  Πάνω στον καθυστερηµένο κώνο r = t + Τ. Αλλά Uο  0 µόνο σε ένα 
πεπερασµένο µέρος αυτού του κώνου κατά συνθήκη (3), δεδοµένου ότι 
είναι εξερχόµενοι όροι και ότι αυτό το ολοκλήρωµα µπορεί να 
εκτιµηθεί στους όρους της ενέργειας που διασχίζουν τον κώνο r = t. 
Αλλά για r = t, Uο = u  και Uot + U0r = ur                                                                                       
έτσι 

                    

 

  είναι οριοθετηµένο από τη συνολική ενέργεια της εξίσωσης 
διασχίζοντας τη σφαίρα r = t και στο εσωτερικό αυτό σε t = d. 

Oυσιαστικά αυτό είναι      ʃ | |2|dx|. Χρησιµοποιούµε 

        

 

  και παρατηρούµε ότι v → 0 όπως 1/r. Με την ολοκλήρωση και τη 

χρήση της οριακή συνθήκης u  = 0 στο ∂ε βρίσκουµε 

                                     

  Είναι οριοθετηµένο από τη σταθερά ʃ | |2|dx|. 
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  Υπάρχει ένα δίκαιο περιθώριο εκτιµήσεως σε αυτή την κατάσταση και 
θα µπορούσε να τροποποιηθεί σηµαντικά προκειµένου να το 
χρησιµοποιηθεί. Για παράδειγµα, µπορεί να αποκτηθεί 

                           

 

  Αλλά δεν λειτουργεί σε δύο διαστάσεις.                                                              
Παρατήρηση αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί γενικά. Για 
παράδειγµα, σε οποιοδήποτε νόµο διατήρησης που βγαίνει από την 
ενέργεια από την αµεταβλητότητά του ολοκληρώµατος σε ένα πεδίο 
που µοιάζει µε καµπύλη είναι οριστικό θετικό. Το ολοκλήρωµα σε µια 
χαρακτηριστική επιφάνεια είναι επίσης θετικά αριστικό αλλά πρέπει να 
περιέχει µόνο χαρακτηριστικά παράγωγα. Όταν εφαρµόζεται στο u eiλ(t 

– r) θα µας δώσει µια εκτίµηση για το u εάν το u είναι εξερχόµενο. 

 

 

7ο 
Κεφάλαιο 

    Η γενικευµένη αρχή Huyghen και η Γεωµετρική του Οπτική 

1. Φόντο. Ξεκινάµε συνοψίζοντας ορισµένα από το φόντο. 
Υποθέτουµε ότι το Υ είναι µια επίλυση του 

                           

Ικανοποιώντας QY = 0 στο ∂ε. Στη συνέχεια:                                                                

(1) Είναι το Y (t, x) οµαλότερο από το Yο(x) για κάποιο χρονικό 
διάστηµα και ορισµένα σηµεία και αν ναι πώς µπορεί κάποιος να 
εκτιµήσει το χρόνο και την οµαλότητα για κάθε συγκεκριµένο x;                                                                   
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(2) Εάν το Υο(x) έχει ένα µοναδικό µέρος σε κάποιες χαµηλότερες 

διαστάσεις του ε, ειδικότερα αν το Υο(x) είναι µια συνάρτηση 

Riemann, που αυτές οι ιδιοµορφίες διαδίδονται; 

   Η εικασία της της γενικευµένης αρχής Huyghen είναι ότι στη δεύτερη 
περίπτωση όλες οι ιδιοµορφίες διαδίδονται κατά µήκος των φακέλων 
των χαρακτηριστικών κώνων απορρέοντας από την υποστήριξη των 
ιδιόµορφων δεδοµένων και τις κατάλληλες αντανακλάσεις τους.                               
Στην περίπτωση της συνάρτησης του Riemann η απάντηση δίνεται 
αρκετά πλήρως για:                                                                                                                    
(1) Η κυµατική εξίσωση και η οριακή συνθήκη Dirichlet σε κυρτά όρια 
σε δύο ή τρεις διαστάσεις ( Ludwig και Morawetz το 1969 και Phillips 
το 1969).                                                                                                                                   
(2) Η κυµατική εξίσωση και η κατάσταση Neumann σε δύο διαστάσεις 
(Μπάµπιτς το 1971, Γκρίµσο το 1966). 

Η εικασία είναι:                                                                                            

ΕΙΚΑΣΙΑ. Η απεικόνιση της συνάρτησης Riemann R(t, 0, x, xo ), η 

οποία ικανοποιεί               Ι µια διαγώνια 
µονάδα, 

            και 

                                

  είναι µοναδική µόνο από τις χαρακτηριστικές επιφάνειες απορρέοντας 
από το xο και οι αντανακλάσεις τους δίνονται από την γεωµετρική 

οπτική από ∂ε, δηλαδή οπουδήποτε αλλού το R είναι C∞.                                                             

Οι χαρακτηριστικές επιφάνειες δίνονται από τις εξισώσεις του 
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  µε x = 0 στο (xο, 0) και οι αντανακλάσεις των επιφανειών αυτών 
πρέπει να πληρούν τις ίδιες διαφορικές εξισώσεις και µια αντίστοιχη 
γεωµετρική αρχή της αντανάκλασης. Αυτή η εικασία είναι πραγµατικά 
για το τι πίστευε ο Huyghen ότι ήταν η περίπτωση. Ήταν ο Hadamard ο 
οποίος έθεσε το ερώτηµα σχετικά µε το κενό στη συνάρτηση Riemann 
το οποίο για τον πλήρη κενό είναι γνωστό ως η αρχή Huyghen. (Για µια 
µελέτη του πότε το κενό εµφανίστηκε το οποίο, όπως είδαµε στο 
Κεφάλαιο 3, § 1, είναι σηµαντική για την εκθετική διάσπαση, όπως ο 
Atiyah et al. το 1970).                            Υποθέτουµε τώρα ότι η εικασία 
όπως διατυπώθηκε παραπάνω είναι σωστή. Έχουµε 

                                    

  Υποθέτουµε τώρα ότι το R(t, 0, χ, xο) είναι C
∞ για x  , t > Τ. Αυτή 

θα είναι µια περίπτωση εάν µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός της 
αντανάκλασης λάβει µέρος. Στην περίπτωση αυτή, 

                                

 

  Στην πραγµατικότητα, το Υ είναι όσο οµαλό όσο το R για χ  x  , t 
> T.      Η τοπική οµαλότητα του Y συνεπάγεται, εάν κατασκευάζαµε 
ένα κατάλληλο πεδίο λειτουργίας, πολύ περισσότερο σχετικά µε την 
συνάρτηση διασποράςς από ό,τι θα έχουµε χρόνο να το εξερευνήσουµε. 
Για παράδειγµα στην περίπτωση της κυµατικής εξίσωσης µπορούµε να 
επιτύχουµε το απαιτούµενο αποτέλεσµα του Lax και του Phillips 
(1967), µια ασυµπτωτική επέκταση για µια εξίσωση U της µορφής 
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  όπου λκ είναι είδος της διάσπασης, uκ είναι εξερχόµενη επίλυση των 

µειωµένων εξισώσεων που εκµηδενίζονται στο ∂ε. ∆εν θα 
ασχοληθούµε εδώ µε την ανάπτυξη αυτής της πτυχής, αλλά αντ'αυτού 
θα προσπαθήσουµε να µελετήσουµε τη συνάρτηση Riemann για τον 
εαυτό της. Θέλουµε να αποφύγουµε τις δυσκολίες των πτυχώσεων στην 
ιδιόµορφη επιφάνεια στο ελεύθερο πεδίο του προβλήµατος έτσι θα 
υποθέσουµε ότι οι συντελεστές της εξίσωσης είναι σταθερές.                                 
Στην πραγµατικότητα, εάν κάποιος πιστεύει ότι η συµπεριφορά της 
συνάρτησης Riemann είναι ένα εντελώς τοπικό πρόβληµα και ότι η 
περίπτωση του σταθερού συντελεστή περιγράφει τυπική συµπεριφορά. 
Αυτό θα είναι έτσι εάν θα έχουµε RN. Συνεπώς, είναι πιθανόν αλήθεια 
ότι θα αρκούσε να µελετηθεί η συµπεριφορά των αντανακλαστικών 
των ιδιόµορφων ανωµαλιών αποκλειστικά και µόνο σε µια γειτονιά από 
το σηµείο των αντανακλάσεων. Εξάλλου, κάθε συγκεκριµένο σηµείο 
στο όριο ρίχνει την ενέργεια µακριά από το φορέα, όπου γνωρίζουµε 
πώς οι  ιδιοµορφίες συµπεριφέρονται. Αυτό που χρειάζεται κάποιος 
είναι ένα είδος παγκόσµιας θεωρίας για την εξάλειψη της δυνατότητας 
από ορισµένες δευτερεύουσες ιδιοµορφίες τρέχωντας γύρω από το 
σώµα και µε αποτέλεσµα να κολλήσει σε αυτό. Στην πραγµατικότητα, 
η ίδια η τοπική φύση είναι ένα µέρος της εικασία του Huyghen. Αλλά 
ακόµα και αν έχουµε οµαλότητα, κοντά στο σώµα εξακολουθεί να 
υπάρχει κάποια παθολογία.                                                                                                                                
Ας φανταστούµε µια u ώθηση ενός αεροπλάνου πλησιάζοντας έναν 
κύλινδρο µε αρχικά δεδοµένα να επιλέγονται έτσι ώστε η ακολουθία 
µας να αντικατοπτρίζει το σχήµα 1. Περιγράφει την ακολουθία του 
χρόνου. Μερικές περαιτέρω εξηγήσεις δίνονται στην § 4. Οι γραµµές 
(εκτός για το σώµα) αντιπροσωπεύουν σηµεία 
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                                                    Σχήµα 1 
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  της µετάβασης , όπου η λύση δεν είναι σίγουρα αναλυτική. Μετά από 
ένα χρονικό διάστηµα, µπορεί κάποιος να δει ότι η γεωµετρία είναι 
πολύ περίπλοκη και ότι ενώ η επίλυση µπορεί να είναι C∞  σε µια 
περιοχή γύρω από το σώµα, δεν είναι αναλυτική, και είναι ακόµα 
χειρότερη, το µέτωπο µετάβασης είναι κατά κάποιο τρόπο όλο και πιο 
πυκνό. (Πριν από τις καµπύλες προς τα αριστερά η επίλυση είναι 
πανοµοιότυπη µε 0.) 

 

  2. Ο µετασχηµατισµός Fourier. ∆εν υπάρχει κανένα πρόβληµα, εάν 
υπάρχουν καλά θεωρήµατα διάσπασης, στην µετάβαση από τη µελέτη 
R στη µελέτη του µετασχηµατισµού Fourier, η τη συνάρτηση του 

Green. Αυτή είναι απεικόνιση επίλυσης  του 

               

  Υπάρχει µια πηγή στο x = x ' και το δ είναι ένα κατάλληλος 

µαθηµατικός πίνακας µε δ συναρτήσεις στο διαγώνιο. Επιπλέον, Q = 

0 στο ∂ε και το R ικανοποιούν την κατάλληλη εξερχόµενη κατάσταση 

ακτινοβολίας. Η συµπεριφορά της  για µεγάλες λ καθορίζει την 
οµαλότητα του R: 

                  

  Κάποια ιδέα για τις δυσκολίες της επίλυσης αυτού του προβλήµατος 
προέρχεται από τη διερεύνηση της απλής περίπτωσης της υπόθεσης της 
κυµατικής εξίσωσης στο εξωτερικό του κυλίνδρου τον οποίο θα 
εξετάσουµε έπειτα. ∆εν περιγράφουµε το έργο των δύο διαστάσεων του 
Grimshaw στο πρόβληµα του Neumann, το οποίο βασίστηκε στις 
µεθόδους του Ursell για τα κύµατα του νερού, αλλά η προσέγγιση που 



ΡΑΚΟΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Σελίδα 80 

 

χρησιµοποιείται από τον Ludwig το 1967 που ακολούθησε το έργο του 
Keller και του Rubinow το 196, καθώς επίσης και το Nussenzweig 
το1965 επί ενός κυκλικού κυλίνδρου. Πολυάριθµες ειδικές περιπτώσεις 
έχουν επεξεργαστεί, τα οποία οδήγησαν στη θεωρία του Keller της 
διάθλασης περιγράφοντας τα κύµατα τα οποία κινούνται γύρω από το 
σώµα και το αντίστροφο Fourier το οποίο έχει απεικονισθεί στην 
προηγούµενη ενότητα. 

  Για πάνω από εκατό χρόνια κάποιος έχει µάθει πώς να περιγράφει 
γεωµετρικά τα οπτικά στην φλέγον περιοχή. Κάποιος προχωρά 

µεθοδικά ψάχνοντας για µια λύση της µορφής o + eiλχ 
(Vo + λ – 1V1 

+
…) µε o η συνάρτηση Riemann του ελεύθερου πεδίου. Το υπόλοιπο 

είναι το ανακλώµενο κύµα. Οι καµπύλες εφαπτοµένης στο  είναι οι 
ακτίνες. Στα σκοτεινά πεδία αυτή η επίλυση είναι τυπικά µηδέν. Η 
πλήρης επίδραση υπάρχει µόνο της εκθετικής τάξης και βρίσκεται 
µεθοδικά κατασκευάζοντας τις ακτίνες που είναι ευθείες γραµµές 
εφαπτόµενες στο σώµα και µεταφέρουν ένα προσεκτικά επιλεγµένο 
εύρος. Αυτό είναι το διάγραµµα διάθλασης του Keller. Αλλά η 
συµπεριφορά στην άκρη της φωτεινής - σκιάς έχει παραµείνει ένα 
πρόβληµα και στην πραγµατικότητα οι λεπτοµερείς του ιδιότητες 
εξακολουθούν να µην αποδυναµώνονται.                       Για να 
διορθώσετε τις ιδέες µας, ας εξετάσουµε τη λειτουργία της εξερχόµενης 

συνάρτησης Green για µια κυρτή αντανάκλαση σώµατος ∂ε όπως στο 
σχήµα 2 και της µειωµένης κυµατικής εξίσωσης µε την Dirichlet 
κατάσταση: 

 

                  

 

                                1∆είτε επίσης τον Rauch και Taylor για γενικευµένα αποτελέσµατα. 
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                                                Σχήµα 2 

         

  (∆εν πιστεύω ότι υπάρχουν κάποια αποτελέσµατα στα οποία x’  ∂ε.) 
Θα µπορούσαµε επίσης να εξετάσουµε µια πηγή στο ∞ (µια στάθµη 
κύµατος), αλλά αυτό οδηγεί σε άλλες δυσκολίες. Γράφουµε 

                                            

Όπου 

                                          

 

Έπειτα το GR είναι µια επίλυση του 
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  Η επίσηµη ασυµπτωτική διεύρυνση για GR είναι έπειτα το GGO = 
eiλχ[GRO + ( /λ)G1 + • • •] µε | χ|2 = 1. Η φάση χ είναι η απόσταση από το 
χ’ που µετράται κατά µήκος µιας γραµµής στο σώµα και πίσω στην 
αντανακλώµενη ακτίνα σε µία γωνία ίση µε την κανονική. Πίσω από το 
σώµα έχουµε 

                                             

  Αυτό µας ικανοποιεί τµηµατικά οµαλά προς την επίλυση, αν πάρουµε 
έναν πεπερασµένο αριθµό  όρων, 

                               

  και οι πρόσφατες εκτιµήσεις µας (βλέπε κεφ. 6, § 2) θα µας δώσει 

                           

 

  Εκτός του ότι το M είναι ∞ στην κάθε αντανακλώµενη ακτίνα που 
χωρίζει τη σκιά και το φως. Μια ιδέα αυτής της δυνατότητας προκύπτει 
εάν παρατηρήσουµε ότι αυτά που έρχονται προς το σηµείο αυτό, η 
ανακλώµενη ακτίνα πρέπει να ταλαντεύεται µέσα από µια ευρύτερη και 
πιο ευρύτερη γωνία. Στην πραγµατικότητα, το Μ είναι πολύ 
περισσότερο µοναδιαίο όσο και N → ∞. Έτσι ώστε να φαίνεται 
απίθανο ότι θα µπορούσε κανείς να δηµιουργήσει την ισχύ των 
γεωµετρικών οπτικών οπουδήποτε χωρίς να γνωρίζει τη συµπεριφορά 
στο ηµίφως, δηλαδή η γειτονιά των ανακλώµενων ακτινών. Έτσι 
είµαστε πάλι µε ένα παγκόσµιο πρόβληµα.                                                                                                                      
Ας υποθέσουµε αντίθετα, ότι έχουµε µια κατά προσέγγιση επίλυση του 
GL µε την ακόλουθη ιδιότητα (το K θα είναι παντού µια σταθερή 
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ανάλογα µε το 

N  

στο ε – , όπου (penumbra=ηµιφώς) είναι µια γειτονιά των 

ανακλώµενων ακτινών όπως σχήµα 2. Υποθέστε 

                         

 

 Στη συνέχεια, από τις εκτιµήσεις του κεφαλαίου 6 , § 2 έχουµε 

                                     

και ως εκ τούτου 

                               

          (Βλέπε επίσης Ludwig και Morawetz (1968) για περισσότερες 
λεπτοµέρειες). 

 

  3. Η Κατασκευή του Ludwig για το ηµίφως. Ας δούµε το πρόβληµα 
του κυκλικού κυλίνδρου και υποθέτουµε, για χάρη της απλότητας για 
µια πρόσκρουση η ένα συµβάν αεροπλανικού κύµατος,  ui = - εiλχ. Θα 
µπορούσαµε να αθροίσουµε τα αεροπλανικά κύµατα για να 
αντιπροσωπεύουν µια πεπερασµένη πηγή. Έτσι, µετά από κάποια 
παραποίηση στο µιγαδικό επίπεδο:   
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  Η ιδέα είναι ότι ενώ η κατασκευή της γεωµετρικής οπτικής των 
ανακλώµενων ακτίνων από ui Θα έχουµε µια ιδιοµορφία , οι επιµέρους 
όροι στη δεξιά πλευρά µπορεί να είναι µεµονωµένα συνδυαζόµενα από 
ανακλώµενες ακτίνες αντανακλώνται τα οποία δεν έχουν µια 
µοναδικότητα σε όλα. Κάθε όρος σχετικά µε το δικαίωµα έχει µια « 
γεωµετρική οπτική επέκταση", όπως 

                                        

  Με | χ1|
2 = 1, | χ2|

2 = 1. Το ολοκλήρωµα στη συνέχεια αποτιµάτε από 
στατική φάση και µόνο ένας όρος στο άθροίσµα είναι σηµαντικό να 
µας δώσει πίσω το συµβάν της κυµατοµορφής για µια ειδική τιµή του 
m. Η άλλη είναι ασυµπτωτικά µηδαµινή οπότε χρειαζόµαστε µόνο ότι 
ταιριάζει σε αυτό τον όρο. Τώρα, εάν το σηµείο στο όριο δεν είναι στο 
ηµιφώς, αυτό θα µπορούσε να είναι γίνεται από µια γεωµετρική 
αντιστία χρησιµοποιώντας την προηγούµενη επέκταση, και τα παλιά 
γεωµετρικά οπτικά αποτέλεσµα θα πρέπει να επαναπροσδιορίστουν. 
Για να έχει το ηµίφως αποτέλεσµα θα πρέπει να ταιριάζει περισσότερο. 
Αυτό αποδίδει, αφότου το m σχετίζεται µε λ από τη στατική φάση που 
αναφέρεται παραπάνω: 
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  Παρατηρείστε ότι στο σώµα r = α, H  (λr) Jλβ(λα)/ H (λα) = 
Jλβ(λr) όπως είναι επιθυµητό να δίνει η αντανακλώµενη κατάσταση και 

ότι το us είναι εξερχόµενη από τότε που είναι και το H  (λr). Εάν το 
σώµα δεν είναι κυλινδρικό δεν µπορούµε να το βελτιώσουµε αυτό 
παίρνωντας µόνο τα σφάλµατα ως απόκλιση, αλλά πρέπει να 
τροποποιηθούν οι συναρτήσεις του Hankel και του Bessel να 
αντιστοίχούν, αρχίζοντας ήδη στην επέκταση του συµβάντος του 
πεδίου. Μετά από αυτό είναι τεχνικά πολύ δύσκολο, αλλά ουσιαστικά 
απλό να εκτελέσει κάποιος την κατασκευή του Ludwig. Ο αναγνώστης 
αναφέρεται στην αρχική περιγραφή του Ludwig το 1967. 

  4. ∆ιαθλούµενα πεδία. Η κατασκευή του Ludwig είναι ένας σκληρός 
τρόπος για να πάρουµε το πεδίο διάθλασης, έτσι ας ξεκινήσω δίνοντας 
τις οδηγίες για την εύρεση του ασυµπτωτικού διαθλώµενου πεδίου για 
µια πηγή στο x = z και ένα ανακλαστικό σώµα. 

   (i) Εφιστά την ανακλώµενη ακτινοβολία στο σώµα. Καλέστε τη 
διασταύρωση της ανακλώµενης ακτίνας και το σώµα του 
ανακλώµενου πεδίου (βλέπε σχήµα 3). 

   (ii) Από ένα φοβερό σηµείο σχεδιάζουµε µια γεωδαισιακή µορφή 
στο σώµα σε κάποιο άλλο σηµείο και από εκείνο το σηµείο να 
προχωρήσει µακριά από το σώµα σε ευθεία γραµµή που εφάπτεται 
στη γεωδαισιακή. Αυτό είναι µια ακτίνα διάθλασης. 

  (iii) σε κάθε διάθλαση ακτίνων αποδίδεται µια φάση χd που δίνεται 
µε την απόσταση από την πηγή κατά µήκος της ανακλώµενης 
ακτίνας, η γεωδαισιακή µορφή στο σώµα και η διάθλαση ακτινών. 

  (iv) Για κάθε διάθλαση ακτίνων και γεωδαισιακή µορφή 
επισυνάπτεται ένα πλάτος αd διασπαζόµενο σύµφωνα µε τη θεωρία 
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των ακτίνων και µε µια αρχική τιµή" που δίνεται στο ανακλώµενο 

σηµείο από το γνωστό εύρος διάθλασης για το αντίστοιχο 
ελλειψοειδές που ταιριάζει το το σώµα β 'βαθµού στο ανακλώµενο 
σηµείο.                                      Το άθροισµα (ή το ολοκλήρωµα) του 
συνόλου των κατά προσέγγιση διαθλώµενων επιλύσεων ud = αd e

iλχd 
είναι η διάθλαση πεδίου και µπορεί να φανεί ότι αυτό που έχει 
κατασκευαστεί από τις οδηγίες είναι 

   

    

 
3
Οι ίδιες αρχές εφαρμόζονται στο χρόνο - εξαρτώμενων περιπτώσεων με z = ∞ δίνει το σχήμα του 

§ 1. 

 

  Τι θα παίρναµε µε τη χρήση όλων των εκφράσεων ολοκλήρωσης της § 
3. Παρατηρείται ότι το συνολικό διαθλώµενο πλάτος σε ένα σηµείο 
είναι εκθετικά µικρό στη συχνότητα. Για να διαπιστωθεί η εγκυρότητα 
της κατασκευής, εάν χρησιµοποιήσουµε την επίσηµη µορφή του 
Ludwig που τα περιγράφει αυτά, συνεχίζουµε να έχουµε στις 
διαφορικές εξισώσεις   0(λ-Ν) και το εκτιµώµενο θεώρηµα µας (βλέπε 
κεφάλαιο 5) δεν µπορεί ποτέ να δηµιουργήσει την ισχύ των 
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διαθλώµενων πεδίων.                                    Ωστόσο, χρησιµοποιώντας 
τη βοηθητικά τη συνάρτηση Green, Bloom (1972) έδειξε ότι θα 
µπορούσε κάποιος να αναπαραστήσει την διάθλαση πεδίου από µια 
πηγή µέσω µιας εξίσωσης ολοκλήρωσης όπου εκτιµούµε ότι θα 
µπορούσαν να γίνουν τα σφάλµατα και να εκτιµηθούν στα διαθλώµενα 
πεδία παρέχοντας το σώµα να συνεπέσει µε έναν κύλινδρο σε µια 
γειτονιά των σηµείων επαφής των ανακλώµενων ακτινών.                                            
Η κύρια ιδέα δίδεται στην ακόλουθη απλή υπόθεση.                                                            
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο σώµατα Α και Β και µια πηγή στο z. 
Καταρχάς, επιτρέπουµε το B να είναι µια σφαίρα και το Α διόφορο του 
Β µόνο µέσα στη σκιά του Β. Στη συνέχεια, σε οποιοδήποτε σηµείο x 

 z, οι δύο συναρτήσεις του Green GA και GB ικανοποιούν: 

                      

  όπου το ε είναι µια αυθαίρετη επιφάνεια. Υποθέτουµε το ε είναι το Β 

µε το Α να βρίσκεται µέσα στο B. Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας την 
οριακή συνθήκη στη συνάρτηση Green: 

 

 

  ∆εδοµένου ότι το Β είναι µια σφαίρα ∂GB/∂n είναι εκθετικά µικρό στο 
λ για B - A  B και συνεπώς η διαφορά µεταξύ των δύο συναρτήσεων 
του Green είναι εκθετικά µικρές. 
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