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English Summary

This work studies the basic equations of elasticity. The presentation is actually taken from the
classical book of Landau-Lifshitz.Then we proceed to the equations of thermoelasticity: an insu-
lating (thermally and electrically) material is thermally radiated through a laser pulse for instance,
this launches an elastic wave. The thermal heating couples with the elastice wave. We present
small time interior estimates in the linear homogeneous case, used there for the numerical solution
of the initial-boundary value problem in the inhomegenous or nonlinear case [?]. These describe
the temporal evolution of the the thermal and elastic disturbance till it reaches the boundary.

Ελληνική Σύνοψη

Στην εργρασία αυτή μελετώνται οι βασικές εξισώσεις της ελαστικότητας. Η περιγραφή αποτελεί

την παρουσίαση της μετάφρασης των αντίστοιχων κεφαλαίων από το κλασσικό έργο των Landau-
Lifshitz. Στη συν΄χεια προχωράμε στις εξισώσεις της θερμοελαστκότητας: ενα θερμικά και ηλεκτρικά
μονομώνο υλικό σώμα ακτινοβολείται θερμικά π.χ. μέσω ενός παλμού Laser, που προκαλεί τη διέγερση
ενός ελαστικού κύματος. Παρουσιάζονται οι σχετικές εκτιμήσεις εσωτερικού και μικρού χρόνου στη

γραμμική και ομογενή περίπτωση, οι οποιες απαιτούνται για την αριθμητική επίλυση των εξισώσεων

στην ανομοιγενή ή και στη μη γραμμική περίπτωση, [;]. Αυτές αντιστοιχούν στο χρόνο που η θερμική

και ελαστική διαταραξή δεν έχουν φθάσει στο σύνορο του υλικού σώματος



Κεφάλαιο 1

ΘΕΡΜΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ:

εσωτερικές εκτιμήσεις

1.1 Οι βασικές εξισώσεις

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε την διάδοση ελαστικού κύματος που οδηγείται από την θέρμανση

του ελαστικού σώματος το οποίο θεωρούμε ότι περιγράφεται από ένα χωριο Ω ⊂ R3
και χαρακτηρί-

ζεται από τις σταθερές

• ρ: πυκνότητα

• K μέτρο συμπιεστότητας

• E μέτρο Young

• σ πηλίκο Poison

• µ μέτρο δυσκαμψίας

• α συντελεστης θερμικής διαστολής

• Cp, Cv θερμοχωρηιτκότητες υπο σταθερή πίεση και υπό σταθερό όγκο.

• κ θερμική αγωγιμότητα

Συνδεόνται δε ως

K =
E

3(1− 2σ)
, µ =

E

2(1 + σ)

Θεωρουμε αποκλιμακωμένες χωρο-χρονικές συντεταγμένες λx, τt όταν

λ =
Cp − Cv
αCv

, τ =

√
ρ

κ
λ, η =

µτ 2

ρλ
, κ̂ =

τκ

Cvλ2
α̂ =

τ 2α

λ

Τότε οι εξισώσεις που περιγράφουν το πεδίο μετατόπισης και θερμοκρασίας

u : R × Ω→ R3, T : R × Ω→ R
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γράφονται για θ = div(u):

utt = ∆3u+ η∇θ + α̂∇T

και

(T + θ)t = κ̂∆3T + h(t, x)

1.2 Αρχή διατήρησης της ενέργειας

Θεωρούμε χωρίο P ⊂ [0, T ]×Ω που θα ορίσουμε αργότερα και συνάρτηση περιορισμού ζ, supp(ζ) ⊂ P
και

Pt = P ∩ Σt, Σt = {(t, x)/x ∈ Ω/}

1.2.1 Ενέργεια για την κυματική εξίσωση της συμπίεσης

Λαμβάνοντας την απόκλιση στην κυματική εξίσωση λαμβάνουμε την κυματική εξίσωση

θtt = (1 + η)∆3θ +
α̂

κ̂
[(T + θ)t − h]

Πολλαπλασιάζοντας με θt και ολοκληρώνοντας στο Pt οδηγούμαστε εισάγοντας την ενέργεια

E0(t) =

∫
Pt

1

2

(
θ2
t + (1 + η)|∇θ|2

)
στην ανίσωση εφαρμόζοτας την ανισότητα Young

dE0

dt
≤ γ0E0 + φ0(t)

όπου ο όρος πηγής είναι

φ1(t) =
α̂

4κ̂
(T 2

t + h2)

και ο ρυθμός

γ0 =
α̂

4κ̂

΄Αμεση ολοκλήρωση δίδει

E0(t) ≤ eγ0t
(
E0(0) +

∫ t

0

φ0(t′)dt′
)

1.2.2 Ενέργεια για την κυματική εξίσωση του στροβιλισμου της

μετατόπισης

Λαμβάνοντας την περιστροφή στην κυματική εξίσωση λαμβάνουμε την κυματική εξίσωση για το δια-

νυσματικό πεδίο χ = ςυρλ(u):

χ
tt

= ∆3χ
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Πολλαπλασιάζοντας με ζ2χ
t
και ολοκληρώνοντας στο Pt οδήγύμαστε για την ενέργεια

E0(t) =

∫
Pt
ζ2 1

2

(
|χ
t
|2 + |∇χ|2

)
στην εξίσωση

dE1

dt
≤ γ2E1

όπου ο ρυθμός

γ2 = ε+ 1

΄Αμεση ολοκλήρωση δίδει

E0(t) ≤ eγ2tE0(0)

1.2.3 Ενέργεια για την κυματική εξίσωση της μετατόπισης

Πολλαπλασιάζοντας με ut και ολοκληρώνοντας στο Pt οδήγύμαστε για την ενέργεια

E1(t) =

∫
Pt

1

2

(
|ut|2 + |∇u|2 + η2θ2

)
στην εξίσωση

dE1

dt
≤ γ1E1 + φ1(t)

όπου ο όρος πηγής είναι

φ1(t) =
α̂

4κ̂
(T 2 + h2)

και ο ρυθμός

γ1 =
α̂

4κ̂

΄Αμεση ολοκλήρωση δίδει

E1(t) ≤ eγ1t
(
E1(0) +

∫ t

0

φ1(t′)dt′
)

1.2.4 Ενέργεια για την εξίσωση της θερμότητας

Πολλαπλασιάζοντας με T και ολοκληρώνοντας στο Pt οδήγύμαστε για την ενέργεια

E2(t) =

∫
Pt

1

2

(
T 2 + |∇T |2 + η2θ2

)
στην εξίσωση

dE2

dt
≤ γ1E1 + φ2(t)

όπου ο όρος πηγής είναι

φ2(t) =
α̂

4κ̂
(T 2 + h2)
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και ο ρυθμός

γ2 =
α̂

4κ̂

΄Αμεση ολοκλήρωση δίδει

E1(t) ≤ eγ1t
(
E1(0) +

∫ t

0

φ1(t′)dt′
)

Επίσης πολλαπλασιάζοντας με Tt και λαμβάνουμε ότι:

. . .

Σχόλια παραγωγίζοντας λαμβάνουμε εκτιμήσεις παρόμοιες εκτιμήσεις για τις ανώτερες παραγώ-

γους των u, T .
Τα χωρια τα οποία θα θεωρήσουμε ορίζονται από πολυώνυμα σε τρεις μεταβλητές:

Pj,ε,η = {x ∈ R3/(ε− εj)η ≤ P (x) ≤ (1 + ε− εj)}

και Πε,η = {x ∈ R3/εη ≤ P (x) ≤ (1 + ε)}Η χρήση της ανισότητα ς Sobolevστις τρεις διαστάσεις
δηλαδή για f ∈ C∞0 (R3) (∫

R3

|f |6
)1/3

≤ C

∫
R3

|∇f |2

Παράλληλα σημαντικές είναι οι γενικευμένες ανισότητες Hardy ([ΠΔ3]) και f ∈ C∞0 (R3 \ {P = 0})∫
R3

P−
2
m |f |2 ≤ C

∫
R3

|∇f |2

και ∫
R3

(
|∇P |
P

)2

|f |2 ≤ C

∫
R3

|∇f |2

Στη συνέχεια θεωρώντας τη μέθοδο Nash-DeGiorgi-Moser όπως παρουσιάζεται στην [ΠΔ2], στις
εκτιμήσεις:

sup
Pη,eps∩Σt

|u| ≤ eγ2tE2(0)

sup
Pη,eps∩Σt

|χ| ≤ eγ1tE1(0)

sup
Pη,eps∩Σt

|∇u| ≤ D(η, ε)ecγ1tE1(0)

sup
Pη,eps∩Σt

|θ| ≤ D(η, ε)ecγ0tE0(0)

sup
Pη,eps∩Σt

|χ| ≤ D(η, ε)
(
ecγ1tE1(0) + ecγ0tE0(0)

)
sup

Pη,eps∩Σt

|T | ≤ D(η, ε)ecγ3tE3(0)

sup
Pη,eps∩Σt

|T | ≤ D(η, ε)ecγ3tE3(0)
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                                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ I 

 

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

 

§.1   Ο Τανυστής Παραµόρφωσης (The Strain Tensor) 

 

Η µηχανική των στερεών σωµάτων, θεωρούµενα ως συνεχή σωµατίδια, 

διαµορφώνουν την θεωρία της ελαστικότητας. † 

Υπό την δράση δυνάµεων, τα στερεά σώµατα παραµορφώνονται σε κάποιον 

βαθµό. ∆ηλαδή, αλλάζουν, σε σχήµα και όγκο. Η παραµόρφωση ενός σώµατος 

ορίζεται µε µαθηµατικούς όρους ως εξής. Η θέση οποιουδήποτε σηµείου µέσα στο 

σώµα καθορίζεται από τη θέση διανύσµατος r (µε συνιστώσες ) 

σε ένα σύστηµα συντεταγµένων. Όταν το σώµα παραµορφώνεται κάθε σηµείο εντός 

του σώµατος µετατοπίζεται. Ας λάβουµε υπ’ όψιν ένα συγκεκριµένο σηµείο, κι ας 

υποθέσουµε πως η θέση διανύσµατος πριν την παραµόρφωση είναι r και µετά την 

παραµόρφωση έχει µια διαφορετική τιµή  (µε συνιστώσες ). Η µετατόπιση αυτού 

του σηµείου λόγω της παραµόρφωσης µας δίνεται από το διάνυσµα r’-r το οποίο θα 

παραστήσουµε µε το σύµβολο u: 

                                                                                                        (1.1)                                                     

                                                   

    Το διάνυσµα u ονοµάζεται διάνυσµα µετατόπισης. Οι συντεταγµένες  του 

µετατοπισµένου σηµείου, είναι φυσικά, συνάρτηση των συντεταγµένων  του 

σηµείου πριν την µετατόπιση. Εποµένως το διάνυσµα µετατόπισης  είναι επίσης µια 

συνάρτηση των συντεταγµένων . Αν το διάνυσµα u είναι αποτέλεσµα της 

συνάρτησης , τότε µπορούµε να καθορίσουµε πλήρως την παραµόρφωση του 

σώµατος.  

       Όταν ένα σώµα υποστεί παραµόρφωση, οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων του 

αλλάζουν. Ας θεωρήσουµε ότι δύο σηµεία βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους. Αν η 

ακτίνα διανύσµατος που τα ενώνει πριν την παραµόρφωση είναι  , η ακτίνα 

διανύσµατος που ενώνει τα δύο ίδια σηµεία µέσα στο παραµορφωµένο σώµα θα 

είναι, . Η απόσταση µεταξύ των σηµείων είναι 

  πριν την παραµόρφωση , και   µετά 

την παραµόρφωση. Έτσι αθροίζοντας, µπορούµε να γράψουµε 

 . Αντικαθιστώντας , 

µπορούµε να γράψουµε          

                          
    Αφού το άθροισµα βγαίνει κι από τα δύο προσφύµατα i και k στο δεύτερο µέρος 

στα δεξιά, αυτό το µέρος µπορεί να γραφτεί σε µια πιο σαφή - συµµετρική µορφή: 

 

               
    Στο τρίτο µέρος εναλλάσσουµε τα προσφύµατα  και Τότε το παίρνει την 

τελική µορφή:                                                                

                                                                                     (1.2)                                               

 

 

 

__________ 

† Οι βασικές εξισώσεις που αφορούν την θεωρία της ελαστικότητας εδραιώθηκαν την δεκαετία του 1980 από 

τους Cauchy και Poisson 
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Όπου ο τανυστής  ορίζεται ως  

                                                                           (1.3) 

 

    Αυτές οι παραστάσεις δίνουν την αλλαγή σε µήκος όταν ένα σώµα 

παραµορφώνεται. Ο τανυστής  ονοµάζεται τανυστής παραµόρφωσης (strain 

tensor). Καταλαβαίνουµε από τον ορισµό του πως είναι συµµετρικός, π.χ. 

 

                                                                                                                (1.4) 

 

    Όπως κάθε συµµετρικός τανυστής,  ο  µπορεί να διαγωνιοποιηθεί σε 

οποιοδήποτε σηµείο. Αυτό σηµαίνει πως, σε οποιοδήποτε σηµείο, µπορούµε να 

διαλέξουµε συντεταγµένες µε τέτοιο τρόπο ώστε µόνο οι διαγώνιες συνιστώσες 

του τανυστή  να διαφέρουν του µηδενός. Αυτές οι συνιστώσες, οι 

βασικές τιµές του τανυστή παραµόρφωσης µπορούν να φανερωθούν από τον τύπο 

. Βεβαίως πρέπει να θυµόµαστε, πως αν ο τανυστής  έχει 

διαγωνιοποιθεί σε οποιοδήποτε σηµείο µέσα στο σώµα, δεν θα έχει απαραίτητα 

διαγώνια µορφή και σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο 

    Αν ο τανυστής παραµόρφωσης έχει διαγωνιοποιηθεί σε ένα σηµείο, το στοιχείο του 

µήκους (1.2) κοντά του γίνεται  

 
                   

 

    Βλέπουµε πως η παράσταση είναι το άθροισµα τριών διαφορετικών όρων. Αυτό 

σηµαίνει πως η παραµόρφωση σε οποιοδήποτε όγκο µπορεί να θεωρηθεί πως 

απαρτίζεται από άλλες ανεξάρτητες παραµορφώσεις προς τρείς όµοιες κάθετες 

κατευθύνσεις, δηλαδή αυτές των κύριων αξόνων του τανυστή παραµόρφωσης. Κάθε 

µία από αυτές τις τρείς παραµορφώσεις είναι µια απλή προέκταση (ή συµπίεση) προς 

την αντίστοιχη κατεύθυνση: το µήκος dx1 κατά µήκος του πρώτου κύριου άξονα 

γίνεται , και όµοια για τους άλλους δύο άξονες. Η τιµή 

 είναι συνεπώς ίδια µε την σχετική προέκταση  κατά 

µήκος του i κύριου άξονα. 

   Στην πράξη, σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις, οι παραµορφώσεις είναι µικρές. Αυτό 

σηµαίνει πως η διαφοροποίηση σε οποιαδήποτε απόσταση µέσα στο σώµα είναι 

µικρή σε σχέση µε την αρχική απόσταση. Με άλλα λόγια, οι ανάλογες επεκτάσεις 

είναι µικρές σε σχέση µε το σύνολο. Ως ακόλουθο θεωρούµε πως όλες οι τανύσεις 

είναι µικρής κλίµακας. 

    Αν ένα σώµα υποστεί µικρή παραµόρφωση, όλα τα στοιχεία του τανυστή 

παραµόρφωσης θα είναι µικρά, αφού δίνουν, όπως έχουµε δει, τις σχετικές αλλαγές 

σε µήκη µέσα στο σώµα. Το διάνυσµα µετατόπισης , µπορεί πάντως µερικές φορές 

να είναι µεγάλο, ακόµα κι αν οι παραµορφώσεις είναι µικρές. Για παράδειγµα, ας 

σκεφτούµε µια µακριά λεπτή ράβδο. Ακόµα και στην περίπτωση µιας µεγάλης 

απόκλισης, κατά την οποία οι άκρες της ράβδου µετακινούνται αρκετά, οι 

προεκτάσεις και οι συµπιέσεις µέσα στο κοντάρι θα είναι µικρές.  

 Εκτός από κάποιες ειδικές περιπτώσεις, † το διάνυσµα µετατόπισης, στην περίπτωση 

µίας µικρής παραµόρφωσης θα είναι µικρό. Για αυτό είναι ξεκάθαρο πως ένα  
_________ 

† Το οποίο συµπεριλαµβάνει, εκτός από παραµόρφωση λεπτών ράβδων, και την παραµόρφωση λεπτών 

επιφανειών, οι οποίες δηµιουργούν κυλινδρικές επιφάνειες. Πρέπει επίσης να αποκλείσουµε την 

περίπτωση όπου η παραµόρφωση ενός τρισδιάστατου σώµατος συνοδεύεται από µια περιστροφή µέσα 

από µια τετελεσµένη γωνία. 
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τρισδιάστατο σώµα (π.χ. ένα σώµα του οποίου οι διαστάσεις είναι µικρές) δεν µπορεί  

να παραµορφωθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε τα µέρη του να µετακινηθούν σε µια 

υπολογίσιµη απόσταση χωρίς την παρουσία αισθητών επεκτάσεων και συρρικνώσεων 

µέσα στο σώµα. 

    Για τις λεπτές ράβδους θα συζητήσουµε στο κεφάλαιο ΙΙ. Σε άλλες περιπτώσεις το 

 και τα παράγωγά του είναι µικρού µεγέθους όταν πρόκειται για µικρές 

παραµορφώσεις, και γι’ αυτό µπορούµε να παραµελήσουµε τον τελευταίο όρο της 

παράστασης (1.3), αφού είναι ο δεύτερος µικρότερος. Έτσι, όταν πρόκειται για µικρές 

παραµορφώσεις, ο τανυστής παραµόρφωσης µας δίνεται από 

                                                                                                                                                                                   

                                                                                          (1.5) 

Οι σχετικές επεκτάσεις των στοιχείων του µήκους προς τους κύριους άξονες του 

τανυστή παραµόρφωσης (σε ένα δοσµένο σηµείο) είναι, προς υψηλότερη σειρά 

ποσοτήτων,  π.χ. είναι βασικές τιµές του τανυστή  

Ας µελετήσουµε ένα στοιχείο απειροελάχιστου όγκου , και να βρούµε τον όγκο του 

µετά από την παραµόρφωση. Για να το κάνουµε αυτό θεωρούµε τους κύριους 

άξονες του τανυστή παραµόρφωσης, στο συγκεκριµένο σηµείο, ως άξονες 

συντεταγµένων. Στη συνέχεια τα στοιχεία του µήκους  κατά µήκος 

αυτών των αξόνων, γίνονται µετά την παραµόρφωση  κτλ. Ο 

όγκος  είναι το προϊόν , καθώς . Άρα 

. Παραµελώντας τους υψηλής-τάξης 

όρους έχουµε . Το άθροισµα  

των κύριων τιµών ενός τανυστή είναι αµετάβλητο, και είναι ίσο µε το άθροισµα των 

διαγώνιων συνιστωσών  σε οποιοδήποτε σύστηµα 

συντεταγµένων. Άρα 

                                                                                        (1.6)                        

                                                                                            

Βλέπουµε πως το άθροισµα των διαγώνιων συνιστωσών του τανυστή παραµόρφωσης 

είναι η σχετική αλλαγή όγκου              

       Συχνά είναι βολικό να χρησιµοποιούµε τις συνιστώσες του τανυστή 

παραµόρφωσης σε σφαιρικές ή κυλινδρικές συντεταγµένες. Εδώ δίνουµε ως 

αναφορά, την αντίστοιχη φόρµουλα, που εκφράζει τις συνιστώσες ως προς τα 

παράγωγα των συνιστωσών του διανύσµατος µετατόπισης στις ίδιες συντεταγµένες. 

Σε σφαιρικές – πολικές συντεταγµένες  έχουµε 

 

 

 

                                                      

(1.7)                                        

 

 

 

Σε κυλινδρικές – πολικές συντεταγµένες  έχουµε                                                                                                                                 

 

        

 

 (1.8)                                             
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §2 
 

§2. Ο τανυστής τάσης (the stress tensor) 

   

     Μέσα σε ένα σώµα που δεν έχει υποστεί παραµόρφωση, η δοµή των µορίων 

αντιστοιχεί σε µια κατάσταση θερµικής ισορροπίας. Όλα τα µέρη του σώµατος 

βρίσκονται σε µηχανική ισορροπία. Αυτό σηµαίνει ότι, αν κάποιο τµήµα του 

σώµατος εξεταστεί προσεκτικά, η συνισταµένη των δυνάµεων σ’ αυτό το τµήµα θα 

είναι µηδέν. 

     Όταν επέλθει παραµόρφωση, η δοµή των µορίων αλλάζει, και το σώµα παύει να 

βρίσκεται στην αρχική κατάσταση ισορροπίας. Τότε προκύπτουν δυνάµεις που 

τείνουν να επαναφέρουν το σώµα σε ισορροπία. Αυτές οι εσωτερικές δυνάµεις που 

προκύπτουν όταν ένα σώµα παραµορφώνεται ονοµάζονται εσωτερικές τάσεις - 

δυνάµεις. Αν το σώµα δεν υποστεί καµία παραµόρφωση δεν θα υπάρχουν και 

εσωτερικές τάσεις. 

     Οι εσωτερικές τάσεις οφείλονται σε µοριακές δυνάµεις, δηλαδή στις δυνάµεις 

αλληλεπίδρασης µεταξύ των µορίων. Ένας σηµαντικός παράγοντας στην θεωρία της 

ελαστικότητας είναι πως οι µοριακές αυτές δυνάµεις έχουν πολύ µικρή ακτίνα 

δράσης. Η δράση τους περιορίζεται µόνο στα γειτονικά µόρια που βρίσκονται γύρω 

τους, όπου στην θεωρία της ελαστικότητας, που είναι µια µακροσκοπική θεωρία, οι 

µόνες υπολογίσιµες αποστάσεις είναι οι µεγαλύτερες, συγκριτικά µε τις αποστάσεις 

µεταξύ των µορίων. Γι’ αυτόν τον λόγο, η ακτίνα δράσης των µοριακών δυνάµεων 

πρέπει να θεωρηθεί ως µηδέν, στην θεωρία της ελαστικότητας. Μπορούµε να πούµε 

ότι, οι δυνάµεις που προκαλούν τις εσωτερικές τάσεις είναι, όσο αφορά την θεωρία 

της ελαστικότητας, δυνάµεις ‘κοντινού πεδίου’, που δρουν από οποιοδήποτε σηµείο 

µόνο προς άλλα γειτονικά σηµεία. Εποµένως επακόλουθο είναι ότι, οι δυνάµεις που 

ασκούνται πάνω σε οποιοδήποτε σηµείο του σώµατος από περιβαλλόµενα τµήµατα, 

δρουν µόνο στην επιφάνεια αυτού του τµήµατος. 

      Σε αυτό το σηµείο πρέπει να πάρουµε και µία επιφύλαξη. Ο παραπάνω 

ισχυρισµός, δεν ισχύει σε περιπτώσεις που η παραµόρφωση του σώµατος οδηγήσει 

σε µακροσκοπικά ηλεκτρικά πεδία εντός του σώµατος (πυροηλεκτρικά – pyroelectric 

και πιεζοηλεκτρικα - piezoelectric σώµατα). Για τέτοια σώµατα γίνεται λόγος στο 

ECM.  

     Ας µελετήσουµε, τη συνολική δύναµη στο ίδιο τµήµα του σώµατος. Πρώτα απ’ 

όλα, αυτή η συνολική δύναµη ισούται µε το άθροισµα όλων των δυνάµεων πάνω σε 

όλο τον όγκο στοιχείων στο συγκεκριµένο τµήµα του σώµατος, δηλαδή µπορεί να 

γραφτεί σαν ολοκλήρωµα όγκου , όπου το F είναι η ισχύς ανά µονάδα όγκου 

και το  είναι η ισχύς στο στοιχείο του όγκου . ∆εύτερον, οι δυνάµεις µε τις 

οποίες διάφορα µέρη του θεωρούµενου τµήµατος δρουν το ένα πάνω στο άλλο δεν 

µπορούν να µας δώσουν τίποτα διαφορετικό του µηδενός στην συνολική δύναµη, 

εφόσον αναιρούνται µε βάση τον τρίτο νόµο του Νεύτωνα.  

 

 

 

__________ 

† Το διάνυσµα  είναι κατά µήκος της κανονικής µετάβασης προς την κλειστή επιφάνεια. Το 

ολοκλήρωµα ως προς µια κλειστή επιφάνεια µεταµορφώνεται σε ένα ολοκλήρωµα ως προς τον όγκο 

που περικλείεται από την επιφάνεια αντικαθιστώντας το στοιχείο της επιφάνειας  από τον τελεστή 

 . 

† Για την ακρίβεια, για να καθορίσουµε την συνολική δύναµη σε ένα παραµορφωµένο τµήµα του 

σώµατος θα πρέπει να µετατρέψουµε σε ολοκλήρωµα, όχι ως προς τις παλιές συντεταγµένες , αλλά 

ως προς τις συντεταγµένες των σηµείων του παραµορφωµένου σώµατος. Τα παράγωγα (2.1) πρέπει 

εποµένως να ληφθούν ως προς το . Πάντως, στην εικόνα της µικρότητας της παραµόρφωσης, τα 

παράγωγα του  και  διαφέρουν µόνο στις ποσότητες υψηλής-σειράς, και έτσι τα παράγωγα 

µπορούν να θεωρηθούν σε σχέση µε τις συντεταγµένες . 
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     Έτσι η απαιτούµενη συνολική δύναµη µπορεί να θεωρηθεί ως το άθροισµα των 

δυνάµεων που ασκούνται πάνω στο δοσµένο τµήµα του σώµατος, από τα τµήµατα  

που το περιβάλλουν.  

     Πάντως, αυτές οι δυνάµεις δρουν στην επιφάνεια αυτού του τµήµατος, και έτσι η 

τελική δύναµη µπορεί να αναπαρασταθεί ως το άθροισµα των δυνάµεων που 

ασκούνται πάνω σε όλα τα στοιχεία της επιφάνειας, δηλαδή, σαν ένα ολοκλήρωµα 

για την επιφάνεια.  

     Γι’ αυτό, για κάθε τµήµα του σώµατος, κάθε ένα από τα τρία µέρη   του 

αποτελέσµατος όλων των εσωτερικών τάσεων, µπορεί να µεταµορφωθεί σε ένα 

ολοκλήρωµα ως προς την επιφάνεια. Όπως ξέρουµε από την διανυσµατική ανάλυση, 

το ολοκλήρωµα µιας κλίµακας (scalar) ως προς έναν αυθαίρετο (arbitrary) όγκο, 

µπορεί να µεταµορφωθεί  σε ένα ολοκλήρωµα ως προς την επιφάνεια αν η 

κλιµάκωση είναι απόκλιση - διαφορά ενός διανύσµατος. Στην παρούσα υπόθεση 

έχουµε το ολοκλήρωµα ενός διανύσµατος, και όχι µιας κλιµάκωσης. Άρα το 

διάνυσµα  πρέπει να είναι η απόκλιση ενός τανυστή της θέσης δύο, δηλαδή είναι 

της µορφής                                                                                                     

                                                                                                          (2.1) 

    Ύστερα η ισχύς – δύναµη σε οποιοδήποτε όγκο µπορεί να εκφραστεί ως ένα 

ολοκλήρωµα προς την κλειστή επιφάνεια που περικλείει αυτόν τον όγκο: †                                                                                                

 

                                       (2.2) 

 

     Ο τανυστής  ονοµάζεται τανυστής τάσης (stress tensor). Όπως βλέπουµε (2.2),  

το  είναι το στοιχείο υπ’ αριθµόν i, της ισχύς στο στοιχείο της επιφάνειας df. 

Παίρνοντας στοιχεία επιφάνειας στα επίπεδα των  βρίσκουµε ότι το 

συστατικό  του τανυστή τάσης είναι το υπ’ αριθµόν i συστατικό της δύναµης-ισχύς 

σε µονάδα επιφάνειας, κάθετα στον άξονα xk. Για παράδειγµα, η ισχύς σε µονάδα 

επιφάνειας κάθετη στον άξονα x κανονικά προς την περιοχή (π.χ. κατά µήκος του 

άξονα x), είναι σxx και οι εφαπτόµενες δυνάµεις (κατά µήκος του άξονα y και z) είναι 

 και .  

    Η ακόλουθη παρατήρηση αφορά την ένδειξη της δύναµης σik dfk. Το ολοκλήρωµα 

της επιφάνειας (2.2) είναι η δύναµη που ασκείται στον περιβαλλόµενο από την 

επιφάνεια όγκο, από το µέρος του σώµατος που τον περιβάλλει. Η δύναµη, που 

ασκείται στον όγκο, που περιβάλλεται από την επιφάνεια είναι η ίδια µε την αντίθετη 

ένδειξη. Άρα, για παράδειγµα, η δύναµη που ασκείται από τις εσωτερικές τάσεις στην 

επιφάνεια του σώµατος είναι , όπου το ολοκλήρωµα βγαίνει ως προς την 

επιφάνεια του σώµατος, και το df επί του εξωτερικού.   

Ας καθορίσουµε τη στιγµή που οι δυνάµεις ασκούνται πάνω σε ένα µέρος του 

σώµατος. Η στιγµή της δύναµης F µπορεί να γραφτεί σαν ένας αντισυµµετρικός 

τανυστής της δεύτερης σειράς-τάξης, του οποίου οι συνιστώσες είναι , όπου 

 είναι οι συντεταγµένες του σηµείου, πάνω στο οποίο ασκούνται οι δυνάµεις.   

† Άρα η στιγµή που οι δυνάµεις ασκούνται πάνω στο στοιχείο όγκου 

, και η στιγµή που οι δυνάµεις ασκούνται στο σύνολο του όγκου 

είναι .  

 

__________ 

† Η στιγµή άσκησης της δύναµης F ορίζεται ως προϊόν διανύσµατος Fxr, και ξέρουµε από την 

διανυσµατική ανάλυση πως οι συνιστώσες ενός διανυσµατικού προϊόντος σχηµατίζουν έναν 

αντισυµµετρικό τανυστή της δεύτερης κατηγορίας-σειράς.  
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    Όπως και ισχύει για οποιοδήποτε όγκο, αυτή η στιγµή µπορεί να εκφραστεί σαν 

ένα ολοκλήρωµα της επιφάνειας που περικλείει τον όγκο. Αντικαθιστώντας την 

παράσταση (2.1) για Fi, βρίσκουµε ότι 

 

  
 

    Στον δεύτερο όρο, χρησιµοποιούµε το γεγονός πως τα παράγωγα µιας 

συντεταγµένης όσον αφορά την ίδια την συντεταγµένη είναι ίδια-ενιαία, και όσον 

αφορά άλλες συντεταγµένες είναι µηδέν (εφόσον οι τρείς συντεταγµένες είναι 

ανεξάρτητα µεταβλητές); οπότε , όπου  είναι η µονάδα τανυστή. Στον 

όρο, το ολοκλήρωµα είναι η απόκλιση ενός τανυστή. Το ολοκλήρωµα µπορεί να 

µεταµορφωθεί σε ένα ολοκλήρωµα προς την επιφάνεια. Το αποτέλεσµα είναι 

  

                                                      (2.3) 

 

Ο τανυστής Mik θα είναι ένα ολοκλήρωµα µόνο της επιφάνειας αν ο τανυστής τάσης 

έχει συµµετρική µορφή: 

                                                                                                               (2.4)                                      

 

έτσι ώστε το ολοκλήρωµα όγκου εξαλειφεθεί: η βάση για αυτήν την σηµαντική 

αναφορά θα συζητηθεί περεταίρω στο τέλος αυτού του κεφαλαίου. Η στιγµή άσκησης 

των δυνάµεων πάνω σε ένα τµήµα του σώµατος µπορεί να γραφτεί απλά ως 

 

                        (2.5) 

 

    Είναι εύκολο να βρούµε τον τανυστή τάσης για ένα σώµα που υποβάλλεται σε 

οµοιόµορφη συµπίεση από όλες τις πλευρές (υδροστατική συµπίεση - hydrostatic 

compression). Σε αυτήν την περίπτωση µια ίδια πίεση ασκείται σε κάθε σηµείο της 

επιφάνειας του σώµατος, και η κατεύθηνση της πίεσης αυτής είναι προς τα µέσα. Αν 

αυτή η πίεση εκφράζεται από p, µια δύναµη   δρα στο στοιχείο επιφάνειας . 

Αυτή η δύναµη ως προς τον τανυστή τάσης, πρέπει να είναι . Γράφοντας 

 βλέπουµε πως ο τανυστής τάσης υπό την υδροστατική 

συµπίεση  είναι  

                                                                                                     (2.6) 

Οι διαφορετικές του µηδενός συνιστώσες του είναι ίσες µε την πίεση. 

     Στην γενική περίπτωση µιας µη οµαλής – αυθαίρετης παραµόρφωσης, οι µη 

διαγώνιες συνιστώσες του τανυστή τάσης είναι επίσης διαφορετικές του µηδενός. 

Αυτό σηµαίνει ότι, µόνο µια µη οµαλή δύναµη ή εφαπτόµενες τάσεις δρουν σε κάθε 

στοιχείο της επιφάνειας. Αυτές οι τάσεις τείνουν να µετακινούν τα στοιχεία της 

επιφάνειας, συγκριτικά µεταξύ τους. 

 

 

__________ 

† Για την ακρίβεια, η πυκνότητα ενός σώµατος αλλάζει όταν αυτό παραµορφώνεται. Η αλλαγή αυτή 

πάντως, βελτιώνει τις ποσότητες υψηλής-σειράς (higher-order quantities) στην περίπτωση µικρών 

παραµορφώσεων, και γι’ αυτό δεν είναι σηµαντικό. 
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    Σε κατάσταση ισορροπίας οι εσωτερικές τάσεις, σε κάθε στοιχείο όγκου πρέπει να 

ισορροπούν, π.χ. πρέπει να έχουµε  Οπότε οι εξισώσεις της ισορροπίας για 

ένα παραµορφωµένο σώµα είναι 

                                                                                                      (2.7) 

    Αν το σώµα είναι ένα βαρυτικό πεδίο, το άθροισµα F + ρg των εσωτερικών τάσεων 

και η δύναµη της βαρύτητας (ρg ανά µονάδα όγκου) πρέπει να εξαλειφθούν; το ρ 

είναι η πυκνότητα† και g είναι το διάνυσµα επιτάχυνσης της βαρύτητας, µε κάθετη 

φορά προς τα κάτω. Σε αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις της ισορροπίας είναι 

                                                                                          (2.8)    

    Οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στην επιφάνεια του σώµατος (που είναι και 

συνήθως η αιτία παραµόρφωσης) εµφανίζονται στις εξισώσεις ισορροπίας. Ας 

υποθέσουµε ότι το P είναι οι εξωτερική δύναµη σε εµβαδόν της επιφάνειας του 

σώµατος, έτσι ώστε µια δύναµη P df  να δρα πάνω στο στοιχείο επιφάνειας df . Σε 

κατάσταση ισορροπίας - αδράνειας, πρέπει να υπάρχει ισορροπία της δύναµης 

 των εσωτερικών τάσεων που δρουν σ’ αυτό το σηµείο. Οπότε πρέπει να 

έχουµε . Γράφοντας , όπου n είναι µονάδα διανύσµατος 

κατά µήκος του εξωτερικού της επιφάνειας, βρίσκουµε ότι 

  

                     (2.9) 

    Αυτή είναι η κατάσταση που πρέπει να ισχύει σε κάθε σηµείο της επιφάνειας ενός 

σώµατος, όσο αυτό βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. 

      Επίσης θα δηµιουργήσουµε µια φόρµουλα για να υπολογίσουµε την µέση τιµή 

του τανυστή τάσης µέσα σε ένα παραµορφωµένο σώµα. Για να το πετύχουµε αυτό, 

πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση (2.7) µε  και ολοκληρώνουµε προς ολόκληρο τον 

όγκο: 

                
 

Το πρώτο ολοκλήρωµα στα δεξιά µεταµορφώνεται σε ολοκλήρωµα επιφάνειας; στο 

δεύτερο ολοκλήρωµα βάζουµε . Το αποτέλεσµα είναι 

 Αντικαθιστώντας το (2.9) στο πρώτο ολοκλήρωµα βρίσκουµε 

πως  όπου  είναι ο όγκος του σώµατος και  είναι η 

µέση τιµή του τανυστή τάσης. Εφόσον , αυτή η φόρµουλα µπορεί να 

γραφτεί στην συµµετρική µορφή  

                                                                  (2.10)                                                     

                                                                

     Οπότε η µέση τιµή του τανυστή τάσης µπορεί να υπολογιστεί αµέσως, από τις 

εξωτερικές δυνάµεις που δρουν πάνω στο σώµα, χωρίς να χρειαστεί να λύσουµε την 

εξίσωση της ισορροπίας-αδράνειας.  

   Ας γυρίσουµε τώρα πίσω, στην παραπάνω απόδειξη, ότι ο τανυστής τάσης είναι 

συµµετρικός. Η φυσική κατάσταση που επιβάλλεται, ότι ο τανυστής τάσης 

πρέπει να αντιπροσωπεύεται από ένα ολοκλήρωµα µόνο ως προς την επιφάνεια, 

ισχύει όχι µόνο όταν το αντισυµµετρικό τµήµα του τανυστή  (αυτό είναι, το 

ολοκλήρωµα στο ολοκλήρωµα όγκου στην (2.3)) είναι µηδέν, αλλά και όταν έχει 

απόκλιση, π.χ. αν 

          (2.11) 

     Όπου το  είναι ο οποιοσδήποτε αντισυµµετρικός τανυστής στο πρώτο ζευγάρι 

καταλήξεων (suffixes). Στην προκειµένη περίπτωση, αυτός ο τανυστής πρέπει να 

εκφραστεί βάσει των παραγώγων  εποµένως ο τανυστής τάσης περιέχει όρους 

υψηλών παραγώγων όσον αφορά το διάνυσµα µετατόπισης. Στην θεωρία της 
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ελαστικότητας όπως περιγράφεται εδώ, όλοι αυτοί οι όροι πρέπει να θεωρούνται ως 

υψηλής-σειράς µικρές ποσότητες και µπορούν να παραλειφθούν. 

     

     Είναι πάντως σηµαντικό, ότι ο τανυστής τάσης µπορεί να µειωθεί εως ότου πάρει 

µια συµµετρική µορφή, ακόµα κι αν αυτοί οι όροι δεν είναι αµελητέοι. † Ο λόγος 

είναι πως ο ορισµός (2.1) για τον συγκεκριµένο τανυστή, δεν είναι µοναδικός: κάθε 

µεταµόρφωση είναι πιθανή, αυτό προέρχεται από την φόρµουλα 

                             (2.12) 

όπου το  είναι ο οποιοσδήποτε τανυστής, αντισυµµετρικός στο τελευταίο ζευγάρι 

καταλήξεων (suffixes). Προφανώς, τα παράγωγα   και , τα οποία 

καθορίζουν την δύναµη F, είναι ίσα. Αν ένα αντισυµµετρικό µέρος του  έχει την 

µορφή (2.11) τότε ένα µη συµµετρικό  µπορεί να γίνει συµµετρικό από µια 

µεταµόρφωση αυτού του τύπου. Ο συµµετρικός τανυστής είναι 

     (2.13) 

είναι εύκολο να δούµε πως το  έχει την µορφή (2.12) µε 

            (2.14) 

 

(P.C.Martin, O. Parodi και P.S. Pershan 1972)  
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §3 
 

§3. Η θερµοδυναµική της παραµόρφωσης (The thermodynamics of deformation)         

    

     Ας σκεφτούµε ένα παραµορφωµένο σώµα, και ας υποθέσουµε ότι η παραµόρφωση 

έχει αλλάξει µε τέτοιο τρόπο ώστε το διάνυσµα µετατόπισης  αλλάζει ελάχιστα 

κατά  και ας καθορίσουµε το έργο που παράγεται από τις εσωτερικές τάσεις σ’ 

αυτήν την περίπτωση. Πολλαπλασιάζοντας την δύναµη  µε την 

µετατόπιση, και ολοκληρώνοντας ως προς τον όγκο του σώµατος, έχουµε, 

 όπου το  δηλώνει το έργο που παράχθηκε από τις 

εσωτερικές τάσεις ανά µονάδα όγκου. Ολοκληρώνουµε σε µέρη, έχοντας 

   

  .   

     

     Θεωρώντας ένα αντικείµενο που τείνει προς το άπειρο, του οποίου η 

παραµόρφωση δεν τείνει προς το άπειρο, κάνουµε την επιφάνεια του ολοκληρώµατος 

στο πρώτο ολοκλήρωµα να τείνει προς το άπειρο; τότε  στην επιφάνεια, και το 

ολοκλήρωµα κάνει µηδέν. Το δεύτερο ολοκλήρωµα µπορεί, λόγω της  χρηστικότητας 

της συµµετρίας του τανυστή , να γραφτεί 

 

 

 

 

  
 

Οπότε βρίσκουµε 

                                                                                                        (3.1) 

     Αυτός ο τύπος µας δίνει το έργο  όσον αναφορά την αλλαγή στον τανυστή 

παραµόρφωσης. 

     Αν η παραµόρφωση του σώµατος είναι σχετικά µικρή, τότε επιστρέφει στην 

αρχική του µη παραµορφωµένη µορφή όταν οι εξωτερικές δυνάµειςπου προκαλούν 

την παραµόρφωση σταµατήσουν να δρουν. Τέτοιες είδους παραµορφώσεις 

ονοµάζονται ελαστικές παραµορφώσεις. Για µεγάλες παραµορφώσεις, η αφαίρεση 

των εξωτερικών δυνάµεων δεν οδηγεί στην ολική εξαφάνιση της παραµόρφωσης; 

παραµένει µια υπολειµµατική παραµόρφωση (residual deformation), έτσι η 

κατάσταση του σώµατος δεν είναι ίδια µε την κατάσταση που υπήρχε πριν δράσουν 

οι δυνάµεις. Τέτοιες είδους παραµορφώσεις ονοµάζονται πλαστικές 

παραµορφώσεις. Παρακάτω (εκτός από το κεφάλαιο IV) θα µελετήσουµε µόνο 

ελαστικές παραµορφώσεις. 

__________ 

† Με βάση τα γενικά αποτελέσµατα της θεωρίας του µικρόκοσµου (πεδία, §32)  
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    Επίσης θα θεωρήσουµε ότι η διαδικασία της παραµόρφωσης γίνεται µε τόσο µικρή 

ταχύτητα ώστε οι θερµοδυναµικές ισορροπίες του σώµατος διατηρούνται κάθε 

στιγµή, σύµφωνα µε τις εξωτερικές συνθήκες. Αυτή η υπόθεση σχεδόν πάντα 

επαληθεύεται στην πράξη. Έτσι η όλη διαδικασία θα είναι θερµοδυναµικά 

αναστρέψιµη. 

     Παρακάτω, θα λάβουµε όλες στις θερµοδυναµικές ποσότητες ως εντροπία S 

(entropy S), εσωτερική ενέργεια  κτλ., σχετικά µε την µονάδα όγκου του σώµατος, 

και όχι σχετικά µε την µονάδα µάζας όπως στην θα κάναµε στην µηχανική υγρών 

σωµάτων, και τις παραστήσουµε µε τα ανάλογα κεφαλαία γράµµατα. 

Σ’ αυτό το σηµείο πρέπει να γίνει η εξής αναφορά. Για την ακρίβεια, οι µονάδες 

όγκου πριν και µετά την παραµόρφωση πρέπει να τονιστούν, εφόσον γενικά 

περιέχουν διαφορετικές ποσότητες ύλης. Πρέπει πάντα (εκτός από το κεφάλαιο VI) 

να συνδέουµε τις θερµοδυναµικές ποσότητες µε την µονάδα όγκου του µη 

παραµορφωµένου σώµατος, δηλαδή, µε την ποσότητα ύλης που υπάρχει, η οποία 

µπορεί να καταλαµβάνει διαφορετικό όγκο µετά την παραµόρφωση. Οπότε, η 

συνολική ενέργεια του σώµατος, για παράδειγµα, διατηρείται ολοκληρώνοντας  ως 

προς τον όγκο του µη παραµορφωµένου σώµατος.   

    Μια απειροελάχιστη µεταβολή  της εσωτερικής ενέργειας ισούται µε τη 

διαφορά µεταξύ της θερµότητας που δηµιουργείται από τη θεωρούµενη µονάδα 

όγκου και του έργου  που παράγεται από τις εσωτερικές τάσεις. Η ποσότητα της 

θερµότητας για µια αναστρέψιµη διαδικασία είναι,  όπου το  είναι η 

θερµοκρασία. Άρα ; και µε το  δοσµένο από την (3.1), έχουµε 

 

                                        (3.2) 

Αυτή είναι η θεµελιώδης θερµοδυναµική φόρµουλα για παραµορφωµένα σώµατα. 

    Στην περίπτωση της υδροστατικής συµπίεσης, ο τανυστής τάσης είναι  

(2.6). Τότε . Ωστόσο έχουµε δει (cf.(1.6)), ότι το 

άθροισµα  είναι η σχετική µεταβολή όγκου λόγω της παραµόρφωσης. Αν λάβουµε 

υ’ όψιν την µονάδα όγκου, τότε το  είναι απλά η µεταβολή του όγκου αυτού, και 

το  είναι το στοιχείο του όγκου . Έτσι η θερµοδυναµική φόρµουλα  παίρνει την 

συνηθισµένη της µορφή  

                                              (3.2a) 

 

Εισάγοντας την (Helmholtz) ελεύθερη ενέργεια του σώµατος, ,  

καταλήγουµε στην µορφή 

 

                                             (3.3) 

των (3.2). Τέλος, η θερµοδυναµική (Gibbs free energy) Φ ορίζεται ως 

                               (3.4) 

Αυτή είναι µια γενίκευση της συνηθισµένης παράστασης . † Α 

Αντικαθιστώντας την (3.4) στην (3.3), βρίσκουµε  

             (3.5) 

    Οι ανεξάρτητες µεταβλητές στην (3.2) και (3.3) είναι  και  αντίστοιχα. 

Οι συνιστώσες του τανυστή τάσης µπορούν να αποκτηθούν διαφοροποιώντας το 

 ως προς τις συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης, για συνεχή εντροπία S 

ή θερµοκρασία T αντίστοιχα: 

                                                                      (3.6) 

Παρόµοια, διαφοροποιώντας το Φ σε σχέση µε τις συνιστώσες , µπορούµε να 

αποκτήσουµε στις συνιστώσες  

                                                                           (3.7) 
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §4 
 

 

§4.  Ο νόµος του Hooke  (Hooke’s law) 

 

   Για να µπορούµε να εφαρµόσουµε την γενική φόρµουλα της θερµοδυναµικής σε 

οποιαδήποτε περίπτωση, πρέπει να γνωρίζουµε την ελεύθερη ενέργεια F του σώµατος 

ως λειτουργία του τανυστή τάσης. Αυτή η παράσταση αποκοµίζεται εύκολα, 

γνωρίζοντας το γεγονός πως η παραµόρφωση είναι µικρή και επεκτείνοντας την 

ελεύθερη ενέργεια σε δυνάµεις των  . Προς το παρών πρέπει να λάβουµε υπόψη 

µόνο ισοτροπικά σώµατα. Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για κρύσταλλα θα 

συζητηθούν στο §10. 

Αν λάβουµε υπ’ όψιν ένα παραµορφωµένο σώµα, που βρίσκεται σε µια συγκεκριµένη 

θερµοκρασία (ίδια θερµοκρασία σε κάθε του σηµείο), τότε θεωρούµε την µη 

παραµορφωµένη του κατάσταση, ως κατάσταση του σώµατος, κατά την απουσία 

εξωτερικών δυνάµεων και στην ίδια θερµοκρασία; αυτή η τελευταία κατάσταση είναι 

απαραίτητη για λογαριασµό της θερµικής διαστολής (βλ. §6). Στη συνέχεια για 

, οι εσωτερικές τάσεις ισούνται επίσης µε µηδέν, δηλαδή . Αφού 

, επακολουθεί πως δεν υπάρχει γραµµικός όρος (linear term) στην 

διαστολή του F σε δυνάµεις του . 

Στη συνέχεια, εφόσον η ελεύθερη ενέργεια είναι µια µεταβλητή, κάθε όρος της 

διαστολής του F πρέπει να είναι επίσης µεταβλητός. ∆ύο ανεξάρτητες 

δευτεροβάθµιες µεταβλητές µπορούν να δηµιουργηθούν από τις συνιστώσες του 

συµµετρικού τανυστή  µπορούν επίσης να θεωρηθούν ως το τετραγωνικό 

άθροισµα των διαγώνιων συνιστωσών  και το άθροισµα των τετραγώνων όλων 

των συνιστωσών . ∆ιαστέλλοντας το F σε δυνάµεις του , έχουµε εποµένως ως 

όρους της δεύτερης σειράς 

     (4.1) 

Αυτή είναι η γενική παράσταση της ελεύθερης ενέργειας ενός παραµορφωµένου 

ισοτροπικού σώµατος. Οι ποσότητες λ και µ ονοµάζονται σαθροί συντελεστές (Lame 

coefficients). 

     Έχουµε δει στο §1 ότι η µεταβολή σε όγκο στην παραµόρφωση, µας δίνεται από 

το άθροισµα . Αν αυτό το άθροισµα είναι µηδενικό, τότε ο όγκος του σώµατος δεν 

έχει µεταβληθεί από την παραµόρφωση, µόνο το σχήµα του έχει αλλάξει. Μια τέτοια 

παραµόρφωση ονοµάζεται διάτµηση (pure shear). 

Η αντίθετη περίπτωση είναι αυτή, µιας παραµόρφωσης η οποία προκαλεί 

µεταβολή στον όγκο του σώµατος αλλά δεν προκαλεί αλλαγή στο σχήµα του. Κάθε 

στοιχείο όγκου του σώµατος διατηρεί και το σχήµα του. Έχουµε δει στο §1 ότι ο 

τανυστής µιας τέτοιας παραµόρφωσης είναι . Μια τέτοια 

παραµόρφωση ονοµάζεται υδροστατική συµπίεση (hydrostatic compression). 

Οποιαδήποτε παραµόρφωση µπορεί να αναπαρασταθεί σαν το άθροισµα της 

διάτµησης και υδροστατικής συµπίεσης. Για να το κάνουµε αυτό χρειάζεται να 

χρησιµοποιήσουµε µόνο την ταυτότητα 

                                   (4.2) 

Ο πρώτος όρος στα δεξιά είναι προφανώς µια διάτµηση, εφόσον το άθροισµα των 

διαγώνιων όρων είναι µηδέν  Ο δεύτερος όρος είναι µία υδροστατική 

συµπίεση. 

Σαν γενική παράσταση για την ελεύθερη ενέργεια ενός παραµορφωµένου 

ισοτροπικού σώµατος, είναι βολικό να  αντικαταστήσουµε την (4.1) µε µια άλλη 

 

 __________ 

† Στην περίπτωση της υδροστατικής συµπίεσης, η παράσταση (3.4) γίνεται , 

όπου  είναι η µεταβολή όγκου, που είναι αποτέλεσµα της παραµόρφωσης. Άρα, βλέπουµε ότι ο 

όρος του Φ που χρησιµοποιείται εδώ διαφέρει κατά έναν όρο  από τον ορισµό      
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φόρµουλα, χρησιµοποιώντας αυτή τη διάσπαση-αποσύνθεση µιας άναρχης 

παραµόρφωσης σε διάτµηση και υδροστατική συµπίεση. Παίρνουµε ως τις δύο 

δευτεροβάθµιες ανεξάρτητες µεταβλητές, τα αθροίσµατα των τετραγωνικών 

συνιστωσών των δύο όρων στην (4.2). Έτσι το F γίνεται.† 

 

                                      (4.3) 

Οι ποσότητες K και µ ονοµάζονται,  υδροστατικό µέτρο ελαστικότητας (bulk modulus 

ή modulus of hydrostatic compression) και διατµητική παραµόρφωση ή µέτρο 

διάτµησης  (shear modulus or modulus of rigidity) αντίστοιχα. Το Κ σχετίζεται  µε τις 

σαθρές µεταβλητές (Lame coefficients) ως εξής 

 

 (4.4) 

  

Σε µια κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας, η ελεύθερη ενέργεια είναι ελάχιστη. 

Αν δεν δρουν εξωτερικές δυνάµεις στο σώµα, τότε το F σαν συνάρτηση του  

πρέπει να έχει ελάχιστο για . Αυτό σηµαίνει πως η τετραγωνική φόρµα (4.3) 

πρέπει να είναι θετική. Αν ο τανυστής  είναι τέτοιος ώστε , τότε µόνο ο 

πρώτος όρος παραµένει στην (4.3); αν, απ΄ την άλλη µεριά, ο τανυστής είναι από την 

φόρµα , τότε παραµένει µόνο ο δεύτερος όρος. Έτσι επακολουθεί 

ότι, µια απαραίτητη προϋπόθεση, ώστε η φόρµα (4.3) να είναι θετική είναι ότι 

καθένας από τους συντελεστές K και µ πρέπει να είναι θετικοί. Οπότε καταλήγουµε 

στο συµπέρασµα ότι το υδροστατικό µέτρο ελαστικότητας και η διατµητική 

παραµόρφωση είναι πάντα θετικά: 

     (4.5) 

 

Τώρα χρησιµοποιούµε την γενική θερµοδυναµική σχέση (3.6) για να καθορίσουµε 

τον τανυστή τάσης. Για να υπολογίσουµε τα παράγωγα , γράφουµε το ολοκό 

διαφορικό (για σταθερή θερµοκρασία) 

   

In the second term, multiplication of the  first parenthesis by    gives zero, leaving  

Στον δεύτερο όρο, ο πολλαπλασιασµός της πρώτης παρένθεσης µε  µας δίνει 

µηδέν, αφήνοντας  ή γράφοντας 

 
    

  
Οπότε ο τανυστής τάσης είναι 

                                     (4.6) 

Αυτή η παράσταση καθορίζει τον τανυστή τάσης, σε σχέση µε τον τανυστή 

παραµόρφωσης ενός ισοτροπικού σώµατος. Μας δείχνει ότι, αν η παραµόρφωση 

είναι µια διάτµηση ή µια καθαρή υδροστατική συµπίεση, η σχέση µεταξύ και  

καθορίζεται µόνο από το µέτρο διάτµησης ή υδροστατικής συµπίεσης αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

__________ 
† Ο σταθερός όρος Fo είναι η ελεύθερη ενέργεια του µη παραµορφωµένου σώµατος, και δεν µας 

ενδιαφέρει περεταίρω. Και γι’ αυτό θα το παραλείψουµε, για συντοµία, έχοντας το F ως την ελεύθερη 

ενέργεια της παραµόρφωσης ( η ελαστική ελεύθερη ενέργεια).  
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 Είναι δύσκολο να διατηρήσουµε την φόρµουλα µετατροπής που εκφράζει το  σε 

. Για να το κάνουµε αυτό βρίσκουµε το άθροισµα  των διαγώνιων όρων. 

Εφόσον το άθροισµα κάνει µηδέν για τον δεύτερο όρο της (4.6), έχουµε , ή  

                                                                                                             (4.7)                                         

Αντικαθιστώντας αυτήν την παράσταση στην (4.6) και έτσι καθορίζοντας το , 

βρίσκουµε ότι 

                                                            (4.8) 

                                    

Το οποίο µας δίνει τον τανυστή παραµόρφωσης σε σχέση µε τον τανυστή τάσης. 

  Η εξίσωση (4.7) δείχνει πως η σχετική µεταβολή όγκου  σε οποιαδήποτε 

παραµόρφωση ενός ισοτροπικού σώµατος εξαρτάται µόνο από το άθροισµα  των 

διαγώνιων συνιστωσών του τανυστή παραµόρφωσης, και η σχέση µεταξύ uii και σιι 
καθορίζεται µόνο από τον  της υδροστατικής συµπίεσης. Στην υδροστατική συµπίεση 

ενός σώµατος, ο τανυστής τάσης είναι  άρα σ’ αυτήν την περίπτωση από 

την (4.7), έχουµε 

                                                                                                          (4.9) 

Εφόσον οι παραµορφώσεις είναι µικρής κλίµακας, τα uii και p είναι µικρές ποσότητες 

και µπορούµε να γράψουµε την αναλογία  της σχετικής µεταβολής όγκου ως 

προς την πίεση, στην διαφορική φόρµα  Οπότε 

                                              
Η ποσότητα  ονοµάζεται συντελεστής υδροστατικής συµπίεσης (η πιο απλά 

συντελεστής συµπίεσης - coefficient of compression). 

Βλέπουµε από την (4.8) πως ο τανυστής παραµόρφωσης  είναι µια γραµµική 

λειτουργία του τανυστή τάσης . Και η παραµόρφωση είναι ανάλογη των 

ασκούµενων δυνάµεων. Αυτός ο νόµος, ο οποίος ισχύει για µικρής κλίµακας 

παραµορφώσεις ονοµάζεται νόµος του Hooke. † 

Μπορούµε επίσης να δώσουµε µια εύχρηστη φόρµα της παράστασης για την 

ελεύθερη ενέργεια ενός παραµορφωµένου σώµατος, η οποία βγαίνει αµέσως από το 

γεγονός ότι F είναι δευτεροβάθµιο στον τανυστή παραµόρφωσης. Σύµφωνα µε το 

θεώρηµα του Euler, , από όπου, εφόσον , έχουµε 

                                                                                                           (4.10) 

     

Αν αντικαταστήσουµε σ’ αυτήν την φόρµουλα το  ως γραµµικούς συνδυασµούς 

των συνιστωσών    η ελαστική ενέργεια θα αναπαρασταθεί σαν δευτεροβάθµια 

συνάρτηση του . Ξανά εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Euler, έχουµε 

, και µια σύγκριση µε την (4.10) δείχνει ότι 

                                                                                                     (4.11) 

Πάντως, πρέπει να δώσουµε έµφαση, στο ότι, παρόλο που η φόρµουλα  

είναι µια γενική συνάφεια της θερµοδυναµικής, η αντίστροφη φόρµουλα (4.11) είναι 

εφαρµόσιµη, µόνο αν ισχύει και ο νόµος του Hooke. 

 

 

 

 

__________ 
† Ο νόµος του Hooke είναι εφαρµόσιµος σχεδόν σε όλες τις ελαστικές παραµορφώσεις. Ο λόγος είναι 

ότι οι παραµορφώσεις συνήθως παύουν να είναι ελαστικές όταν είναι τόσο µικρές που ο νόµος του 

Hooke είναι µια καλή προσέγγιση. Υλικά όπως το λάστιχο εξαιρούνται. 

†† Οι έξι συνιστώσες του τανυστή  δεν είναι εντελώς ανεξάρτητες, αφού εκφράζονται σαν 

παράγωγα τριών µόνο ανεξάρτητων συναρτήσεων, οι συνιστώσες του διανύσµατος u (βλ. §7, 

πρόβληµα 9 ). Αλλά οι έξι συνιστώσες  µπορούν εξ’ ορισµού να χαρακτηριστούν αυθαίρετες – 

άναρχες. 
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Θεµελιώδεις Εξισώσεις §5. 

 

 

§5.        Οµοιογενείς παραµορφώσεις (Homogeneous deformations) 

 

    Ας θεωρήσουµε µερικές απλές περιπτώσεις ονοµαζόµενες οµοιογενείς 

παραµορφώσεις (homogeneous deformations), δηλαδή τις περιπτώσεις στις οποίες ο 

τανυστής παραµόρφωσης είναι συνεχής – σταθερός καθ’ όλον τον όγκο του σώµατος. 

†† Για παράδειγµα, η υδροστατική συµπίεση, που ήδη συζητήθηκε, είναι µια 

οµοιογενής παραµόρφωση.       

  Πρώτα λαµβάνουµε υπ’ όψιν, µια απλή επέκταση (ή συµπίεση) µιας ράβδου, που 

βρίσκεται κατά µήκος του άξονα z, και αφήνουµε δυνάµεις να δράσουν στις άκρες 

της, οι οποίες δυνάµεις την τεντώνουν προς τις δύο κατευθύνσεις. Αυτές οι δυνάµεις 

δρουν οµοιόµορφα στις άκρες της ράβδου; η δύναµη σε µονάδα επιφάνειας είναι p. 

     Εφόσον η παραµόρφωση είναι οµοιογενής, δηλαδή, το  είναι σταθερό σε όλο 

το σώµα, ο τανυστής τάσης θα είναι επίσης σταθερός, και έτσι µπορεί να 

καθοριστεί κατ’ ευθείαν από τις περιοριστικές συνθήκες (boundary conditions (2.8)). 

∆εν υπάρχει καµία εξωτερική δύναµη στις πλευρές της ράβδου και εποµένως 

 Αφού η διανυσµατική µονάδα n στην πλαϊνή πλευρά της ράβδου είναι 

κάθετη στον άξονα z, δηλ. , και ως επακόλουθο, όλες οι συνιστώσες εκτός 

της  είναι µηδέν. Στην άκρη της επιφάνειας έχουµε  

   Από τις γενική παράσταση (4.8) που συνδέει τις συνιστώσες του τανυστή 

παραµόρφωσης και τανυστή τάσης, παρατηρούµε ότι όλες οι συνιστώσες  µε 

ισούνται µε µηδέν. Για τις υπόλοιπες συνιστώσες βρίσκουµε 

                                                (5.1) 

Οι συνιστώσες  µας δίνουν την σχετική επιµήκυνση της ράβδου. Ο συντελεστής 

του p ονοµάζεται συντελεστής επιµήκυνσης (coefficient of extension), και το αντίθετό 

του είναι το µέτρο ελαστικότητας (modulus of extension ή Young’s modulus), E: 

 

                                                                                                                (5.2) 

όπου 

                                                                                              (5.3) 

Οι συνιστώσες  και  µας δίνουν την σχετική συµπίεση της ράβδου στην 

κάθετη κατεύθυνση. Η αναλογία της κάθετης συµπίεσης προς την διάµηκες 

προέκταση ονοµάζεται λόγος εγκάρσιας/ορθής παραµόρφωσης ή λόγος Poisson 

(Poisson’s ratio) σ:† 

                                                                                                       (5.4) 

όπου 

                                                                                  (5.5) 

Εφόσον το K και µ είναι πάντα θετικά, ο λόγος Poisson µπορεί να ποικίλει µεταξύ -1 

(για Κ=0) και  ½ (για µ=0). Άρα ††          

                                                                                                         (5.6) 

Τέλος η σχετική αύξηση στον όγκο της ράβδου είναι 

 

                                                                                                             (5.7) 

Η ελεύθερη ενέργεια της τεντωµένης ράβδου µπορεί να υπολογιστεί αµέσως από την 

φόρµουλα (4.10). Αφού µόνο οι συνιστώσες δεν είναι µηδενικές, έχουµε  

 από όπου 

                                                       

                                                                                                              (5.8) 
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Στην συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε, τα E και σ αντί των K και µ. αυτά και ο 

δεύτερος σαθρός συντελεστής µας δίνονται σε E και σ από 

                                                                       (5.9) 

 

Θα γράψουµε εδώ την γενική φόρµουλα της §4, µε τον συντελεστή να εκφράζεται σε 

όρους των E και σ. Η ελεύθερη ενέργεια είναι 

                                                                        (5.10) 

 

Ο τανυστής τάσης µας δίνεται ως προς τον τανυστή παραµόρφωσης από 

                                                                            (5.11)  

 

αντίστροφα, 

 

                                                                               (5.12)     

 

Αφού η φόρµουλα (5.11) και (5.12) χρησιµοποιούνται συχνά, θα τους δώσουµε µια 

µορφή συνιστωσών: 

                                                      (5.13) 

 

Και αντίστροφα 

                                                   (5.14)  

 

__________ 
† Η χρήση του σ για να υποδηλώνει τον λόγο Poisson και για να υποδηλώνει τις συνιστώσες του 

τανυστή παραµόρφωσης δεν µπορεί να οδηγήσει σε αµφιβολίες, εφόσον το τελευταίο πάντα έχει 

παράγωγα. 

††Στην πράξη, ο λόγος Poisson ποικίλει µόνο µεταξύ 0 και ½. ∆εν υπάρχουν υλικά γνωστά για τα 

οποία  δηλαδή, που θα διασταλούν κάθετα όταν τεντωθούν οριζόντια. Μπορούµε να 

αναφέρουµε ότι το άνισο:  αντιστοιχεί σε  όπου λ είναι ο σαθρός συντελεστής (lame 

coefficient) που προβάλει στην (4.1). µε άλλα λόγια και οι δύο όροι στην (4.1), καθώς και στην (4.3), 

είναι πάντα θετικοί στην πράξη, παρ’ όλα αυτά, αυτό δεν είναι θερµοδυναµικά απαραίτητο. Τιµές 

κοντά στο ½ (π.χ. για το λάστιχο) αντιστοιχούν σε διατµητική παραµόρφωση (συντελεστής ακαµψίας), 

η οποία είναι µικρή σε σχέση µε τον συντελεστής συµπιεστότητας. 
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Ας µελετήσουµε τώρα την συµπίεση της ράβδου της οποίας οι πλευρές στερεωµένες 

µε τέτοιο τρόπο που δεν µπορούν να µετακινηθούν. Οι εξωτερικές δυνάµεις, οι οποίες 

προκαλούν την συµπίεση, εφαρµόζουν στις άκρες της ράβδου και δρουν κατά το 

µήκος της, το οποίο µήκος θεωρούµε ότι βρίσκεται στον άξονα z. Μια τέτοια 

παραµόρφωση ονοµάζεται µονόπλευρη συµπίεση (unilateral compression). Αφού η 

ράβδος παραµορφώνεται µόνο προς την κατεύθυνση – z, µόνο η συνιστώσα  του 

 είναι διαφορετική του µηδενός. Έτσι από την (5.11) έχουµε  

                        
 

 

Ξανά παριστάνοντας την δύναµη συµπίεσης µε p ( , το οποίο είναι αρνητικό για 

µια συµπίεση), έχουµε 

                                                                       (5.15) 

Ο συντελεστής του p ονοµάζεται συντελεστής µονόπλευρης συµπίεσης (coefficient of 

unilateral compression). Για τις αντίστροφες τάσεις έχουµε 

                                                                                       (5.16) 

Τέλος, η ελεύθερη ενέργεια της ράβδου είναι 

                                                  

                                                                    (5.17) 
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §6 
 

 

§6.  Παραµορφώσεις µε αλλαγή θερµοκρασίας  

   

    Ας µελετήσουµε τώρα παραµορφώσεις οι οποίες συνοδεύονται µε µια αλλαγή στην 

θερµοκρασία του σώµατος; αυτό µπορεί να συµβεί είτε σαν αποτέλεσµα της 

διαδικασίας της παραµόρφωσης, είτε από εξωτερικούς παράγοντες. 

    Θα θεωρήσουµε ως µη παραµορφωµένη κατάσταση, την κατάσταση του σώµατος 

κατά την απουσία εξωτερικών δυνάµεων σε συγκεκριµένη θερµοκρασία . Αν το 

σώµα βρίσκεται σε µια θερµοκρασία T διαφορετική από , τότε ακόµα κι αν δεν 

υπάρχουν εξωτερικές δυνάµεις, το σώµα θα έχει υποστεί παραµόρφωση, λόγω των 

θερµικών διαστολών. Στην διαστολή της ελεύθερης ενέργειας F(T), θα υπάρξουν 

γραµµικοί όροι, καθώς και τετραγωνικοί, στον τανυστή παραµόρφωσης. Από τις 

συνιστώσες του τανυστή , της δεύτερης σειράς, µπορούµε να δηµιουργήσουµε 

µόνο µία γραµµική ποσοτική κλίµακα, το άθροισµα των διαγώνιων συνιστωσών. 

Επίσης θα θεωρήσουµε ότι η αλλαγή θερµοκρασίας  η οποία συνοδεύει την 

παραµόρφωση είναι µικρή. Μετά απ’ αυτό, θα υποθέσουµε ότι ο συντελεστής του 

κατά την διαστολή του F (που πρέπει να εξαφανιστεί για ) είναι απλά 

ανάλογες της διαφοράς . Οπότε βρίσκουµε ότι η ελεύθερη ενέργεια είναι (αντί 

για (4.3)) 

 

                                        (6.1) 

  

Όπου ο συντελεστής του  έχει γραφτεί ως – Κα. Οι ποσότητες µ, Κ και α 

µπορούν εδώ να θεωρηθούν σταθερές; Αν αφήσουµε να εξαρτηθούν στην 

θερµοκρασία τότε αυτό µπορεί να οδηγήσει σε όρους υψηλής σειράς. 

∆ιαφοροποιώντας  το F ως προς το , αποκοµίζουµε τον τανυστή τάσης: 

 

                                       (6.2) 

Ο πρώτος όρος µας δίνει τις επιπρόσθετες τάσεις, που δηµιουργούνται από την 

αλλαγή θερµοκρασίας. Στην ελεύθερη θερµική διαστολή του σώµατος (εξωτερικές 

δυνάµεις όντας απούσες), δεν µπορούν να υπάρχουν εσωτερικές τάσεις. Εξισώνοντας 

το  στο µηδέν, βρίσκουµε ότι, ο  είναι από , και 

                                                                                                       (6.3) 

Αλλά το  είναι η σχετική αλλαγή όγκου που προκλήθηκε από την παραµόρφωση. 

Οπότε το α είναι απλά ο θερµικός συντελεστής διαστολής (thermal expansion 

coefficient) του σώµατος.  

Ανάµεσα στους διάφορους (θερµοδυναµικούς) τύπους της παραµόρφωσης, οι 

ισοθερµικές (isothermal) και αδιαβατικές (adiabatic) παραµορφώσεις είναι 

σηµαντικές. Στις ισοθερµικές παραµορφώσεις, η θερµοκρασία του σώµατος δεν 

αλλάζει. Σύµφωνα µε αυτό πρέπει να βάλουµε  στην (6.1), επιστρέφοντας στην 

συνηθισµένη φόρµουλα; οι συντελεστές Κ και µ µπορούν γι’ αυτό να ονοµαστούν 

ισοθερµικά µέτρα (isothermal moduli).  

   Μια παραµόρφωση θεωρείται αδιαβατική όταν δεν υπάρχει ανταλλαγή θερµότητας 

µεταξύ των διάφορων µερών του σώµατος (ή, φυσικά µεταξύ του σώµατος και του 

περιβάλλοντος που υπάρχει γύρω του). Η εντροπία S παραµένει σταθερή - συνεχής. 

Είναι το παράγωγο  της ελεύθερης ενέργειας όσον αφορά την θερµοκρασία. 

∆ιαφοροποιώντας την παράσταση (6.1),  έχουµε έως τους όρους της πρώτης σειράς 

στο .    

                                                                                         (6.4) 
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Βάζοντας το S σταθερό, µπορούµε να υπολογίσουµε την αλλαγή της θερµοκρασίας 

 λόγω της παραµόρφωσης, που εποµένως είναι ανάλογη του : 

                              

                                                                                      (6.5) 

Αντικαθιστώντας αυτήν την παράσταση για  στην (6.2), παίρνουµε για  µια 

παρόµοια παράσταση, 

                                                                        (6.6)                         

µε το ίδιο µέτρο διάτµησης µ αλλά µε διαφορετικό συντελεστή συµπιεστότητας . 

Η σχέση µεταξύ του αδιαβατικού συντελεστή  και του κανονικού ισοθερµικού 

συντελεστή Κ µπορεί επίσης να υπολογιστεί απ’ ευθείας από την θερµοδυναµική 

φόρµουλα 

 

                               
όπου  είναι η συγκεκριµένη θερµότητα ανά µονάδα όγκου σε σταθερή πίεση. Αν V 

είναι ο όγκος που καταλαµβάνεται από υλικό που πριν την παραµόρφωση 

καταλάµβανε µονάδα όγκου, τα παράγωγα  και   δίνουν τις σχετικές 

αλλαγές όγκου,  σε θερµότητα και συµπίεση αντίστοιχα. Αυτό είναι, 

                                            
 

Εποµένως βρίσκουµε πως η σχέση µεταξύ αδιαβατικών και ισοθερµικών µέτρων 

είναι† 

                                                                           (6.7) 

     

Για τα αδιαβατικά. Μέτρο ελαστικότητας Young και λόγος Poisson, εύκολα 

βρίσκουµε 

                                                          (6.8) 

 

Στην πράξη,  είναι συνήθως µικρό, και γι’ αυτό αρκετά ακριβές για να 

βάλουµε  

 

                                       (6.9) 

Στην ισοθερµική παραµόρφωση, ο τανυστής τάσης µας δίνεται ως προς την ελεύθερη 

ενέργεια:  

                                                      
 

Απ’ την άλλη, για σταθερή εντροπία έχουµε (βλ. (3.6)) 

                                                                                       
 

όπου  είναι η εσωτερική ενέργεια. Εποµένως, η παράσταση που αναλογεί στην 

(4.3) καθορίζει, για αδιαβατηκές παραµορφώσεις, όχι την ελεύθερη ενέργεια αλλά 

την εσωτερική ενέργεια ανά µονάδα όγκου:  

                                                                    (6.1) 

 

 

_________ 
†Για να παράγουµε αυτές τις φόρµουλες από (6.5) και (6.6), πρέπει να χρησιµοποιήσουµε και την 

φόρµουλα θερµοδυναµικής Cp – Cu= Ta
2K.                           .   
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §6 

 

 

§7.  Η εξίσωση της ισορροπίας για ισοτροπικά σώµατα.  

 

Ας παράγουµε τώρα την εξίσωση της ισορροπίας για ισοτροπικά σώµατα. Για να το 

κάνουµε αυτό αντικαθιστούµε στις γενικές εξισώσεις (2.7) 

                                          
 

την παράσταση (5.11) για τον τανυστή τάσης. έχουµε 

                                
αντικαθιστώντας 

                                                                    
καταλήγουµε στην εξίσωση της ισορροπίας στην µορφή 

                                            (7.1) 

                           

Αυτές οι εξισώσεις µπορούν να γραφτούν πιο κατάλληλα σε διανυσµατική µορφή. Οι 

ποσότητες  είναι συνιστώσες του διανύσµατος  και  

Έτσι οι εξισώσεις της ισορροπίας µετατρέπονται σε 

                                                              (7.2) 

 

Μερικές φορές βολεύει να µεταµορφώσουµε αυτήν την εξίσωση χρησιµοποιώντας 

την ταυτότητας διανύσµατος grad Τότε η (7.2) γίνεται 

                                                                                      (7.3) 

   Έχουµε γράψει τις εξισώσεις ισορροπίας για ένα οµοιόµορφο βαρυτικό πεδίο, αφού 

αυτή είναι και η δύναµη του σώµατος που εµπλέκεται συχνότερα στην θεωρία της 

ελαστικότητας. Αν υπάρχουν άλλες σωµατικές δυνάµεις, το διάνυσµα  στην δεξιά 

πλευρά της εξίσωσης θα πρέπει να αντικατασταθεί ανάλογα.    

   Μια πολύ σηµαντική περίπτωση είναι αυτή όπου, εκεί που προκαλείται η 

παραµόρφωση του σώµατος, όχι από σωµατικές δυνάµεις αλλά από δυνάµεις που 

ασκούνται στην επιφάνειά του. Τότε η εξίσωση της ισορροπίας γίνεται 

                                                                                (7.4) 

ή  

                                                     (7.5) 

 

Οι εξωτερικές δυνάµεις εµφανίζονται στην λύση µόνο µέσα από τις περιοριστικές 

συνθήκες. Παίρνοντας την διαφορά της παράστασης (7.4) και χρησιµοποιώντας την 

ταυτότητα 

                                                           
βρίσκουµε                                        

                                                                                                      (7.6) 
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δηλ. div u (το οποίο καθορίζει την µεταβολή όγκου λόγω της παραµόρφωσης) είναι 

µια αρµονική λειτουργία. Παίρνοντας την Λαπλασιανή της εξίσωσης (7.4) τότε 

έχουµε 

                                                                                                             (7.7) 

    ∆ηλαδή, σε κατάσταση ισορροπίας το διάνυσµα µετατόπισης καλύπτει την 

ετεροαρµονική εξίσωση (biharmonic equation). Αυτά τα αποτελέσµατα συνεχίζουν να 

ισχύουν σε ένα οµοιόµορφο βαρυτικό πεδίο (αφού το δεξί µέρος της εξίσωσης (7.2) 

µας δίνει µηδενική διαφορά), αλλά δεν ισχύουν σε γενικές περιπτώσεις εξωτερικών 

δυνάµεων που ποικίλουν στο σώµα.   

     Το γεγονός ότι το διάνυσµα µετατόπισης καλύπτει την ετεροαρµονική εξίσωση, 

φυσικά, δεν σηµαίνει ότι το γενικό ολοκλήρωµα των εξισώσεων της ισορροπίας (υπό 

την απουσία σωµατικών δυνάµεων) είναι ένα αυθαίρετο ετεροαρµονικό διάνυσµα; 

πρέπει να θυµόµαστε πως η συνάρτηση  επίσης καλύπτει την διαφορική 

εξίσωση κατώτερης-σειράς (7.4). Πάντως, είναι πιθανό, να εκφράσουµε το γενικό 

ολοκλήρωµα των εξισώσεων της ισορροπίας σε σχέση µε τα παράγωγα ενός 

αυθαίρετου διανύσµατος (βλ. πρόβληµα 10).    

    Αν το σώµα θερµανθεί ανοµοιόµορφα, ένας επιπρόσθετος όρος εµφανίζεται στην 

εξίσωση της ισορροπίας. Ο τανυστής τάσης πρέπει να συµπεριλαµβάνει τον όρο 

                                                     
 

(βλ. (6.2)), και  αντίστοιχα περιλαµβάνει έναν όρο 

                                     
 

Έτσι η εξίσωση της ισορροπίας παίρνει την µορφή 

                                          (7.8) 

 

Ας δούµε τώρα την περίπτωση µιας επίπεδης παραµόρφωσης (plane deformation), 

κατά την οποία η µια συνιστώσα του διανύσµατος µετατόπισης  είναι µηδέν, ενώ 

οι συνιστώσες  εξαρτώνται µόνο από τους x και y. Οι συνιστώσες 

του τανυστή παραµόρφωσης στη συνέχεια εξαφανίζονται παροµοίως, και 

έτσι εξαφανίζονται και οι συνιστώσες  του τανυστή τάσης (αλλά όχι η 

διαµήκης τάση , η ύπαρξη της οποίας είναι συνέπεια της σταθερότητας του 

µήκους του σώµατος στην κατεύθυνση z).† 

     Εφόσον όλες οι ποσότητες είναι ανεξάρτητες της συντεταγµένης z, οι εξισώσεις 

της ισορροπίας (κατά την απουσία εξωτερικών σωµατικών δυνάµεων) 

µειώνονται σ’ αυτήν την περίπτωση δύο εξισώσεων: 

                                                             (7.9) 

 

Οι περισσότερες γενικές εξισώσεις που καλύπτουν αυτές τις εξισώσεις 

είναι της µορφής 

                              (7.10) 

                

 

__________ 
†Η χρήση της θεωρίας των εξισώσεων ενός συµπλέγµατος µεταβλητών, παρέχει πολύ ισχυρές 

µεθόδους για την επίλυση επίπεδων προβληµάτων στην θεωρία της ελαστικότητας. Βλ. N.I.    
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όπου χ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση των χ και y. Είναι εύκολο να καταλήξουµε σε 

µια εξίσωση η οποία να καλύπτεται από αυτή την συνάρτηση. Μια τέτοια εξίσωση  

πρέπει να υπάρχει εφόσον οι ποσότητες , µπορούν να εκφραστούν ως δύο 

ποσότητες και γι’ αυτό δεν θεωρούνται ανεξάρτητες. Χρησιµοποιώντας την 

φόρµουλα (5.13), βρίσκουµε, για µια απλή-σκέτη παραµόρφωση,  

 

                                
Αλλά  

                   
και εφόσον από (7.6) div u είναι αρµονική, καταλήγουµε ότι η συνάρτηση χ καλύπτει 

την εξίσωση  

                                                                                                           (7.11) 

δηλ. είναι ετεροαρµονική. Αυτή η συνάρτηση ονοµάζεται συνάρτηση τάσης (stress 

function).  Όταν το απλό-σκέτο πρόβληµα έχει λυθεί και η συνάρτηση χ µας είναι 

γνωστή, η διαµήκης τάση υπολογίζεται αµέσως από την φόρµουλα    

                    
ή 

                                                                                                          (7.12) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
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     ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Υπολογίστε την παραµόρφωση µιας ράβδου (µε µήκος l ) η 

οποία στέκεται κάθετα προς το βαρυτικό πεδίο.  
 

ΛΥΣΗ. Παίρνουµε τον άξονα z κατά µήκος του άξονα της ράβδου, και το επίπεδο x y 

στο επίπεδο της βάσης της. Οι εξισώσεις της ισορροπίας είναι 

. Στις πλευρές της ράβδου όλες οι συνιστώσες  

εκτός πρέπει να µηδενιστούν, και στο πάνω µέρος της ράβδου 

 Η λύση των εξισώσεων της ισορροπίας που καλύπτει αυτές 

τις συνθήκες είναι , µε όλα τα άλλα να είναι µηδέν. Από  

βρίσκουµε πως  είναι , 

οπότε ολοκληρώνοντας   έχουµε τις συνιστώσες του διανύσµατος µετατόπισης, 

  
Η παράσταση για  καλύπτει την οριακή συνθήκη µόνο σε ένα σηµείο στην 

κάτω µέρος της ράβδου. Οπότε η λύση που βρήκαµε δεν ισχύει κοντά στο κάτω 

µέρος της ράβδου. 

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. Υπολογίστε την παραµόρφωση µιας κούφιας σφαίρας (µε 

εξωτερική και εσωτερική ακτίνα  και ) µε εσωτερική πίεση  και 

εξωτερική . 

    

ΛΥΣΗ. Χρησιµοποιούµε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες, µε αρχή συντεταγµένων 

στο κέντρο της σφαίρας. Το διάνυσµα µετατόπισης u είναι παντού ακτινικό, και είναι 

µια συνάρτηση του r µόνο. Οπότε  και η εξίσωση (7.5) γίνεται 

 Άρα 

                           
ή    Οι συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης είναι (βλ. φόρµουλα 

(1.7))  Η ακτινική τάση είναι  

                        
                                                             

Τα σταθερά α και b καθορίζονται από τις οριακές συνθήκες: 

 

   και      at  . Οπότε βρίσκουµε            

                            
 

    Για παράδειγµα, η διανοµή τάσης σε µια κούφια σφαίρα µε πίεση  στο 

εσωτερικό και  στο εξωτερικό µας δίνεται από 

                                         
Για ένα λεπτό σφαιρικό κέλυφος µε πάχος    έχουµε περίπου 

                  
όπου   είναι η µέση τιµή της ακτινικής τάσης ως προς το πάχος του κελύφους.   
 

    Η διανοµή τάσης σε ένα άπειρα ελαστικό αντικείµενο µε σφαιρική κοιλότητα (µε 

ακτίνα R) το οποίο δέχεται υδροστατική συµπίεση, υπολογίζεται βάζοντας , 

,   ,   

                            
Στην επιφάνεια της κοιλότητας οι εφαπτόµενες τάσεις  

υπερβαίνουν την πίεση στο άπειρο. 
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    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Υπολογίστε την παραµόρφωση µιας συµπαγής σφαίρας (µε 

ακτίνα R) βρισκόµενη στο δικό της βαρυτικό πεδίο. 

 

ΛΥΣΗ. Η δύναµη της βαρύτητας σε µονάδα µάζας σε ένα σφαιρικό σώµα είναι  

Αντικαθιστώντας αυτήν την παράσταση στην θέση του g της εξίσωσης (7.3) 

καταλήγουµε στην παρακάτω εξίσωση για την ακτινική µετατόπιση: 

 

                               
Η λύση για  όπου καλύπτει την συνθήκη  είναι 

 

                                        
Να σηµειώσουµε, πώς το υλικό συµπιέζεται  µέσα σε µια σφαιρική επιφάνεια 

ακτίνας  και τεντώνεται στο εξωτερικό της . Η πίεση στο 

κέντρο της σφαίρας είναι  

                          . 

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Υπολογίστε την παραµόρφωση ενός κυλινδρικού σωλήνα (µε 

εξωτερική και εσωτερική ακτίνα  και ). µε µια πίεση p στο εσωτερικό και 

καθόλου πίεση στο εξωτερικό του.† 

 

ΛΥΣΗ. Χρησιµοποιούµε κυλινδρικές πολικές συντεταγµένες, µε τον άξονα z κατά 

µήκος τον άξονα του σωλήνα. Όταν η πίεση είναι οµοιόµορφη κατά µήκος του 

σωλήνα, η παραµόρφωση είναι ένα καθαρό ακτινικό διάνυσµα . Όµοια µε το 

πρόβληµα 2, έχουµε 

                                                
Άρα . Οι µη µηδενικές συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης είναι (βλ. 

φόρµουλα (1.8)) ,  . Από τις συνθήκες   

σε       και   σε    , βρίσκουµε 

                                 
Η διανοµή τάσης µας δίνεται από την φόρµουλα  

                        
  

   ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5. Υπολογίστε την παραµόρφωση ενός κυλίνδρου που 

περιστρέφεται οµοιόµορφα γύρα από τον άξονά του.  

 

    ΛΥΣΗ. Αντικαθιστώντας την δύναµη της βαρύτητας στην (7.3) µε την φυγόκεντρο 

δύναµη  (όπου Ω είναι η γωνιακή ταχύτητα), έχουµε σε κυλινδρικές πολικές 

συντεταγµένες την παρακάτω εξίσωση για την µετατόπιση    

                                          
Η οριστική λύση για  που καλύπτει και την συνθήκη  για  είναι 

                                 
__________ 
† Στα προβλήµατα 4,5 και 7 θεωρούµε πως το µήκος του κυλίνδρου διατηρείται σταθερό, έτσι ώστε να 

µην υπάρξει διαµήκης παραµόρφωση. 
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    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 6. Υπολογίστε την παραµόρφωση µιας ανοµοιόµορφα 

θερµαινόµενης σφαίρας, µε σφαιρικά συµµετρική διανοµή θερµότητας. 

 

ΛΥΣΗ. Σε σε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες, η εξίσωση (7.8) για µια καθαρά 

ακτινική παραµόρφωση είναι 

 
 

Η οριστική λύση για  και η οποία καλύπτει τις συνθήκες  για   είναι          

 
Η θερµοκρασία υπολογίζεται από την τιµή για την οποίο η σφαίρα, θερµαίνεται 

οµοιόµορφα, θεωρείται ως µη παραµορφωµένη. Στην παραπάνω φόρµουλα θεωρούµε 

ότι η ζητούµενη θερµοκρασία είναι αυτή της εξωτερικής επιφάνειας της σφαίρας, 

έτσι ώστε . 

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 7. Όµοια µε το πρόβληµα 6, υπολογίστε την παραµόρφωση, αλλά 

για έναν ανοµοιόµορφα θερµαινόµενο κύλινδρο, µε αξονικά συµµετρική διανοµή 

θερµότητας. 

 

   ΛΥΣΗ. Όµοια σε κυλινδρικά πολικές συντεταγµένες έχουµε 

 
 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 8. Υπολογίστε την παραµόρφωση ενός άπειρα ελαστικού 

αντικειµένου, µε συγκεκριµένη διανοµή θερµότητας τέτοια ώστε η 

θερµοκρασία τείνει προς µια σταθερή τιµή προς το άπειρο. 

 

ΛΥΣΗ. Η εξίσωση (7.8) έχει µια προφανή λύση στην οποία curl u=0  και 

 
Το διάνυσµα u, του οποίου η απόκλιση είναι µια καθορισµένη συνάρτηση που 

ορίζεται σε όλο τον χώρο και τείνει προς το άπειρο, και του οποίου η καµπύλη είναι 

παρόµοια µηδέν, µπορεί να γραφτεί, όπως ξέρουµε από την διανυσµατική ανάλυση 

στην µορφή  

 
όπου 

 
Έτσι έχουµε την γενική λύση του προβλήµατος στην µορφή 

                                                                      (1) 

όπου  

    Αν µια περιορισµένη ποσότητα θερµότητας q εµπλέκεται µέσα σε ένα πολύ µικρό 

όγκο στην αρχή, η διανοµή θερµοκρασίας µπορεί να γραφτεί 

όπου C είναι η ακριβής θερµότητα του αντικειµένου. Το 

ολοκλήρωµα στην (1) τότε είναι , και η παραµόρφωση δίνεται από 
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    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 9. Βρείτε τις εξισώσεις της ισορροπίας για ένα ισοτροπικό σώµα 

(υπό την απουσία σωµατικών δυνάµεων) ως προς τις συνιστώσες του τανυστή 

τάσης. 

 

    ΛΥΣΗ. Το απαιτούµενο σύστηµα εξισώσεων περιέχει τις τρείς εξισώσεις 

                                                                                                                    

                            (1) 

και επίσης τις εξισώσεις που προκύπτουν από το γεγονός ότι οι τρείς διαφορετικές 

συνιστώσες  δεν είναι ανεξάρτητες ποσότητες. Για να παράγουµε αυτές τις 

εξισώσεις, πρώτα γράφουµε στο σύστηµα των διαφορικών σχέσεων που καλύπτονται 

από τις συνιστώσες του τανυστή . Βλέπουµε πως οι ποσότητες 

 

 
 

 

καλύπτουν όµοια τις σχέσεις 

 
Εδώ είναι µόνο έξι ουσιαστικά διαφορετικές σχέσεις, δηλαδλη αυτές που 

απευθύνονται στις ακόλουθες τιµές των i,k,l m:1122,1133,2233,1123,2213,3312. 

Όλες αυτές οι τιµές µπορούν να αντληθούν αν η παραπάνω εξίσωση του τανυστή 

συνάπτει προς l and m: 

                                                                               (2)                                                                                  

     

Αντικαθιστώντας εδώ  ως προς  σύµφωνα µε (5.12) και χρησιµοποιώντας την 

(1), καταλήγουµε στις απαιτούµενες εξισώσεις: 

                                                                                                (3)                                                                           

Αυτές οι εξισώσεις συνεχίζουν να ισχύουν και στην παρουσία σταθερών εξωτερικών 

δυνάµεων στο σώµα. 

    Συνάπτοντας την εξίσωση (3) σε σχέση µε τα προσφύµατα i και k, βρίσκουµε πως 

η  είναι µια αρµονική συνάρτηση. Παίρνοντας το Λαπλασιανό της 

εξίσωσης (3), τότε βρίσκουµε ότι  δηλ. οι συνιστώσες  είναι 

ετεροαρµονικές συναρτήσεις. Αυτά τα αποτελέσµατα επακολουθούν επίσης από (7.6) 

και (7.7), αφού  και  έχουν γραµµική σχέση.  

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 10. Εκφράστε το γενικό ολοκλήρωµα των εξισώσεων της 

ισορροπίας (υπό την απουσία σωµατικών δυνάµεων) ως ένα αυθαίρετο 

ετεροαρµονικό διάνυσµα.  

 

        ΛΥΣΗ. Είναι φυσιολογικό να ψάξουµε µια λύση της εξίσωσης (7.4) στην µορφή 

 
Οπότε    αντικαθιστώντας στην (7.4), έχουµε 

 
Από αυτό βλέπουµε ότι, αν f είναι ένα αυθαίρετο ετεροαρµονικό διάνυσµα , 

τότε 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 11. Εκφράστε τις τάσεις  για µια επίπεδη παραµόρφωση 

(σε πολικές συντεταγµένες r,φ) σαν παράγωγα της λειτουργίας της τάσης. 

 

ΛΥΣΗ. Εφόσον οι απαιτούµενες παραστάσεις δεν µπορούν να εξαρτώνται στην 

επιλογή της αρχικής γραµµής του Φ, δεν περιέχουν το Φ. εποµένως µπορούµε να 

προχωρήσουµε ως εξής: µεταµορφώνουµε τα Καρτεσιανά παράγωγα (7.10) σε 

παράγωγα των r, Φ και χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα ώστε 

, η γωνία Φ µετράται από τον άξονα του x. 

Οπότε  

 
 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 12. Υπολογίστε την διανοµή τάσης σε ένα άπειρο ελαστικό 

αντικείµενο, έχοντας µια σφαιρική κοιλότητα και υποβαλλόµενο σε οµοιογενή 

παραµόρφωση προς το άπειρο. 

 

ΛΥΣΗ. Μια γενική οµοιογενής παραµόρφωση µπορεί να παρασταθεί σαν ένας 

συνδυασµός µιας οµοιογενούς υδροστατικής επέκτασης (ή συµπίεσης) και µιας 

οµοιογενούς διάτµησης. Το πρώτο έχει αναλυθεί στο Πρόβληµα 2 και έτσι µας µένει 

µόνο να σκεφτούµε την διάτµηση. 

Ας θεωρήσουµε πως  είναι ένα οµοιογενές πεδίο τάσης που θα συναντούσαµε σε 

όλους τους χώρους αν δεν υπήρχε η κοιλότητα: σε µια καθαρή διάτµηση . Το 

αντίστοιχο διάνυσµα µετατόπισης ορίζεται από  και ψάχνουµε την λύση στην 

µορφή , όπου η παράσταση  που προκύπτει από την παρουσία της 

κοιλότητας είναι µηδέν στο άπειρο.   

    Κάθε λύση της ετεροαρµονικής εξίσωσης µπορεί να γραφτεί ως ένας γραµµικός 

συνδυασµός κεντρικών συµµετρικών επιλύσεων και των παραγώγων τους σε 

διάφορες σειρών. Οπότε, η πιο γενική µορφή ετεροαρµονικού διανύσµατος  που 

εξαρτάται µόνο στις συνιστώσες στου σταθερού τανυστή  ως παράµετροι και 

τείνει προς το άπειρο, είναι 

                                                                          
(1) 

Αντικαθιστώντας αυτήν την παράσταση στην εξίσωση (7.4), βρίσκουµε 

 
όπου  ∆υο περεταίρω σχέσεις µεταξύ των σταθερών A,B,C 

υπολογίζονται από τις συνθήκες που επικρατούν στην επιφάνεια της κοιλότητας: 

 (όπου R είναι η ακτίνα της κοιλότητας, η αφετηρία 

βρίσκεται στο κέντρο της, και n είναι µια διανυσµατική µονάδα παράλληλη προς r). 

΄Ενας κατά κάποιο τρόπο υπολογισµός µήκους, χρησιµοποιώντας την (1), µας δίνει 

τα εξής:   

 
η τελική παράσταση για την διανοµή τάσης είναι 
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Για να αποκοµίσουµε την διανοµή τάσης για αυθαίρετο (όχι καθαρή διάτµηση), 

σ’ αυτήν την παράσταση πρέπει να αντικατασταθεί από και η 

παράσταση 

 
 

που αντιστοιχεί σε µια παραµόρφωση οµοιογενή προς το άπειρο (Πρόβληµα 2) 

πρέπει να προστεθεί. Εδώ µπορούµε να γράψουµε την γενική φόρµουλα για τις τάσεις 

στην επιφάνεια της κοιλότητας: 

 
Κοντά στην κοιλότητα οι τάσεις υπερβαίνουν κατά πολύ τις τάσεις στο άπειρο, αλλά 

αυτό συµβαίνει µόνο για µια µικρή απόσταση (η συγκέντρωση των τάσεων - 

concentration of stresses). Για παράδειγµα, αν το αντικείµενο υποβληθεί σε µια 

οµοιογενή επιµήκυνση (µόνο  διαφορετικό του µηδενός), η µεγαλύτερη τάση 

εµφανίζεται στον ‘‘ισηµερινό’’ της κοιλότητας, όπου 
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §6 

 

§8. Ισορροπία ενός ελαστικού σώµατος δεσµευµένο από ένα επίπεδο  

(Equilibrium of an elastic medium bounded by a plane)  

 

     

Ας σκεφτούµε ένα ελαστικό σώµα που καταλαµβάνει µισό-χώρο, δηλαδή, δεµένο από 

την µία πλευρά µε ένα άπειρο επίπεδο, και ας υπολογίσουµε την παραµόρφωση του 

σώµατος που προκαλείται από δυνάµεις ασκούµενες στις ελεύθερες του επιφάνειες.† 

Η διανοµή αυτών των δυνάµεων πρέπει να καλύπτουν µόνο µία κατάσταση: πρέπει 

να τείνουν προς το άπειρο µε τέτοιο τρόπο ώστε να µην υπάρχει παραµόρφωση προς 

το άπειρο. Σ’ αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις της ισορροπίας µπορούν να 

ενοποιηθούν σε µια γενική µορφή (J.Boussinesq 1885). 

  Η εξίσωση της ισορροπίας (7.4) ισχύει για τον χώρο που καταλαµβάνεται από το 

σώµα 

                                                         

                                                                (8.1) 

Ψάχνουµε µια λύση αυτής της εξίσωσης στην µορφή 

                                                                       

                                                                                                (8.2) 

όπου Φ είναι κάποια κλιµάκωση και το διάνυσµα f καλύπτει τις Λαπλασιανές 

εξισώσεις:  

                                                                                

                                                                                                           (8.3) 

 

Αντικαθιστώντας την (8.2) στην (8.1), καταλήγουµε στην παρακάτω εξίσωση για Φ:  

                                                                

                                                                             (8.4) 

    Παίρνουµε την ελεύθερη επιφάνεια του ελαστικού σώµατος ως επίπεδο - xy; το 

σώµα βρίσκεται σε z›0. Γράφουµε τις συναρτήσεις  και  σαν τα παράγωγα – z 

κάποιων συναρτήσεων  και     

                                                            

                                                                    (8.5) 

Αφού  και είναι αρµονικές συναρτήσεις, µπορούµε να επιλέξουµε την συνάρτηση 

 και  για να καλύψουν την Λαπλασιανή εξίσωση: 

                                                               

                                                                              (8.6) 

 

Η εξίσωση (8.4) τότε γίνεται 

 

Αφού ,  και  είναι αρµονικές συναρτήσεις, βλέπουµε µια συνάρτηση Φ που 

καλύπτει αυτήν την εξίσωση µπορεί να γραφτεί ως 

                                                           (8.7) 

 

 __________ 
† Η πιο άµεση και συνηθισµένη µέθοδος επίλυσης αυτού του προβλήµατος είναι η χρησιµοποίηση της 

µεθόδου Fourier στην εξίσωση (8.1). Σε αυτήν την περίπτωση πάντως, πρέπει να υπολογιστούν µερικά 

πολύπλοκα ολοκληρώµατα. Η µέθοδος που δίνεται παρακάτω είναι βασισµένη σε έναν αριθµό 

επινοήσεων, αλλά οι υπολογισµοί είναι απλούστεροι. 
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όπου ψ είναι πάλι µια αρµονική συνάρτηση: 

                                                                         

                                                                            (8.8) 

 

    Οπότε η δυσκολία του να υπολογίσουµε την µετατόνιση u µειώνεται στο να 

βρούµε τις συναρτήσεις   οι οποίες καλύπτουν την εξίσωση του Laplace.   

    Τώρα θα γράψουµε τις συνθήκες δέσµευσης οι οποίες πρέπει να καλύπτονται στην 

ελεύθερη επιφάνεια του σώµατος (το επίπεδο z=0). Εφόσον η µονάδα εξωτερικού 

κανονικού διανύσµατος n βρίσκεται στην αντίθετη κατεύθυνση – z, επακολουθεί από 

την γενική φόρµουλα (2.9) ότι  Χρησιµοποιώντας για  την γενική 

παράσταση (5.11) και ορίζοντας τις συνιστώσες του διανύσµατος u ως βοηθητικές 

ποσότητες  και ψ, αποκοµίζουµε µετά από έναν απλό υπολογισµό τις 

περιοριστικές – δεσµευτικές συνθήκες  

                      

                                                           
(8.9)        

     

                                            

                         (8.10) 

                                              

 

 

Οι συνιστώσες  των εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στην επιφάνεια 

είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων x και y, και τείνουν προς το άπειρο. 

     

Η φόρµουλα µε την οποία οι βοηθητικές τιµές  και ψ είχαν οριστεί, δεν τις 

προσδιορίζει απαράµιλλα. Γι’ αυτό µπορούµε επιβάλουµε µια επιπρόσθετη αυθαίρετη 

συνθήκη σε αυτές τις ποσότητες, και είναι βολικό να εξαφανίσουµε την ποσότητα 

στις παρενθέσεις της (8.9) :†  

 

                                                      (8.11)                                                               

Οι συνθήκες (8.9) γίνονται απλά 

 

 

                  (8.12) 
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Οι εξισώσεις (8.10)-(8.12) φτάνουν για να καθορίσουν πλήρως τις αρµονικές 

συναρτήσεις  και ψ.   

    Για να κάνουµε τα πράγµατα πιο απλά, πρέπει να σκεφτούµε την περίπτωση όπου 

η ελεύθερη επιφάνεια ενός ελαστικού ‘µισού-χώρου’ οφείλεται σε µια 

συγκεντρωµένη δύναµη F, δηλ. µία η οποία ασκείται πάνω σε µια επιφάνεια τόσο 

µικρή που µπορεί να θεωρηθεί ως σηµείο. Το αποτέλεσµα αυτής της δύναµης είναι το 

ίδιο µε αυτό των δυνάµεων επιφάνειας που δίνονται από  µε την αρχή-

αφετηρία να βρίσκεται στο σηµείο άσκησης της δύναµης. Αν γνωρίζουµε την λύση 

για µια συγκεντρωµένη δύναµη, µπορούµε αµέσως να βρούµε τη λύση για κάθε 

διανοµή δύναµης  Για, αν 

                                                                     

                                                                              (8.13) 

 

είναι η µετατόπιση λόγω της δράσης µιας συγκεντρωµένης δύναµης F ασκούµενη 

στην αφετηρία, τότε η µετατόπιση προκαλούµενη από τις δυνάµεις  µας δίνεται 

από το ολοκλήρωµα†† 

                                              

                                                (8.14) 

     

   Ξέρουµε από την θεωρία  δυναµικής ότι µια αρµονική συνάρτηση f η οποία είναι 

µηδέν στο άπειρο έχει ένα συγκεκριµένο κανονικό παράγωγο  στο επίπεδο z=0 

δίνεται από την φόρµουλα   

 
όπου 

 
   Αφού οι ποσότητες και αυτές εντός των παρενθέσεων της εξίσωσης 

(8.10) καλύπτουν την εξίσωση του Laplace, ενώ οι εξισώσεις (8.10) και (8.12) 

καθορίζουν τις τιµές των απλών – κανονικών παραγώγων στο επίπεδο z=0, έχουµε 

                             (8.15)                               

  

                                               (8.16) 

 

Όπου τώρα   

 

 

 

 

 

 

__________ 
† ∆εν θα αποδείξουµε εδώ ότι αυτή η κατάσταση µπορεί να επιβληθεί; αυτό είναι επακόλουθο της 

απουσίας αντίφασης στο αποτέλεσµα. 

†† Με µαθηµατικούς όρους,  είναι ο τανυστής Green όσον αφορά τις εξισώσεις της ισορροπίας ενός 

ηµί-άπειρου αντικειµένου. 
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    Οι παραστάσεις για τις συνιστώσες του απαιτούµενου διανύσµατος u 

συµπεριλαµβάνει τα παράγωγα των  σε σχέση µε to x, y, z, αλλά όχι  Για να 

υπολογίσουµε  διαφοροποιούµε τις εξισώσεις (8.16) ως προς x και  y 

αντίστοιχα:   

 
 

Τώρα, ολοκληρώνοντας προς z από ∞ έως z, έχουµε 

 

                                                                            (8.17) 

 

      

    ∆εν θα σταµατήσουµε την ολοκλήρωση των υπόλοιπων υπολογισµών, οι οποίοι 

είναι στοιχειώδεις αλλά κοπιαστικοί. Βρίσκουµε τα  και  από τις εξισώσεις 

(8.11), (8.15) και (8.17). γνωρίζοντας  το  είναι εύκολο να υπολογίσουµε τα  

 και ολοκληρώνοντας ως προς z και στην συνέχεια διαφοροποιώντας ως 

προς x και y. Έτσι αποκοµίζουµε όλες τις ποσότητες που χρειαζόµαστε για να 

υπολογίσουµε το διάνυσµα µετατόπισης από (8.2), (8.5) και (8.7). οι παρακάτω είναι 

οι τελικές φόρµουλες 

                              (8.18) 

 

Συγκεκριµένα, η µετατόπιση σηµείων στην επιφάνεια του σώµατος µας δίνεται 

βάζοντας  z=0: 

                  (8.19)                

 

__________ 
† Το αντίστοιχο πρόβληµα για ένα αυθαίρετο άπειρο ισοτροπικό αντικείµενο έχει επιλυθεί από τον 

 και .   
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
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Καθορίστε την παραµόρφωση ενός άπειρου ελαστικού σώµατος όταν µια δύναµη 

F ασκείται σε µια µικρή περιοχή µέσα του .† 

 

ΛΥΣΗ .If we consider the deformation at distances r which are large compared with 

the dimension of the region where the force is applied, we can suppose that the force 

is applied at a point. The equation of equilibrium is (cf. (7.2)). 

Αν λάβουµε υπ’ όψιν την παραµόρφωση σε αποστάσεις r οι οποίες είναι µεγάλες 

συγκριτικά µε την µικρή περιοχή όπου ασκείται η δύναµη, µπορούµε να θεωρήσουµε 

ότι η δύναµη ασκείται σε ένα σηµείο. Η εξίσωση της ισορροπίας είναι (cf. (7.2)).    

                                                        (1)                                                

Όπου  είναι η αφετηρία που βρίσκεται στο σηµείο όπου ασκείται η 

δύναµη. Ψάχνουµε την λύση στην µορφή , όπου  καλύπτει την εξίσωση 

τύπου - Poisson 

                                                                                               (2)                

Στην συνέχεια έχουµε για  την εξίσωση 

                                                (3)                                       

Η λύση της εξίσωσης (2) η οποία τείνει προς το άπειρο είναι  

Παίρνοντας την καµπύλη της εξίσωσης (3), έχουµε . Στο άπειρο πρέπει 

να έχουµε Αλλά µια αρµονική συνάρτηση σε όλο τον χώρο και που είναι 

µηδέν στο άπειρο, πρέπει να είναι όµοια µηδέν. Άρα  και έτσι µπορούµε να 

γράψουµε  Από την (3) αποκοµίζουµε  

Οπότε επακολουθεί ότι η ποσότητα εντός της παρένθεσης είναι σταθερή, και πρέπει 

να είναι µηδέν στο άπειρο; γι’ αυτό έχουµε σε όλο τον χώρο 

 
Αν ψ είναι µια λύση της εξίσωσης , τότε 

 

Παίρνοντας την λύση , η οποία δεν έχει ιδιοµορφίες, αποκοµίζουµε 

 
Όπου n είναι µια µονάδα διανύσµατος παράλληλη της θέσης διανύσµατος r. Τα 

τελικά αποτελέσµατα είναι 

 
 Τοποθετώντας αυτήν την φόρµουλα στην µορφή (8.13) βρίσκουµε τον τανυστή 

Green για τις εξισώσεις της ισορροπίας για ένα άπειρο ισοτροπικό αντικείµενο:†  

 
__________ 
†Το γεγονός ότι οι συνιστώσες του τανυστή  είναι οµοιογενείς συναρτήσεις πρώτου-βαθµού 

(πρώτης σειράς) των συντεταγµένων x, y, z, είναι αποδεδειγµένο από φιλονικίες οµοιογένειας 

εφαρµοζόµενες στην εξίσωση (1), όπου το αριστερό µέρος είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των 

δεύτερων παραγώγων των συνιστωσών του διανύσµατος u, και το δεξί µέρος είναι µια οµοιογενής 

συνάρτηση τρίτου βαθµού-σειράς   Αυτό συνεχίζει να ισχύει στην γενική περίπτωση 

ενός αυθαίρετου ισοτροπικού σώµατος.                        

Θεµελιώδεις εξισώσεις §9 
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§9. Στερεά σώµατα σε επαφή (Solid bodies in contact) 

 

    Ας υποθέσουµε ότι δύο στερεά σώµατα βρίσκονται σε επαφή, σε ένα σηµείο το 

οποίο δεν είναι ένα ιδιόµορφο σηµείο σε κάθε µια από τις επιφάνειες. Η (Fig. 1a) 

δείχνει µια διατοµή των δύο επιφανειών κοντά στο σηµείο επαφής 0. Οι επιφάνειες 

έχουν ένα κοινό εφαπτόµενο επίπεδο στο 0, το οποίο λαµβάνουµε ως επίπεδο- xy. 

Θεωρούµε την θετική κατεύθυνση-z πως βρίσκεται µέσα οποιοδήποτε από τα δύο 

σώµατα (δηλ. σε αντίθετες κατευθύνσεις για τα δύο σώµατα) και ορίζουµε τις 

αντίστοιχες συντεταγµένες ως z και   

     Κοντά σε ένα σηµείο κανονικής επαφής µε το επίπεδο- xy, η εξίσωση της 

επιφάνειας µπορεί να γραφτεί 

 

                                                                                                 (9.1) 

                                                                      

όπου η άθροιση είναι κατανοητή για τις τιµές 1,2 των επαναλαµβανόµενων 

παραγώγων α, β,    και  ο    ……είναι συµµετρικός τανυστής της 

δεύτερης σειράς, ο οποίος χαρακτηρίζει την καµπύλωση της επιφάνειας: οι κύριες 

αξίες του τανυστή  είναι  και   όπου   και   είναι οι κύριες ακτίνες 

της καµπύλωσης της επιφάνειας στο σηµείο επαφής. Μια παρόµοια σχέση για την 

επιφάνεια του άλλου σώµατος κοντά στο σηµείο επαφής µπορεί να γραφτεί.   

                                                                       

                                                                                     (9.2) 

 

   Ας υποθέσουµε τώρα, ότι τα δύο αυτά σώµατα πιέζονται µεταξύ τους από 

ασκούµενες δυνάµεις, και φτάνουν σε µια µικρή απόσταση h.† Τότε µια 

παραµόρφωση προκύπτει κοντά στο αρχικό σηµείο επαφής, και τα δύο σώµατα 

βρίσκονται σε επαφή σε ένα µικρό αλλά υπολογίσιµο µέρος των επιφανειών τους. 

και είναι οι συνιστώσες (κατά µήκος του άξονα z και  αντίστοιχα) των 

αντίστοιχων διανυσµάτων µετατόπισης για σηµεία στις επιφάνειες των δύο σωµάτων. 

Οι διακεκοµµένες γραµµές στην Fig. 1b µας δείχνουν τις επιφάνειες, όπως θα ήταν 

υπό την απουσία οποιασδήποτε παραµόρφωσης, ενώ οι µη διακεκοµµένες γραµµές 

µας δείχνουν τις επιφάνειες των παραµορφωµένων σωµάτων; Τα γράµµατα z και  

υποδηλώνουν τις αποστάσεις µεταξύ των εξισώσεων (9.1) και (9.2). Φαίνεται αµέσως 

από την εικόνα πως η εξίσωση   

 

 
                 ή 

                                                    (9.3)                                   

                      

                                 

 

υπάρχει παντού στην περιοχή επαφής. Σε σηµεία έξω από την περιοχή επαφής έχουµε 

 

 
 

 

 

 

__________ 
†Αυτό το πρόβληµα επαφής στην θεωρία ελαστικότητας λύθηκε πρώτα από τον  
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    Επιλέγουµε τους άξονες x και y ως κύριους άξονες του τανυστή  

Ορίζοντας τις κύριες αξίες αυτού µε A και B, µπορούµε να ξαναγράψουµε την 

εξίσωση (9.3) ως 

     

                                                           

                                                    (9.4) 

 

   Οι ποσότητες A και B σχετίζονται µε την ακτίνες (radii) της καµπυλότητας  

και , µε µια φόρµουλα η οποία θα δοθεί χωρίς απόδειξη   

        

 
 

όπου Φ είναι η γωνία µεταξύ των κανονικών τµηµάτων των οποίων η ακτίνες 

καµπυλότητας είναι και . Η ακτίνες καµπυλότητας θεωρούνται  θετικές αν το 

κέντρο καµπυλότητας βρίσκεται µέσα στο ενδιαφερόµενο σώµα, και αρνητικές για 

την αντίθετη περίπτωση 

    Ορίζουµε από την πίεση µεταξύ των δύο παραµορφωµένων σωµάτων σε 

σηµεία εντός του πεδίου επαφής; φυσικά έξω από το πεδίο επαφής  Για να 

καθορίσουµε την σχέση µεταξύ  και των διανυσµάτων , µπορούµε µε 

αρκετή ακρίβεια να θεωρήσουµε τις επιφάνειες ως επίπεδες-σκέτες (plane) και να 

χρησιµοποιήσουµε την φόρµουλα που βρήκαµε στην §8. Σύµφωνα µε την τρίτη 

φόρµουλα (8.19) and (8.14), η µετατόπιση  υπό την δράση φυσιολογικών 

δυνάµεων     

 µας δίνεται από 
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                                                    (9.5) 

 

όπου    and  είναι ο λόγος Poisson και το µέτρο ελαστικότητας Young των 

δύο σωµάτων. Εφόσον     

    Έξω από την περιοχή επαφής, η ενοποίηση επεκτείνεται µόνο σε αυτήν την 

περιοχή. Να σηµειώσουµε ότι, από αυτήν την φόρµουλα, αναλογία είναι 

σταθερή:     

                                                        

                                                              (9.6) 

 

    Οι σχέσεις (9.4) και (9.6) µαζί µας δίνουν τις µετατοπίσεις  σε κάθε σηµείο 

του πεδίου επαφής (παρότι (9.5) στην (9.6), φυσικά, σχετίζεται επίσης µε σηµεία έξω 

από το πεδίο επαφής).  

 Αντικαθιστώντας την παράσταση (9.5) στην (9.4), έχουµε 

 

                            

           (9.7)                

 

Αυτή η εξίσωση παραγώγων καθορίζει την διανοµή της πίεσης  για την περιοχή 

της επαφής. Η λύση της µπορεί να βρεθεί σε αναλογία µε τα ακόλουθα αποτελέσµατα 

της θεωρίας της δυναµικής (potential theory). Η ιδέα χρησιµοποίησης αυτής της 

αναλογίας προκύπτει ως εξής: πρώτον, το ολοκλήρωµα στο αριστερό µέρος της 

εξίσωσης (9.7) προέρχεται  από έναν τύπο που συχνά συναντάµε στην θεωρία της 

δυναµικής, όπου τέτοια ολοκληρώµατα µας δίνουν την δυναµική µιας αλλαγής 

διανοµής; δεύτερον, η δυναµική µέσα σε ένα οµοιόµορφα αλλαγµένο ελλειψοειδές 

είναι µια συνάρτηση δεύτερου βαθµού των συντεταγµένων.  

    Αν το ελλειψοειδές  αλλάξει µεταβληθεί οµοιόµορφα (µε 

µεταβολή πυκνότητας όγκου p), η δυναµική στο ελλειψοειδές µας δίνεται από   

 

   
 

Στην περιοριστική περίπτωση ενός ελλειψοειδούς το οποίο κατά πολύ πάρει επίπεδο 

σχήµα στην κατεύθυνση-z , έχουµε  

 
 

Περνώντας στο όριο πρέπει, φυσικά, να βάλουµε z=0 για σηµεία εντός του 

ελλειψοειδούς. Η δυναµική Φ(x, y, z) , µπορεί επίσης να γραφτεί ως  



36 

 

 
 

όπου η ολοκλήρωση είναι προς τον όγκο του ελλειψοειδούς. Περνώντας στο όριο 

, πρέπει να βάλουµε  στην ρίζα; ολοκληρώνοντας προς  µεταξύ 

των ορίων 

 

 
 

έχουµε 

 
 

όπου 

 
 

και το ολοκλήρωµα είναι για την περιοχή εντός του ελλειψοειδούς 

 

 
 

Εξισώνοντας τις δύο παραστάσεις για Φ(x, y), αποκοµίζουµε την ταυτότητα 

 

 

 
    Συγκρίνοντας αυτήν την σχέση µε την εξίσωση (9.7), βλέπουµε ότι τα δεξιά τους 

µέρη είναι συναρτήσεις δευτέρου βαθµού των x and y της ίδιας µορφής, και τα 

αριστερά τους µέρη είναι ολοκληρώµατα της ίδιας µορφής. Εποµένως καταλήγουµε 

στο συµπέρασµα ότι η περιοχή-πεδίο επαφής (το πεδίο επαφής στην (9.7)) 

περιορίζεται από µια έλλειψη της µορφής     

 
 

και ότι η συνάρτηση  πρέπει να είναι της µορφής  

 
    Παίρνοντας την σταθερή (constant) έτσι ώστε το ολοκλήρωµα στην 

περιοχή επαφής να είναι ίσο µε την καθορισµένη συνολική δύναµη F η φέρνει τα δύο 

σώµατα κοντά, αποκοµίζουµε    

                                                 

                                                         (9.10)                                     

 

    Αυτή η φόρµουλα µας δίνει την διανοµή πίεσης για την επιφάνεια της περιοχής 

επαφής. Να σηµειώσουµε ότι η πίεση στο κέντρο αυτής της περιοχής είναι 3/2 φορές 

η µέση πίεση       
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    Αντικαθιστώντας την (9.10) στην εξίσωση (9.7) και αντικαθιστώντας το 

ολοκλήρωµα που έχουµε ως αποτέλεσµα µε την (9.8) έχουµε  

 

                     

             
where 

                                                       
 

    Αυτή η εξίσωση πρέπει να παραµείνει ίδια για όλες τις τιµές των x και y µέσα στο 

ελλειψοειδές (9.9); οι συντελεστές των x και y και οι ελεύθεροι όροι πρέπει γι’ αυτό 

να είναι ίσοι για κάθε αντίστοιχη πλευρά. Οπότε βρίσκουµε 

 

                                             

                                                         (9.11) 

 

                                       

                                                         (9.12) 

 

Οι εξισώσεις (9.12) καθορίζουν τους ηµι-άξονες α and b της περιοχής επαφής από 

την δύναµη F (A και B είναι γνωστά ως συγκεκριµένα σώµατα). Η σχέση (9.11) τότε 

µας δίνει την απόσταση προσέγγισης h σαν µια συνάρτηση της δύναµης F. Το δεξί 

µέρος αυτών των εξισώσεων περιέχει ελλειπτικά ολοκληρώµατα.      

    Οπότε το πρόβληµα των σωµάτων σε επαφή µπορεί να θεωρηθεί ως λυµένο. Η 

µορφή των επιφανειών (δηλ. οι µετατοπίσεις  )  έξω από την περιοχή επαφής 

καθορίζεται από την ίδια φόρµουλα (9.5) και (9.10); οι τιµές των ολοκληρωµάτων 

µπορούν να βρεθούν αµέσως από την αναλογία µε την δυναµική έξω από ένα 

αλλαγµένο ελλειψοειδές. Τέλος, η φόρµουλες της §8 µας επιτρέπουν επίσης, να 

υπολογίσουµε την παραµόρφωση σε διάφορα σηµεία των σωµάτων (αλλά φυσικά, 

µόνο για αποστάσεις µικρές σχετικά µε τις διαστάσεις των σωµάτων).      

   Ας εφαρµόσουµε αυτές τις φόρµουλες στην περίπτωση επαφής ανάµεσα σε δύο 

σφαίρες µε ακτίνες R and   Εδώ A=B=1/2R  Είναι ξεκάθαρο από την 

συµµετρία ότι α=b, δηλ. το πεδίο επαφής είναι ένας κύκλος. Από την (9.12) 

βρίσκουµε ότι η ακτίνα α αυτού του κύκλου είναι  

 

 

                                                      

                                                 (9.13) 
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το h σ’ αυτήν την περίπτωση είναι διαφορετικό µεταξύ του αθροίσµατος   και 

της απόστασης µεταξύ των κέντρων των σφαιρών. Από (9.10) αποκοµίζουµε την 

παρακάτω σχέση µεταξύ F και h: 

 

                                                     

                                                                             (9.14) 

   Να σηµειώσουµε ότι h είναι ανάλογο του  ; αντίστροφα, η δύναµη F ποικίλει 

σαν . Μπορούµε να γράψουµε επίσης την δυναµική ενέργεια U των σφαιρών που 

βρίσκονται σε επαφή. Αφού   έχουµε    

                                                          

                                                                                       (9.15) 

    Τέλος, να αναφέρουµε ότι µια σχέση της µορφής  ή  

, δεν ισχύει µόνο για σφαιρικά αντικείµενα αλλά επίσης και για 

άλλα µετρήσιµα αντικείµενα βρισκόµενα σε επαφή. Αυτό διακρίνεται εύκολα από τις 

οµοιότητες. Αν κάνουµε την αντικατάσταση  

 
 

όπου α είναι µια αυθαίρετη σταθερή, οι εξισώσεις (9.12) παραµένουν απαράλλαχτες. 

Στην εξίσωση (9.11), η δεξιά πλευρά πολλαπλασιάζεται επί α, και έτσι το h πρέπει να 

αντικατασταθεί από αh αν αυτή η εξίσωση πρέπει να παραµείνει απαράλλαχτη. Άρα 

επακόλουθο είναι ότι F πρέπει να είναι ανάλογη του .     
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Υπολογίστε τον χρόνο κατά τον οποίο δύο συγκρουόµενες 

ελαστικές σφαίρες παραµένουν σε επαφή.   
     

ΛΥΣΗ. Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο το κέντρο της µάζας των δύο 

σφαιρών βρίσκεται σε ακινησία, η ενέργεια πριν την σύγκρουση είναι ίση µε την 

κινητική ενέργεια της σχετικής κίνησης /2   όπου  είναι η σχετική ταχύτητα των 

συγκρουόµενων σφαιρών και  η µειωµένη τους µάζα. Κατά τη 

διάρκεια της σύγκρουσης, η συνολική ενέργεια είναι το άθροισµα της κινητικής 

ενέργειας, όπου µπορεί να γραφτεί 1/2  ,  και της δυναµικής ενέργειας (9.15). Από 

τον νόµο διατήρησης της ενέργειας έχουµε   

 
    Η µέγιστη προσέγγιση  των σφαιρών αντιστοιχεί στον χρόνο όταν η σχετική τους 

ταχύτητα h=0, και είναι  

    Ο χρόνος t κατά τον οποίο η σύγκρουση λαµβάνει χώρα (ποικίλει από 0 µέχρι  

και αντίστροφα) είναι 

 
ή 

  
  

   Χρησιµοποιώντας την στατική φόρµουλα που αποκοµίστηκε στο κείµενο επίλυσης 

αυτού του προβλήµατος, έχουµε παραµελήσει ελαστικές ταλαντώσεις των σφαιρών 

που οδηγούν σε σύγκρουση. Αν αναγνωρίσουµε αυτό, η ταχύτητα  πρέπει να είναι 

µικρότερη από την ταχύτητα του ήχου. Στην πράξη πάντως, η εγκυρότητα της 

θεωρίας είναι περιορισµένη λόγω της αυστηρή απαίτησης, ότι οι επακόλουθες 

παραµορφώσεις δεν πρέπει να ξεπεράσουν το όριο ελαστικότητας της ύλης.    

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. Υπολογίστε τις διαστάσεις του πεδίου επαφής και την διανοµή 

πίεσης όταν δυο κύλινδροι πιέζονται µεταξύ τους, (περιστρεφόµενοι στον άξονά 

τους) 

 

ΛΥΣΗ. Σε αυτή την περίπτωση το πεδίο επαφής  είναι µια στενή λωρίδα κατά µήκος 

των κυλίνδρων. Το πλάτος της 2α και η διανοµή πίεσης κατά µήκος µπορεί να βρεθεί 

από τις φόρµουλες στο κείµενο φτάνοντας στο όριο  Η διανοµή πίεσης θα 

είναι της µορφής  όπου x είναι οι συντεταγµένες κατά 

µήκος της λωρίδας; Ισορροπώντας την πίεση για να µας δώσει την δύναµη F ανά 

µονάδα µήκους, αποκοµίζουµε   

 

 
 

Αντικαθιστώντας αυτήν την παράσταση στην (9.7) και ολοκληρώνοντας ως προς 

(9.8),  έχουµε  

 
 



40 

 

Μια από τις ακτίνες καµπυλότητας κυλινδρικής επιφάνειας τείνει προς το άπειρο, και 

η άλλη είναι η ακτίνα του κυλίνδρου; σ’ αυτήν την περίπτωση εποµένως, 

 έχουµε τέλος για το πλάτος του πεδίου επαφής  
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Θεµελιώδεις εξισώσεις §10 

 

§10. Οι ελαστικές ιδιότητες των κρυστάλλων (The elastic properties of crystals) 

 

    Η µεταβολή της ελεύθερης ενέργειας κατά την ισοθερµική συµπίεση ενός 

κρυστάλλου είναι, όπως συµβαίνει µε τα ισοτροπικά σώµατα, µια δευτεροβάθµια 

συνάρτηση του τανυστή παραµόρφωσης. Παρ’ όλα αυτά, σε αντίθεση µε ότι ισχύει 

για τα ισοτροπικά σώµατα, αυτή η συνάρτηση περιέχει παραπάνω από δύο 

συντελεστές. Η γενική µορφή της ελεύθερης ενέργειας ενός παραµορφωµένου 

κρυστάλλου είναι   

                                                                   

                                                                       (10.1) 

 

    όπου είναι ο τανυστής της τέταρτης σειράς, και ονοµάζεται τανυστής µέτρου 

ελαστικότητας (elastic modulus tensor). Εφόσον ο τανυστής παραµόρφωσης έχει 

συµµετρική µορφή, το γινόµενο  δεν αλλάζει όταν τα προσφύµατα i, k, ή  l, m, 

ή  I, l και k, m, εναλλάσσονται. Οπότε παρατηρούµε ότι ο τανυστής µπορεί να 

οριστεί έτσι ώστε να έχει τις ίδιες συµµετρικές ιδιότητες:         

                                                            

                                                   (10.2) 

    Ένας απλός υπολογισµός δείχνει ότι ο αριθµός διαφορετικών συνιστωσών ενός 

τανυστή της τέταρτης σειράς που έχει αυτές τις συµµετρικές ιδιότητες είναι γενικά 

21.† 

     Σύµφωνα µε την παράσταση (10.1) περί της ελεύθερης ενέργειας, ο τανυστής 

τάσης για ένα κρύσταλλο δίνεται σε σχέση µε τον τανυστή παραµόρφωσης από 

                                                            

                                                      (10.3) 

βλ. επίσης την τελευταία υποσηµείωση αυτού του µέρους.  

    Αν ο κρύσταλλος αποκτήσει συµµετρία, θα υπάρξουν σχέσεις µεταξύ των 

διάφορων συνιστωσών του τανυστή έτσι ώστε ο αριθµός ανεξάρτητων 

συνιστωσών να είναι µικρότερος από 21.  

    Θα συζητήσουµε αυτές τις σχέσεις για κάθε πιθανό τύπο µακροσκοπικής 

συµµετρίας κρυστάλλων δηλ. για κάθε µία από τις τάξεις κρυστάλλων, χωρίζοντάς 

τες σε αντίστοιχα συστήµατα κρυστάλλων (βλέπε SP 1, §§130, 131). 

        (1). Τρικλινές σύστηµα (Triclinic system). Η τρικλινής συµµετρία (κατηγορίες  

και ) δεν θέτει περιορισµούς στις συνιστώσες του τανυστή , και το σύστηµα 

συντεταγµένων µπορεί να επιλεχθεί αυθαίρετα σε σχέση µε την συµµετρία. Και τα 21 

στοιχεία ελαστικότητας είναι διαφορετικά του µηδενός και ανεξάρτητα. Πάντως η 

αυθαιρεσία της επιλογής του συστήµατος συντεταγµένων µας επιτρέπει να 

εκµεταλλευτούµε επιπλέον πράγµατα στις συνιστώσες του τανυστή. Αφού η 

αφετηρία του συστήµατος συντεταγµένων που σχετίζεται µε το σώµα ορίζεται από 

τρείς τιµές (γωνία περιστροφής), µπορούν να υπάρξουν τρείς τέτοιες συνθήκες; για 

παράδειγµα, τρείς από τις συνιστώσες µπορούν να ληφθούν ως µηδέν. Μετά οι 

ανεξάρτητες τιµές οι οποίες περιγράφουν τις ελαστικές ιδιότητες του κρυστάλλου θα 

είναι 18 µη-µηδενικά στοιχεία και 3 γωνίες θα ορίζουν την αφετηρία των αξόνων 

στον κρύσταλλο.         

 

 

 

__________ 

† Κάτι άλλο που χρησιµοποιείται για είναι το , µε α και β να παίρνουν τις τιµές από 1 ως 6 σε 

αντιστοιχία µε xx, yy, zz, yz, zx, xy.   
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    (2).Μονοκλινές σύστηµα (Monoclinic system). Ας σκεφτούµε την κατηγορία ; 

παίρνουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε το επίπεδο-xy ως το επίπεδο της 

συµµετρίας. Στην ανάκλαση σ’ αυτό το επίπεδο, οι συντεταγµένες υπερβαίνουν της 

παραµόρφωσης . Οι συνιστώσες ενός τανυστή 

µεταλλάσσονται σαν παράγωγα των αντίστοιχων συντεταγµένων. Γι’ αυτό είναι 

σαφές, ότι στην παραµόρφωση που αναφερθήκαµε, όλες οι συνιστώσες των 

οποίων τα προσφύµατα συµπεριλαµβάνουν το z για ακαθόριστο αριθµό (1 ή 3) θα 

αλλάξουν (sign), ενώ οι άλλες συνιστώσες θα παραµείνουν ίδιες. Από την συµµετρία 

του κρυστάλλου, πάντως, όλες οι τιµές που χαρακτηρίζουν τις ιδιότητές του 

(συµπεριλαµβάνοντας όλες τις συνιστώσες ) πρέπει να παραµείνουν ίδιες στην 

ανάκλαση (reflection) στο επίπεδο της συµµετρίας. Οπότε είναι προφανές ότι, όλες οι 

συνιστώσες µε ακαθόριστο αριθµό προσφυµάτων (suffixes) z πρέπει να είναι µηδέν. 

Σύµφωνα µε αυτό, η γενική παράσταση για την ελαστική ελεύθερη ενέργεια ενός 

κρυστάλλου που ανή κει στο µονοκλινές σύστηµα είναι 

(10.4) 

    Αυτό περιέχει 13 ανεξάρτητους συντελεστές. Μια παρόµοια παράσταση 

αποκοµίζεται για την κατηγορία , καθώς και για την κατηγορία  η οποία 

περιέχει και τα δύο στοιχεία συµµετρίας (  και  ). Στο δοσµένο ερώτηµα, πάντως, 

οι κατευθύνσεις ενός µόνο άξονα συντεταγµένων (του z) είναι αµετάβλητες; αυτές 

του x και y µπορεί να έχουν άναρχες κατευθύνσεις στο κάθετο επίπεδο. Αυτή η 

αυθαιρεσία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την δηµιουργία ενός συντελεστή, π.χ.  ο 

 εξαφανίζεται µε την κατάλληλη επιλογή αξόνων. Ύστερα οι 13 τιµές οι οποίες 

ορίζουν τις ελαστικές ιδιότητες του κρυστάλλου θα είναι 12 µη-µηδενικά στοιχεία και 

µια γωνία που ορίζει την αφετηρία των αξόνων στο επίπεδο-xy.     

 

    (3) Ορθοροµβικό σύστηµα (Orthorhombic system). Σε όλες τις περιπτώσεις αυτού 

του συστήµατος , η επιλογή του συστήµατος συντεταγµένων 

καθορίζεται από την συµµετρία, και η παράσταση που αποκοµίζεται για την ελεύθερη 

είναι η ίδια για κάθε κατηγορία.  

    Ας σκεφτούµε για παράδειγµα, την κατηγορία , παίρνουµε τα τρία επίπεδα 

συµµετρίας ως επίπεδα συντεταγµένων. Ανακλάσεις σε κάθε ένα από αυτά τα 

επίπεδα είναι µεταµορφώσεις κατά τις οποίες µία συντεταγµένη αλλάζει συµβολισµό 

και οι άλλες δύο παραµένουν ίδιες. Είναι εποµένως φανερό ότι οι µόνες µη-µηδενικές 

συνιστώσες  είναι αυτές των οποίων τα προσφύµατα (suffixes) περιέχουν κάθε 

ένα από x, y, z, όµοιες φορές ζυγούς αριθµούς; οι άλλες συνιστώσες θα έπρεπε να 

αλλάξουν σύµβολο στην αντανάκλαση σε κάποιο επίπεδο συµµετρίας. Οπότε η 

γενική παράσταση της ελεύθερης ενέργειας στο ορθοροµβικό σύστηµα είναι     

                    

      (10.5)     

 

Περιέχει εννέα στοιχεία (moduli) ελαστικότητας. 

    4) Τετραγωνικό σύστηµα (Tetragonal system). Ας σκεφτούµε την κατηγορία  ; 

παίρνουµε τον άξονα ως άξονα του x, και ο x και y άξονας είναι κάθετοι σε δύο 

από τα κάθετα επίπεδα συµµετρίας. Οι ανακλάσεις σε αυτά τα δύο επίπεδα 

φανερώνουν µεταµορφώσεις  
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και 

 

 
 

όλες οι συνιστώσες  µε µονό αριθµό προσφυµάτων έτσι εξαλείφονται. Μια 

περιστροφή µιας γωνίας 1/4 στον άξονα είναι η µεταµόρφωση 

  

 
 

Οπότε έχουµε 

 
 

    Οι µεταµορφώσεις που αποµένουν στην κατηγορία  δεν δηµιουργούν 

περεταίρω καταστάσεις. Άρα η ελεύθερη ενέργεια των κρυστάλλων στο τετραγωνικό 

σύστηµα είναι  

                           

                   (10.6)                                           

 

Περιέχε έξι στοιχεία ελαστικότητας. 

    Ένα παρόµοιο αποτέλεσµα αποκοµίζεται για τις άλλες κατηγορίες του 

τετραγωνικού συστήµατος όπου η φυσική επιλογή των αξόνων καθορίζεται από την 

συµµετρία  Στις κατηγορίες  απ’ την άλλη, µόνο η επιλογή 

του άξονα του z είναι µοναδική (κατά µήκος του άξονα  ή  ). Οι απαιτήσεις της 

συµµετρίας τότε επιτρέπουν άλλη µια συνιστώσα  επιπρόσθετη σε 

αυτές που εµφανίζονται στην (10.6). Αυτές οι συνιστώσες µπορεί να δηµιουργούνται 

για να εξαλείφονται αφού επιλέξουµε κατάλληλα τις κατευθύνσεις των x και y 

αξόνων, και ύστερα µειώνονται προς την µορφή (10.6). 

 

    5) Ροµβοεδρικό σύστηµα (Rhombohedral system). Ας µελετήσουµε την κατηγορία 

 παίρνουµε τον άξονα της τρίτης-σειράς ως άξονα z, και τον άξονα y κάθετο σε 

ένα από τα κάθετα επίπεδα συµµετρίας. Για να βρούµε τους περιορισµούς που 

επιβάλλονται στις συνιστώσες του τανυστή  από την παρουσία του άξονα  

µας βολεύει, να δηµιουργήσουµε µια τυπική µεταµόρφωση χρησιµοποιώντας τις 

σύνθετες συντεταγµένες , η συντεταγµένη z παραµένει 

αµετάβλητη. Μεταµορφώνουµε και τον τανυστή  στο νέο σύστηµα 

συντεταγµένων, έτσι ώστε τα προσφύµατά του πάρουν τις τιµές ξ, η, z. Είναι εύκολο 

να διακρίνουµε ότι, σε µια περιστροφή µέσα από  στον άξονα  οι νέες 

συντεταγµένες υπερβαίνουν της µεταµόρφωσης  Από 

την συµµετρία, µόνο αυτές οι συνιστώσες  οι οποίες είναι αµετάβλητες από 

αυτήν την παραµόρφωση είναι διαφορετικές του µηδενός. Αυτές οι συνιστώσες είναι 

αυτές των οποίων τα προσφύµατα περιλαµβάνουν ξ τρείς φορές, ή το η τρείς φορές 

, ή ξ και η τις ίδιες φορές εφόσον  δηλ. 

. Περεταίρω, µια αντανάκλαση στο 

συµµετρικό επίπεδο κάθετο στον άξονα y µας δίνει  την µεταµόρφωση 

,   Εφόσον  γίνεται  σ’ αυτήν την 

παραµόρφωση, αυτές οι δύο συνιστώσες πρέπει να είναι ίσες. Οπότε, οι κρύσταλλοι 

του ροµβοεδρικού συστήµατος έχουν µόνο έξι στοιχεία ελαστικότητας. Για να 

αποκοµίσουµε µια παράσταση για την ελεύθερη ενέργεια, πρέπει να µορφοποιήσουµε  

το άθροισµα   στο οποίο τα προσφύµατα παίρνουν τις τιµές ξ,η,z; εφόσον 
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το F πρέπει να εκφραστεί σε σχέση µε τις συνιστώσες στις συντεταγµένες x,y,z, 

πρέπει εκφράσουµε σε σχέση µε αυτά τις συνιστώσες στις συντεταγµένες ξ,η,z. Αυτό 

γίνεται εύκολα, µεταλλεύοντας το γεγονός ότι οι συνιστώσες του τανυστή  

µεταµορφώνονται σαν παράγωγα-γινόµενα των αντίστοιχων συντεταγµένων. Για 

παράδειγµα, αφού     

 
 

επακολουθεί ότι 

 
 

συνεπώς, η παράσταση για F είναι 

 

     (10.7)       

 

 

    Αυτό περιέχει 6 ανεξάρτητους συντελεστές. Σε ένα όµοιο αποτέλεσµα 

καταλήγουµε για τις κατηγορίες  και  , όπου η επιλογή των αξόνων x και y 

παραµένει αυθαίρετη. Οι απαιτήσεις της συµµετρίας επιτρέπουν επίσης µια µη 

µηδενική τιµή της διαφοράς  Αυτό πάντως, µπορεί να εξαλειφθεί µε µια 

κατάλληλη επιλογή των αξόνων x και y. 

 

    (6) Εξαγωνικό σύστηµα (Hexagonal system). Ας σκεφτούµε την κατηγορία  

παίρνουµε τον άξονα της έκτης-σειράς ως άξονα-z, και πάλι χρησιµοποιούµε τις 

συντεταγµένες  Σε µια περιστροφή µέσω µιας γωνίας 1/3π  

στον άξονα z, οι συντεταγµένες ξ, η υπερβαίνουν της παραµόρφωσης  

 Άρα βλέπουµε ότι µόνο αυτές οι συνιστώσες  είναι µη µηδενικές, οι 

οποίες περιέχουν τον ίδιο αριθµό προσφυµάτων ξ και η. Υπάρχουν 

  Από άλλα στοιχεία συµµετρίας στο εξαγωνικό σύστηµα 

δεν προκύπτουν περεταίρω περιορισµοί. Έτσι υπάρχουν µόνο πέντε συντελεστές 

ελαστικότητας. Η ελεύθερη ενέργεια είναι    

   

 (10.8)                                

 

     Να σηµειωθεί ότι µια παραµόρφωση στο επίπεδο – xy (για το οποίο και 

 είναι διαφορετικά του µηδενός) καθορίζεται από µόνο δύο συντελεστές 

ελαστικότητας, όσο για ένα ισοτροπικό σώµα; οι ελαστικές ιδιότητες ενός 

εξαγωνικού κρυστάλλου είναι ισοτροπικές στο επίπεδο που είναι κάθετο στον άξονα 

έκτης-σειράς. 

    Για αυτό το λόγο δεν είναι σηµαντική η επιλογή της κατεύθυνσης του άξονα σε 

αυτό το επίπεδο και δεν επηρεάζει την µορφή του F. Η παράσταση (10.8) γι’ αυτό 

εφαρµόζεται σε όλες τις κατηγορίες του εξαγωνικού συστήµατος.  

 

   (7) Κυβικό σύστηµα (Cubic system). Παίρνουµε τους άξονες κατά µήκος των τριών 

αξόνων τέταρτης-σειράς(τάξης) του κυβικού συστήµατος. Εφόσον υπάρχει 

τετραγωνική συµµετρία (µε τον άξονα στην κατεύθυνση z), o αριθµός διαφορετικών 

συνιστωσών του τανυστή  περιορίζεται το πολύ µέχρι τα παρακάτω έξι: 

 Μια περιστροφή γύρω από ½π από τους 

άξονες x και y µας δίνει αντίστοιχα τις µεταµορφώσεις και 

Οι συνιστώσες στην λίστα είναι γι’ αυτό ίσες σε διαδοχικά 
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ζευγάρια. Οπότε αποµένουν µόνο τρείς διαφορετικοί συντελεστές ελαστικότητας. Η 

ελεύθερη ενέργεια των κρυστάλλων του κυβικού συστήµατος είναι 

 

      (10.9)                     

   

    Μπορούµε να συνοψίσουµε τον αριθµό των ανεξάρτητων παραµέτρων 

(συντελεστές ελαστικότητας ή γωνίες που ορίζουν την αφετηρία των αξόνων στον 

κρύσταλλο) για τις κατηγορίες των διάφορων συστηµάτων: 

 

Τρικλινικό                                                         21        Ροµβοεδρικό                 7                     

Μονοκλινικό                                                     13        Ροµβοεδρικό (C3u, D3, D3d)      6                          

Ορθοροµβικό                                                     9          Εξαγωνικό                               5                                             

Τετραγωνικό                                   7          Κυβικό                                     3                                              

Τετραγωνικό                         6       

 

    Ο µικρότερος αριθµός µη µηδενικών συντελεστών ο οποίος είναι πιθανός από 

κατάλληλη επιλογή των αξόνων συντεταγµένων είναι ίδιος για όλες τις κατηγορίες σε 

κάθε σύστηµα: 

 

         Τρικλινικό                                               18           Ροµβοεδρικό                          6 

         Μονοκλινικό                                           12           Εξαγωνικό                             5  

         Ορθοροµβικό                                           9             Κυβικό                                  3                      

         Τετραγωνικό                                            6                             

 

    Όλα όσα συζητήθηκαν παραπάνω, σχετίζονται φυσικά, µε µοναδικούς-αδιαίρετους 

κρυστάλλους. Πολυκρυσταλλικά σώµατα των οποίων τα κρυσταλλικά συστατικά 

(κόκκοι) είναι πολύ µικρά µπορούν να θεωρηθούν ως ισοτροπικά σώµατα (αφού 

ασχολούµαστε µε παραµορφώσεις σε περιοχές µεγάλες σχετκά µε τις διαστάσεις των 

κρυσταλλιτών). Όπως κάθε ισοτροπικό σώµα, ένας πολυκρύσταλλος έχει µόνο δύο 

συντελεστές ελαστικότητας. Μπορεί να θεωρηθεί ότι αυτοί οι συντελεστές, µπορούν 

να αποκοµισθούν από αυτούς των ατοµικών κρυσταλλιτών, υπολογίζοντας απλά τον 

µέσο όρο. Αυτό πάντως δεν ισχύει. Αν αποδώσουµε την παραµόρφωση ενός 

πολυκρυστάλλου  σε ένα αποτέλεσµα παραµόρφωσης των συστατικών του, τότε θα 

είναι απαραίτητο να λύσουµε την εξίσωση της ισορροπίας για κάθε κρυσταλίτη 

ξεχωριστά. Γι’ αυτό δεν υπάρχει κάποια γενική σχέση µεταξύ του συντελεστή 

ελαστικότητας ενός πολυκρυστάλλου και αυτού ενός µοναδικού αδιαίρετου 

κρυστάλλου της ίδιας υπόστασης.   

    Τα µέτρα (moduli) ενός ισοτροπικού πολυκρυστάλου, µπορoύν να υπολογιστούν 

µε αρκετή ακρίβεια για έναν ακέραιο κρύσταλλο µόνο όταν οι ελαστικές ιδιότητες 

του ακέραιου κρύσταλου είναι σχεδόν ισοτροπικές.† Με µια πρώτη εκτίµηση, ο 

συντελεστής ελαστικότητας του πολυκρυστάλλου µπορεί απλά να παρθεί σαν ίσος 

του ‘ισοτροπικού τµήµατος’ του συντελεστή του ακέραιου κρύσταλλου. Στην 

παρακάτω προσέγγιση, εµφανίζονται όροι οι οποίοι είναι τετραγωνικοί-(δεύτεροι) 

στο µικρό ‘ανισοτροπικό τµήµα’ αυτών των συντελεστών. Έχει βρεθεί †† πως αυτοί 

οι όροι αντιστάθµισης είναι ανεξάρτητοι του σχήµατος των κρυσταλλιτών και της 

συσχέτισης των προσανατολισµών τους, και µπορούν να υπολογιστούν σε µια γενική 

µορφή.  

__________      
† Στις κυβικές κατηγορίες το T και Td δεν είναι άξονες τέταρτης –τάξης. Το ίδιο αποτέλεσµα πάντως 

αποκοµίζεται σ’ αυτές τις περιπτώσεις λαµβάνοντας υπ’ όψιν τους άξονες τρίτης-τάξης, γύρω από τους 

οποίους οι περιστροφές κάνουν τους άξονες x,y,z να παίρνει ο ένας την θέση του άλλου. 
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    Τέλος, ας µελετήσουµε την θερµική διαστολή των κρυστάλλων. Στα ισοτροπικά 

σώµατα η θερµική διαστολή είναι η ίδια προς κάθε κατεύθυνση, µε τέτοιο τρόπο 

ώστε ο τανυστής παραµόρφωσης στην ελεύθερη θερµική διαστολή είναι (βλ. 

§6  όπου α είναι ο συντελεστής διαστολής. Στους κρυστάλλους 

πάντως έχουµε    

 

                                                               

                                                                (10.10) 

 

    Όπου είναι ένας τανυστής της δεύτερης τάξης-κατηγορίας, συµµετρικός προς 

τα προσφύµατα I και k. Ας υπολογίσουµε των αριθµό των ανεξάρτητων συνιστωσών 

αυτού του τανυστή για τους κρυστάλλους του ποικίλου συστήµατος. Ο πιο απλός 

τρόπος για να το κάνουµε αυτό είναι, να χρησιµοποιήσουµε το αποτέλεσµα του 

αλγεβρικού τανυστή ώστε σε κάθε συµµετρικό τανυστή της δεύτερης τάξης 

αντιστοιχεί ένας ελλειψοειδής τανυσττής§. Επακολουθεί ότι από την συµµετρία ότι, 

για την τρικλινή, µονοκλινή, και ορθοροµβική συµµετρία, ο ελλειψοειδής τανυστής 

έχει τρείς άξονες διαφορετικού µήκους. Για την τετραγωνική, ροµβοεδρική και 

εξαγωνική συµµετρία, απ’ την άλλη, έχουµε ένα ελλειψοειδές περιστροφής (ellipsoid 

of revolution) µε τον άξονα συµµετρίας να βρίσκεται κατά µήκος των αξόνων 

και   αντίστοιχα). Τέλος για την κυβική συµµετρία το ελλειψοειδές 

µετατρέπεται; σε µια σφαίρα. Ένα ελλειψοειδές τριών αξόνων καθορίζεται από τρείς 

τιµές, ένα ελλειψοειδές περιστροφής από δύο, και µια σφαίρα καθορίζεται από µία 

(την ακτίνα). Οπότε, ο αριθµός των ανεξάρτητων συνιστωσών του τανυστή  στους 

κρυστάλλους του ποικίλου συστήµατος είναι ως εξής: τρικλινές, µονοκλινές και 

ορθοροµβικό, 3;  τετραγωνικό, ροµβοεδρικό και εξαγωνικό, 2;  κυβικό, 1. 

    Οι κρύσταλλοι των τριών πρώτων συστηµάτων λέγεται πως είναι διαξονικοί, και 

αυτοί των επόµενων τριών συστηµάτων οµοαξονικοί. Να σηµειώσουµε πως, η 

θερµική διαστολή των κρυστάλλων του κυβικού συστήµατος καθορίζεται από µία 

τιµή µόνο, δηλ. συµπεριφέρονται σαν ισοτροπικά σώµατα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

__________ 
† Για παράδειγµα, µια µέτρηση της ανισοτροπίας των ελαστικών ιδιοτήτων ενός κυβικού κρυστάλλου 

είναι η διαφορά    αν αυτό είναι µηδέν, τότε (10.9) µειώνεται στην παράσταση 

(4.3) για την ελαστική ενέργεια ενός ισοτροπικού σώµατος.  

††  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Υπολογίστε την ελαστική ενέργεια ενός εξαγωνικού κρυστάλλου σε 

σχέση µε τα µέτρα ελαστικότητας  στις συντεταγµένες x, y, z, (ο άξονας χ είναι ο 

άξονας έκτης-σειράς). 

  

    ΛΥΣΗ. Για µια γενική (όχι ορθογώνια) µεταµόρφωση των συντεταγµένων, πρέπει 

να ξεχωρίσουµε τις αντικρουόµενες και συµµεταβλητές (contravariant και covariant) 

συνιστώσες των διανυσµάτων και τανυστών, οι οποίοι-ες έχουν αντίστοιχα 

µεταµορφωθεί σαν συντεταγµένες  και σαν χειριστές διάκρισης . Η κλίµακα 

(10.1) τότε γράφεται ως   

 
    Στην παράσταση (10.8) και (10.9), οι συνιστώσες uik  µεταµορφώνονται σαν 

αντικρουόµενες. Για να αποδείξουµε την σχέση µεταξύ των συνιστωσών  στις 

συντεταγµένες ξ, η, z and x,y, z, πρέπει να αναγνωριστούν ως συµµεταβλητές; Στις 

Καρτεσιανές συντεταγµένες τα δύο σετ είναι φυσικά ίδια. Για την µεταµόρφωση της 

(10.7)    

 
Μεταµορφώνοντας το ως προϊόντα των παραπάνω µας δίνει  

 
Η ελεύθερη ενέργεια (10.8) σε σχέση µε αυτά τα µέτρα (moduli) είναι 

 
 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. Βρείτε τις συνθήκες που απαιτούνται, ώστε η ελαστική ενέργεια 

ενός κυβικού κρυστάλλου να είναι θετική. 

 

   ΛΥΣΗ. Οι πρώτοι δύο όροι στην (10.9) σχηµατίζουν µια τετραγωνική 

(δευτεροβάθµια) µορφή στις τρείς ανεξάρτητες µεταβλητές  Οι 

προϋποθέσεις ώστε αυτό να είναι θετικό είναι, η ορίζουσα των συντελεστών του, 

ένας εκ’ των µειζόνων (µικρών), και να είναι θετικά. Ο τρίτος όρος στην (10.9) 

πρέπει να είναι επίσης θετικός. Αυτές οι συνθήκες µας δίνουν τις ανισότητες        

 
 

όπου  

 

    ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Καθορίστε την εξάρτηση του µέτρου ελαστικότητας Young ενός 

κυβικού κρυστάλλου στην κατεύθυνση µέσα του. 

 

    ΛΥΣΗ. Παίρνουµε τους άξονες συντεταγµένων στις άκρες του κύβου. Κι ας 

αφήσουµε τον άξονα µιας ράβδου που κόβει από τον κρύσταλλο να είναι κατά µήκος 

µιας µονάδας διανύσµατος n. Ο τανυστής τάσης στην τεντωµένη ράβδο πρέπει να 

πληρεί τις παρακάτω συνθήκες  όπου p είναι ελαστική δύναµη σε µονάδα 

επιφάνειας των άκρων της ράβδου (συνθήκη-κατάσταση στις πλευρές της ράβδου); 

(2) για κατεύθυνση  κάθετη στο n,  (συνθήκη στις πλευρές της ράβδου). Ένας 

τέτοιος τανυστής πρέπει να έχει την µορφή . Υπολογίζοντας τις 
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συνιστώσες  διαφοροποιώντας την (10.9),† και συγκρίνοντάς τις µε  

βρίσκουµε ότι οι συνιστώσες του τανυστή παραµόρφωσης είναι 

 
Και όµοια για τις συνιστώσες που αποµένουν. 

    Η σχετική επιµήκυνση για την ράβδο είναι   όπου    µας δίνεται 

από (1.2) και  Για µικρής κλίµακας παραµορφώσεις αυτό µας δίνει 

 Το µέτρο ελαστικότητας Young καθορίζεται καθώς σαν παράγοντας 

αναλογικότητας στην  και µας δίνεται από  

 
    Το E έχει ακραίες τιµές στις κατευθύνσεις των άκρων (οι άξονες x,y,z) και το σώµα 

διαγωνιοποιείται του κύβου. Κατά µήκος των ακρών, 

 
    Η κάθετη-εγκάρσια συµπίεση της ράβδου είναι  όπου 

ενεργεί σαν λόγος Poisson. Σύµφωνα µε τις ανισότητες  που αντλήσαµε 

από το πρόβληµα 2,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

__________  

† Αν το δεν έχει υπολογιστεί ευθέως από  αλλά διαφοροποιώντας µια συγκεκριµένη 

παράσταση για f, τα παράγωγα σε σχέση µε  µας δίνουν διπλάσιες τιµές για . Αυτό 

συµβαίνει επειδή η φόρµουλα  δεν έχει νόηµα µόνο σαν παράσταση του γεγονότος ότι  

  , και στο άθροισµα  οι όροι στα διαφορικά  της κάθε συνιστώσας µε  

του συµµετρικού τανυστή εµφανίζονται δυο φορές.  

 

 

 

 

 

 

 


