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English Summary

This work studies the problem of diffraction tomography. We review the basic issues based on
the classic book of Born-Wolf, chapter 13 which we present in rather free translation. The new
contribution is the geometric proof of the basic tool of Jones lemma as well as the basic estimates
for the wave field and the Radon transform. These are culminated in a Python 3.2.2 code that
checks the agreement of the initial model to the observed, and is iteratvely improved to attain the
real model.



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι μέθοδοι μελέτης της ύλης στις διάφορες μορφές συνίστανται ουσιαστικά στην τομογραφία με τη

χρήση διαφόρων ειδών ακτινοβολίας. ΄Ετσι με τις μεθόδους τομογραφίας (ΤΜ) από τα δεδομένα

απορρόφησης της ακτινοβολίας καταλήγουμε στην ανακατασκευή της σύστασης της ύλης μέσω θεμε-

λιωδών νόμων της οπτικής (κύρια της γεωμετρικής: ’ανίχνευση ακτίνων’). Ωστόσο για ακτινοβολία

μήκους κύματος που επιτρέπει στο δοσμένο υλικό να προκαλεί φαινόμενα περίθλασης. Η μαθηματική

περιγραφή του φαινομένου επιτυγχάνεται μέσω της εξίσωσης Helmholtz ([BW]) στο χωρίο Ω ⊂ R3
:

∆u+ nu = 0

για τη συνάρτηση u : Ω→ R όταν n : Ω→ R είναι ο δείκτης διάθλασης του υλικού που μελετάμε και

΄χουμε υποθέσει συνοριακές συνθήκες Dirichlet . Είναι ενδιαφέρον να εξετάσει κανείς το μέγεθος των

περιοχών δοσμένης απορρόφησης και να προβεί στην απεικονιση τους: η μαθηματική περιγραφή αυτής

της διαδικασίας συνίσταται στην μελέτη των σταθμικών συνόλων της συνάρτησης u. Στην εργασία

[PD1] έχουν αναπτυχθεί οι μέθοδοι που επιτρέπουν την εκτίμηση των σταθμικών συνόλων μέσω

τοπικών μέσων τιμών της συνάρτησης n και των παργάγων της. Εδώ αφου γίνει η αναπαράσταση των

συνόλων αυτών στη γλώσσα Python 3.2.4 στη συνέχεια θα επεκταθούν οι μέθοδοι προκειμένου να

συσχετιθεί η μεταβολή της πυκνότητας με την καμπυλοότητα της επιφάνειας που περιβάλλει το χωρίο

Ω ⊂ R3
σύμφωνα με τις πρόσφατες μεθόδους των ’γεωμετρικών ροών’ που εισάγονται στο [BS] .

Η πτυχιακή περιλαμβάνει μία ελεύθερη μετάφραση του κεφαλαίου 13 απο το κλασικό σύγγραμμα

Born-Wolf, ’Principles of Optics’.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρία σκέδασης

Ο όρος σκέδαση καλυπτει μια ευρεια σειρα των φαινομενων που συνδεονται με την αλληλεπιδραση

κυμα΄των με μόρια και υλικά. Σε αυτο το κεφαλαιο θα περιοριστούμε στις περιπτώσεις που η απόκριση

του μεσου στο προσπιπτον κυμα ειναι γραμμικη και περιγράφεται απο μακροσκοπικές παραμετρους

οπως η διηλεκτρικη σταθερα η, αντιστοιχα, απο το διαθλαστικο δεικτη η τη διηλεκτρικη επιδεκτικότη-

τα. Θα υποθεσουμε επισης οτι η αποκριση ειναι χρονικα-ανεξαρτητη, δηλ. στο μακροσκοπικό επιπεδο

που οι φυσικες ιδιοτητες του μεσου δεν αλλαζουν κατα τη διαρκεια του χρονου. Τοτε καποιος μιλα

για στατικη σκεδαση.

2.1 Στοιχεία της βαθμωτης θεωριας της σκεδασης

2.1.1 Παραγωγη της βασικης ολοκληρωτικης εξισωσης

Εξεταζουμε ενα μονοχρωματικο ηλεκτρομαγνητικό πεδιο με χρονικη εξαρτηση e−iωt (δεν παρουσιά-

ζεται ρητα στην επομενη αναλυση) που προσπιπτει σε ένα γραμμικό, ισοτροπικό, μη μαγνητικό μέσο

που καταλαμβανει μια πεπερασμένη περιοχη Ω ⊂ R3
. Υποθέτοντας οτι δεν υπαρχουν πηγες στο Ω,

το χωρικό τμήμα του μιγαδικού ηλεκτρικου πεδιου ικανοποιεί την ακολουθη εξισωση που προκυπτει

απο την κυματική στην περίπτωση μονοχρωματικου κυματικού πεδίου:

∆E + k2E(x, ω) +∇ (E · ∇ log ε) = 0,

με ε = ω
c
. Σημειώνουμε οτι ο τελευταιος όρος στο αριστερό μέλος συνδεει τις καρτεσιανες συνιστώσες

του ηλεκτρικου πεδιου. Για αυτον το λογο η επεξεργασια της σκεδασης βασισμενη σε αυτην την

εξισωση ειναι μαλλον περιπλοκη. Η εξισωση μπορει να απλοποιηθει εαν υποθεσουμε οτι η διηλεκτρικη

σταθερά, ε μεταβάλλεται αργά στο χώρο και είναι ουσιαστικά σταθερη για αποστασεις μεγαλύτερες

της τάξης του μήκους κύματος λ = 2π
k

= 2πc
ω

. Κάτω απο αυτες τις περιστασεις ο τελευταιος ορος

στην αριστερη πλευρα της μπορει να αγνοηθεί. Ετσι λαμβάνουμε την εξισωση

∆U(x, ω) + k2n2(x, ω)U(x, ω) = 0,

οπου εχουμε χρησιμοποιησει τον τυπο του Maxwell

ε(x, ω) = n2(x, ω)

n(x, ω) είναι ο διαθλαστικός δείκτης του μέσου.
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Σχήμα 2.1: Γενική κατάσταση σκέδασης

Σημειώνουμε οτι στην τελευταία οι καρτεσιανές συνιστώσες του E(x, ω) δεν συνδεεται πλεον και

ως εκ τουτου οι συνέπειες ειναι ευκολοτερες να αναλυθουν. Πραγματικά μπορούμε να πάρουμε μία

καλή ιδέα για γενικη συμπεριφορα του σκεδασθέντος πεδιου απο τη μελετη της συμπεριφορας της

λυσης της εξισωσης (3) για μια σταθερή καρτεσιανη συνιστωσα E(x, ω), που σημειώνεται U(x, ω)
και έτσι λαμβανουμε την επομενη βαθμωτή εξισωση, που θα αποτελέσει αφετηρια για την αναλυση

του σκεδασθεντος πεδιου :

∆U(x, ω) + k2n2(x, ω)U(x, ω) = 0

Αργοτερα θα υπερβουμε την βαθμωτη προσεγγιση και θα συζητησουμε για την σκεδαση στα πλαισια

της πληρους ηλεκτρομαγνητικής θεωριας. Θα ειναι βολικο να ξαναγραφει η τελευταία στη μορφη

∆U(x, ω) + k2U(x, ω)) = −4πF (x, ω)U(x, ω)

οπου

F (x, ω) =
1

4π
k2[n2(x, ω)− 1]

Η συναρτηση F (x, ω) αποκαλειται συνηθως σκεδαζον δυναμικο του μεσου, σε αναλογια με την

ορολογια που χρησιμοποιειται στην κβαντικη θεωρια της σκεδασης δυναμικου, η οποια διεπεται απο

μια εξισωση που ειναι απο μαθηματική αποψη ισοδυναμη με την τελευταία, η χρονικα - ανεξαρτητη

εξισωση του Schrödinger για τα μη σχετικιστικα μορια. Ας εκφρασουμε U(x, ω) ως το αθροισμα

του προσπίπτονοτος κύματος U (i)(x, ω) και του σκεδασθεντος πεδιου U (s)(x, ω), που μπορουν να

θεωρηθουν, οπως οριζεται στην ,

U(x, ω) = U (i)(x, ω) + U (s)(x, ω)

Το προσπιπτον πεδιο ειναι συνηθως ενα επιπεδο κυμα. Ενα τετοιο πεδιο ικανοποιει την εξισωση του

Helmholtz

(∆ + k2)U (i)(x, ω) = 0

σε ολο το διαστημα. Στην αντικατασταση απο την (7) σε (5) και τη χρησιμοποιηση της (8) βλεπουμε

οτι το σκεδασθεν πεδιο ικανοποιει την εξισωση

(∆ + k2)U (s)(x, ω) = −4πF (x, ω)U(x, ω)
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Μερικες απο τις συνεπειες αυτης της διαφορικης εξισωσης μπορουν καλυτερα να μελετηθουν μετα-

τρεποντας τη σε μια ολοκληρωτικη εξισωση, η οποια μπορει να γινει ως εξης: ΄Εστω G(x − x′) η

συναρτηση του Green ρολος του τελεστή Helmholtz, δηλ. μια λυση της εξισωσης

(∆ + k2)G(x− x′, ω) = −4πδ(x− x′)

οπου δ ειναι η τρισδιαστατη συναρτηση δέλτα του Dirac. Ας πολλαπλασιαστουν η (9) με G(x−x′, ω),
(10) με U (s)(x, ω) και αφαιρεστε το αποτελεσμα των εξισωσεων απο καθε αλλη. Αυτο δινει

U (s)(x, ω)∆G(x−x′, ω)−G(x−x′, ω)∆U (s)(x, ω) = 4πF (x, ω)U(x, ω)G(x−x′, ω)−4πU (s)(x, ω)δ(x−x′)

Εναλλάσσουμε x, x′ και υποθεστε οτι η συναρτηση Green ειναι συμμετρικη, δηλ. οτι

G(x, ω) = G(−x, ω)

΄Επειτα ενσωματωνουμε και τις δυο πλευρες της (11) σε σχεση με το x′ σε ολοκληρο τον ογκο

Ω, που τίθενται μέσα σε μια μεγαλη σφαιρα ακτινας Ρ, με επικεντρο την αρχή 0 ∈ R3
περιεχει

τον σκεδαστη στο εσωτερικο του Εαν μετατρεψουμε το ολοκληρωμα ογκου στα αριστερα σε ενα

ολοκληρωμα επιφανειας απο την εφαρμογη του θεωρηματος του Green λαμβανουμε, μετα απο απλούσς

χειρισμους, τον τυπο

U (s)(x, ω) =

∫
Ω

F (x′, ω)U(x′, ω)G(x− x′, ω)−

− 1

4π

∫
∂Ω

[
U (s)(x′, ω)n · ∇G(x− x′, ω)−G(x− x′, ω)n · ∇U (s)(x′, ω)

]
όπου n είναι το κάθετο διάνυσμα στο σύνορο ∂Ω. Το πρώτο ολοκλήρωμα στα δεξιά της (12) λαμβα-

νεται μονο κατα τη διαρκεια της σκεδασης κατα ογκο Ω και οχι πανω απο το συνολο του ογκου Ω της

μεγάλης σφαιρας, επειδη το σκεδάζον δυναμικο F εξαφανιζει ολο το εξωτερικο της Ω οπως προκυ-

πτει απο τον ορισμο της (6). Μεχρι τώρα δεν εχουμε επιλεξει συγκεκριμάνη συνάρτηση Green, δηλ.
καποια συγκεκριμενη λυση της τελευταίας εξίσωσης. Μονο εχουμε υποθεσει οτι ειναι συμμετρική.

Θα κανουμε τωρα την επιλογη

G(x− x′, ω) =
eik|x−x

′|

|x− x′|
που καλείται συναρτηση Green του τελεστή Helmholtz εξωτερικού χώρου. Φαινεται ευλογο οτι αρκετα

μακρια απο τον σκεδαστη, το σκεδασθεν πεδιο U (s)(x, ω) θα συμπεριφερθεί επίσης ως εξερχομενο

σφαιρικο κυμα, οπώς υποθέτουμε. Κατω απο αυτες τις περιστασεις καποιος θα ανεμενε οτι στο οριο

R →∞, το ολοκληρωμα επιφανειας στα δεξια της (12) δεν θα συμβαλει στο συνολικο πεδιο. Ως εκ

τούτου θα παραλειψουμε και την (12) στη συνεχεια μειώνεται σε

U (s)(x, ω) =

∫
Ω

F (x′, ω, ω)U(x′, ω)
eik|x−x

′|

|x− x′|

Υποθέτουμε ότι το προσπιπτον κύμα στο σκεδαστη ειναι ενα μονοχρωματικο επιπεδο κυμα μονα-

διαιου πλατους και συχνοτητας ω, που διαδιδεται στην κατευθυνση που ορίζεται από ένα πραγματικο

μοναδιαίο διάνυσμα s0.

Το χρονικα-ανεξαρτητο μερος του προσπιπτοντος πεδιου τοτε δινεται απο την εκφραση

U (i)(x′, ω) = eiks0·x
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Σχήμα 2.2: Γενική κατάσταση σκέδασης

Και προκυπτει απο την (7) και την (14) οτι

U(x, ω) = eiks0·x +

∫
Ω

F (x′, ω)U(x′, ω)
eik|x−x

′|

|x− x′|

Αυτή ειναι η βασικη εξισωση για τον καθορισμό του συνολικού πεδίου U(x, ω) (προσπιπτον + σκε-

δασθεν) και αποκαλειται ολοκληρωτική εξίσωση της σκεδασης. Πρέπει να σημειωθεί, εντούτοις, ότι

ειναι μονο μια ολοκληρωτικη εξισωση για το συνολικο πεδίο U(x, ω) στα σημεια του εσωτερικου

του σκεδάζοντος όγκου Ω. Μόλις ειναι γνωστη η λυση σε ολο το Ω, η λύση στα εξωτερικα σημεια

του Ω μπορουν να ληφθουν με την αντικατασταση της λυσης στο ¨εσωτερικό’ πρόβλημα μεσα στο

ολοκληρωμα της (16). Αντίθετα από τη διαφορικη εξισωση (9), οποιαδήποτε λύση της ολοκληρωτικη

εξισωση (16) εχει απαραιτητως τη σωστη (εξερχομενη) συμπεριφορα μακρια απο το σκεδαστη, οπως

τωρα θα επαληθευσουμε απο τους αμεσους υπολογισμους.

΄Εστω Q ∈ Ω ένα σημειο στον σκεδάζοντα ογκο Ω και P ένα σημειο μακρια απο αυτόν. επίσης

έστω x′(Q) το διανυσμα θεσης του Q και x = rs, |s|2 = 1 το διανυσμα θεσης του P και έστω το N
να ειναι το ίχνος της καθέτου που φέρεται από το Q στην OP (βλ. το σχεδιο 3). Τοτε προφανώς,

οταν το x ειναι αρκετα μεγαλο

|x− x′| ∼ |x|r − s|x′|
και

eik|x−x
′|

|x− x′|
∼ eikr

r
e−ks0·x

′

Σχετικα με την χρηση της προσεγγισης της (18) στο ολοκληρωμα της (16) βλεπουμε οτι

U(rs, ω) ∼ eiks0·x + U (s)(rs, ω)

οπου

U (s)(rs, ω) = f(s, s0;ω)
eikr

r
Και

f(s, s0;ω) =

∫
Ω

F (x′, ω, ω)U(x′, ω, ω)e−iks·x
′
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Σχήμα 2.3:

Λεπτομερέστερη μαθηματικη αναλυση δειχνει οτι η εκφραση στα δεξια της (19), μαζι με την (20) και

την (21), ειναι η ασυμπτωτικη προσεγγιση του ολικού πεδίου U(x, ω) όταν η ποσότητα kr → ∞ με

την κατευθυνση s δοσμένη.

Η τελευταία σχέση επιβεβαιωνει ότι μακρια απο τον σκεδαστη το σκεδασθεν πεδιο U (s)(x, ω)
συμπεριφερεται ως εξερχομενο σφαιρικο κυμα, οπως αναμενεται. Η συναρτηση f(s, s0, ω) αποκαλειται

πλάτος σκέδασης και παιζει εναν σημαντικο ρολο στη θεωρια της σκέδασης.

2.2 Η προσέγγιση Born

Στις περισσοτερες καταστασεις πρακτικου ενδιαφεροντος δεν ειναι δυνατον να λύσουμε την ολοκληρω-

τική εξίσωση του δυναμικου σκεδασης σε κλειστη μορφή. Κάποιος πρέπει, επομένως, να προσπαθήσει

να τη λύσει με καποια προσεγγιστική τεχνική. Ο πιο συνηθισμενος τροπος που χρησιμοποιειται ειναι

η μέθοδος διαταραξών, στην οποια οι διαδοχικοί οροι στο ανάπτυγμα διαταραχών λαμβανονται απο

την επαναληψη των προηγουμένων, υπό τον όρο οτι το μεσο σκεδάζει μαλλον ασθενώς. Αρχικά θα

συζητησουμε την προσεγγιση της χαμηλότερης - τάξης που έχει πολλές χρήσιμες συνεπειες και που

παρεχει μια γενικη εικονα στα διαφορα χαρακτηριστικα γνωρισματα της σκεδασης. Θα εξετασουμε εν

συντομια τους ανωτερας ταξης ορους. Απο το ανάπτυγμα για το σκεδαζον δυναμικο ειναι σαφες οτι

ενα μεσο θα σκεδασει ασθενώς εάν ο διαθλαστικος δεικτης του διαφερει ελαφρως απο την μονάδα.

Κάτω απο αυτες τις συνθηκες ειναι ευλογο να υποθεσει κανεις οτι μια απο αυτες θα αποκτησει μια

καλη προσεγγιση για τον συνολικο πεδιο U εφοσον ο ορος

U = U (i) + U (s)

σύμφωνα με το ολοκληρωμα στην (16) αντικαθισταται απο U (i)
κατοπιν λαμβανει ως πρώτη προσεγγιση

στη λυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης της σκεδασης, την εκφραση (απο τώρα και στο εξης δεν

επιδεικνυουμε πλέον την εξάρτηση των διαφόρων ποσοτήτων από τη συχνοτητα ω)

U(x) ≈ U1(x) ≡ eiks0·x +

∫
Ω

F (x)eiks0·x
eik|x−x

′|

|x− x′|

Αυτη η προσεγγιστική λύση αναφερεται γενικα ως προσεγγιση του Born η, με μεγαλύτερη ακρίβεια,

πρώτης τάξης προσεγγιση Born (ή η πρώτη προσεγγιση Born). Θα συζητησουμε τώρα μερικες απο

τις συνεπειες της. Συχνά κανομε τις μετρησεις μακριά από τον σκεδαστή. και μπορούμε ευκολα να
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καθορισουμε τη συμπεριφορα του μακρινου πεδιου. Για αυτο το λόγο αντικαθιστούμε για το σφαιρικο

κυμα στην την προσεγγιση και βρισκουμε οτι

U(rs) ∼ eis0·x + f1(s, s0)
eikr

r

ας kr →∞, s δοσμένη , οπου

f1(s, s0) =

∫
Ω

F (x)ei`·x
′
, ` = s− s0

Η εκφραση (24) για το πλατος σκέδασης f1(s, s0) εχει σημαντικες φυσικες επιπτωσεις. Για να το

δουμε αυτο εισαγουμε αρχικα το μετασχηματισμο κατα Fourier του δυναμικου σκέδασης,

F̂ (xi) =

∫
Ω

F (x)eiξ·x

η οποία προφανώς σημαινει οτι

f1(s, s0) = F̂ (k(s− s0), k = |ξ|

εκφραζοντας ενα πολυ βασικο αποτελεσμα. Αυτο σημαινει οτι κατα την ακριβεια της πρώτης - τάξης

προσεγγιση Born, το (γενικα σύνθετο) πλάτος του σκεδασθεντος κυματος (με μεγαλυτερη ακριβεια,

το σκεδαζον πλατος) στην μακρινή ζωνη του σκεδαστή, στην κατευθυνση που καθοριζεται απο το

μοναδιαιο διανυσμα s, εξαρτάται εξ ολοκληρου απο μια και μονο μια συνιστώσα του Fourier του

σκεδάζοντος δυναμικού:

ξ = k(s− s0)

Ο απλός αυτός τύπος εχει την αμεση σχεση με το προβλημα της αντίστροφης σκέδασης, δηλ. το

προβλημα της απόκτησης πληροφοριών για ενα αντικείμενο απο τις μετρησεις του σκεδασθεντος

πεδιου απο αυτο. Αυτος ο τυπος δειχνει οτι εαν ενα επιπεδο κυμα προσπίπτει στο σκεδαστη στην

κατευθυνση s0 και το σκεδασθεν πεδιο μετράται στην κατευθυνση s, μπορει κανεις να καθορισει απο

τη μια μετρηση μια συνιστωσα του δυναμικου σκεδασης Fourier: δηλαδη που επισημαινονται απο το

διανυσμα συχνότητας (διανυσμα στο ξ-διαστημα). Ας εξετάσουμε το συνολο ολων των συνιστωσων

Fourier του δυναμικου σκεδασης που μπορει να συναχθει απο τετοια πειράματα. Αυτο μπορει να

γινει πολυ πιο κομψα με τη βοηθεια της ακολουθης γεωμετρικης κατασκευης: Υποθεστε πρωτα οτι

το αντικειμενο ειναι φωτισμενο στην κατευθυνση s0 και το μιγαδικό πλατος του πεδιου σκεδασης

μετριεται στην μακρινή ζωνη σε ολες τις πιθανες κατευθυνσεις s. Απο αυτες τις μετρησεις μπορει

κανεις να λαβει, συμφωνα με τις προηγούμενες σχέσεις, ολες τις συνιστώσες Fourier F̂ του δυναμικου

σκεδασης F που ορίζονται από τα ξ-διανυσματα των οποίων τα τελικα σημεια βρισκονται σε μια σφαιρα

S2
ακτινας k = w

c
= 2p

λ
με κεντρο το σημειο −ks0, λ που ειναι το μήκος κυματος που συνδεεται με τη

συχνοτητα ω. Θα ονμάζουμε αυτή την σφαιρα ως σφαιρα ανακλασης του Ewald [ δειτε το σχεδιο 4 (α)

], ανάλογα με την αντιστοιχια του ορου που χρησιμοποιειται στη θεωρια της περιθλασης των ακτινων-

X απο κρυστάλλους, οπου το δυναμικο ειναι η περιοδικη συναρτηση της θεσης (που συζητειται εν

συντομια στην 13.1.3).

Εν συνεχεία ας υποθεσουμε οτι το αντικειμενο φωτίζεται από μια διαφορετικη κατεύθυνση πρό-

σπτωσης και το σκεδαζόμενο πεδιο μετράται παλι στην μακρινή ζωνη σε ολες τις πιθανες κατευθυνσεις

s. Απο τετοιες μετρησεις καποιος λαμβανει εκεινες τις συνιστωσες Fourier του δυναμικου σκεδασης
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Σχήμα 2.4: Σφαίρα Ewald

που ορίζονται απο ξ-διανυσματα των οποιων τα τελικα σημεια βρισκονται σε αλλη σφαιρα ανάκλασης

Ewald, S2
[ δειτε το σχεδιο 13.4 (β) ]. Εαν το ενα συνεχιζει αυτην την διαδικασια, για ολες τις

πιθανες κατευθυνσεις της πρόσπτωσης s0, κάποιος μπορει να καθορισει ολα εκεινες τις συνιστωσες

Fourier του δυναμικού σκέδασης που ορίζονται απο ξ- διανύσματα τών οποίων τα τελικα σημεια κα-

λύπτουν την περιοχη που βρίσκεται σε μια αλλη απο τις σφαιρες ανάκλασης του Ewald που συνδεεται

με ολες τις πιθανες κατευθύνσεις της πρόσπτωσης. Αυτη η περιοχή ειναι το εσωτερικο μιας σφαιρας

S2
ακτινας 2k = 2p

λ
, η οποια μπορει να ονομαστει περιορισμενη σφαιρα Ewald. Απο την προηγουμενη

συζητηση καταλήγουμε οτι εάν καποια ηταν για τη μέτρηση του πεδιου σκεδασης στην μακρινή ζώνη

σε ολες τις κατευθύνσεις της πρόσπτωσης και ολες τις πιθανες κατευθυνσεις σκέδασης μπορουμε

να καθορισουμε όλες τις συνιστωσες του Fourier, F̂ του δυναμικου σκεδασης που ορίζονται από τα

ξ-διανυσματα μήκους

|ξ| ≤ 2k =
4π

λ

Τοτε θα μπορουσε κανεις να συνθεσει ολες αυτες τις συνιστωσες Fourier να ορίσουν

FLP (x) =
1

(2π)3

∫
|ξ|≤2k

F̂ (ξ)eiξ·x

που ονομάζεται προσεγγιση κατώτερης στάθμης του δυναμικου σκεδασης. Το σκεδαζον δυναμικο

περιεχει ολα τις συνιστωσες Fourier, που δινονται με τον αντιστροφο της (25), δηλαδη

F (x) =
1

(2π)3

∫
R3

F̂ (ξ)eiξ·x

οπου η ολοκληρωση εκτεινεται σε ολοκληρο το ξ-χώρο. Επειδή η προηγουμενη αναλυση ειναι βα-

σισμενη στην βαθμωτη προσεγγιση που θεωρηθηκε σιωπηρα οτι το σκεδαζον δυναμικο δεν διαφερει

αρκετα σε αποστασεις της ταξης του μηκους κυματος. Κατω απο αυτες τις περιστασεις η προσέγγιση

χαμηλης στάθμης του δυναμικου σκεδασης μπορει να αναμενεται ως μία καλη προσεγγιση στην αλη-

θινο σκεδαζον δυναμικο. Η σημασια της ανισοτητας της (28) γινεται καπως πιο εμφανής εκφράζοντας

την αποψη των χωρικών περιόδων ∆xi του δυναμικου σκεδασης, καθορισμενη απο τους τυπους

∆xi =
2π

|ξi|
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οπου ξi, i = 1, 2, 3 ειναι οι καρτεσιανες συνιστώσες του διανυσματος k. Οσον αφορά τις χωρικες

περιοδους, η ανισοτητα της (28) μπορει να εκφραστει ως

3∑
i=1

1

(∆xi)2
≤ 4

λ2

Η ανισοτητα στη συνεχεια επιφέρει ότι

|∆xi| ≥
λ

2

Αυτη η ανισοτητα δειχνει οτι οι μετρησεις του σκεδασθεντος πεδιου στη μακρινή ζώνη μπορουν στην

καλυτερη περιπτωση να παράσχουν πληροφορίες για τη δομη του σκεδαστη στις λεπτομέρειες της

ταξης του μισού μήκους κύματος. Δεν υπάρχει καμμία απλή ερμηνεία της ανισοτητας (32) για την

τρισδιαστατη περιπτωση αλλα περιμενουμε, χοντρικα ότι η προσέγγιση χαμηλης στάθμης περιεχει

πληροφοριες σχετικές με τις λεπτομερειες του αντικειμένου με όριο της ταξης του μήκους κυματος.

Το θεμα της απόκτησης πληροφορίας σχετικα με λεπτομερειες μικροτερες από το μηκος κυματος,

με μεγαλυτερη ακριβεια, για τις υψηλές χωρικες συνιστωσες συχνοτητας, με ξ-διανυσματα που εχουν

άκρα εξω απο την περιορισμενη σφαιρα του Ewald ( |ξ| > 4p
λ
) και έχει μελετηθει απο πολλους συγγρα-

φείς στα πλαισια της γενικης θεωριας της υπέραναλυσης και προσέγγισης. Η δυνατότητα εξαγωγης

τέτοιων πληροφοριών απο χαμηλης χωρικής συχνότητας δεδομένα ειναι συνεπεια της πολυδιαστατης

μορφης (θεώρημα Plancherel- Polya). Με την μονοδιαστατη μορφη του το θεωρημα βεβαιώνει οτι ο

μετασχηματισμός Fourier F̂ μιας συναρτησης f συμπαγούς φορέα ειναι η οριακη τιμή στον πραγματικό

R ⊂ C μιας ακέραιας αναλυτικης συναρτησης μιας μιγαδικής k ∈ C. Ως εκ τουτου, κατ΄ αρχήν, σαν

συνεπεια απο την εκδοχή τριών διαστασεων αυτου του θεωρήματος, f̂ μπορει αναλυτικα να συνεχιστει

και μετα την περιορισμενη σφαιρα Ewald στο ξ-διαστημα. Ωστοσο, στην πραξη μονο ενα πολυ μικρο

ευρος παρεκτασης ειναι εφικτο λογω των επιπτωσεων του θορυβου και των ασταθειων.

2.2.1 Σκέδαση απο περιοδικά δυναμικά

Θα εξηγήσουμε την προηγουμενη ανάλυση εξεταζοντας σκεδαση απο περιοδικα δυναμικα. Η ασθενης

σκεδαση αντικειμενου που καταλαμβανει μια περιοχη Ω που εχει τη μορφη του ορθογώνιου παραλλη-

λεπίπεδου

|x1| ≤
A1

2
, |x2| ≤

A2

2
, |x3| ≤

A3

2

Υποθετουμε οτι το σκεδαζον δυναμικο F (x) του αντικειμενου ειναι περιοδικο στις τρεις αξονικές

κατευθύνσεις, με περιοδους ∆xi = ai. Μπορουμε επειτα να αναπτύξουμε το δυναμικο σκεδασης σε

τριπλή σειρα Fourier

F (x) =
∑
`∈Z3

g`e
2πQ(`,x), Q(`), x) =

3∑
i=1

`ixi
αi

οταν x ∈ Ω, και 0όταν x ∈ R3 \ Ω όπου ` ∈ Z3
διατρέχουν ολες τις ακεραιες τιμες και g` ειναι

σταθερες. Ο μετασχηματισμος Fourier, οριζεται απο την (25), των δυναμικών (35) δινεται απο την

εκφραση

F̂ (ξ) = A1A2A3π
3
∑
`∈Z3

g`S(`; ξ)
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Σχήμα 2.5: Η συνάρτηση Shannon sinc

με

S(`, ξ) = sinc

[
A1

2

(
2`1

α1

− ξ1

π

)
A1

]
· sinc

[
A2

2

(
2`2

α2

− ξ2

π

)
A2

]
· sinc

[
A3

2

(
2`3

α3

− ξ3

π

)
A3

]
Οπου

sinc(x) =
sin πx

πx

Η συναρτηση sinc παρίσταται γραφικά στο σχήμα 13.5. Βλέπουμε οτι μειωνεται απο την τιμη στο x =
0 στη μηδενικη τιμη x = ±1

2
και τοτε ταλαντώνεται με ταχεια μείωση του πλατους. Ας υποθέσουμε

τώρα οτι οι γραμμικες διαστάσεις του ογκου σκεδασης ειναι μεγαλες σε συγκριση με τις περιοδους

δηλαδη οτι

Ai >> αi

Κάτω απο αυτες τις περιστασεις οι λόγοι
Ai
αi

θα πρεπει να ειναι μεγαλοι σε σχεση με τη μονάδα και,

συνεπώς, λαμβανοντας υπόψη τη συμπεριφορά της συναρτησης sinc η εκφραση S και ως εκ τουτου

επισης ο μετασχηματισμος κατα Fourier του δυναμικου σκεδασης θα εχει τις μη αμελητεες τιμες μονο

οταν

ξi ≈
2π`i
αi

Η τελευταία σχέση (το αναλογο στην κβαντικη μηχανικη εξισωση μεταφορας της ορμής) βεβαιώνι

οτι η ενταση του σκεδασθεντος πεδιου στην μακρινή ζωνη ειναι σημαντική μονο στις κατευθυνσεις

s = (s1, s2, s3)

si − s0i =
`iλ

αi

οπου s0 ειναι το μοναδιαίο διάνυσμα s0 στην κατευθυνση της διάδοσης του προσπίπτοντος επιπέδου

κυματος.

Οι σχέσεις (41) ειναι γενικευσεις των αντιστοιχων τυπων για μονοδιαστατα και δισδιαστατα φράγ-

ματα περιθλασης (μερικες φορες αποκαλουμενα γραμμικά φράγματα και διδιάστατα φράγματα αντιστοι-

χα). Εντούτοις, υπα΄ρχει μια ουσιαστική διαφορά. Ενώ για τα γραμμικά φράγματα οι εξισωσεις έχουν

λυσεις για κατευθυνσεις s της περιθλασης (εκει που ειναι μια τετοια εξισωση για τα γραμμικά και

τετραγωνικά φράγματα), αυτο δεν ειναι ετσι για τα τρισδιαστατα φράγματα (επισης αποκαλουνται

φράγματα χωρου). ΄Ετσι το σύνολο τριών εξισωσεων για μονο δυο ανεξαρτητες συνιστωσες s (ε΄στω
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Σχήμα 2.6: Νόμος Bragg

s1, s2), καθώς οι τρεις συνιστωσες που σχετιζονται με την εξίσωση s2
1 + s2

2 + s2
3 = 1. Ως εκ τουτου

οι τρεις εξισωσεις μπορουν να ικανοποιηθουν μόνο για μερικες συγκεκριμενες τιμές του λ εάν οι αλ-

λες παραμετροι στη δεξια πλευρα καθορισθούν. Αυτο υπονοει οτι ενώ τα γραμμικά φράγματα και τα

τατραγωνικά φράγματα παράγουν ενα συνεχές φάσμα με το προσπιπτον φως που περιεχει ενα ευρος

των μηκων κυματος, τα φράγματα χωρου ειναι επιλεκτικά: με καθε μεγιστο εντασης, που ορίζεται

απο τριάδα ακεραίων αριθμών ` = (`1, `2, `3) ∈ Z3
, υπάρχει ενα χαρακτηριστικο μηκος κυματος που

συνδεονται.

Μεχρι τωρα εχουμε συζητησει τις θεσεις των μεγιστων των εντασεων του σκεδασθεντος πεδιου

στη μακρινή ζωνη. Οι πραγματικές τιμες των μεγίστων, τα οποια ειναι αναλογα του τετραγώνου

του συντελεστή του σκεδασθέντος πεδιου, ειναι συμφωνα με την (23) και την (26) αναλογα προς∣∣∣F̂ (k(s− s0)
∣∣∣2. Ως εκ τούτου εάν οι συντελεστές Fourier, g` του σκεδάζοντος δυναμικού ειναι

γνωστοι, τα μεγιστα όρια έντασης μπορούν να υπολογισθούν.

Λόγω της στενης αναλογιας μεταξυ της σκεδασης σε ενα περιοδικο δυναμικο και της περιθλασης

του φωτος απο ενα φράγμα συνηθως μιλάμε σε τετοιες καταστασεις για περίθλασης παρα για σκέδαση.

Τα αποτελεσματα που μολις επιτυχαμε εχουν στενη σχεση στην τεχνικη προσδιορισμου των δομων

των στερεων απο τα πειραματα περιθλασης των ακτινων-Χ. Τα περισσοτερα στερεα αποτελουνται απο

μια περιοδικη τοποθέτηση των ατομων στα κρυσταλλικά πλεγματα, η περιοδική δομή καλειται μοναδιαια

κυψελίδα. Η απόσταση των γειτονικων ατομων ειναι συνηθως της ταξης μιας μοναδας Angstrom (Α).

Αυτο ειναι το μεγεθος των μηκων κυματος των ακτινων Χ που ειναι χαρακτηριστικα μεταξυ περιπου 0,1

Α και 10 Α. Το 1912 Max von Laue προέβλεψε, πριν απο την καθιέρωση των θεωριών της ατομικη δομη

της ύλης και της φυση του κύματος των ακτίνων-X , οτι ενα στερεό προξενεί περιθλαση ακτίνων X με

παρόμοιο τροπο οπως ενα φράγμα θα προκαλεί περιθλαση του φωτός. Αυτη η προβλεψη επιβεβαιωθηκε

συντομα απο το πειραμα και αυτες οι πρόωρες έρευνες ηταν η προελευση μιας ιδιαιτερα επιτυχους

και σημαντικης τεχνικης για τη μελετη της δομη του θεματος, Για να δειξει πως οι βασικοι νομοι

της θεωριας της περιθλασης των ακτινων X προκυπτουν απο τη θεωρια του δυναμικου σκεδασης θα

περιοριστουμε στην απλουστερη περιπτωση των ορθορομβικών κρυστάλλων. Σε ενα τετοιο κρυσταλλο

η μοναδιαια κυψελίδα ειναι ορθογωνιο παραλληλεπιπεδο. Παίρνουμε τους συντεταγμένους αξονες κατα

μηκος των ακμών της μοναδιαίας κυψέλης και τις συμβολίζουμε με αi, i = 1, 2, 3 τα μήκη τους. Ακομα

συμβολίζουμε με A1, A2, A3 τα μηκη των πλευρών του κρυσταλλου και υποθετουμε οτι Ai > αi.
Προφανώς η κατασταση ειναι εντελώς αναλογη με αυτο που εχουμε αντιμετωπίσει κατά την εξεταση

της σκεδασης απο ένα περιοδικο δυναμικό. Η μονη διαφορά ειναι ότι στην παρουσα περιπτωση τα
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μηκη κυματος της ακτινοβολιας (ακτινες Χ) ειναι της τάξης των παραμετρων πλεγματος ai, i = 1, 2, 3
ενω στην προηγουμενη περιπτωση (με το φως παρα τις ακτινες Χ) τα μηκη κυματος ειναι γενικα

πολυ μεγαλυτερα απο τις περιοδους των δυναμικων. Αν και περιοριζουμε τη συζητηση μας στη

περιθλαση από ορθορομβικούς κρυστάλλους - οι τρικλνείς κρυσταλλους μπορούν να αντιμετωπιστουν

κατα παρομοιο τροπο, εάν χρησιμοποιηθει ενα πλαγιο αντί ορθογωνιου συστηματος.

Στα πλαισια της θεωριας της περιθλασης των ακτινων X απο τους κρυστάλλους, ( ειναι γνωστες

ως εξισωσεις του von Laue και ειναι οι βασικες εξισωσεις της θεωριας. Καποιος μπορει ευκολα να

συμπερανει απο αυτες εναν αλλο σημαντικο νομο της θεωριας με τον ακολουθο τροπο: Ας τετραγωνι-

σουμε και τις δυο πλευρες σε καθε μια απο τις τρεις εξισωσεις και τις προσθέσουμε χρησιμοποιώντας

το γεγονος οτι

s2
1 + s2

2 + s2
3 = 1, s2

01 + s2
02 + s2

03 = 1

Επειτα λαμβάνουμε την εξισωση

2 sin

(
θ

2

)
=

λ

D

όπου

D =

(
3∑
i=1

(
`i
αi

)2
)− 1

2

και θ ειναι η γωνια της σκεδασης (περιθλαση), δηλ. η γωνια μεταξυ της κατευθυνσης της σκεδασης

(U (s)
και της κατευθυνσης του προσπιπτοντος (U (i)

), ετσι ώστε

s · s0 = cos θ

Οι ακεραιοι αριθμοι `i, i = 1, 2, 3 εχουν εναν κοινο παραγοντα που ειναι ενας ακεραιος αριθμος, πειτε

έστω κ , και εαν θεσουμε

`i = κ`i

και

D =
d

n
, d =

(
3∑
i=1

(
`i
αi

)2
)− 1

2

(42) γινεται

2d sinψ = κλ

όπου

ψ =
θ

2

Ο τυπος αυτός ειναι ενα αλλο βασικο αποτελεσμα της θεωριας της περιθλασης ακτίνων X απο κρυ-

στάλλους, γνωστός ως νόμος Bragg. ΄Εχει μια απλη γεωμετρικη σημασια που τωρα θα συζητησουμε

εν συντομια. Εστω ένα πλεγματικό επιπεδο π

Q(`, x) = κ

οπου κ ειναι ενας ακεραιος αριθμος. Περιεχει εναν απειρο αριθμο σημειων πλέγματος (γωνιες των

μοναδιαιων κυψελίδωνων). Οι αριθμοι h∗1, h
∗
2, h
∗
3 ειναι γνωστοι ως δεικτες του Miller του πλεγματικού

επιπέδου.
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Στη θεωρια της περιθλασης των ακτινων-X απο τους κρυστάλλους, ο νομος Bragg εκφράζει

την προψποθεση για την εποικοδομητικη συμβολή των ακτινων που απεικονιζεται απο τα διαδοχικα

επιπεδα πλεγματα ετσι ωστε να παραγουν τα μεγιστα εντασης. Για να καταδείξουμε αυτο το γεγονος

ας θεωρησουμε μια παραλληλη ακτινα, προσπιπτουσα στην κατευθυνση s0 και ανακλώμενη στην

κατευθυνση s. Ας ειναι το O1 ενα σημειο του επιπεδου πλεγματος P1 οπου μια προσπιπτουσα ακτινα

ανακλαται και αφηνει το O0 να ειναι το αντιστοιχο σημειο P0 πλέγματος (βλ. το σχεδιο13.6). Η

διαφορα πορειων D μεταξυ των ακτινων που ανακλωνται στο O1, O0 ειναι

D = AO1 +O1B,

οπου το A,B ειναι τα ίχνη των καθέτων που μειωθηκαν απο O0 επανω στις προσπιπτουσες ακτινες και

αντανακλασθηκαν σε O1. Οι ακτινες που αντανακλασθηκαν σε O1, O0 παρεμβαινουν εποικοδομητικα

οταν

kD = 2`π,

` ειναι ενας ακεραιος αριθμος. Αφηνουμε το θ να ειναι, οπως πριν, η γωνια μεταξυ των κατευθυνσεων

των μοναδιαιων διανυσματων s, s0 και αφηνουμε το ψ ειναι η γωνια οπου μια προσπιπτουσα ακτινα

κανει με ενα επιπεδο πλεγμα. Ενα απλο γεωμετρικο επιχειρημα δειχνει πως το ψ = θ
2
και συνεπως,

οπως φαινεται απο την (50) και απο το σχεδιο 13.6,

D = 2d sinψ

οπου το d ειναι η αποσταση μεταξυ των δυο γειτονικων επιπεδων πλεγματων π0, π1. Εξισώνοντας τις

δυο εκφρασεις (51) και (52) βλεπουμε οτι η προψποθεση για εποικοδομητικη συμβολή ειναι

2d sinψ = `λ

που ειναι ακριβώς ο νομος του Bragg (47).

Μπορει κανεις να αναρωτηθει γιατι η πρωτη προσεγγιση του Born περιγραφει τοσο καλα την

κατανομη της εντασης που παραγεται με τη σκεδαση των ακτίνων- X απο τα κρυσταλλους: στην

περιπτωση αυτη το σκεδασθεν πεδιο ειναι ισχυρό σε ορισμενες κατευθυνσεις, σε αντιθεση με την

υποθεση της ασθενούς σκέδασης, που υποθέτει τη χρηση της εν λογω προσεγγισης. Η εξηγηση

βρισκεται στο γεγονος οτι, επειδη απο το ισο διαστημα μεταξυ ορισμενων επιπεδων σε ενα κρυσταλλο

(τα πλεγματικά επιπεδα), παρεμβολες μεταξυ των ακτινων X που ανακλώνται απο αυτα τα επιπεδα,

παρα τη σκεδαση απο τα επιμερους ατομα, διαδραματιζουν ενα σημαντικο ρολο στο σχηματισμο του

παρατηρούμενου πεδίου. Ο Max von Laue ελαβε το βραβειο Nobel το 1914 στη φυσικη για την

ανακαλυψη της περιθλασης των ακτινων X απο τους κρυστάλλους. Το βραβειο Nobel του 1915 στη

φυσικη απονεμηθηκε απο κοινού στον W. H. Bragg και στο γιο του, W. L. Bragg, για τις ερευνες

τους πανω στην αναλυση της κρυσταλλικης δομης απο αυτη την τεχνικη.

Μερικες απο τις έννοιες που εχουμε αντιμετωπίσει στη συνοπτική συζητηση μας για την περι-

θλαση των ακτινων Χ απο τους κρυστάλλους ειναι σημαντική στην ολογραφια, ειδικά σε σχέση με

τα ολογραμματα ογκου. Τετοια ολογράμματα αποτελουνται απο τρισδιαστατα συνολα στρωματων με

την περιοδικη μεταβολή του δεικτη διαθλασης η των συντελεστων απορροφησης. Ο νόμος του Bragg
διαδραματιζει εναν κεντρικο ρολο στη θεωρια τετοιων ολογραμματων. Ειναι επισης σημαντικος στην

οπτικοακουστικη.
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2.2.2 Πολλαπλή σκέδαση

Ας επιστρέψουμε τωρα στη βασικη εξισωση του δυναμικου σκεδασης, παιρνοντας ως προσπιπτον κυμα

ένα επιπεδο κυμα με συχνοτητα ω

U(x) = U (i)(x) +

∫
Ω

U(x′)F (x′)G(x− x′)

όπου

U (i) = eiks0···x

Και

G(x, x′) =
eik|x−x

′|

|x− x′|

Οπως επισημαναμε νωριτερα, εαν η σκεδαση ειναι ασθενής |U (s)| < |U (i)|, θα μπορουσε κανεις να

περιμενει να λαβει μια καλη προσεγγιση στο ολικό πεδιο εαν το U αντικατασταθει απο U (i)
στο

ολοκλήρωμα στο δεξιό μέλος. Αυτο δινει την πρώτης ταξης προσεγγιση του Born.

U1(x) = U (i)(x) +

∫
Ω

G(x− x′)F (x)U1(x′)

Περιμενουμε οτι μια βελτιωμενη προσεγγιση λαμβανεται εαν καποιος αντικαταστησει το U1 αντί του

U στη δεξια πλευρα της ολοκληρωτικης εξισωσης (54). Αυτο οδηγει στην προσέγγιση Born δεύτερης

ταξης U = U2,

U2(x) = U (i)(x) +

∫
Ω

F (x′)G(x− x′)U1(x′)

Καποιος μπορει να συνεχίσει αυτην την διαδικασια με την επομενη αντικατασταση U2 αντί U στο

ολοκληρωμα κ.ο.κ και το ενα λαμβανει την ακολουθια των διαδοχικων προσεγγισεων

U1, . . . , Un

όπου καθε ορος προερχεται απο την προηγουμενη με την βοηθεια της σχεσης επαναληψης

Un+1)(x) = U (i)(x) +

∫
Ω

F (x′)G(x− x′)Un(x′)

Η φυσικη σημασια της ακολουθιας αυ΄της αναδεικνύεται εάν ξαναγραψουμε πρωτα την εκφρας για U2

σε μια πιο σαφη μορφη. Εαν αντικαταστησουμε το U1 και κανουμε μια μικρη αλλαγη στο συμβοσλιμό

βρίσκουμε οτι

U2(x) = U (i)(x) +

∫
Ω

G(x− x′)F (x′)U (i)(x′) +

∫
Ω

∫
Ω

F (x′G(x− x′)F (x′′)G(x− x′′)

Βλεπουμε οτι ο δευτερος ορος στα δεξια ειναι ενα ολοκληρωμα περα απο τον σκεδαζον ογκο Ω και

οτι ο τριτος όρος περιλαμβάνει την ολοκληρωση που αναλαμβανεται δυο φορες ανεξαρτητα απο τον

ογκο. Εαν συνεχισουμε αυτην την διαδικασια προφανως θα διαπιστωσουμε οτι η εκφραση Un για

ταξης n προσεγγιση περιλαμβανει τα ολοκληρωματα που λαμβανονται μια φορα, δυο φορες,..., n φορες
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Σχήμα 2.7: Απλή και διπλή σκέδαση

περα απο τον σκεδαζον ογκο. Οι τυποι γινονται ολο και μεγαλυτεροι χρησιμοποιούμε μία συμβολικη

μορφη. Ειδικοτερα, στην εξισωση (61) ο U2 μπορει να γραφτει οπως

U2 = U (i) + FGU (i) + FGFGU (i)

Και η εκφραση για τον γενικο ορο, Un, μπορει προφανως να γραφει ετσι

Un = U (i) + FGU (i) + · · ·+ FG · · ·FGF︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

U (i)

Η φυσικη σημασια των διαδοχικών ορων εχει ως εξης: Το γινόμενο FU (i)
, μεσα στο ολοκληρωμα

στην (57) και επισης το πρωτο ολοκληρωμα στο δεξιό μέλος της (61) μπορει να θεωρηθει ως η

συνεισφορά της σκέδασης του προσπιπτοντος πεδιου της περιοχης του ογκου γυρω απο το τυχόν

σημειο του σκεδαστη. Θα λειτουργει ως μια αποτελεσματικη πηγή η οποια συμβαλει U (i)(x) =
F (x)G(x−x′) στο πεδιο σε ενα αλλο σημειο, ρ, το οποια μπορει να βρισκεται ειτε στο εσωτερικο ειτε

στο εξωτερικο Ω. Προφανώς η συναρτηση Green G(x− x′) ενεργει ως μεταδότης που μεταφερει τη

συνεισφορά από το σημειο x′ στο σημειο x. Ετσι το ολοκληρωμα περα απο τον ογκο Ω συμβολίζει τη

συνολικη συμβολη απο ολα τα στοιχεια του ογκου απο τον σκεδαστη. Αυτη η διαδικασια ειναι γνωστη

ως απλή σκέδαση και διευκρινιζεται στο σχεδιο 7(α). Εκτος απο την απλή σκεδαση, υπαρχουν επισης

συνεισφορες στο συνολικο πεδιο που προκυπτουν απο αλλες διαδιακσέις σκεδασης. Για παραδειγμα,

η συνεισφορα

F (x′)G(x− x′)U (i)(x)

η οποια φτανει σε ενα αλλο σημειο x′′ θα σκεδαστει το ιδιο απο μονο του, γύρω από το x′ θα οδηγησει

σε αλλη συνεισφορα,

U (i)(x′)F (x′)G(x′ − x′′)F (x′′G(x− x′′)

στο πεδιο σε καθε σημειο x. Ο τελευταιος ορος στα δεξια της συμβολίζει το πεδιο σε ενα σημειο

x, προκυπτει απο αυτη τη διαδικασια, εκφραζει την επιδραση της διπλης σκεδασης. Ειναι διευκρινι-

σμενο στο σχεδιο 13.7 (β) Προφανως καποιος μπορει να ερμηνευσει ολους τους διαδοχικους ορους

με παρομοιο τροπο. Καθε διαδοχικος ορος λαμβανει υποψη μια ακομα συμβολη της στοιχειωδους

διαδικασιας της σκεδασης απο την προηγουμενη. Ο γενικος ορος, FGFG...FGU (i)
που περιεχει

n-γινόμενα FG λεγεται οτι για να αντιπροσωπευθει η επιδραση της πολλαπλης σκεδασης της ταξης n.
Υπο τις καταλληλες προυποθεσεις, η ακολουθια U1, U2, . . . , Un , των διαδοχικων προσεγγισεων μπο-

ρει να αναμενονται για να συγκλινουν στην ακριβη λυση της ολοκληρωτικης εξισωσης της σκεδασης,

αλλα οι προυποθεσεις που το εξασφαλιζουν αυτο ειναι δυσκολο να καθιερωθουν. Εντουτοις, το θεμα
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της συγκλισης ειναι, λιγης πρακτικης συνεπειας επειδη ειναι σπανια η πιθανοτητα να πραγματοποιησει

τους υπολογισμους περα απο την πρωτη - η την δευτερη ταξη προσεγγισης. Ο λογος ειναι σαφης

εαν σημειωνουμε οτι καθε διαδοχικος ορος στην ακολουθια διαταρχών περιλαμβανει τις ολοκληρω-

τικες ποσοτητες περα απο τις υψηλοτερες περιοχες και υψηλοτερης διαστατικοτητας. Ειδικοτερα η

πρωτης ταξης προσεγγιση του Born απαιτει τον υπολογισμό ενός τρισδιαστατου ολοκληρωματος και

η δευτερης ταξης περιλαμβανει τον υπολγοσμό ενός ολοκληρωματος έξι διαστασεων.

Αναπτύγματα διαταραχών αυτό του τυπου που εξετάσαμε εδώ εχουν ερευνηθει στη γενικη θεωρια

των ολοκληρωτικων εξισωσεων, και το ανάπτυγμα ως n → ∞ ειναι γνωστη ως σειρά Liouwille-
Neumann.

2.3 Αρχες της τομογραφιας περιθλασης για την ανα-

κατασκευή του δυναμικου σκέδασης

Σε προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε τη μεθοδο υπολογιστικής τομογραφιας για τον καθορισμό

της δομής τρισδιαστατων αντικειμενων (συχνα τους συντελεστες απορροφησης) απο τις μετρησεις

μεταβολής της ένταση της ακτινοβολιας η οποια περνα μεσω των αντικειμενων σε διαφορετικες κα-

τευθυνσεις. Η μεθοδος ειναι βασισμενη στη γεωμετρικη οπτικη, η οποια ειναι επαρκης για την ανακα-

τασκεή οταν τα μηκη κυματος της ακτινοβολια που υιοθετειται (συνηθως ακτινεσ-Χ) ειναι πολυ μικρά

συγκρινομενα με το μηκος κλιμακας της μεταβολης των φυσικων παραμετρων του αντικειμενου. Εν-

τουτοις, οι ακτινες - Χ δεν ειναι καταλληλες για ορισμενους μαλακους ιστους, επειδη τους διαπερνουν

χωρις οποιαδηποτε σημαντικη αλλαγη. Ενα σημαντικο παραδειγμα οπου η υπολογιστική τομογρα-

φια δεν ειναι αξιοπιστη ειναι στην ανιχνευση ορισμενων καρκινικών ογκων γυναικείου στήθους. Σε

τετοιες περιπτωσεις χρησιμοποιουνται συχνα υπερηχητικά κύματα αντι των ακτίνων- Χ . Εντουτοις,

επειδη τα υπερηχητικα μηκη κυματος, χαρακτηριστικα της ταξης του χιλιοστομετρου (συχνοτητες

της ταξης ενος MHz) ειναι συγκρισιμα με τις διαστασεις των χαρακτηριστικων γνωρισματων του

αντικειμενου που καποιος επιθυμει να εξερευνησει, με σχετικα φτωχη αναλυση λαμβανεται γενικα.

Για να πετυχουμε καλυτερη αναλυση πρεπει να συμπεριλάβουμε την περιθλαση. Αυτο μπορεί να γινει

με τη χρησιμοποιηση μιας διαφορετικης διαδικασια ανακατασκευής, γνωστης ως τομογραφια περιθλά-

σης. Η τομογραφια περιθλασης με υπερηχητικα κυματα καθιστα δυνατο τον καθορισμό οχι μονο της

κατανομής του συντελεστη απορροφησης του αντικειμενου, αλλα και την κατανομή του πραγματικου

διαθλαστικου δεικτη. Εντουτοις, η τομογραφια περιθλασης ειναι υπολογιστικα πιο απαιτητικη απο την

υπολογιστική τομογραφια και ειναι κατα ενα μεγαλο μερος αυτος ο λογος που δεν εχει χρησιμοποιηθει

ευρεως. Θα περιορισουμε τη συζητηση μας για την τομογραφια περιθλασης κυριως στην παραγωγη

ενος κεντρικου θεωρηματος σχετικα με την ανακατασκευή με αυτην την τεχνικη.

2.3.1 Αναπαράσταση σκεδασθεντος πεδιου μέσω γωνιακού φά-

σματος

Το βασικο θεωρημα για την ανακατασκευή τρισδιάστατων αντικείμενων επιτυγχάνεται με την γωνιακή

κατανομή φάσματος του σκεδασθέντος πεδιου. Θα συζητησουμε αρχικά αυτην την αναπαράσταση,

την οποια συναντήσαμε σε μια πιο περιορισμενη μορφη στο πλαίσιο δισδιάστατων προβλημάτων. Θα

βασίσουμε την αναλυση μας στην προσεγγιση Born πρώτης τάξεως για το σκεδασθεν πεδιο. Δινεται
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Σχήμα 2.8: Γωνιακή κατανομή του σκεδασθέντος πεδίου

από τον δευτερο όρο στο δεξιό μέλος της

U
(s)
1 (x) =

∫
Ω

eik|x−x
′|

|x− x′|
eiks0·xF (x′)

Το σφαιρικο κυμα στο ολοκληρωμα αυτό μπορει να αναπαρασταθεί απο την μορφη του H. Weyl:

eik|x−x
′|

|x− x′|
=
ik

2π

∫
R2

eix−x
′·s

s3

όπου

s3 =

{ √
1− s2

1 − s2
2 εάν s2

1 + s2
2 < 1

i
√
s2

1 + s2
2 − 1 εάν s2

1 + s2
2 > 1

Προφανως s1, s2, s3 είναι συνιστωσες ενός μοναδιαίου διανύσματος, αυτό το διανυσμα ειναι πραγματικο

μονο οταν s2
1 + s2

2 < 1. Οταν s2
1 + s2

2 > 1 η τρίτη συνιστωσα του ειναι φανταστικη. Υποθέστε τώρα

ότι ο σκεδαστης τοποθετειται μεσα στην περιοχη 0 < x3 < L3 και R± συμβολίζουν τους ημιχώρους

x3 < 0 και x3 > L3 απο τις δύο πλευρές του σκεδαστή (βλ. το σχεδιο 13.8).

Εαν αντικαθιστήσουμε την τελεαυταί στην αρχική σχέση λαμβάνουμε μετα από απλές αλγεβρικές

πράξεις, συμπεριλαμβανομενης της εναλλαγης τη σειρά ολοκλέρωσης και λαμβάνουμε την επομενη

εκφραση για το σκεδασθεν πεδιο U
(s)
1 (x) που ισχυει στον ημιχώρο R±:

U (s)(x) =

∫
R2

a±(s1, s2; s01, s02)eik(s1x1+s2x2±s3x3)

Εδώ

a±(s1, s2; s01, s02) =
ik

2π

∫
Ω

F (x)e−ik((s1−s01)x′1+(s2−s02)x′2+(±s3−s03)x′3

Ο τυπος αναπαριστά το πεδιο U
(s)
1 σε ολη την έκταση των δυο ημιχώρων ως γραμμικη υπερθεση των

δυο ειδών επιπεδων κυματων. Τα πρωτα ειναι συνήθη ομογενή κύματα, που διαδιδονται μακρυά απο

τον σκεδαστη στην κατευθυνση (s1, s2,±s3), τα τελευταια ειναι αποσβεννύμενα κυματα,το πλατος

τους σβήνει εκθετικα με την x3 (Βλ. σχεδιο 13.9.)

Ο τυπος αυτός αναπαριστά το σκεδασθεν πεδιο στους ημιχώρους R± στη μορφη ενος γωνιακου

φασματος επιπεδων κυματων, τα οποια, εν συντομια, ηδη αντιμετωπισαμε αλλού. Ειναι μια αναπαρα-

σταση τρ΄πων του πεδιου στους δύο ημιχώρους, επειδη καθε ενα απο τα επιπεδα κυματα ικανοποιει την
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Σχήμα 2.9: Γωνιακή κατανομή του σκεδασθέντος πεδίου

ιδια εξισωση οπως το σκεδασθεν πεδιο εξω απο το σκεδασθεν μεσο, δηλαδη την εξισωση Helmholtz.
Μολονότι η αναπαράσταση γωνιακού φάσματος επιφανειακα μοιαζει με την αναπαρασταση του ολο-

κληρωματος Fourier, δεν πρεπει να συγχέονται. Σε ενα ολοκληρωμα Fourier οι τρεις μεταβλητες

s1, s2, s3 ειναι πραγματικες και επιπλεον, δεδομενου οτι U
(s)
1 (x) ειναι μια συναρτηση ενος τρισδια-

στατου διανυσματος x η αναπαρασταση Fourier θα λαμβανόταν περα στον τρισδιαστατο χώρο, και

οχι στις δυο διαστάσεις (επιπεδη) περιοχη, οπως συμβαινει στην αναπαρασταση γωνιακού φασματος.

Σημειωνουμε οτι για τα ομογενή επιπεδα κυματα (με τη s3 πραγματικη), μπορει να εκφραστει στη

μορφη

a±(s1, s2; s01, s02) =
ik

2π
F̂ (k(s1 − s01), k(s2 − s02), k(±s3 − s03))

οπου F̂ ειναι ο μετασχηματισμος Fourier του δυναμικου σκεδασης.

Ο τυπος δειχνει οτι καθε ομογενές κυμα μεταφέρει πληροφοριες για μια και μόνο μια τρισδιαστατη

συνιστώσα Fourier του δυναμικού σκεδασης , δηλαδή αυτη η οποια ονομαζεται απο το διανυσμα

ξ± = (ξ1, ξ2, ξ
±
3 ) όπου

ξ1 = k(s1 − s01), ξ2 = k(s2 − s02), ξ±3 = k(±s3 − s03)

Εντούτοις, η κατασταση ειναι αρκετά διαφορετικη με τα αποσβεννύμενα κύματα, επειδη για τετοια

κυματα η s03 που ειναι καθαρα φανταστικα και ως εκ τουτου δεν ειναι πλεον η συνιστωσα ενός

πραγματικού ξ-διανυσματος που καθορίζει τη Fourier συνιστωσα του δυναμικου. Στη σύγκριση της

(6) με την 13,1 (26) για το πλατος σκέδασης f1(s, s0) βλεπουμε οτι το πλατος καθε ομογενούς

επιπεδου κυματος στη γωνιακη αναπαράσταση φασματος απο το σκεδασθεν πεδιο πολυ απλά αφορα

το πλάτος σύνδεσης, απο τον τυπο

a±(s1, s2; s01, s02) =
ik

2π
f1(s, s0)

οπου το θετικό πρόσημο λαμβανεται οταν s3 και το αρνητικό πρόσημο λαμβανεται όταν s3 < 0.

2.3.2 Το βασικό θεώρημα της τομογραφίας περίθλασης

Σημειώνουμε οτι εαν απαλείψουμε τα φασματικα πλάτη a± απο τα ομοιογενη κυματα μπορούμε να

καθορισουμε τις κατώτερες χωρικες συνιστωσες συχνοτητας |ξ| = k|s − s0| ≤ 2k του δυναμικου

σκεδασης απο τις μετρησεις της μακρινής ζωνης. Εντουτοις, στην πραξη (ειδικα με τα ακουστικα

κυματα), η μακρινή ζώνη ειναι σπάνια εφικτή σε μετρησεις, και καποιος μπορει γενικα να κανει μονο

τις μετρησεις που ειναι κοντα στο σκεδαστη. Τωρα θα δειξουμε οτι οι ιδιες πληροφοριες που μπορουν
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Σχήμα 2.10:

Σχήμα 2.11: Δείκτης διάθλασης τρ΄χας αλόγου

να συναχθουν απο τα στοιχεια της μακρινής ζώνης μπορούν επισης να ληφθούν απο μετρησεις σε δυο

επίπεδα που ειναι σε αυθαιρετες αποστασεις απο τον σκεδαστη, στον ημιχώρο R+ και στον ημιχώρο

R−. Αυτη η δυνατοτητα ειναι στη βάση της τομογραφιας περιθλασης. ΄Εστω x3,− ενα επιπεδο στον

ημιχώροR+ και x3,− να ειναι επιπεδο στο ημιχώρο R−. Σύμφωνα με την (4), το σκεδασθεν πεδιο σε

δυο επιπεδα δινεται απο τα ολοκληρωματα γράφουμε U
(s)
1 (x1, x2, x

±
3 ; s0):

U
(s)
1 (x1, x2, x

±
3 ;±) =

∫
R2

a±(s1, s2; s01, s02)eik(s1x1+s2x2±s3x±3 )

΄Εστω ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier του σκεδασθέντος πεδίου U (s)
σε δυο επιπεδα, ως

προς τις μεταβλητες x1, x2. Τότε μπορούμε να λάβουμε τις ακολουθες εκφρασεις για τα φασματικά

πλατη :

a±(s1, s2; s01, s02) =
1

4π2
k2Û (s)(ks1, ks2;x±3 ; s0)e∓iks3x

±
3
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Σχήμα 2.12:

οπου

Û (s)(ks1, ks2;x±3 ; s0) =

∫
R2

U (s)(x1, x2.x
±
3 ; s0)ei(f1x1+f2x2)

Εχουμε λαβει δυο εκφρασεις για το φασματικο πλατος. Η πρωτη, που δινεται απο την (6), ισχυει μονο

για τα φασματικα πλατη των ομογενών κυμάτων και τους δινει τον τρισδιάστατο μετασχηματισμό

Fourier του δυναμικου σκεδασης. Ο αλλος ισχυει και για τα ομογενη και για τα αποσβεννόμενα

κυματα και εκφραζει τα φασματικα πλατη τους απο την αποψη του δισδιαστατου μετασχηματισμου

Fourier του δυναμικου σκεδασης στα επιπεδα . Εξισώνοντας αυτους τους δυο τυπους, κατω απο αυτη

την υποθεση οτι s2
1 + s2

2 < 1 (ομογενή κύματα) καποιος λαμβανει τη σχεση

F̂ (k(s1 − s01), k(s2 − s02), k(±s3 − s03)) =
ks3

2πi
Û (s)(ks1, ks2;x− 3±; s0)

αν θεσουμε

f = ks1, f2 = ks2, f3 = ks3 =
√
k2 − f 2

1 − f 2
2

και

ξ1 = f1 − ks01, ξ2 = f2 − ks02, ξ±3 = ±f3 − ks03

Η (12) μπορει να εκφραστει στον τυπο

F̂ (ξ1, ξ2, ξ
±
3 ) =

f3

2πi
Û (s)(f1, f2;x±3 ; s0)e∓if3x

±
3

Λαμβάνοντας υποψη την ανισοτητα s2
1 + s2

2 ≤ 1 που ισχύει στα ομογενή κυματα, οπως προκυπτει

απο την (13) οτι

f 2
1 + f 2

2 ≤ k2

και αν χρησιμοποιησουμε επισης την (14) βλεπουμε οτι

|ξ| ≤ 2k

Η σχεση (15), μαζι με την (14), ειναι η μαθηματικη διατυπωση του βασικου θεωρηματος της τομο-

γραφιας περιθλασης λογω του Wolf.
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Σχήμα 2.13:

Βλέπουμε ότι μπορούμε να καθορισουμε τις κατώτερες συχνότητες του χωρικου μετασχηματισμού

Fourier του δυναμικου σκεδασης, για τους οποιους η ανισοτητα ικανοποιειται, απο τις μετρησεις

των σκεδασθεντων πεδιων στα δυο επιπεδα x3 = x+
3 , x3 = x−3 , ενα σε καθε πλευρα του σκεδαστη,

σε αυθαίρετες αποστασεις απο αυτο. Θα διαπιστώσουμε ότι οι συνιστώσες Fourier του δυναμικου

σκεδασης που μπορει να καθοριστει απο αυτην την τεχνικη, που καθορίζεται απο την ανισοτητα (17),

ακριβως εκεινες των οποιων τα αντιπροσωπευτικα ξ-διανυσματα τα οποια εχουν τα τελικα σημεια που

βρισκονται στην περιορισμενη σφαιρα Ewald.

Διαφορες υπολογιστικες τεχνικες ανακατασκευής για την τομογραφια περιθλασης εχουν αναπτυ-

χθει. Ενας απο αυτους ειναι ο φιλτραρισμένος αλγόροθμος οπίσθιας διάδοσης, που οφειλεται στον

Devaney, και μπορει να θεωρηθει ως γενικευση του αλγ΄πριθμου οπίσθιας προβολής της υπολογι-

στικής τομογραφιας . Μια αλλη τεχνικη ανακατασκευής, που χρησιμοποιει την παρεμβολη περιοχών

προσιτών συχνοτήτων συνιστωσων Fourier, αναπτυχθηκε απο τους Pan,Kak.

Η θεωρια της τομογραφίας περιθλασης εξεταστηκε πειραματικά σύντομα αφου διατυπώθηκε και

ειχε εφαρμοστει απο τοτε σε διαφορα πεδία, παραδείγματος χαριν στην οπτικη μικροσκοπία για τον

καθορισμό της μεταβολής του διαθλαστικου δεικτη σε ολα τα αντικειμενα τριων - διαστάσεων και στη

γεωφυσική που χρησιμοποιούνται ακουστικα και ηλεκτρομαγνητικα κυματα στην ερευνα για πετρέλαιο

και αέριο.

Ο βασικος τυπος (15) της τομογραφιας περιθλασης ισχυει μονο μεσα στο πλαισιο της ακριβειας

της προσεγγισης Born . Σε μερικες περιπτωσεις, π.χ. οταν το αντικειμενο ειναι μικρο, ορισμενες

υπολογιστικες δυσκολιες συναντώνται και οταν η σκεδαση ειναι ασθενής. Οταν το αντικειμενο ειναι

μεγαλο κάποιες φορές μπορούμε επισης, να αντιμετωπισουμε προβληματα επειδη η αθροιστικη επιδραση

των μικρων λαθων μπορει να γινει σημαντικη. Σε τετοιες καταστασεις μπορει να ειναι συμφερουσα

η χρηση της πρωτης προσεγγιση Rytov παρα της πρωτης προσεγγιση Born. Θα συζητησουμε εν

συντομια την προσεγγιση Rytov. Ενα παραδειγμα της χρησης της οπτικης τομογραφιας περιθλασης

περιέχεται στα σχήματα 13.11 και 13.12. Οι αριθμοι παρουσιαζουν την αναδημιουργημενη διανομη

των διαθλαστικων δεικτων μεσα στην ενεργο διατομη τμημα μιας ασπρης τριχας αλογου.
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Σχήμα 2.14:

2.4 Το οπτικο θεώρημα της ενεργού διατομής

Μια ποσοτητα που ειναι συχνα ενδιαφερουσα στην ανάλυση των πειραματων σκεδασης δεν ειναι το

ιδιο το σκεδασθεν πεδιο αλλα μαλλον το ποσοστο στο οποιο η ενεργεια σκεδάζεται και απορροφάται

από το αντικειμενο. Υπαρχει μια στενη σχεση μεταξυ του ποσοστου στο οποιο η ενεργεια χανεται

απο το προσπιπτον πεδιο με αυτες τις διαδικασιες και το πλατος του σκεδασθεντος πεδιου στην εμ-

πρόσθια κατευθυνση (προς την κατευθυνση του προσπιπτωντος). Αυτη η σχεση εκφράζεται ποσοτικα

απο το οπτικο θεωρημα της ενεργου διατομης (συχνα αποκαλειται οπτικο θεώρημα) το οποιο θα το

συζητησουμε σε αυτη την ενοτητα. Στην ηλεκτρομαγνητικη θεωρια η βασικη ποσοτητα που συνδεεται

με τη διαδοση της ενεργειας ειναι το διανυσμα Poynting ( της 1.1.4). Παρουσιαζεται στο Παράρτημα

QI οτι η αναλογη ποσοτητα στην βαθμωτή θεωρία των κυματων ειναι το διανυσμα ενεργειακής ροης.

Για ενα πραγματικο μονοχρωματικό πεδιο

W (s) = <
(
U(x)e−iωt

)
η μεση τιμή του διανύσματος ενεργειακης ροης, που λαμβανεται περα απο ενα διαστημα το οποιο ειναι

μακρύτερο σε σχεση με την περιοδο ταλαντώσεων, δινεται απο την εκφραση

F (x) = −2iβ=
(
U∇U

)
οπου β ειναι μια θετικη σταθερα. ΄Εστω ενα επιπεδο μονοχρωματικο κυμα μοναδιαιου πλατους που

προσπιπτει στον σκεδαστη σε κατευθυνση που ορίζεται απο ενα πραγματικο μοναδιαιο διανυσμα s0.

Το χώρικό τμήμα δινεται απο την εκφραση

U (i)(x) = eiks0·x

Οπως και προηγουμένως συμβολίζουμε με U (s)
το σκεδασθεν πεδιο και εάν U είναι το συνολικο πεδιο

τότε

U = U (i) + U (s)

Αντικαθιστώντας λαμβανουμε για το χρονικό μέσο ορο του διανυσματος ενεργειακης ροης την εκ-

φραση

< F > (x) =< F (i) > (x)+ < F (s) > (x)+ < F ′ > (x)

όπου

< F (i) > (x) = −2iβ=(U (i)∇U (i), < F (s) > (x) = −2iβ=(U (s)∇U (s),
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< F ′ > (x) = −2iβ=(U (i)∇U (s) − U (s)∇U (i)

Ας εξετασουμε τωρα την παθητική ροή της ενεργειας μέσα από την επιφάνεια μιας μεγαλης σφαιρας

SR ακτινας R, με κέντρο ενα σημειο O στην περιοχη που καταλαμβανει ο σκεδαστης (σεε Φιγ.13.13).

Δινεται απο την εκφραση

F =

∫
∂Ω

< F > ·n

οπου το n ειναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην ∂Ω. Σε ενας διηλεκτρικό σκεδαστή (δηλ. μη

απορροφητικο μεσο) αυτο το ολοκληρωμα θα ειχε προφανως μηδενικη τιμή καθώς τοτε ουτε παρά-

γεται ούτε καταναλώνεται κατά τη σκεδαση. Εαν, εντουτοις ο σκεδαστης ειναι αγώγιμο μέσο τμήμα

της κυματικής ενέργειας απορροφάται απο αυτο ακο έτσι ο νόμος της διατήρησης της ενέργειας η

εξωτερικη ενεργειακη ροη μεσω της επιφανειας S = ∂Ω ειναι ιση στο μεγεθος με το ποσοστο Fα που

απορροφάται. Ετσι προκύπτει οτι

F = −Fα = F (i) + F (s) + F ′

οπου F (s),F (i),F ′ ειναι τα ολοκληρωματα των ακτινικω΄ν συνιστωσων F ·n που λαμβανεται πέρα απο

την επιφανεια S της σφαιρας. Τώρα εφόσον το προσπιπτον πεδιο ικανοποιεί την εξισωση Helmholtz,
F (i)

όπως μπορει να συναχθει απο τη διαφορικη μορφη του νομου της διάτηρησης της ενέργειας για

τα μονοχρωματικα πεδια στον ελεύθερο χώρο από την εφαρμογη του θεωρηματος Gauss. Αυτό το

αποτέλεσμα μπορεί επίσης να ελεγχθει αμεσα με έναν απλο υπολογισμο. Εϋκολα διαπιστώνουμε με

αντικατάσταση ότι

< F (i) > (x) = −2iβ=
(
ikeik(s0−s)·xs0

)
= 2βks0

Είναι σαφες λόγω συμμετρίας οτι το ολοκληρωμα στα δεξια της (10) εχει μηδενικη τιμή, οπως μπορει

να ελεγχθεί σαφώς με τον υπολογισμό του ολοκληρωματος σε σφαιρικες πολικες συντεταγμενες, με

τον πολικο αξονα κατα μηκος της κατευθυνσης s0. Τοτε

so · n = cos θ, dσ = R2 sin θdθdφ

και έτσι

F (i) = 0

οπως αναμενόταν. Σχετικα με την χρηση αυτου του αποτελεσματος, ανακαλούμε οτι F ′ ειναι το

ολοκληρωμα της επί της S της κάθετσης συνιστώσας προκυπτει οτι

F (s) + Fα = −F ′ = 2iβ

∫
∂Ω

[
U (i)∇U (s) − U (s)∇U (i)

]
· n

Δεδομενου οτι το προσπίπτον πεδιο ειναι επιπεδο κυμα ενώ το σκεδασθεν πεδιο στην μακρινή ζωνη

δινεται απο την

U (s)(rs) = f(s, s0)
eikr

r

οπου f(s, s0) ειναι το πλατος σκέδασης στη συχνοτητα ω, μπορει κανεις να βρει ευκολα οτι στη

μεγαλη σφαιρικη επιφανεια SR ακτινας R (σεε Φιγ. 13.13)

U (i)∇U (s) − U (s)∇U (i) =
ik

R
f(s, s0)e−ikRs·s0+ikR (s+ s0)
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Επειτα αντικαθιστούμε και υπολογίζουμε το προκυπτον ολοκλήρωμα με το λήμμα του D. S. Jones
που το βεβαιωνει αυτο οταν το R→∞, G είναι μία τυχαία ομαλή συνα΄ρτηση του n,

1

R

∫
∂Ω

G(n)e−ikRs0·n ∼ 2πi

k

[
G(s0)e−ikR −G(−s0)eikR

]
Ως εκ τουτου, χρησιμοποιοντας το λημμα προκυπτει οτι∫

∂Ω

(
U (i)∇U (s) − U (s)∇U (i)

)
· n ∼ −4πf(s, s0)

και συνεπως, λαμβανουμε απο την (12) την ακολουθη εκφραση για το άθροισμα

F (s) + Fα = −4πiβ
[
f(s0, s0)− f(s0, s0

]
= 8πiβ=(f(s0, s0)

Η τελευταία σχεση εξασφαλίζει οτι το ποσοστο στο οποιο η ενεργεια αφαιρειται απο το προσπιπτον

επιπεδο κυμα με τις διαδικασιες της σκεδασης και της απορροφησης ειναι ανάλογο προς το φανταστικο

μερος του σκεδαζοντος πλατους για τη σκεδαση στην εμπροσθια κατεύθυνση s = s0, δηλ. το

f(s0, s0), συνήθως αποκαλειται το εμπρόσθιο πλάτος σκέδασης. Το κλάσμα Q του ρυθμού απώλειας

ή διαχυσης της ενεργειας (F (s) + Fα) και του ρυθμού |F (i)| στον οποιο η ενεργεια προσπίπτει στη

μονάδα ενεργού διατομής του σκεδαστη καθετα στην κατευθυνση s0 της διαδοσης του προσπίπτοντος

κυματος αποκαλειται εξαλειψη της ενεργου διατομής του σκεδαζοντος αντικειμενου. Απο (17) και (9)

προκυπτει οτι

Q = Q(s) +Qα =
F (s) + Fα

| < F (i) > |
=

4π

k
=(f(s0, s0))

Αυτος ο τυπος ειναι η μαθηματικη διατυπωση του οπτικου θεωρηματος της ενεργους διατομης (συ-

νηθως αποκαλουμενο οπτικο θεωρημα). Στην περιοχη της κλασσικης οπτικης προερχεται πρώτα απο

τον Van der Hulst. Μπορούμε να καθορισουμε την ενεργό διατομη σκέδασης Q(s)
και την ενεργο

διατομη απορρόφησης Qα του εμποδιου με παρόμοιο τροπο,

Q(s) =
F (s)

| < F (i) > |
, Qα =

Fα

| < F (i) > |

και προφανως Q = Q(s) +Qα. Για ενα μη απορροφητικο εμποδιο Qα = 0 και η εξαλειψη της ενεργού

διατομης ειναι τοτε, ιση με τη ενεργο διατομη σκέδασης. Η ενεργος διατομη σκέδασης Q(s)
μπορει

να εκφραστει σε μια απλη μορφή όσον αφορά την σκέδαση πλάτους f(s, s0). Για να δειτε αυτο ας

εξετασουμε πρώτα το διανυσμα ροης F (s)
του σκεδασθεντος πεδιου στη μακρινή περιοχή. Σχετικα με

την αντικατασταση απο την (13) σε (6β), υπενθυμιζοντας οτι το σημειο του πεδιου ειναι τωρα στη

μακρινή περιοχή σε αποσταση R προς την κατευθυνση ενος μοναδιαιου διανυσματος s, έχουμε

< F (s)(Rs) >∼ 2βk

R2
|f(s, s0)|2s,

καθώς R→∞. Ο ρυθμος με τον οποιο η ενεργεια διασχιζει την μεγαλη σφαιρα Σ στη μακρινή ζωνη

ειναι (να σημειωθει οτι s = n,

F (s) =

∫
∂Ω

< F (s)(rs > ·s = 2βk

∫
∂Ω

|f(s, s0)|2



28 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΩΡ�ΙΑ ΣΚ�ΕΔΑΣΗΣ

οπου dσR = 1
R2dσ ειναι το στοιχειο για τη στερεα γωνια υπο την οποια φαινεται η προελευση απο

το O απο το στοιχειο d και η ολοκληρωση εκτεινεται σε συνολο 4π στερεας γωνιας που παραγεται

απο τις ς κατευθυνσεις. Ανακλώντας οτι συμφωνα με το (9) F (i) = 2βks0 , προκυπτει οτι η σκεδαση

ενεργους διατομης δινεται απο την απλη εκφραση

F (s) :=
F (s)

< F (i) >
=

∫
∂Ω

|f(s, s0)|2

Για προφανείς λογους, η ποσοτητα |f(s, s0)|2, η οποια συχνα συμβολιζεται με dF (s)dσ, αποκαλειται η
διαφορική ενεργος διατομη σκέδασης. Ας εξετασουμε την τιμή της ενεργου διατομης απόσβεσης Fα
για ενα εμποδιο που δεν μεταδιδει αξιολογο ποσοστο του προσπίπτοντος φωτος. Μπορουμε επισης να

υποθεσουμε οτι οι γραμμικες διαστασεις του εμποδιου ειναι μεγαλες σε σχεση με το μηκος κυματος.

Στην περιπτωση αυτη, η θεωρια Huygens-Kirchhoff ισχύει και το κυριο μεσο στην εμπρόσθια σκέδαση

προκυπτει απο την περιθλαση του Fraunhofer. Ας ειναι το S η ’υπο σκια περιοχη’ και S ′ το ανέπαφο

τμημα ενός γραμμικά πολωμένου επιπέδου κύματος που πέφτει στο εμπόδιο και έστω το σκεδασθεν

πεδιο U (s)
, σε ενα σημειο P (x) σε μεγαλη αποσταση απο το εμποδιο. Εαν οι γωνιες προσπτωσης και

σκεδασης ειναι μικρες εχουμε συμφωνα με αρχη της Huygens-Fresnel και την αρχή της Babinet

U (s)(x) =
i

λ

∫
S

eikr

r
dσ

οπου λ = 2π
k

ειναι το μηκος κυματος που συνδεονται με τον αριθμο κυματος k, εαν η γωνια περιθλασης

ειναι μικρη. Δεδομενου οτι η P (x) ειναι πολυ μακρια απο το εμποδιο προς την κατευθυνση της διαδοσης

του προσπιπτοντος κυματος (διευθυνση προς τα εμπρος), r = |x| ειναι δυνατον να ληφθεί σταθερή

και η (23) δινει

U (s)(rs0) =
iD

λ

eikr

r

οπου D ειναι η γεωμετρικη ενεργος διατομη του εμποδιου (η περιοχη S). Ως εκ τουτου και στην

περιπτωση αυτη η εμπρόσθια σκέδαση του πλατους f(s, s0 ειναι ιση με
iD
λ

και η (18) δειχνει ότι η

Q = 2D

Ετσι, η αποσβεση της ενεργους διατομης ενος μεγαλου αδιαφανους εμποδιου ειναι ιση με το διπλασιο

της γεωμετρικης ενεργους διατομης. Το αποτελεσμα αυτο φαινεται καπως παραδοξο εκ πρωτης οψεως,

οπως θα περιμενε κανεις οτι σε ενα μεγαλο εμποδιο η γεωμετρικη οπτικη προσεγγιση θα εφαρμοστει,

και σε αυτη την προσεγγιση η αποσβεση της ενεργους διατομης ειναι ιση με το D. Η εξηγηση αυτης

της εμφανους αντιφασης ειναι οτι δεν εχει σημασια το ποσο μεγαλο μπορει να ειναι το εμποδιο και

δεν εχει σημασια ποσο μακρια απο αυτο,ειναι το θεωρουμενο πεδιο, υπαρχει παντα μια στενη περιοχη

- η γειτονια στην ακρη της γεωμετρικης σκιας - οπου η γεωμετρικη οπτικη προσεγγιση δεν ευσταθει.

Εκτος απο το φως που αποκόπτεται από το εμποδιο (χαθηκε απο αντανακλαση και απορροφηση),

με ενεργο διατομη D, υπαρχει μια προσθετη συμβολη στην αποσβεση, η οποια προκαλείαται απο

τη γειτονια στην ακρη της σκιας και η συνεισφορα αυτη ειναι προφανως επισης ιση με D. Για να

εξακριβωθει η σχεση (25) απο το πειραμα πρεπει κανεις να συλλεξει το φως σε μια αρκετα μεγαλη

εκταση και αρκετα μακρια απο το εμποδιο.

Υπαρχει μια ενδιαφερουσα γενικευση του οπτικου θεωρηματος της ενεργους διατομης (18), το

οποιο τωρα θα συζητησουμε εν συντομια.
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Ας εξετασουμε τωρα δυο μονοχρωματικα πεδια με την ιδια συχνοτητα ω (χρονικός παραγοντας

e−iωt και η εξάρτηση από τη συχνότητα ω εννοειται), U
(i)
1 , U

(i)
2 , προσπιπτον με το σκεδαζον αντικειμενο

και έστω U1, U2 ειναι το ολικά πεδια που παραγουν. Τα πεδια αυτα ανταποκρινονται στη βασικη

εξισωση της σκεδασης, δηλαδη.

∆Uj(r) + k2Uj(r) = −4πFUj

οπου η F αντιπροσωπευει το σκεδαζον δυναμικο. Προκυπτει επίσης οτι

U2∆U1 − U1∆U2 = −8πiU1U2=(F )

Ας ενσωματωσουμε της κάθετες συνιστωσες στη μεγαλη σφαιρα S και εφαρμοσουμε το θεωρημα του

Green για το ολοκληρωμα στα αριστερα. Αυτο δινει τον τυπο∫
∂Ω

[
U2∇U1 − U1∇U2

]
· n = 2iF12

όπου

F12 = −4π

∫
∂Ω

U1U2=(F )

Ας υποθεσουμε οτι τα προσπιπτοντα πεδια U
(i)
1 , U

(i)
2 ειναι επιπεδα κύματα που διαδιδονται σε κατευ-

θυνσεις που οριζονται απο τα πραγματικα μοναδιαια διανυσματα s1, s2 αντιστοιχα. Στη συνεχεια,

σύμφωνα με την τα συνολικα πεδια στη μακρινή ζώνη του σκεδαστη δινονται απο τις εκφρασεις

Uj(Rs) ∼ eikRs·sj + f(s, sj)
eikR

R
, j = 1, 2

Μετά από ε΄να μακρύ αλλά απευθείας υπολογισμό(
U2∇U1 − U1∇U2

)
· n = iks · (s1 + s2)eikRs·(s1−s2)+

+ik(1 + s · s2)f(s, s1)
eikR(1−s·s2)

R
+

+ik(1 + s · s2)f(s, s2)
eikR(1−s·s1)

R
+

2ik

R2
f(s, s2)f(s, s1)

όπου εχουμε χρησιμοποιησει το γεγονος οτι n = s στην στρογγυλή σφαίρα S2
. Θα υπολογίσουμε

ξεχωριστά τα τέσσερα ολοκληρώματα που προκύπτουν. Το πρώτο ολοκλήρωμα είναι μηδέν

ik

∫
∂Ω

s · (s1 + s2)eikRs·(s1−s2) = 0

Αυτό μπορει να ελεγχθει απλα με την εξεταση της περίπτωσης, οταν F = 0, δηλαδη οταν ο σκεδαστης

απουσιάζει. Στην περιπτωση αυτη, η ποσοτητα W12 οριζεται απο την (29) να εχει μηδενικη τιμή και

Uj = eiksj ·x, (j = 1, 2) Με αυτές τις εκφράσεις για την Uj προκύπτει αμέσως. Το δεύτερο και το
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τριτο ολοκληρωμα μπορει να υπολογισεί με το λήμμα του Jones, εκφραζεται στην (15), και καποιος

θα το διαπιστωσει, ανακαλώντας οτι x = Rs,

ik

∫
∂Ω

(1 + s · s1)f(s, s2)
e−ikR(1−s·(s1)

R
= 4πf(s1, s2)

και

ik

∫
∂Ω

(1 + s · s2)f(s, s1)
eikR(1−s·s2)

R
= −4πf(s2, s1)

Το τέταρτο ολοκληρωμα για τη μεγαλη σφαιρα S μπορεί να ξαναγραφεί στη μορφη

2ik

∫
∂Ω

f(s, s2)f(s, s1)

R2
= 2ik

∫
∂Ω

f(s, s1)f(s, s2)

οπου οι ολοκληρωσεις εκτεινονται σε ολοκληρη την 4π στερεα γωνια των κατευθυνσεων που ορίζονται

απο το μοναδιαιο διανυσμα s. Με την αντικατασταση της μακράς εκφρασης (31) στην (28) και

χρησιμοποιώντας τις τιμες των τεσσαρων ολοκληρωματων (32)-(35) εξασφαλιζουμε το σημαντικο

αποτελεσμα οτι

2π
[
f(s2, s1)− f(s1, s2)

]
= ik

∫
∂Ω

f(s, s1)f(s, s2)− iF12

Αυτος ο τυπος ειναι γνωστος ως γενικευμενο οπτικό θεωρημα, επειδη με την επιλογη s2 = s1 = s0

4π=(f(s0, s0) = k

∫
∂Ω

|f(s, s0)|2 −F00

καταλήγει στο οπτικό θεώρημα ενεργο διατομη του θεωρηματος (17), οπως τωρα θα σας δειξουμε.

Τωρα συμφωνα με την (22), το ολοκληρωμα στα δεξια ειναι ισο με την ενεργό διατομη σκέδασης Q(s)

ως εκ τουτου η (37) συνεπαγεται οτι

Q(s) =
4π

k
=(f(s0, s0) +

1

k
F00

Περαιτερω, οπως προκυπτει απο την (28) (απο n = s στη σφαίρα S οτι

1

k
F00 =

1

k
=
(∫

∂Ω

U0∇U0 · s
)

η, χρησιμοποιωντας την (2) και την (9),

1

k
F00 =

1

| < F (i) > |

∫
∂Ω

< F > ·s

Το ολοκληρωμα στα δεξια αντιπροσωπευει το μέσο ρυθμο με τον οποιο η ενεργεια διασχιζει την

μεγαλη σφαιρα S στην εξωτερική κατευθυνση· πρέπει να είναι ίσος σε μεγεθος αλλα με αντίθετο

πρόσημο απο τη τιμη με την οποια η ενεργεια απορροφαται απο το σκεδαζον μεσο. Ετσι

1

k
F00 = −Qα
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οπου Qα η ενεργός διατομή απορροφησης του σκεδαστη. Αν αντικαταστησουμε την (41) στην (38)

και εάν θυμηθούμε οτι Q(s) + Qα τότε ειναι η ενεργός διατομη Q, (38) μειωνει την οπτικη ενεργο

διατομη που δίνεται απο την (18). Ως εκ τουτου η (36) ειναι, πραγματι, μια γενικευση του θεωρηματος

της οπτικης ενεργους διατομης. Επισημαινουμε οτι οταν ο σκεδαστης ειναι μη απορροφητικος, το

φανταστικο μερος της σκεδασης δυναμικου ειναι μηδεν και ειναι, ως εκ τουτου, ο ορος F12 οριζεται

απο την (28). Η γενικευμενη οπτικη του θεωρηματος (36) στη συνεχεια ανάγεται στην

2π (f(s2, s1) = ok

∫
∂Ω

f(s, s1)f(s, s2)

Στην κβαντικη θεωρια του σκεδαζοντος δυναμικου αυτος ο τυπος απ οκαλειται συχνά σχέση μονα-

διακότητας.

2.4.1 Μία σχέση αντριστροφής

Ενα αλλο γενικο αποτελεσμα της θεωριας σκεδασης ειναι το θεωρημα της αμοιβαιοτητας. Μπορει να

προερχεται απο μια παρομοια μαθηματικη επιχειρηματολογία, οπως αυτή της προηγούμενης ενότητας

για το θεωρημα της οπτικης ενεργους διατομης. Ας εξετασουμε και παλι τα δυο πεδια, U
(i)
1 , U

(i)
2 ,

προσπιπτοντα στο σκεδαστη και έστω U1, U2 τα ολικα πεδια (προσπιπτοντα + σκεδαζόμενα). Η

εξίσωση μπορεί να εφαρμοσθεί και, κατα συνεπεια,

U2∆U1 − U1∆U2 = 0

Σχετικα με την ολοκληρωση αυτης της εξισωσης σε ολο το εσωτερικο της μεγάλης σφαιρας S και

χρησιμοποιώντας το θεωρημα Green προκύπτει οτι∫
∂Ω

(U2∇U1 − U1∇U2) · n = 0

οπου το n υποδηλωνει το μοναδαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στην S. ΄Εστω οτι τα προσπιπτοντα

πεδια ειναι επιπεδα κυματα με μοναδιαια πλατη, που διαδίδονται σε κατευθυνσεις που οριζονται απο τα

πραγματικα μοναδιαια διανυσματα s1, s2, δηλαδη

U
(i)
j (x = eiξj ·x, j = 1, 2

Τοτε, τα συνολικα πεδια δινονται απο τις εκφρασεις στην 13.3 (30). Χρησιμοποιωντας αυτες τις

εκφρασεις μπορουμε ευκολα να βρουμε οτι στην S(
U2∇U1 − U1∇U2

)
· n = iks · (s1 − s2)eikRs·(s1−s2)−

−ik(1− s · s2)f(s, s1)
eikR(1−s·s2)

R
+

+ik(1 + s · s2)f(s, s2)
eikR(1−s·s1)

R
+

όπου εχουμε χρησιμοποιησει το γεγονος οτι n = s, x = Rs στην S. Υστερα αντικαθιστούμε τις

παραπάνω στην ολοκληρωτική εξίσωση. Προφανώς θα πρεπει να υπολογίσουμε τρια ολοκληρωματα.

Το πρωτο ολοκληρωμα ειναι πανομοιοτυπο με το ολοκληρωμα που εμφανιζεται στην αριστερη πλευρα
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Σχήμα 2.15:

της 13,3 (32), το s2 αντικαταθισταται απο −s2. Κάνοντας αυτη την αλλαγη στην 13.3 (32), προκυπτει

οτι

ik

∫
∂Ω

s · (s1 − s2)eikRs·(s1+s2) = 0

Τα αλλα δυο ολοκληρωματα μπορουν να αξιολογηθουν απο τη χρηση του λήμματος Jones και μπορει

καποιος να διαπιστωσει οτι

ik

∫
∂Ω

(1− s · s1)f(s, s1)
eikR(1+s·s2

R
= −4πf(−s1, s2)

και

ik

∫
∂Ω

(1− s · s2)f(s, s1)
eikR(1+s·s1

R
= −4πf(−s2, s1)

Ολοκληρώνοντας κατα τη διαρκεια της σφαιρας S και χρησιμοποιώντας το μηδενικό ολοκλήρωμα

βρισκουμε οτι

f(−s1, s2) = f(−s2, s1)

Αν αντικαταστήσουμε το s2,−s2 λαμβάνουμε την την ακολουθη σχέση αμοιβαιότητας:

f(s2, s1) = f(−s1,−s2)

Αυτη η σχεση δειχνει οτι το πλάτος σκεδασης στην κατευθυνση s2, οταν ενα μονοχρωματικο επιπεδο

κυμα μοναδιαίου πλατους προσπίπτει στο σκεδαστη στην κατευθυνση s1, ειναι ίσο με το πλατος σκέ-

δασης στην κατευθυνση bffl“s1 οταν ένα μονοχρωματικο επιπεδο κυμα μοναδιαιου πλατους προσπίπτει

στον σκεδαστη στην κατευθυνση −s2. Το αποτελεσμα αυτο απεικονιζεται στην εικονα 13.15.

2.5 Η σειρά Rytov

Αντι να αναπαραστήσουμε την επιλυση της βασικης ολοκληρωτικης εξισωσης της σκεδασης ως μια

σειρα διαταραχων που συζητήθηκαν εν συντομια στην παραγράφο 4 μπορει να χρησιμοποιήσουμε

ένα διαφορετικό ανάτυγμα κατά Rytov. Το ανάπτυγμα Rytov χρησιμοποιειται συχνα σε προβληματα

διαδοσης κυματων σε τυχαια μεσα και στην τομογραφια περιθλασης. Σε αυτη την ενοτητα θα δωσουμε

μια συντομη περιγραφή αυτης της εναλλακτικης μεθοδου. Εμεις παλι θα ξεκινησουμε με την εξίσωση

Helmholtz δηλαδη.

∆U(x, ω) + k2U(x, ω) = −4πF (x, ω))U(x, ω)

όπου

F (x, ω) =
1

4π
k2
[
n2(x, ω)− 1

]
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είναι το σκεδαζον δυναμικο, n(x, ω) ειναι ο δεικτης διαθλασης. Η ουσια της μεθόδου Rytov ειναι η

έκφραση της λύσης U(x, ω) στον τυπο

U(x, ω) = A(x, ω)eψ(x,ω)

όπου ψ ειναι γενικα μιγαδική συνάρτηση, καθώς και να αναπτύξουμε τη φάση ψ αντί της κυματο-

συνάρτησης U σε μια διαταρακτική σειρά. ΄Εστω A(x, ω), φ(x, ω)ειναι το πλατος και η (πραγματικη)

φαση του U(x, ω), δηλαδη,

ψ(x, ω) = logA(x, ω) + iφ(x, ω)

Στη συνεχεια, προφανως

∆ψ + |∇ψ|2 = −k2n2

Στην αντικατασταση απο (3) σε (1) εξασφαλίζουμε την ακολουθη εξισωση για ψ: Προκειται για μια

μη γραμμικη εξισωση που εχει τη μαθηματικη μορφη της λεγομενης εξισωσης του Riccati. Οπως

στην πρώτη παράγραφο υποθετουμε οτι ο δεικτης διαθλασης n(x, ω) διαφέρει ελαχιστα μονο απο την

μονάδα ωστε

n(x, ω) = 1 + ν(x, ω)

Θα ειναι βολικο να εισαχθει μια παραμετρος διαταραχης µ η οποια θα διευκολυνει την επιμέτρηση του

μεγέθους των διαφορων ορων στο ανάπτυγμα της διαταραχης. Θέτουμε

ν =
1

2
µβ

Η ακριβης επιλογη του µ δεν ειναι ζωτικης σημασιας. Στη συνεχεια προκυπτει απο την (7) και την

(8) οτι

n2 ≈ 1 + ν = 1 + µβ

και η (6) γινεται

∆ψ + |ψ|2 + k2 + k2µβ = 0

Η σειρα Liouwille-Neumann μπορει να εκφραστει με τη μορφη

U(x, ω) = U0(x, ω) + U1(x, ω) + · · ·

οπου U0 = U (i)
συμβολίζει το προσπιπτον πεδιο, θεωρειται οτι ειναι ενα ομογενές επιπεδο κυμα η

μία γραμμικη υπερθεση τέτοιων κυμάτων. U1 = U1 − U0 ειναι ενας ορος που ειναι γραμμικός στο

σκεδαζον δυναμικο F,U2 = U2−U1 ειναι τετραγωνικός στο σκεδάζον δυναμικο, κ. λ. π. Στη μεθοδο

Rytov, οπως ηδη αναφερθηκε, καποιος αναπτύσσει την ψ , κατα παρομοιο τροπο, δηλαδη.

ψ = ψ0 + µψ1 + µ2ψ2 + · · ·

Οπου η ψ1 ειναι γραμμικη στην F , ψ2 ειναι τετραγωνικη στην F , κ.λ.π. Η εκφραση (3) για το

συνολικο πεδίο, τοτε, γινεται

U(x) = eψ0+µψ1+µ2ψ2+···

γνωστη ως ανάπτυγμα Rytov. Καποιος μπορει ευκολα να αποκτησει σχεσεις επαναληψης για τις

διαδοχικούς όρους, αντικαθιστωντας το ανάπτυγμα στην εξισωση Riccati και εξισώνοντας τις ομαδες
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των ορων που περιεχουν ισες δυνάμεις της παραμετρου διαταραχης µ. Στη συνεχεια λαμβάνουμε ότι

∆ψ0 + |∇ψ0|2 = −k2

∆ψ1 + 2∆ψ0 · ψ1 = −k2β

∆ψ2 + 2∇ψ0 · ∇ψ2 = −|∇ψ1|2,
∆ψ3 + 2∇ψ0 · ∇ψ3 = −|∇ψ1|2,

. . . . . .

∆ψn + 2∇ψ0 · ∇ψn = −
n−1∑
k=1

∇ψk · ∇ψn−k

(2.1)

Η πρωτη εξισωση, (14α), ειναι ανεξαρτητη απο το μεσο και ως εκ τουτου ψ0 πρεπει να συνδέεται με

το προσπιπτον πεδιο U (i)
δηλαδη

ψ(x, ω) = logU (i)(x, ω)

Οι υπολοιπες εξισωσεις ειναι ολες του τυπου

∆ψn + 2∇ψ0 · ∇ψn = −gn

Σημειωνουμε οτι ο παραγοντας γν στην δεξια πλευρα της (16) ειναι γνωστος εαν ολες οι προηγουμενες

εξισωσεις εχουν λυθει. Η εξίσωση (16) μπορει να μειωθει σε ενα πολυ γνωστο τυπο με τη βοηθεια

της αντικαταστασης

ψn = e−ψ0wn

Με απλο υπολογισμο θα δουμε οτι

∇ψn =
(
∇wn − wn∇ψ0)e−ψ0

∆ψn =
[
wn|∇ψ0|2 − 2∇wn · ∇ψ0 − wn|∇ψ0|2 + ∆wn

]
e−ψ0

και, χρησιμοποιωντας αυτες τις εκφρασεις και (14α), (16) καταλήγουμε στην

∆wn + k2wn = −gneψ0

Η εξίσωση (20) ειναι η ανομοιογενης εξισωση Helmholtz για wn. Λυση της μπορει ευκολα να επι-

τευχθει χρησιμοποιωντας τη συναρτηση τεχνικων του Green σημειωνοντας οτι ο ορος πηγής, δηλαδη

η δεξια πλευρα της (20), ειναι πλεον γνωστη. Η λυση της (20), με την απαιτηση οτι wn συμπεριφε-

ρεται ως ενα εξερχομενο σφαιρικο κυμα στο απειρο, τοτε θεωρειται ταυτοχρονα οτι θα δοθει απο το

ολοκληρωμα

wn(x, ω) =
1

4π

∫
Ω

g(x′, ω)eψ0
eik|x−x

′|

|x− x′|
οπου k = ω

c
και η ολοκλήρωση εκτεινεται στον σκεδαζοντα ογκο Ω. Τελικά οι ψn εκφράζονται

ψn(x, ω) =
1

4π
e−ψ(x,ω)

∫
Ω

g(x′, ω)eψ0
eik|x−x

′|

|x− x′|

Επιστρεφοντας στο ανάτυγμα Rytov (13) και διατηρώντας μονο τους δυο πρωτους ορους του εκθετη

εχουμε

U(x, ω) = UR
1 (x, ω) = U (i)(x, ω)eψ1(x,ω)
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ειναι γνωστη ως η προσεγγιση Rytov ή, πιο σωστα ως προσεγγιση Ryto πρώτης τάξεως. Εάν

χρησιμοποιήσουμε την (15) θα δουμε οτι αποδεικνύεται οτι μπορει να εκφραστει με απλο τροπο στην

μορφή της προσεγγισης Born πρώτης τάξεως. Για να ειξουμε αυτο σημειωνουμε οτι συμφωνα με την

(16) και (14β) g1 = k2β η, χρησιμοποιωντας την (9), βλεπουμε οτι g1 = k2(n2−1). Χρησιμοποιωντας

αυτη την εκφραση στην ολοκληρωτικη ποσοτητα της (22) και ξαναχρησιμοποιωντας την (15) βλεπουμε

οτι

ψ1(x, ω) = U (i)(x, ω)
k2

4π

∫
Ω

(
n2(x′, ω)− 1

)
U (i)(x′, ω)

eik|x−x
′|

|x− x′|
Η εκφραση στις αγκυλες στα δεξια αναγνωρίζεται ως εκπρόσωπος των σκεδασθεντων πεδιων στην

πρωτης ταξης προσεγγιση του Born, οταν ενα αυθαιρετο πεδιο U (i)(x, ω) και οχι επίπεδο κύμα eiks·x

προσπιπτει στον σκεδαστη. Αν συμβολισουμε την εκφραση αυτη U
(s)
1 η τελευταία γράφεται

ψ1(x, ω) = U (i)(x, ω)
[
U

(s)
1 (x, ω)

](B)

το οποιο, μαζι με την (24), καθιερώνει μια σχεση μεταξυ της προσεγγισης της πρωτης ταξης του Rytov
και της προσεγγισης πρώτης ταξης του Born. Η σχετικη αξια των προσεγγισεων του Born, Rytov
για τις ιδιες ταξεις εχουν συζητηθει σε πολλες εκδοσεις, αλλα δεν εχει επιτευχθει σαφης συναινεση.

Φανηκε, ωστοσο, οτι εαν το προσπίπτον πεδιο ειναι ενα ενιαιο επιπεδο κυμα, η προσεγγιση n-ταξης,
(n > 1) του Rytov ισχυει για ενα πολυ μακρυτερο τμήμα διαδοσης απο τον αντίστοιχο της προσεγγισης

Born αλλα οτι αυτο το αποτελεσμα δεν διατηρείατισε γενικοτερα προσπιπτοντα πεδια. Η προσεγγιση

Born, εμφανιζεται να εχει σημαντικα πλεονεκτηματα.

2.6 Σκέδαση ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων

Εχουμε μεχρι στιγμης θεωρήσει τη σκέδαση του φωτος απο ανομοιογενή μέσα στα πλαισια της μονο-

διάστατης θεωριας. Θα συζητησουμε τωρα με βαση την ηλεκτρομαγνητικη θεωρια. Ωστοσο, επειδη η

πληρης ανιμετώπιση ειναι αισθητά πιό περίπολη και απαιτει μια κατα πολυ πιο εκτεταμενη μαθηματικη

αναλυση, εμεις θα περιοριστούμε στην εξαγωγή μερικών απο τα πιο σημαντικα αποτελεσματα της

θεωριας της στατικης σκεδασης ηλεκτρομαγνητικων κυματων.

2.6.1 Οι διαφορικές εξισωσεις της ηλεκτρομαγνητικης θεωριας

σκεδασης

΄Εστω

E(i)(x, t) = <
(
E(i)(x, ω)e−iωt

)
H(i)(x, t) = <

(
H(i)(x, ω)e−iωt

)
το ηλεκτρικο και το μαγνητικο πεδιο, αντιστοιχα, που παρτσώνται απο μονοχρωματικο κυμα προσπι-

πτον σε ενα μεσο που καταλαμβανει ογκο Ω στον ελεύθερο χωρο. Υποθετουμε οτι οι μακροσκοπικες

ιδιοτητες του μεσου δεν αλλαζουν χρονικά.

Το προσπιπτον πεδιο προκαλεί πολωση P (x, t) και μαγνητιση M(x, t) προκαλειται στο μεσο. Αν

η αποκριση του μεσου ειναι γραμμικη, P (x, t),M(x, t) θα ταλαντώνεται με συχνοτητα ω, θα εχουν
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τον τυπο

P (x, t) = <(P (x, ω)e−iωt

M(x, t) = <(M(x, ω)e−iωt

Ενα νέο πεδιο στη συνεχεια θα δημιουργηθει του οποιου τα ηλεκτρικα και μαγνητικα διανύσματα δυ-

νανται να εκφρασθούν με τη μορφη (παραλειποντας απο τωρα τους χρονικα-εξαρτωμενους παραγοντες

απο εξπ παραγοντα e−iωt και, επισης, μερικες φορες, για λογους συντομιας, το όρισμα ω

E(x) = E(i)(x) + E(s)(x)

H(x) = H(i)(x) +H(s)(x)
(2.4)

όπου ·(s) παριστάνουν το σκεδασθέν πεδιο. Για πολλα μεσα που αλληλεπιδρούν με ασθενή πεδια ως

προς τις καταστατικές σχεσεις που συνδεουν τα P ,M με E,H και έχουν τον τυπο

P (x) = η(x)E(x), M(x) = χ(x)H(x),

οπου η, χ ειναι η διηλεκτρικη επιδεκτικότητα και μαγνητικη διαπερατοτητα. Σε γενικες γραμμες οι

δυο εξαρτωνται οχι μονο απο το x, αλλα και απο το . Οπως προκυπτει απο την εξειδίκευση σε

μονοχρωματικα πεδία, οτι το συνολικο πεδιο (προσπίπτον και σκεδασθεν) μπορει να εκφραστει με τη

μορφη

E(x, ω) = E(i)(x, ω) + curl curlΠe(x, ω) + ik curlΠm(x, ω)− 4πP (x, ω)

H(x, ω) = H(i)(x, ω) + curl curlΠm(x, ω)− ik curlΠe(x, ω)− 4πP (x, ω)

οπου Πe,m ειναι το ηλεκτρικό και μαγνητικό δυναμικό Hertz αντιστοιχα, οριζονται δε απο τους τυπους

Πe(x, ω) =

∫
Ω

P (x′, ω)
eik|x−x

′|

|x− x′|

Πm(x, ω) =

∫
Ω

M(x′, ω)
eik|x−x

′|

|x− x′|

Οταν η πολωση και η μαγνητιση στην (5) και στην (6), εκφραζονται βαση του ηλεκτρικου και

του μαγνητικου πεδιου διανυσματων μεσω της συστατικων σχεσεων (4),(5) γινονται ενα ζεύγος

συζευγμενων-διαφορικων εξισωσεων για το συνολο των πεδίων E,H. Μετα απο αυτα που εχουν

επιλυθεί για τις τιμες του διανυσματικού πεδιου ολα τα σημεια στο εσωτερικό του σκεδαστή, μπο-

ρει κανεις να καθορίσει τις τιμες τους σε οποιοδηποτε σημείο έξω απο τον σκεδαζοντα ογκο Ω με

αντικατασταση της λυσης για τα εσωτερικα σημεια στην (5), την ολοκλήρωση και την εφαρμογη

των διαφορικων τελεστών. Σημειώνουμε οτι σε σημεια εξω απο τον σκεδάζοντα ογκο Ω, οι οροι

4πP , 4πM στην δεξια πλευρα της (5) εχουν μηδενικες τιμες.

Τα συνδεδέμενα ζευγη των ολοκληρωτικων διαφορικων εξισωσεων (5α) και (5β) ειναι τα αναλογα

για την ηλεκτρομαγνητικη σκεδαση της ολοκληρωτικης εξισωσης ολοκληρωμα 13.1 (16) της βαθμωτης

θεωριας της σκεδασης (γενικευεται σε ενα αυθαιρετο προσπιπτον πεδιο).
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2.6.2 Το μακρινό πεδίο

Στην πλειοψηφια των πειραμάτων σκεδασης, μετρησεις του σκεδασθεντος πεδιου γινονται μακρια απο

τον σκεδαστη. Εμεις, επομένως, θα εξετασουμε τη συμπεριφορα του σκεδασθεντος πεδιου στη μακρινή

ζώνη. Εστω rs, |s|2 = 1 το διανυσμα θεσης ενος σημειου x σε μεγαλη αποσταση απο το σκεδαστη.

Το σφαιρικο κυμα ορου σε ολοκληρα τα μερη των εκφρασεων (6α) και (6β) για τα δυναμικά Hertz
μπορει τοτε να προσεγγιστει με την εκφραση

eik|x−x
′|

|x− x′|
∼ eikr

r
e−iks·x

και οι εκφρασεις (6α) και (6β) για τα διανυσματα Hertz παιρνουν τη μορφη

Πe(x, ω) ∼ P (ks)
eikr

r

Πm(x, ω) ∼M(ks)
eikr

r

(2.7)

οπου P ,M ειναι οι τρεισδιάστατοι μετασχηματισμοί Fourier του P ,M αντιστοιχα. Οι εκφρασεις (8)

ειναι η ασυμπτωτική συμπεριφορά των Πe,m(rs), όταν kr → ∞, με την κατευθυνση ς να διατηρειται

σταθερη. Οπως προκυπτει απο το (8α) και (8β) σχετικα με τη χρηση στοιχειωδών ταυτοτήτων

διανυσματων και τη διατηρηση των δυνάμεων
1
r
οτι

curlΠe(rs) ∼ ik
(
s ∧ P̂ (ks)

) eikr
r

curl curlΠe(rs) ∼ −k2
[
s ∧
(
s ∧ P̂ (ks)

)] eikr
r

(2.8)

Αντικαθιστωντας αυτες τις εκφρασεις και παρομοιες εκφρασεις που αφορουν Πm,M στην (5) και

ενθυμούμενοι οτι η P (x) = 0 και M(x) = 0 σε σημεια εξω απο τον σκεδάζοντα όγκο λαμβανουμε

τους παρακατω τυπους για το ηλεκτρικο και το μαγνητικο πεδιο στη μακρινή ζώνη:

E(rs, ω) ∼ E(i)(rs, ω)− k2
[
s ∧
(
s ∧ P̂ (ks, ω)

)
+ s ∧ M̂(ks, ω)

] eikr
r

H(rs, ω) ∼ H(i)(rs, ω)− k2
[
s ∧ (s ∧M(ks, ω))− s ∧ P̂ (ks, ω)

] eikr
r

(2.9)

Κατα συνεπεια, το σκεδασθεν πεδιο στη μακρινή ζωνη μπορει να εκφραστει με τη μορφη

E(s)(rs, ω) ∼ A(s, ω)
eikr

r

H(s)(rs, ω) ∼ s ∧ A(s, ω)
eikr

r

(2.10)

΄που

A(s, ω) = −k2
[
s ∧
(
s ∧ M̂(ks, ω)

)
Ειναι προφανες απο την (13) s ·A(s, ω) = 0, δηλαδη οτι το διανυσμα A(s, ω) ειναι ορθογωνιο με το s.
Επισης θα δουμε απο την (12) οτι στη μακρινή ζωνη των διανυσματων του E(s), H(s)

και s βρέθηκε οτι
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Σχήμα 2.16: Η συμπεριφορά των σκεδαζομένων πεδίων

αποτελουν ορθογώνια τριάδα διανυσματων που ειναι στη δεξια μερια σε αυτη τη σειρα (βλεπε σχημα.

13.16). Εξαλλου, E(s)(rs), H(s)(rs) έχουν το ιδιο μήκος. ΄Ετσι σε καθε σημειο στη μακρινή ζωνη του

σκεδασθεντος ηλεκτρομαγνητικου πεδιου εχει τη δομη ενος επιπεδου ηλεκτρομαγνητικου κυματος

που διαδιδεται προς την κατευθυνση του μοναδιαιου διανυσματος s, δηλαδη στο εξωτερικη ακτινική

κατευθυνση απο τον σκεδαστη. Μπορουμε επισης να δουμε απο την (12) οτι η συνολικη συμπεριφορά

του μακρινού πεδιου ειναι και αυτο ένα εξερχόμενο σφαιρικο κύμα. Οι τιμες των P̂ , M̂ στη (13), οπως

και οι τιμες των P ,M που εμφανιζονται στην (6), εξαρτωνται απο τις τιμες των διανυσματων του

πεδιου E,H που μπορουν να επιτευχθούν μονο με την επιλυση των συνδεδεμενων ολοκληρωτικων

διαφορικων εξισωσεων (5α) και (5β). Ωστοσο, εαν η σκεδαση ειναι αρκετα ασθενής μπορουμε να

προσεγγισουμε τις P ,M με την αγνόηση των συνεισφορών του σκεδασθεντος πεδιου στην δεξια

πλευρα των καταστατικων σχεσεων (4), ι.ε. μπορουμε κατα προσεγγιση τοτε P με ηE(i)
και M απο

χH(i)
. Οι προκυπτουσες εκφρασεις για E,H τα οποια στη συνεχεια προερχονται απο την (5) ειναι

προφανως αναλογες των 13.1 (22) για το πεδιο στη βαθμωτή θεωρια της σκεδασης, υπολογιζεται κατα

την ακριβεια της προσεγγισης της πρωτης ταξης του Born (με ενα αυθαιρετο προσπιπτον πεδιο αντι

με το επιπεδου κυματος eis0·x

2.6.3 Το οπτικό θεώρημα ενεργου διατομης για σκεδαση ηλεκτρο-

μαγνητικών κυμάτων

Στην παρ. 3 συζητησαμε στο πλαισιο της βαθμωτης κυματικης θεωριας το οπτικό θεώρημα της

ενεργού διατομής. Εκφράζει το ρυθμο με τον οποιο η ενεργεια χάνεται απο το προσπιπτον επίπεδο

κύμα με τη διαδικασια της σκεδασης και απορροφησης για τον εμπρόσθιο πλάτος σκεδασης. Εμεις θα

απδείξουμε ενα αντιστοιχο θεωρημα για τη σκεδαση των ηλεκτρομαγνητικων κυμάτων.

΄Εστω ένα επίπεδο μονοχρωματικό προσπίπτον κύμα σε ενα εμποδιο με αυθαιρετη μορφη. Το

πεδιο σε καθε σημειο του μέσου που περιβαλλει το εμποδιο μπορει και παλι να γραφεί ως αθροισμα

του προσπιπτοντος πεδιου και του σκεδασθεντος πεδίου

E = E(i) + E(s), H = H(i) +H(s)

Ως συνηθως, θα παραλειψουμε τον χρονικό παράγοντα e−iωt. Η χρονικη μεση τιμη της ροης ενεργειας

παριστάνεται με τη χρονικη μεση τιμη του διανυσματος Poynting η οποια, συμφωνα με την (14) δινεται

από

< S >=< S(i) > + < S(s) > + < S ′ >
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όπου

< S(i) > =
c

8π
<
(
E(i) ∧H(i)

)
< S(s) > =

c

8π
<
(
E(s) ∧H(s)

)
< S(i) > =

c

8π
<
(
E(i) ∧H(s) +H(i) ∧ E(s)

) (2.11)

Θεωρουμε τη μεση εξωτερικη ροη της ενεργειας μεσα απο την επιφανεια μιας μεγαλης σφαιρας ακτινας

R, με κεντρο καποιο σημειο στην περιοχη που καταλαμβανει το εμποδιο. Η καθαρη ροη ανα δευτε-

ρολεπτο εκπροσωπειται απο το ολοκληρωμα της ακτινικης συνιστωσας < Sr > του S, λαμβάνεται

στην σφαιρα, και προφανως ειναι μηδέν, οταν το εμποδιο ειναι διηλεκτρικο. Εαν, ωστόσο, το εμποδιο

ειναι αγωγος, τμήμα της προσπίπτουσας ενέργειας απορροφαται απο αυτο και η καθαρη εξωτερική

ροή μέσω της επιφάνειας της σφαιρας ειναι ιση σε μεγεθος με το ρυθμο απορροφησης. ΄Εστω Fα ο

ρυθμος με τον οποιο η ενεργεια απορροφάται απο το εμποδιο. Στη συνεχεια, απο την (15)

−Fα = F (i) + F (s) + F ′

οπου F (i),F (s),W ′ ειναι τα ολοκληρώματα των ακτινικών συνιστωσών < S(i) >r, < S(s) >r, < S ′ >r

πανω από την επιφανεια της σφαιρας, αντιστοιχα. Μπορούμε εύκολα να δειξει κατ΄ αναλογια με τη

συζήτηση που θα οδηγησει στην 13.3 (11) για τη βαθμωτή περιπτωση που W(i) = 0, ετσι ώστε

−Fα = F (s) + F ′ = − c

8π
<
(∫

∂Ω

(
E(i) ∧H(s) +H(i) ∧ E(s)

)
· n
)

Ετσι, η εκφραση στο δεξιό μέλος αντιπροσωπεύει το ποσοστο στο οποιο η ενεργεια χάνεται ως θερ-

μοτητα και σκεδάζεται. ΄Εστω s0 το μοναδιαιο διανυσμα στην κατευθυνση στην οποία το προσπιπτον

κυμα διαδιδεται, ετσι ώστε

E(i) = eiks0·xe, H(i) = eiks0·xh

Υποθετουμε οτι αυτο το κυμα ειναι γραμμικα πολωμένο, ετσι ωστε e, h να ειναι δυνατον να υποτεθει οτι

ειναι τα πραγματικά μοναδιαία διανύσματα. Σε μια μεγάλη απόσταση από το εμποδιο του σκεδασθέντος

κύματος είναι σφαιρικό :

E(i) = eiks0·xa(s), H(i) = eiks0·xb(s)

Τα διανυσματα a(s), b(s) χαρακτηριζουν την ισχύ της σκεδαζουσας ακτινοβολιας στην κατευθυνση

s. Δεδομενου οτι το προσπιπτον και το σκεδασθεν κυμα υπακούουν στις εξισωσεις Maxwell έχουμε

h = s0 ∧ e b = s ∧ a
s0 · e = s0 · e = 0, s · a = s · b = 0

(2.12)

Απο τις σχεσεις αυτές προκύπτει οτι στην επιφανεια της μεγαλης σφαιρας Σ,(
E(i) ∧H(s)

)
· s = e · a(s)

e−ikR

R(
E(s) ∧H(i)

)
· s = [(s · s0) (a(s) · e)− (s · e) (a(s) · s0)]

e−ikR

R

(2.13)
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οπου χρησιμοποιησαμε το γεγονός οτι n = s στη μεγαλη σφαίρα Σ. Αντικαταστησαμε αυτες τις

εκφρασεις στην (18). Το προκυπτον ολοκληρωμα μπορει να εκτιμηθει με τη χρηση του λήμματος

Jones. Στη συνεχεια διαπιστώνουμε οτι∫
∂Ω

(
E(i) ∧H(s) · n ∼ −2πi

k

(
e · a(s0)− e · a(−s0)e−2ikR

)
∫
∂Ω

(
E(s) ∧H(i) · n ∼ −2πi

k

(
e · a(s0) + e · a(−s0)e−2ikR

) (2.14)

Και η (18) γινεται

Fα + F (s) =
c

2k
=(e · a(s0))

Η σχεση αυτη δηλώνει οτι, προσπιπτον φως που ειναι γραμμικά πολωμένο, ο ρυθμος με τον οποιο

η ενεργεια απορροφάται ειναι αναλογος με συγκεκριμενη συνιστωσα του πλατους του σκεδασθεντος

κυματος· το πλατος ειναι εκεινο το οποιο αντιστοιχει με την εμπροσθια σκέδαση s = s0 και η συνιστωσα

ειναι προς την κατευθυνση του ηλεκτρικου διανυσματος του προσπιπτοντος κυματος.

Οπως και στην περιπτωση της βαθμωτής σκεδασης, ο λογος Q του ποσοστου της διαχυσης της

ενεργειας Fα + F (s)
και το ρυθμο με τον οποιο η ενεργεια προσπιπτει στη μονάδα ενεργού διατομής

του εμποδιου |S(i)| αποκαλειται ενεργός διατομη απόσβεσης του εμποδιου. Απο (16α), (19) και (21),

προκυπτει οτι |S(i)| = ce2

8π
ετσι ωστε να εχουμε, συμφωνα με την (24),

Q =
F (s) + Fα

|S(i)|
=

4π

k
=
(
e · a(s0)

|e|2

)
Ο τυπος (25) εκφραζει το θεωρημα της οπτικης ενεργους διατομης για σκεδαση των ηλεκτρομαγνητι-

κών κυμάτων. Μπορούμε να καθορίσουμε τη σκεδαζουσα ενεργο διατομη Q(s)
και την ενεργό διατομη

απορρόφησης Qα του εμποδιου με παρομοιο τροπο:

Q(s) =
F (s)

|S(i)|
, Q

α= Fα
|S(i)|

Και προφανως Q = Q(s) + Qα. Για ενα μη απορροφητικο εμποδιο Qα = 0. και η ενεργος

διατομή απόσβεσης τοτε ειναι ιση με την σκεδαζουσα ενεργο διατομη.



Κεφάλαιο 3

Μία γεωμετρική απόδειξη του λήμματος

Jones

Το λήμμα Jones αναφέρεται στην ασψμπτωτική συμπεριφορά ολοκληρωμάτων του τύπου για ομαλή

συνάρτηση f ∈ C∞(S2):

I(r) = r

∫
S2

f(η)e−ikrs·ηdσ

όπου S2
η στρογγυλή σφαίαρα

S2 = {x ∈ R3/|x|2}

Η τυπική μέθοδος συνίσταται στη στάσιμη φάση και την ανισότητα Cauchy-Schwarz η οποία μας

δίδει, για r →∞:

I(r) ∼ 2πi

k

(
f(s)e−ikr − f(−s)eikr

)
+O

(
1

r

)
Η στρογγυλή σφαίρα παραμετροοποιείται μεσω της ακτινικής απεικόνισης:

R : R2 → S2

ξ 7→ x

x1 =
ξ1

τ
, x2 =

ξ2

τ
, x3 =

1

τ
, τ =

√
1 + ξ2

1 + ξ2
2

Το εφαπτόμενο επίπεδο παράγεται από τα

v1 =
1

τ 3
(1 + ξ2

2 ,−ξ1ξ2, ξ1), v2 =
1

τ 3
(−ξ1ξ2, 1 + ξ2

1 , ξ2)

με αποτέλεσμα η επαγόμενη από την ευκλείδια μετρική να έχει συνιστώσες:

g11 =
1

τ 4
(1 + η2

2), g22 =
1

τ 4
(1 + η2

1), g12 = − 1

τ 4
(η1η2)

και ορίζουσα g = τ−6
Οδηγούμεθα έτσι στον αυμπωτικό υπολογισμό του ολοκηρώματος:

I(r) =

∫
S2

f̃(η)e−ikrη·sdσ
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Ορίζοντας βόρειο και νότιο πόλο παράλληλα και αντιπαράλληλα με την τομή της διεύθυνσης του s με

τη σφαίρα: λαμβάνουμε

I(r) = I+(r)− I−(r)

όπου

I±(r) = r

∫
R2

f̃±(ξ)e
ikr
τ

1

τ 3
dξ1dξ2

όπου χ± είναι συναρτήσεις αποκοπής ενοτπιμσένες στο δίσκο D2
R = {ξ ∈ R2/|ξ| ≤ R}. Επιπλέον

αυτά τα ολοκληρώματα γράφονται με αλλαγή μεταβλητής ως

I± = r

∫ 1

0

∫ 2π

0

f̃±e
−ikrτdθdτ

Παραγοντική ολοκλήρωση μας δίνει το αποτέλεσμα:

I± =
2πi

k

(
f̃±(1)e±ikr − f̃±(0)

)
+O

(
1

r

)



Κεφάλαιο 4

Εκτιμήσεις πυκνότητας υλικών μέσω

τομογραφίας περίθλασης

Η βασική εξίσωση του προηγούμενου κεφαλαίου είναι μία εξίσωση Helmholtz:

∆ψ + Fψ = 0

όταν η συνάρτηηση F έχει φορέα supp(F ) ⊂ Ω ⊂ R3
μέσω της επιβολής συνοριακών συνθηκών

ακτινοβολίας, μακριά απ΄ το Ω:

lim
r→∞

(∂rψ − ikrψ) = 0

Σκοπός της τομογραφίας περίθλασης είναι η κατασκευή της συνάρτησης F : Ω→ R μέσω μετρήσεων

τομογραφίας που παρ΄χει ουσιαστικά τη συλλογή των ολοκληρωμάτων:

X[ψ; τ ] =

∫
`τ∩Ω

ψ2

για την ευθεία `τ = {[x/x = sτ}, |τ = 1. Η βασική θεωρία του υλικού παρέχει μοντέλα για τη

συνάρτηση F που είναι φύσεως ρευστομηχανικής. Σκοπός της μεθόδου είναι χρήση εκτιμήσεων για

την κυματοσυνάρτηση μέσω της τοπικής μεταβολής προκειμένου να υπολογιστούν καλύτερα μοντέλα

της F και πιο αξιόπιστες εκδοχές της πυκνότητας.

Η ε΄ξισωση Helmholtz μπορεί να προσφέρει εκτιμήσεις και για την |∇ψ|2. Συγκεριμένα απυεθείας

υπολογισμός μας δίνει

∆|ψ|2 + F |∇ψ|2 + ψ∇F · ∇ψ = 0

Πολαπλασιάζοντας με συνάρτηση αποκοπής ζ σε κατάλληλο χωρίο (ζ) ⊂⊂ Ω,:∫
Ω

ζ2 (1 + |ψ|(1− ε|ψ|)) |∇ψ|2 ≤ 1

ε

∫
Ω

ζ2|∇F |2 +

∫
Ω

ψ2|∇ζ|2

Τα μοντέλα κατασκευής του υλικού προσφέρουν ανισότητετς του τύπου:∫
Ω

ζ2|∇F |2 ≤ C

∫
Ω

ζ2F 2

Συγκεκριμένα οι εκτιμήσεις που αποδεικνύονται στην εργασία [;] αφορούν χωρίου τύπου

F = {x/θη ≤ F̃ ≤ η}
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όπου F̃ είναι μία πολυωνυμική προσέγγιση της F , βαθμού m. Τότε για F∗ = ψ > 0} ∩ F:

sup
F∗
|ψ| ≤ C1(θ, η,m) inf

F∗
|ψ|

sup
F∗
|∇ψ| ≤ C2(θ, η,m)|ψ|

με τον υπολογισμό των σταθερών

C1 = η3p`γ
3p(t+1)

2t
+tσC2 = η3p`δ

3p(t+1)
2t

+tσ

όπου

γ =
1

vol(Ω)

∫
Ω

|F |2, δ =
1

vol(Ω)

∫
Ω

|∇F |2

Ο μετασχηματισμός Radon και ακτίνων X Ο μετασχηματσιμός Radon έχει τη μορφή για

s ∈ R, τ ∈ S2
:

R(Ψ)(s, tau) =

∫
tau·x=s

Ψdα

ενώ ο μετασχηματισμός ακτίνων X:

X(Ψ)(τ, x) =

∫
`τ,x

Ψ

Μία εύκολη εφαρμογή της σχέση συνεπιφάνειας μα επιτρέπει να λάβουμε τις ανισότητες∫
Ω

|Ψ|2 =

∫
R

∫
S2

Ψ2 ≤≤
∫
R

R(|Ψ|2)

Επίσης

R(|Ψ|2) ≤ sup |Ψ|R(|Ψ|)

Ο τύπος αυτός εμπλέκεται στον κώδικα που χακολουθεί
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