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ΠΡΟΛΟΓΟΣ-ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Σκοπός αυτής της πτυχιακής είναι να µοντελοποιηθεί ο θόρυβος ο οποίος 

παρουσιάζει αδύναµη εξάρτηση, µε το µοντέλο του ‘κινητού 

αθροίσµατος’-‘Moving Average’. 

Στην συνέχεια, αφού πραγµατοποιηθεί η ανέραιση της εξάρτησης, να 

βρεθούν τα κατάλληλα κριτήρια απόφασης για εκτιµητές οι οποίοι έχουν 

σχεδιασθεί να λειτουργούν υπό Cauchy, Gaussian και Student-t 

περιβάλλον θορύβου, για την περίπτωση που η ισχύς εκποµπής είναι 

γνωστή στον δέκτη (Εκτίµηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας-Maximum 

Likelihood Estimation) καθώς και για την περίπτωση που δεν είναι 

γνωστή (Sub-Optimum Likelihood Estimation) 

Τελικά, να γίνει η σύγκριση της απόδοσης των εκτιµητών αυτών 

σύµφωνα µε τα διαγράµµατα Bit Error Rate. 

 

INTRODUCTION-REVIEW 

The aim of this project, is the modelization of the noise that exhibits weak 

dependence, with the help of the ‘Moving Average’ Approach. 

Next, after the necessary cancellation of the dependent noise samples, we 

will try to derive the appropriate decision rule for the estimators that were 

designed to work under Cauchy, Gaussian and Student-t noise 

enviroment. The decision rule will firstly consider the existance of the 

knowledge of the transmitted signal strengh and secondly, the case this 

knowledge is not known to the receiver. 

Finally, we will compare the efficiency of these estimators with the help 

of the Bitt Error Rate Diagramms. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ Ι 
Καλύπτονται έννοιες: 
 

• Εισαγωγή, χρησιµότητα και εφαρµογές της ανίχνευσης και εκτίµησης 

σήµατος.  

• Εφαρµογή της θεωρίας των πιθανοτήτων στην ανίχνευση και εκτίµηση 

σήµατος 

• Παρουσίαση του κριτηρίου Bayes και εννοιών όπως: 

• Κόστος  

• Ρίσκο 

• Παράδειγµα εύρεσης του αναλογικού τεστ (likelihood ratio test ), 

λάθους συναγερµού (false alarm) και την πιθανότητα ανίχνευσης 

(probability of detection). 

• Παράδειγµα εύρεσης κατωφλίου βασιζόµενοι σε περισσότερο του 

ενός δείγµατα. 

• Εκτίµηση Παραµέτρων του εκπεµπόµενου σήµατος 

• Maximum Likelihood Estimation (MLE) – Εκτίµηση Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας 

• Παράδειγµα (στην MLE) 
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Εισαγωγή 

Γενικότερα µιλώντας, η ανίχνευση και εκτίµηση ασχολείται µε την µελέτη της 

επεξεργασίας της πληροφορίας, η οποία µεταφέρεται µε διάφορες µορφές σηµάτων, 

µε τελικό σκοπό να ανακτήσουµε την πληροφορία µέσα από το σήµατα αυτά.  

Εφαρµογές της θεωρίας της  ανίχνευσης σήµατος µπορούν να βρεθούν σε πολλά 

πεδία όπως επικοινωνίες και αυτόµατος έλεγχος. Για παράδειγµα, στις 

τηλεπικοινωνίες, εφαρµογές όπως η µετάδοση σήµατος, Radar, η ανίχνευση και 

εκτίµηση σήµατος προσφέρει το θεωρητικό και αναλυτικό υπόβαθρο για τον 

σχεδιασµό αποτελεσµατικών τηλεπικοινωνιακών δεκτών.  Εναλλακτικά, στον τοµέα 

του αυτοµατισµό, η ανίχνευση και εκτίµηση σήµατος  οδηγεί σε τεχνικές στο να 

φτιαχτούν καλύτερα και µε µεγαλύτερη ακρίβεια µηχανήµατα, ανάλογα µε τις 

συνθήκες που λαµβάνουν χώρα στο σύστηµα που πρόκειται να ελεγχθεί. 

Ένα παράδειγµα χρήσης της ανίχνευσης και εκτίµησης σήµατος στα Radar, είναι 

όταν έχει εκπεµφθεί ένας ηλεκτροµαγνητικός παλµός  και περιµένουµε την ηχώ για 

την υπόδειξη ενός στόχου.  Λόγω των ατµοσφαιρικών ανωµαλιών, ηλεκτρονικός 

θόρυβος ο οποίος γεννιέται µέσα στα µηχανήµατα, διαφόρων ειδών ανακλάσεις από 

άλλα αντικείµενα, µας οδηγούν σε µια πιο ασαφή εικόνα του στόχου, και έτσι 

επιστρατεύουµε την στατιστική, διότι πλέον µιλάµε για την πιθανότητα σωστής 

ανίχνευσης.  Άρα η θεωρεία της ανίχνευσης και εκτίµησης σήµατος, µας βοηθά στο 

να διαλέξουµε την καλύτερη τεχνική για την ανίχνευση των σηµάτων που µας 

ενδιαφέρουν.  Επιπλέον, έχοντας καθορίσει µε κάποιο βαθµό βεβαιότητας ότι ο 

στόχος είναι παρών, θα µπορούµε να υπολογίσουµε επιπλέον χαρακτηριστικά του 

στόχου, όπως ταχύτητα, ύψος, µέγεθος, κ.α..  Αυτές οι εκτιµήσεις είναι πολύ 

χρήσιµες στο να ελέγξουµε την κεραία για την συνεχής παρακολούθηση του στόχου, 

ή ακόµα και να ελέγξουµε εµείς οι ίδιοι τον στόχο, για την διατήρηση µιας 

επιθυµητής πορείας.   

Άλλες συγκεκριµένες εφαρµογές της τεχνικής της ανίχνευσης και εκτίµησης σήµατος 

είναι στον τοµέα της σεισµολογίας, ράδιο-αστρονοµία, sonar, επεξεργασία ήχου και 

εικόνας, επεξεργασία ιατρικών σηµάτων και στις οπτικές επικοινωνίες. 

Γενικότερα, οι εφαρµογές της ανίχνευσης και εκτίµησης σήµατος περιλαµβάνουν την 

επινόηση των καταλληλότερων κριτηρίων για την αποδοτικότερη εκτίµηση σήµατος 

το οποίο είναι εµπλουτισµένο διαφόρων ειδών προσθετικού θορύβου, ο οποίος 

δυσχεραίνει, την εκτίµηση του σήµατος το οποίο είναι άγνωστο στον παρατηρητή, 

και ρίχνει την απόδοση του συστήµατος λήψης.   

Βασικά στοιχεία της µελέτης της θεωρίας της ανίχνευσης και εκτίµησης σήµατος, 

είναι η έννοια µιας τυχαίας µεταβλητής Y  η οποία  παίρνει τυχαίες τιµές µέσα από 

ένα παρατηρούµενο σετ Γ, το οποίο µπορεί να είναι ένα σετ από πίνακες, 

κυµµατοµορφές, πραγµατικοί αριθµοί, ή κάποιο άλλο σετ και στην ουσία 

περιλαµβάνει κάθε πιθανή µορφή σήµατος που µπορούµε να λάβουµε από την πηγή .  

Από την παρατήρηση Y  µπορούµε να ανακτήσουµε πληροφορία σχετικά µε τα 
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φαινόµενα που ‘διαµόρφωσαν’ τηνY .  Υπάρχουν δύο τύποι προβληµάτων τα οποία 

µας ενδιαφέρουν:   

• προβλήµατα ανίχνευσης, όπου επιθυµούµε να διαλέξουµε µέσα από ένα 

πεπερασµένο αριθµό δυνατών παρατηρήσεων, την σωστή ‘αντιστοιχία’ 

παρατήρησης-εκπεµπόµενου σήµατος. 

• Προβλήµατα εκτίµησης  όπου επιθυµούµε να εκτιµήσουµε την τιµή/τιµές µιας 

ποσότητας/ποσοτήτων όπου η παρατήρηση έγινε µε έµµεσο τρόπο. 

 

 

Εφαρµογή της θεωρίας των πιθανοτήτων στην ανίχνευση 

και εκτίµηση σήµατος 

Σε κάθε περίπτωση η σύνδεση ανάµεσα στο παρατηρούµενο δείγµα και το σήµα που 

εκπέµφθηκε, µετριέται µε όρους πιθανότητας.  Και αυτό γιατί η στατιστική 

συµπεριφορά της Y , επηρεάζεται την στιγµιαία κατάσταση (στιγµιαία διότι οι 

παραµορφωτικές διαδικασίες είναι τυχαίες και έτσι έχουν κάποια κατανοµή 

πιθανότητας ) της (ή και περισσότερες της µίας) παραµορφωτικής διαδικασίας.  Και 

έτσι βλέπουµε ότι το µοντέλο για το παρατηρούµενοι σετ  Γ, περιλαµβάνει µια 

οικογένεια από κατανοµές πιθανότητας, του οποίου οι όροι οι οποίοι αντιστοιχούν 

στην στιγµιαία τιµή που έλαβαν µέσα από την κατανοµή που τις διέπει την στιγµή της 

παρατήρησης.  Το πρόβληµα είναι να βρούµε το µοντέλο το οποίο είναι κατάλληλο 

για την περιγραφή της κατανοµής του εισερχόµενου σήµατος, γιατί το κατώφλι που 

θα θέσουµε για την εκτίµηση, είναι διαφορετικό για κάθε κατανοµή. Σε περίπτωση 

που γίνει λάθος µοντελοποίηση, ως συνέπεια θα έχουµε να τεθεί σε λάθος τιµή το 

κατώφλι, µε δραµατικές συνέπειες στην απόδοση του δέκτη.  Ένα άλλο στοιχείο που 

θα µας απασχολήσει είναι η περίπτωση να έχουµε ή και να µη έχουµε στην γνώση 

µας οποιοδήποτε στοιχείο το οποίο χαρακτηρίζει την κατανοµή του εκπεµφθέντος 

σήµατος.  Αυτήν την γνώση την ονοµάζουµε prior knowledge (prior διότι εκφράζει 

πληροφορία για την ισχύ αποστολής αλλά και µε τι πιθανότητα εκπέµπεται το κάθε 

σήµα). 

 

Παρατηρούµε µια πηγή η οποία εκπέµπει δύο διαφορετικά σήµατα. Η γνώση της ισχύς 

αποστολής του έκαστο σήµατος, αλλά και µε τι πιθανότητα θα αποσταλεί το έκαστο 

σήµα, ονοµάζεται prior knowledge. 
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Στο σχήµα αυτό παρατηρούµε τις πιθανοφάνειες ( )
0| 0|Y Hf y H  για το σήµα ‘0’ και 

( )
1| 1|Y Hf y H  για το σήµα ‘1’. Επίσης εάν το άµορφο σήµα δηλώνει πιθανότητα, τότε ο 

όγκος του θα ισούται µε ‘1’. Οι περιοχές 0Z  και 1Z  δηλώνουν την πιθανότητα να 

εκτιµηθεί το εκπεµπόµενο σήµα ‘0’, ή ‘1’. Με βάση το τελευταίο, βλέπουµε από το 

σχήµα ότι το σήµα ‘1’ έχει σωστά εκτιµηθεί σαν ‘1’ από τον δέκτη, ενώ το σήµα ‘0’ 

έχει εκτιµηθεί λάθος σαν ‘1’. Εάν το βελάκι ( )
0| 0|Y Hf y H  κατέληγε σε µια από τις δύο 

περιοχές 0Z , τότε θα είχα σωστή εκτίµηση και για το ‘0’. 

 

Οι πιθανές εκδοχές σε ένα δυαδικό σύστηµα είναι λοιπόν: 

1. Να εκτιµήσουµε το σήµα σαν 0H   ενώ το  είναι 0H  σωστό. 

2. Να εκτιµήσουµε το σήµα σαν 0H   ενώ το  είναι 1H  σωστό. 

3. Να εκτιµήσουµε το σήµα σαν 1H   ενώ το  είναι 0H  σωστό. 

4. Να εκτιµήσουµε το σήµα σαν 1H   ενώ το  είναι 1H  σωστό. 

Προσέξτε ότι στις περιπτώσεις (1) και (4), ο δέκτης λαµβάνει την σωστή απόφαση, 

ενώ στις περιπτώσεις (2) και (3), ο δέκτης κάνει λάθος. Σε ένα σύστηµα Radar, η 

περίπτωση (2) λέγεται miss, η περίπτωση (3) λέγεται false alarm και η περίπτωση (4) 

λέγεται detection. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε διάφορες τεχνικές που χρειάζονται για να 

λύσουµε προβλήµατα ανίχνευσης σήµατος. 
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ΤΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ BAYES  

Στην χρήση του κριτηρίου Bayes, λαµβάνουµε υπόψη µας δύο υποθέσεις. Πρώτον, να 

γνωρίζουµε µε τι πιθανότητα θα εκπεµφθεί το σήµα ‘0’ και ‘1’. Αυτές οι πιθανότητες 

λέγονται priori πιθανότητες, ( )0P H  και ( )1P H  αντίστοιχα. ∆οσµένες τις priori 

πιθανότητες, και γνωρίζοντας ότι το σήµα που θα εκπεµφθεί, θα είναι ‘0’ ή ‘1’, 

έχουµε: 

0 1 1P P+ =  

Υπάρχει όµως η πιθανότητα να γίνει λάθος εκτίµηση του σήµατος που λαµβάνω, και 

έτσι ανάλογα µε την εφαρµογή θα έχω και ανάλογο κόστος. Για παράδειγµα, δεν 

µπορώ να έχω το ίδιο κόστος σε µια αναπαραγωγή τραγουδιού και σε µια 

στρατιωτική εφαρµογή όπου µπορεί  να υπάρχει στόχος, και το Radar να µην µου τον 

υποδείξει. Θέτουµε λοιπόν    i=0,1iD , όπου το 
0D  δηλώνει την ενέργεια ‘αποφάσισε 

ότι το λαµβανόµενο σήµα είναι το ‘0’’ και  όπου το 
1D  δηλώνει την ενέργεια 

‘αποφάσισε ότι το λαµβανόµενο σήµα είναι το ‘1’’. Επίσης θέτουµε το κόστος 

ανάλογα µε την εκτίµηση που έχει ήδη γίνει στον δέκτη 
,    i,j=0,1i jC  το οποίο δίνει 

το κόστος που θα έχουµε στην περίπτωση που η υπόθεση 
jH  είναι σωστή και η 

εκτίµηση που έχει κάνει ο δέκτης είναι η iC .  

( ) ( )cost choose  when  is true    i,j=0,1
ij i j

P C P D H=  

Τα πιθανά κόστη θα είναι λοιπόν: 

1. 00C  για την περίπτωση (1). 

2. 01C  για την περίπτωση (2). 

3. 10C  για την περίπτωση (3). 

4. 11C  για την περίπτωση (4). 

Ο στόχος µας είναι να βρούµε εκείνο το κατώφλι απόφασης έτσι όπου το µέσο 

κόστος [ ]E C  το οποίο είναι γνωστό και σαν ρίσκο ℜ   να είναι το ελάχιστο. Η πράξη 

[ ]E C  δηλώνει αναµενόµενη τιµή. Έχει επίσης υποτεθεί ότι το κόστος να παρθεί 

λάθος απόφαση, είναι µεγαλύτερη από το να παρθεί σωστή απόφαση. 

01 11C C>  

Και 

10 00C C>  
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Εάν γνωρίζουµε την τοµή των πιθανοτήτων 

γνωρίζουµε την joint probability

µέσο κόστος θα είναι: 

Και από τον κανόνα του Bayes

Οι υπο-συνθήκη πιθανότητες 

φαίνονται στο σχήµα 2, έχουµε:

� Υπο-συνθήκη πιθανότητα

jH  και εκτίµηση να είναι η 

Οι πιθανότητες ( )0 1 1 0| , |P D H P D H

λάθους MP , την πιθανότητα λάθους συναγερµού (σε σύστηµα 

πιθανότητα συναγερµού DP  αντίστοιχα. 

Και  

Συνεπώς η πιθανότητα να έχο
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Εάν γνωρίζουµε την τοµή των πιθανοτήτων ( )iP D  και ( )jP H , δηλαδή να 

probability ( ),
i j

P D H   για κάθε συνδυασµό των i και 

 

Bayes έχουµε:  

 

συνθήκη πιθανότητες ( )| ,  , 0,1i jP D H i j =  τότε για τις περιοχές που 

φαίνονται στο σχήµα 2, έχουµε: 

συνθήκη πιθανότητα: δηλώνει το πόσο πιθανό είναι να γνωρίζουµε

εκτίµηση να είναι η 
i

D . 

   

   

   

   

( )0 1 1 0| , |P D H P D H  και ( )1 1|P D H  δηλώνουν την πιθανότητα 

, την πιθανότητα λάθους συναγερµού (σε σύστηµα Radar) 

αντίστοιχα. Παρατηρούµε επίσης ότι: 

1M DP P= −  

( )0 0| 1 FP D H P= −  

Συνεπώς η πιθανότητα να έχουµε σωστή ανίχνευση είναι: 
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, δηλαδή να 

και j, τότε το 

τότε για τις περιοχές που 

δηλώνει το πόσο πιθανό είναι να γνωρίζουµε την 

 (1) 

 (2) 

 (3) 

 (4) 

δηλώνουν την πιθανότητα 

) FP  και 
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Και η πιθανότητα λάθους είναι: 

 

Ένα γράφηµα µε την συνάρτηση πιθανότητας λάθους ( )cP c , φαίνεται στο σχήµα 3. 

Το µέσο κόστος τώρα γίνεται: 

 

Το επόµενο βήµα για να βγει το µέσο κόστος είναι να αντικαταστήσουµε τους όρους 

πιθανότητας λάθους, και ανίχνευσης µε τις περιοχές που δείχνονται στα 

ολοκληρώµατα (1)~(4). 

(5) 

Αν χρησιµοποιήσουµε και το γεγονός ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων ισούται µε: 

( ) ( )
0 1| 0 | 1| | 1Y H Y H

Z Z

f y H dy f y H dy+ =∫ ∫  

Τότε µπορούµε στην (5) να αντικαταστήσουµε όπου:  

 

Έτσι έχουµε: 

 

 

 

Συναρτήσεις πυκνότητας κόστους 
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Παρατηρούµε ότι η ποσότητα 0 10 1 11P C PC+  είναι µια σταθερά και ανεξάρτητη από τα 

κόστη που θα έχουµε ορίσει για τον παρατηρούµενο χώρο, και η µόνη µεταβλητή που 

είναι ικανή να αλλάξει το κόστος, είναι η περιοχή 0Z , και αυτό γιατί, αλλάζοντας το 

‘εύρος’ της περιοχής αυτής, επηρεάζουµε το πόσο µεγάλος θα είναι ο δεύτερος όρος 

µέσα στο ολοκλήρωµα: 

 

Όσο µεγαλώνει ο δεύτερος όρος, τόσο µικρότερο κόστος θα έχουµε σε περίπτωση 

λάθος εκτίµησης. Εάν ισχύει: 

 

Τότε η εκτίµηση µας θα είναι η υπόθεση 0H , και αν αλλάξει η φορά της ανισότητας, 

τότε η εκτίµηση µας θα είναι η 1H . Για να γίνει πιο ‘ευανάγνωστο’, διαιρούµε κατά 

µέλη και έχουµε: 

 

Αυτή η σχέση είναι γνωστή σαν κανόνας του Bayes’s, το κλάσµα δηλώνει Likelihood 

Ratio (αναλογία πιθανοφάνειας) ( )yΛ . Άρα  

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι εάν πάρουµε Κ δείγµατα από µια παρατηρούµενη 

κυµµατοµορφή, (έστω τα δείγµατα αυτά να είναι  1 2, ,..., KY Y Y ), τότε ο κανόνας που 

αποφασίζουµε για την υπόθεση 0H  ή 1H  γίνεται: 

 

Όπου όµως αυτή την φορά η παρατήρηση y είναι ένα διάνυσµα (πίνακας) ο οποίος 

αποτελείται από Κ στοιχεία. 
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Το κατώφλι είναι όπως και προηγουµένως ίσο µε: 

 

Έτσι µε την εφαρµογή του κριτηρίου Bayes, το κριτήριο το οποίο ελαχιστοποιεί το 

µέσο κόστος είναι το likelihood test: 

 

Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι το τεστ αυτό διεξάγεται απλώς επεξεργάζοντας 

τον πίνακα παρατηρήσεων και συγκρίνοντας τον µε το κατώφλι. Με αυτόν τον τρόπο, 

σε περίπτωση που οι prior πιθανότητες, ή και τα κόστη αλλάξουν, το µόνο που 

έχουµε να κάνουµε για να αναπροσαρµόσουµε τον δέκτη µας, είναι να 

καταχωρήσουµε τις καινούργιες τιµές στο κατώφλι.  

Λόγω του ότι ο φυσικός λογάριθµος είναι µια µονοτονικά αυξανόµενη συνάρτηση 

όπως βλέπουµε στο σχήµα 4, και το γεγονός ότι το κατώφλι είναι µεγαλύτερο ή ίσο 

µε το µηδέν και δεν µπορεί να πάρει αρνητική τιµή, µπορούµε να λογαριθµίσουµε  

και το likelihood ratio test, αλλά και το κατώφλι, και δεν θα έχουµε καµία αλλαγή 

στο αποτέλεσµα. 

 

Προσέχουµε ότι εάν διαλέξουµε το κόστος της λάθος εκτίµησης να είναι ίσο µε ένα, 

και το κόστος της σωστής εκτίµησης να είναι ίσο µε µηδέν, 

 

Και  

 

Το ρίσκο έτσι γίνεται 

 

Σε αυτήν την περίπτωση το να ελαχιστοποιήσουµε το µέσο κόστος είναι ίσο µε το να 

ελαχιστοποιήσουµε την πιθανότητα λάθους. Οι δέκτες για τέτοιες τιµές του κόστους, 

λέγονται δέκτες ελάχιστης πιθανότητας λάθους (minimum probability of error 
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receivers). Το κατώφλι γίνεται τότε 0 1n P P= . Σε περίπτωση που οι prior 

πιθανότητες είναι ίσες, τότε λόγω του ότι το κατώφλι θα ισούται µε ένα, αν 

λογαριθµίσουµε το κατώφλι θα είναι ίσο µε το µηδέν. 

 

 

 

Σχήµα 4 γραφική απεικόνιση  συνάρτησης λογαρίθµου. 

 

 

Παράδειγµα 1 

Σε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα, αναλογιστείτε µια πηγή η οποία εκπέµπει δύο 

σήµατα, το ‘0’ και το ‘1’. Το ‘0’ αποστέλλεται µε µηδενική ισχύ, και το ‘1’ µε  

στάθµη τάσης ίση µε ‘m’. Το λαµβανόµενο σήµα αλλοιώνεται από λευκό προσθετικό 

θόρυβο Ν  ο οποίος έχει µηδενικό µέσο όρο και διακύµανση 2σ . 

a) Βρείτε το likelihood test και ορίστε τις περιοχές απόφασης. 

b) Υπολογίστε την πιθανότητα του λάθους συναγερµού (false alarm) και την 

πιθανότητα ανίχνευσης (probability of detection). 

Λύση 

Το λαµβανόµενο σήµα για την έκαστο υπόθεση έχει τιµή: 
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Υπό την υπόθεση λοιπόν 0H , η πιθανοφάνεια είναι: 

 

  

Υπό την υπόθεση 1H  ο µέσος όρος της παρατήρησης Υ είναι [ ] [ ]E Y E m N m= + = , 

αφού  µέσος όρος του θορύβου είναι µηδέν. Η διακύµανση της παρατήρησης είναι: 

 

 
Άρα: 

 

Αυτή η διαπίστωση είναι πολύ σηµαντική, λόγω του ότι είτε υπό την υπόθεση 0H , 

είτε υπό την υπόθεση 1H , η διακύµανση των δειγµάτων παραµένει η ίδια, και έτσι 

µπορούµε να απλοποιήσουµε στο αναλογικό τεστ (likelihood ratio): 

 

 
Το επόµενο βήµα είναι να πάρουµε τον φυσικό λογάριθµο και για τα δύο µέλη της 

εξίσωσης για να µπορέσουµε να ‘ξεφορτωθούµε’ το εκθετικό. 

 

 
Σειρά έχει να λύσουµε ως προς την παρατηρούµενη τιµή y: 

 

 
Αυτό που κάνουµε για να αποφανθούµε εάν το παρατηρούµενο δείγµα είναι ίσο µε 

την υπόθεση 0H , είτε η υπόθεση 1H  είναι να συγκρίνουµε το y µε το κατώφλι γ. Εάν 

η παρατήρηση είναι πιο µεγάλη από την τιµή που έχει το γ, τότε έχουµε την υπόθεση 

1H . Αλλιώς έχουµε την υπόθεση 0H . Οι περιοχές απόφασης φαίνονται στο σχήµα 5. 
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Σχήµα 5 Περιοχές απόφασης. 

 

(b) Οι πιθανότητες λάθος συναγερµού και ανίχνευσης είναι: 

 

• Πιθανότητα λάθους: 

 

 
Όπου  

 
 

• Πιθανότητα σωστής ανίχνευσης: 

 

 
 

 

 

 

Παράδειγµα 2 

 

Υποθέστε ότι ο δέκτης του προηγούµενου παραδείγµατος παίρνει Κ δείγµατα 

1 2
, ,...,

K
Y Y Y  από το λαµβανόµενο σήµα. Τα δείγµατα θορύβου είναι ανεξάρτητες 

Gaussian µεταβλητές, κάθε µια µε µηδενικό µέσο όρο και διακύµανση 2σ . Να βρεθεί 

ο βέλτιστος κανόνας απόφασης. 
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Λύση: 

 

Το λαµβανόµενο σήµα υπό την υπόθεση 

 

Υπό την υπόθεση 0H , η πιθανοφάνεια της κ

 

Υπό την υπόθεση 1H , η πιθανοφάνεια της κ

Gaussian µεταβλητή µε µέσο όρο 

αυτήν την υπόθεση είναι: 

 

Το επόµενο βήµα είναι να βγάλουµε το τεστ πιθανοφάνειας το οποίο είναι

 

 

Όµως έχουµε πραγµατοποιήσει δειγµατοληψία (Κ δείγµατα) και εφόσον τα δείγµατα 

αυτά είναι στατιστικά ανεξάρτητα, η 

µε το γινόµενο της έκαστο πυκνότητας πιθανότητας για το κάθε δείγµα. Άρα θα 

έχουµε: 

 

Κάνοντας χρήση της ιδιότητας:

Το τεστ πιθανοφάνειας γίνεται:
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Το λαµβανόµενο σήµα υπό την υπόθεση 0H  και 1H  είναι: 

 
 

, η πιθανοφάνεια της κ-οστής παρατήρησης είναι: 

 
 

, η πιθανοφάνεια της κ-οστής παρατήρησης είναι µια τυχαία 

µεταβλητή µε µέσο όρο m και διακύµανση 2σ . Έτσι η πιθανοφάνεια

 
Το επόµενο βήµα είναι να βγάλουµε το τεστ πιθανοφάνειας το οποίο είναι ίσο µε:

 

Όµως έχουµε πραγµατοποιήσει δειγµατοληψία (Κ δείγµατα) και εφόσον τα δείγµατα 

αυτά είναι στατιστικά ανεξάρτητα, η joint density function των Κ δειγµάτων ισούται 

µε το γινόµενο της έκαστο πυκνότητας πιθανότητας για το κάθε δείγµα. Άρα θα 

                 

Κάνοντας χρήση της ιδιότητας: 

 

Το τεστ πιθανοφάνειας γίνεται: 

Ανίχνευση ασθενών σημάτων σε πρώτης τάξης εξαρτημένο θόρυβο 

 

οστής παρατήρησης είναι µια τυχαία 

. Έτσι η πιθανοφάνεια για 

ίσο µε: 

Όµως έχουµε πραγµατοποιήσει δειγµατοληψία (Κ δείγµατα) και εφόσον τα δείγµατα 

των Κ δειγµάτων ισούται 

µε το γινόµενο της έκαστο πυκνότητας πιθανότητας για το κάθε δείγµα. Άρα θα 
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Αν πάρουµε τον φυσικό λογάριθµο και για τα δύο µέλη της εξίσωσης, θα έχουµε: 

 

Αν λύσουµε ως προς ky , το ισοδύναµο τεστ γίνεται: 

 

Αυτό που έχει να κάνει τώρα ο δέκτης είναι να πάρει τα Κ δείγµατα, να τα προσθέσει 

και να τα συγκρίνει µε το κατώφλι: 

2

ln
2

Km
n

m

σ
+  

 

Εκτίµηση Παραµέτρων του εκπεµπόµενου σήµατος 

Σε προηγούµενη ενότητα είδαµε την υλοποίηση ενός δέκτη ο οποίος δεχόταν ένα 

σήµα εµπλουτισµένο µε θόρυβο και έπρεπε να αποφασίσει ανάµεσα σε 2 πιθανές 

υποθέσεις, το σήµα που στάλθηκε.  Συγκεκριµένα, έπρεπε να αποφασίσει ο δέκτης 

ανάµεσα στην υπόθεση 0H  και στην 1H .   

Σε αυτήν την ενότητα, υποθέτουµε ότι ο δέκτης έχει ήδη λάβει την σωστή απόφαση, 

όµως κάποιες παράµετροι που σχετίζονται µε το σήµα παραµένουν άγνωστοι.  Αυτές 

οι παράµετροι µπορεί να είναι η διακύµανση, ή και η θέση (location estimation). Ο 

στόχος µας είναι να πραγµατοποιήσουµε δειγµατοληψία στο σήµα που λάβαµε και 

αποφασίσαµε ότι συµβολίζει π.χ. το ‘1’ ή το ‘0’. 

Έστω 1 2, ,..., kY Y Y  να είναι τα δείγµατα που πήρα από το λαµβανόµενο σήµα Y, τα 

οποία είναι ανεξάρτητα και ιδιοκατανεµηµένα (i.i.d.) και σχηµατίζουν κατανοµή 

πιθανότητας η οποία µε την σειρά της εξαρτάται άµεσα από την παράµετρο που 

ψάχνουµε (έστω την παράµετρο ‘θ’ η οποία δηλώνει την θέση ή τον µέσο όρο της 

κατανοµής). Για να εκτιµήσουµε την παράµετρο αυτή, χρησιµοποιούµε την τιµή που 

έχει το έκαστο δείγµα (
1 2
, ,...,

k
y y y  είναι οι τιµές που έχουν τα δείγµατα 

1 2
, ,...,

k
Y Y Y ), 

Για να µην γίνει σύγχυση ανάµεσα στα 1 2, ,..., kY Y Y  και στα 1 2, ,..., ky y y , µε τα κεφαλαία 

συµβολίζουµε την δειγµατοληψία νούµερο 1,2,…,κ  και τα µικρά συµβολίζουµε τι τιµή 

έχει η έκαστο δειγµατοληψία. 
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Τα µικρά λοιπόν 1 2, ,..., ky y y  στην συνέχεια χρησιµοποιούνται από την συνάρτηση 

( )1 2, ,..., kg Y Y Y  για να προκύψει στο τέλος η εκτίµηση της παραµέτρου που 

επιζητούµε.  

( )1 2
ˆ , ,..., kg Y Y Yθ =

 

 

Αυτό που επιζητούµε είναι µια προσέγγιση της παραµέτρου ‘θ’ έτσι ώστε να µεγιστοποιείται η 

πιθανοφάνεια ( )|p xθ   

Προσέξτε ότι ο συµβολισµός µιας παραµέτρου η οποία είναι η εκτίµηση µιας άλλης 

παραµέτρου, συµβολίζεται µε το καπελάκι θ̂ .  

Η παράµετρος που πρόκειται να εκτιµηθεί µπορεί να είναι τυχαία, ή µη-τυχαία. Η 

εκτίµηση τυχαίων παραµέτρων καλείται Bayes Estimation (εκτίµηση Bayes) όπως 

είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, ενώ η εκτίµηση µη-τυχαίων παραµέτρων καλείται 

maximum likelihood estimation (MLE) ή αλλιώς εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας. 

 

Maximum Likelihood Estimation – Εκτίµηση Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας 

Όπως είπαµε προηγουµένως, η εκτίµηση µη-τυχαίων παραµέτρων δίνεται από την 

maximum likelihood estimation. Αν 1 2, ,..., kY Y Y  είναι τα δείγµατα (Κ στον αριθµό) 

µιας τυχαίας µεταβλητής (τυχαίας διότι αυτή µπορεί να είναι για παράδειγµα είτε το 

σήµα ‘0’ ή το σήµα ‘1’ ενός δυαδικού συστήµατος), τα οποία δείγµατα έχουν τιµή 

1 2, ,..., ky y y  έκαστο. Όπως πολύ καλά γνωρίζουµε, εάν κάνουµε δειγµατοληψία σε 

ένα φαινόµενο που λαµβάνει χώρα, τότε αν υπερθέσω τα δείγµατα αυτά, θα προκύψει 

µια κατανοµή η οποία περιγράφει το φαινόµενο αυτό. Στην δική µας περίπτωση 

περιγράφει την κατανοµή που έχει το λαµβανόµενο σήµα µέσω της συνάρτησης 
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( )| |Yf yθ θ  η οποία δίνει µια κατανοµή πιθανότητας που έχει µέσο όρο την τιµή θ.  .Η 

likelihood συνάρτηση ( )L θ  λόγω των Κ δειγµάτων, γίνεται: 

 

Είπαµε ότι η κατανοµή αυτή έχει µέσο όρο την τιµή θ. Επίσης στο σηµείο αυτό η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα εµφανίζει και την µέγιστη τιµή της. Αρκεί 

λοιπόν να βρούµε το ακρότατο συνάρτησης αυτής και θα έχουµε πετύχει µια πολύ 

καλή προσέγγιση της τιµής θ. Πως γίνεται τώρα να βρούµε το ακρότατο αυτής της 

συνάρτησης; Λόγω του ότι δεν είναι δυνατό να βρεθεί µέσω της απευθείας 

παραγώγισης της συνάρτησης πιθανοφάνειας, πρέπει να βρούµε µια άλλη συνάρτηση 

η οποία να έχει την ίδια µονοτονία µε την συνάρτηση της πιθανοφάνειας. Αυτή δεν 

είναι άλλη από τον φυσικό λογάριθµο. Λογαριθµίζουµε λοιπόν την συνάρτηση 

πιθανοφάνειας, Παραγωγίζουµε και έτσι δεν έχουµε καµία αλλαγή στην τιµή της 

παραµέτρου που θα προκύψει. Η συνάρτηση που θα πρέπει να λυθεί είναι λοιπόν: 

 

 

Παράδειγµα 

Σε παράδειγµα της προηγούµενης ενότητας είδαµε την περίπτωση που το 

λαµβανόµενο σήµα µπορεί να πάρει δύο διαφορετικές τιµές: ‘0’ και ‘1’. Το σύστηµα 

υπόθεσης ήταν δηλαδή: 

 

Υποθέτοντας ότι η παράµετρος m (παράµετρος θέσης) είναι άγνωστη, να βρεθεί η 

εκτίµηση ˆ
mlm

 
µέγιστης πιθανοφάνειας (ML) του µέσου όρου της κατανοµής που 

περιγράφει το σήµα ‘1’. 

 

Λύση 

 

Λόγω του ότι τα δείγµατα που θα χρησιµοποιήσω για να βρω την παράµετρο 

είναι i.i.d., η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
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Βλέπετε ότι λόγω των Κ δειγµάτων, η συνάρτηση που περιγράφει την 

κατανοµή είναι το γινόµενο των δειγµάτων στην κατανοµή αυτή. Εµείς 

θέλουµε να ‘αποµονώσουµε’ την παράµετρο ‘m’ η οποία βρίσκεται στο 

εκθετικό. Εδώ βλέπετε πόσο χρήσιµη είναι η λογαρίθµηση, διότι έτσι θα 

‘ξεφορτωθώ’ το εκθετικό. Έχουµε µε την λογαρίθµηση: 

 

 
Το επόµενο βήµα είναι να ‘σπάσω’ το άθροισµα σε δύο αθροίσµατα και µετά 

να παραγωγίσω µερικώς ως προς m: 

 

 
Τώρα το µόνο που µένει είναι να λύσω ως προς m, και έχω: 

 
Όµως αυτό δεν είναι σωστό διότι η τελευταία σχέση δεν µας δίνει την 

πραγµατική τιµή της παραµέτρου, αλλά µια εκτίµηση αυτής. Πιο σωστά 

λοιπόν θα έπρεπε να γράψουµε: 

 
Αυτή η σχέση όµως είναι ο γνωστός σε όλους µας, µέσος όρος. 

 

 

 

Σε περίπτωση που έχω ένα δυαδικό σύστηµα εκποµπής, ποιο θα είναι εκείνο το 

κριτήριο που θα µε οδηγήσει στην εκτίµηση; 

 

Ας δούµε πρώτα την περίπτωση που θα βασιστώ σε ένα δείγµα. Εάν ισχύει η 

πιθανοφάνεια ( ) ( )1 0| , | ,y H y Hϕ ϑ ϕ ϑΥ Υ≥ , τότε αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα το 

λαµβανόµενο δείγµα y να είναι η υπόθεση 
1

H , είναι πιο µεγάλη από την υπόθεση 
0

H

Εάν η κατανοµή που εµφανίζει ο θόρυβος που προστέθηκε στο σήµα είναι Gaussian, 

τότε η υπόθεση 1H  θα έχει τιµή 1 1H Nϑε= +  και η υπόθεση 0H  θα έχει τιµή 

0 0H Nϑε= + . 

• Όπου Ν είναι ο προστιθέµενος θόρυβος µε µηδενική µέση τιµή και 

διακύµανση 2σ  
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• Όπου 1ε  είναι µια µη-αρνητική σταθερά η οποία πολλαπλασιάζεται µε την 

µέγιστη στάθµη ισχύος, ϑ , που αποστέλλεται το σήµα και καθορίζει πόσο τις 

εκατό θα έχει υποβιβαστεί η στάθµη του εκπεµπόµενου σήµατος, σε σχέση µε 

την µέγιστη στάθµη που µπορεί να πάρει. Για παράδειγµα εάν 10 Wattϑ =  

και 1 0.8ε = , τότε το σήµα ‘1’ θα αποστέλλεται µε ισχύ 10 0.8 Watt =8 Watt⋅ . 

Με βάση αυτές τις διευκρινίσεις, το δείγµα y υπό την υπόθεση 1H  θα πάρει τιµή: 

( ) ( )21

1

1
| , exp

42

y
y H

ϑε
ϕ ϑ

γγπ
Υ

 −
= − 

 
 

 

Και το δείγµα y υπό την υπόθεση 0H , θα πάρει τιµή: 

( ) ( )20

0

1
| , exp

42

y
y H

ϑε
ϕ ϑ

γγπ
Υ

 −
= − 

 
 

 

Από αυτές τις δύο σχέσεις, µπορούµε να βγάλουµε το εξής σπουδαίο συµπέρασµα: 

εφόσον και οι δύο σχέσεις εκφράζουν µια πιθανοφάνεια, όταν η µια πιθανοφάνεια 

έχει πιο µεγάλη τιµή από την άλλη, τότε αυτή θα είναι και η εκτίµηση µας: 

Αν ισχύει λοιπόν ( ) ( )1 0
| , | ,y H y Hϕ ϑ ϕ ϑΥ Υ≥ , τότε ισχύει ότι το παρατηρούµενο 

διάνυσµα y  είναι πιο πιθανό να είναι η υπόθεση 1H  παρά η υπόθεση 0H . Άρα αν 

διαιρέσουµε µε ( )0
| ,y Hϕ ϑΥ  και πάρουµε τον φυσικό λογάριθµο του κλάσµατος 

αυτού, θα έχουµε το κριτήριο απόφασης να γίνεται: 

( )
( )

1

1 0

| ,
: ln 0

| ,

n
ML

k

i

y H
D y

y H

ϕ ϑ

ϕ ϑ
Υ

= Υ

= ≥∑
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ΕΝΟΤΗΤΑ ΙI 
Καλύπτονται έννοιες: 

• Εισαγωγή στην µη-γραµµική επεξεργασία σήµατος 

• Λόγος χρήσης µη-γραµµικών φίλτρων έναντι γραµµικών 

• Πρακτικά παραδείγµατα αλλοίωσης του σήµατός µας από non-

Gaussian θόρυβο (ADSL γραµµές) 

• Απόρροια της Gaussian κατανοµής µέσω του Κεντρικού 

οριακού θεωρήµατος και λόγος ύπαρξης µη-Gaussian 

κατανοµών µέσω της αντιπαράθεσης Κεντρικού οριακού 

θεωρήµατος και γενικευµένου Κεντρικού οριακού θεωρήµατος 

• ∆ιάφορες προσεγγίσεις στην αντιµετώπιση των outliers-

παρασίτων (σταθµισµένοι µέσοι όροι, weighted myriads)  

• Το φιλτράρισµα και αναπαράσταση του µε όρους στατιστικής, 

και παρουσίαση εννοιών όπως εκτίµηση θέσης (Location 

estimation) 

• Μη-Gaussian µοντέλα και πως χρησιµοποιούµε την γενικευµένη 

Gaussian κατανοµή για αντιµετώπιση διαδικασιών µε µεγάλη 

κρουστικότητα 

• Stable κατανοµές 

• Στατιστικές ιδιότητες εκτιµητών (µη-προκατηληµενοι 

εκτιµητές, αποδοτικοί εκτιµητές, παρουσίαση του ορίου Cramer 

and Rao Lower Bound)  
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Εισαγωγή στην µη-γραµµική επεξεργασία σήµατος 

Η επεξεργασία σήµατος είναι µια διαδικασία η οποία περιλαµβάνει ένα µεγάλο 

φάσµα µεθόδων για την αναπαράσταση, ανάλυση, διάδοση και ανάκτηση σηµάτων 

από διάφορες πηγές.  Μια τέτοια διαδικασία, αναφέρεται στην “µαθηµατική 

χειραγώγηση” των σηµάτων.  Ίσως η πιο σηµαντική µαθηµατική διαδικασία στην 

επεξεργασία σήµατος, είναι αυτή της διαδικασίας ανάλυσης και κατασκευής ενός 

φίλτρου, η οποία σαν στόχο έχει να αποµακρύνει τον επιπρόσθετο θόρυβο, θόρυβο 

λόγω διασυµβολικής παρεµβολής, ή οποιονδήποτε θόρυβο ο οποίος δυσχεραίνει την 

ανάκτηση και αποκωδικοποίηση του εισερχόµενου σήµατος.  Εάν για παράδειγµα το 

σήµα µου έχει αλλοιωθεί από το κανάλι διαβίβασης, τότε ο στόχος µου είναι να 

κατασκευάσω ένα φίλτρο το οποίο καταστέλλει αυτές τις διακυµάνσεις. 

Ένα κλασσικό παράδειγµα φιλτραρίσµατος φαίνεται στο σχήµα 1.1, όπου ένα 

ζωνοπερατό φίλτρο αναδιαµορφώνει ένα chirped σήµα (chirped σήµα είναι ένα σήµα 

του οποίου η συχνότητα αυξάνει 'up-chirp' η µειώνεται 'down-chirp' ανεπιθύµητα).  

Άρα εάν κάνουµε σωστή επιλογή των στοιχείων που απαρτίζουν το φίλτρο µου, 

µπορώ να αναιρέσω όσο αυτό είναι δυνατόν, αυτό το φαινόµενο.  Το σχήµα 1.1b 

δείχνει το φιλτραρισµένο πλέον σήµα, όταν ένα 120 tap FIR φίλτρο έχει 

χρησιµοποιηθεί.  

 

Σχήµα 1.1 φιλτράρισµα επιλεκτικής συχνότητας µε χρήση ζωνοπερατού φίλτρου: 

(α) chirped σήµα (σήµα αυξανόµενης συχνότητας),(b)έξοδος FIR φίλτρου. 

 

Παρόλο που τα γραµµικά φίλτρα θα συνεχίζουν να παίζουν σηµαντικό ρόλο στην 

επεξεργασία σήµατος, τα µη-γραµµικά φίλτρα δείχνουν να έχουν µεγαλύτερη χρήση.  

Ο λόγος που  συµβαίνει αυτό είναι οι αλγόριθµοι που έχουν αναπτυχθεί για την µη-

γραµµική επεξεργασία σήµατος, είναι αρκετά πολύπλοκοι και απαιτούν αρκετά 

µεγάλη επεξεργαστική δύναµη, µια δύναµη που πλέον υπάρχει.   
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Γιατί µη-γραµική επεξεργασία σήµατος; 

Η µη-γραµική επεξεργασία σήµατος προσφέρει πλεονεκτήµατα σε εφαρµογές όπου, 

οι τυχαίες διεργασίες (όπως ο προσθετικός θόρυβος) περιγράφονται από non-

Gaussian στατιστική. Η εµπειρία δείχνει ότι non-Gaussian διαδικασίες, υπάρχουν σε 

µια ευρεία ζώνη εφαρµογών, οι οποίες περιλαµβάνουν ασύρµατες επικοινωνίες, 

υδρολογία, γεωλογία, οικονοµικά και επεξεργασία εικόνας.  Το κοινό στοιχείο σε 

αυτές τις εφαρµογές όπως και σε πολλές άλλες, είναι ότι δείχνουν να παράγουν πιο 

µεγάλο φάσµα παρατήρησης από το Gaussian µοντέλο, λόγω της ιδιότητας των non-

Gaussian τυχαίων διεργασιών να έχουν πιο “βαριές ουρές” της κατανοµής που 

ακολουθούν (δηλαδή οι ουρές της κατανοµής σβήνουν πιο αργά από το Gaussian 

µοντέλο κατανοµής). Σαν αποτέλεσµα οι γραµµικές µέθοδοι οι οποίες υπακούουν την 

αρχή της υπέρθεσης, υποφέρουν από δείγµατα που καταφθάνουν τα οποία έχουν 

αλλοιωθεί από θόρυβο υψηλού πλάτους.  Μη γραµµικές µέθοδοι από την άλλη µεριά, 

εκµεταλλεύονται τα χαρακτηριστικά της κατανοµής πιθανότητας του θορύβου, και µε 

βάση τα χαρακτηριστικά αυτά, χρησιµοποιούν διαφορετικά κριτήρια “απόφασης” 

στην λήψη. 

 

 

 

Σχήµα 1.2 επιλεκτικό φιλτράρισµα σήµατος σε non-Gaussian θόρυβο: (α) έξοδος 

γραµµικού FIR φίλτρου, (b) µη-γραµµικού φίλτρου 

Για να γίνει πιο κατανοητό το παραπάνω, φέρτε στο µυαλό της πάλι το παράδειγµα 

του ζωνοπερατού φίλτρου. Αυτή της την φορά, το chirped σήµα έχει αλλοιωθεί από 

non-Gaussian θόρυβο, κατά την διάρκεια του σταδίου ανάκτησης του σήµατος.  

Λόγω του µη-Γκαουσιανού θορύβου, το γραµµικό FIR φίλτρο, δεν δίνει στην έξοδο 

το καθαρό σήµα που είδαµε στο σχήµα 1.1, αλλά ένα βαριά αλλοιωµένο (σχήµα 

1.2a). Εάν χρησιµοποιήσουµε ένα µη-γραµµικό φίλτρο, τότε η κατάσταση 

βελτιώνεται σε µεγάλο βαθµό όπως βλέπουµε (σχήµα 1.2b).  Το µη γραµµικό φίλτρο 
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κατάφερε να εξάγει όλο το φάσµα που περικλείει το ζωνοπερατό φίλτρο, και οι 

ανεπιθύµητοι όροι, έχουν καταπιεστεί. 

Ένα πρακτικό παράδειγµα αλλοίωσης του σήµατός µας από non-Gaussian θόρυβο, 

φαίνεται της τηλεφωνικές γραµµές (της το ADSL όπου έχουµε µετάδοση 

πληροφοριών µε πολύ µεγάλο bit rate), όπου ο θόρυβος στο κανάλι διαβίβασης 

εµφανίζει κρουστικά χαρακτηριστικά (απότοµες διακριτές εξάρσεις θορύβου).  Σε 

αυτά τα συστήµατα, το συνεστραµµένο ζεύγος καλωδίων το οποίο είναι αθωράκιστο, 

έχει ως συνέπεια τα µεταδιδόµενα σήµατα να είναι επιρρεπή σε µεγάλο βαθµό από 

ηλεκτροµαγνητική παρεµβολή.  Πιθανές πηγές κρουστικού θορύβου µπορεί να είναι 

οι διακόπτες ρεύµατος, ηλεκτρικές συσκευές, αλλά και φυσικά καιρικά φαινόµενα. 

Βαριά παρεµβολή δηµιουργείται επίσης από πολλαπλά ζεύγη συνεστραµµένων 

καλωδίων όπου έχουµε το φαινόµενο του cross-talk. Η παρεµβολή είναι “εκ’γενετής” 

κρουστική και µη-στατική (δεν επαναλαµβάνεται µε κάποια µορφή αλληλουχίας), και 

οδηγεί σε φτωχή ποιότητα εξυπηρέτησης. Η επίδραση κρουστικού θορύβου σε ένα 

σύστηµα µετάδοσης (ADSL) εξαρτάται από την ενέργεια που έχει η κρουστικότητα, 

την διάρκεια, χρόνο άφιξης-επίδρασης, και από το φασµατικό περιεχόµενο του.  Όταν 

συµβαίνουν αποµονωµένες επιδράσεις κρουστικού θορύβου τότε, το πλάτος που θα 

έχει ο θόρυβος θα είναι αρκετά µεγάλο, µεγαλύτερο από τον λευκό προσθετικό 

θόρυβο, ή από την επίδραση cross-talk. Τα παρών συστήµατα ADSL έχουν 

σχεδιαστεί µε γνώµονα την χειρότερη περίπτωση παρεµβολής-επίδρασης που µπορεί 

να συµβεί από κανάλι µετάδοσης το οποίο έχει µη-στατικό και  non-Gaussian 

θόρυβο.  Το σχήµα 1.5 δείχνει τρία ADSL σήµατα τα οποία έχουν µετρηθεί κατά την 

“άφιξη” σε έναν καταναλωτή µιας συνδροµητικής υπηρεσίας.  Τα σήµατα δείχνουν 

ένα µεγάλο εύρος από φασµατικά χαρακτηριστικά της κρουστικότητας, την ταχύτητα 

επαναληψιµότητας των κρουστικών παλµών, και το ποσοστό κρουστικότητας.  Τα 

σχήµατα 1.5a-b απεικονίζουν την χρήση γραµµικών και µη-γραµµικών φίλτρων, και 

την βελτίωση που έρχεται µε την χρήση της µη-γραµµικού φίλτρου για την αφαίρεση 

του θορύβου και της παρεµβολής. 
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Σχήµα 1.5: (a-c) ∆ιαφορετικά είδη θορύβου και παρεµβολής σε µια ADSL γραµµή. 

Ένα γραµµικό και µη-γραµµικό φίλτρο χρησιµοποιήθηκαν για την αντιµετώπιση των 

φαινοµένων που εµφανίζει η γραµµή.  

 

Non-Gaussian Τυχαίες ∆ιαδικασίες 

Στην στατιστική επεξεργασία σήµατος, τα σήµατα µοντελοποιούνται σαν τυχαίες 

διαδικασίες και σε πολλές διαδικασίες επεξεργασίας σήµατος, η ανάλυση του 

σήµατος γίνεται σε στατιστικό επίπεδο για το παρατηρούµενο σήµα µας.  Τι εννοούµε 

µε αυτό; Η επιλογή του καταλλήλου µοντέλου παρατήρησης είναι απόλυτα αναγκαία, 

όπως είδαµε στην περίπτωση του FIR φίλτρου στην προσπάθειά του να φιλτράρει 

σήµα µε µη-γκαουσιανο θόρυβο το σήµα εξόδου δεν ήταν καθόλου αποδεκτό. Η 

κλασσική γραµµική επεξεργασία σήµατος, απορρέει από την δηµοφιλές Gaussian 

παραδοχή.  Το Gaussian µοντέλο εµφανίζεται φυσικά σε πολλές εφαρµογές, και αυτό 

ως αποτελέσµατος του κεντρικού οριακού θεωρήµατος που αποδείχτηκε από τον De 

Moivre (1733).   
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Θεώρηµα 1.1 (Κεντρικό οριακό Θεώρηµα) 

Έστω ��, ��, … , �� µια αλληλουχία από i.i.d. τυχαίες µεταβλητές µε µηδενικό µέσο όρο 

και πεπερασµένη διακύµανση ��.  Τότε καθώς ο αριθµός των δειγµάτων τείνει στο 

άπειρο, � → ∞,  το κανονικοποιηµένο άθροισµα:  

1

1 N

N i

i

S X
N =

= ∑  

Συγκλίνει σχεδόν απόλυτα σε µια Gaussian µεταβλητή µε µηδενικό µέσο όρο και µε την 

ίδια διακύµανση όπως το �
. 

Το κεντρικό οριακό θεώρηµα, εξηγεί την Gaussian φύση των διαδικασιών που 

δηµιουργούνται από την υπέρθεση πολλών µικρών και ανεξάρτητων επιδράσεων.  

Για παράδειγµα, ο θερµικός θόρυβος ο οποίος δηµιουργείται από την υπέρθεση  

µεγάλου αριθµού τυχαίων και ανεξάρτητων αλληλεπιδράσεων, που συµβαίνει σε 

ατοµικό επίπεδο, έχει Gaussian κατανοµή. Το κεντρικό οριακό θεώρηµα λοιπόν 

δικαιολογεί την εµφάνιση Gaussian στατιστικών σε πραγµατικά παραδείγµατα. 

Παρ’ όλα αυτά, σε µια πολύ µεγάλη γκάµα εφαρµογών, το Gaussian µοντέλο δεν 

προσφέρει καθόλου ικανοποιητική απόδοση, και για αρχή κάτι τέτοιο φαίνεται να 

έρχεται σε αντιπαράθεση µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα.  Μια πιο προσεχτική µατιά 

όµως στους “όρους χρήσης” του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, βλέπουµε ότι για να 

είναι δεκτό το “αποτέλεσµα” του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, θα πρέπει όλοι 

οι ανεξάρτητοι όροι που θα απαρτίζουν το άθροισµα, να έχουν πεπερασµένη 

διακύµανση, και όχι άπειρη.  Εάν οι τυχαίες µεταβλητές έχουν άπειρη διακύµανση, 

τότε το κεντρικό οριακό θεώρηµα συγκλίνει σε µια µη-Gaussian κατανοµή.  Αυτή η 

σηµαντική γενίκευση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος εξηγεί τις προφανείς 

αντιπαραδοχές µε την “παραδοσιακή” του έκδοση.  Με τον ίδιο τρόπο όπως το 

Gaussian µοντέλο αντλεί την ισχύ του από το κεντρικό οριακό θεώρηµα, το 

γενικευµένο κεντρικό οριακό θεώρηµα είναι ένας σηµαντικός “βραχνάς” στην 

ανάπτυξη των µοντέλων που λειτουργούν σύµφωνα µε την κρουστική φύση αυτών 

των σηµάτων και των εργαλείων που λειτουργούν σε µη-Gaussian περιβάλλοντα. 

Ίσως η απλούστερη προσέγγιση στο να αποδώσουµε τα αποτελέσµατα των non-

Gaussian σηµάτων είναι να ανιχνεύσουµε τις outliers που µπορεί να υπάρχουν στο 

λαµβανόµενο σετ δειγµάτων, να τις αποβάλλουµε-καταστείλουµε, και έπειτα να 

εφαρµόσουµε αλγόριθµους επεξεργασίας σήµατος.  Αυτή η προσέγγιση όµως, έχει 

πολλά µειονεκτήµατα.  Πρώτον, η ανίχνευση των outliers δεν είναι απλή, ιδίως όταν 

αυτά είναι “δεµένα” µε τα υπόλοιπα δείγµατα. ∆εύτερον, η αποτελεσµατικότητα-

αποδοτικότητα αυτών των µεθόδων δεν είναι η καλύτερη και είναι δύσκολο να 

“µετρηθεί” έτσι ώστε να µπορούµε να κάνουµε σύγκριση ανάµεσα σε αυτές τις 

µεθόδους. 
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� outliers/παρεκτραπόµενη τιµή: Μέσα σε ένα δείγµα ‘n’ παρατηρήσεων 

είναι δυνατόν να υπάρχουν τιµές όπου η τιµή τους να είναι τόσο µακριά από το 

εύρος δυνατών τιµών που µπορούµε να λάβουµε, έτσι ώστε να µας δηµιουργηθεί 

η απορία µήπως αυτές οι τιµές είναι “ξένες” ή µε άλλα λόγια, να µην ανήκουν 

καν στο σετ των εκπεµπόµενων σηµάτων, και να προέρχονται από κάποια 

παρεµβολή, ή από κάποιο λάθος στην τεχνική δειγµατοληψίας) 

Λόγος ύπαρξης Stable κατανοµών µέσω του Γενικευµένου 

Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος 

Όπως τα Gaussian σήµατα, µια ευρεία γκάµα από non-Gaussian διαδικασίες οι οποίες 

συναντώνται σε πρακτικές εφαρµογές, προκύπτουν από την υπέρθεση πολλών 

µικρών ανεξάρτητων φαινοµένων.  Εν αρχή, αυτό µπορεί να δείξει µια αντιπαράθεση 

µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα το οποίο δηλώνει ότι το όριο πολλών µικρών και 

ανεξαρτήτων φαινοµένων, οδηγεί σε Gaussian κατανοµή.  Μια προσεκτική όµως 

µατιά στο κεντρικό οριακό θεώρηµα και τους όρους που την διέπουν, παρατηρούµε 

ότι για να ισχύει το θεώρηµα αυτό, θα πρέπει η διακύµανση των υπερθεµένων 

τυχαίων µεταβλητών να είναι πεπερασµένη.  Εάν η διακύµανση των τυχαίων 

µεταβλητών είναι άπειρη, τότε µια πολύ σηµαντική γενίκευση του κεντρικού οριακού 

θεωρήµατος, αναδύεται.  Αυτή η γενίκευση εξηγεί τις προφανείς αντιφάσεις της 

“στάνταρ” έκδοσης του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, και την παρουσία των non-

Gaussian διαδικασιών στην πράξη. 

Θεώρηµα 2.1 (Γενικευµένο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα) 

Έστω 
1 2, , ...X X  µια i.i.d. ακολουθία από (πιθανόν διορθωµένα όσον αφορά την 

σκεύρωση), δείγµατα.  Τότε θα υπάρχουν σταθερές 
nα  έτσι ώστε αν n → ∞ , το 

άθροισµα : 

( )1 2, ,...
d

n X X Zα →  

Εάν και µόνο εάν η Z  είναι µια Stable τυχαία µεταβλητή µε 0 2a< ≤ . 

 

Έτσι, µπορούµε να πούµε όπως το Gaussian µοντέλο κατανοµής, αντλεί την δύναµή 

του από το κεντρικό οριακό θεώρηµα, το γενικευµένο κεντρικό οριακό θεώρηµα 

αποτελεί µια σπουδαία ‘αντιπαραδοχή’ στην χρήση Stable µοντέλων, σε πρακτικά 

προβλήµατα. 

Στην αρχή, η χρήση άπειρης διακύµανσης στον ορισµό του γενικευµένου κεντρικού 

οριακού θεωρήµατος, µπορεί να οδηγήσει σε σκεπτικισµό, καθώς το να έχουµε 

άπειρη διακύµανση σε πραγµατικά δεδοµένα, και ταυτόχρονα το µοντέλο 

παρατήρησης να έχει περιορισµένο εύρος, είναι αντιφατικό. Πρέπει να σηµειωθεί 

παρόλα αυτά, ότι η διακύµανση δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένα µέτρο του να 
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µετρήσουµε το πόσο ”απλωµένη” είναι η κατανοµή µου, και δεν είναι χρήσιµό µέτρο 

για όλες τις κατανοµές.  Η παράµετρος που µας δείχνει το πόσο “απλωµένη” είναι η 

κατανοµή µας όταν µιλάµε για 

που γίνεται αυτό, δεν είναι άλλος από το να µπορούµε να γνωρίζουµε το σχήµα της 

κατανοµής µας (θυµηθείτε ότι οι 

παραµετροποιείται η σκευρότητα τους).  Η 

έχουµε συνηθίσει να την χρησιµοποιούµε στην µοντελοποίηση δεδοµένων που 

φαινοµενικά έχουν ανώτερο και κατώτερο όριο στην δυνατή τιµή που µπορεί να 

αποκτήσουν, αν και η Gaussian

Γενικευµένες Gaussian

µέσοι όροι 

Μια προσέγγιση στην µοντελοποίηση της παρουσίας των 

την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της γενικευµένης 

να αφήσουµε την παράµετρο που καθορίζει τον εκθετικό 

ουράς (της κατανοµής), να πάρει όποια τιµή εµείς επιθυµούµε. 

Παρατηρήστε ότι όταν η παράµετρος που καθορίζει το σχήµα της κατανοµής παίρνει την τιµή 

‘2’, η κατανοµή είναι η Gaussian

Laplace. Για πολύ µεγάλες τιµές της παραµέτρου σχήµατος, η κατανοµή τείνει να είναι η 

οµοιόµορφη (
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µετρήσουµε το πόσο ”απλωµένη” είναι η κατανοµή µου, και δεν είναι χρήσιµό µέτρο 

για όλες τις κατανοµές.  Η παράµετρος που µας δείχνει το πόσο “απλωµένη” είναι η 

κατανοµή µας όταν µιλάµε για Stable κατανοµές, είναι η παράµετρος ‘γ’.  Ο λόγος 

που γίνεται αυτό, δεν είναι άλλος από το να µπορούµε να γνωρίζουµε το σχήµα της 

κατανοµής µας (θυµηθείτε ότι οι Stable κατανοµές έχουν την ιδιότητα να 

παραµετροποιείται η σκευρότητα τους).  Η Gaussian κατανοµή για παράδειγµα, 

έχουµε συνηθίσει να την χρησιµοποιούµε στην µοντελοποίηση δεδοµένων που 

φαινοµενικά έχουν ανώτερο και κατώτερο όριο στην δυνατή τιµή που µπορεί να 

Gaussian κατανοµή έχει άπειρο εύρος δυνατών τιµών.  

Gaussian Κατανοµές και σταθµισµένοι 

Μια προσέγγιση στην µοντελοποίηση της παρουσίας των outliers είναι να πάρουµε 

την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της γενικευµένης Gaussian κατανοµής, και 

να αφήσουµε την παράµετρο που καθορίζει τον εκθετικό ρυθµό εξασθένησης της 

ουράς (της κατανοµής), να πάρει όποια τιµή εµείς επιθυµούµε.  

Παρατηρήστε ότι όταν η παράµετρος που καθορίζει το σχήµα της κατανοµής παίρνει την τιµή 

Gaussian, και όταν πάρει την τιµή ‘1’, τότε η κατανοµή είν

τιµές της παραµέτρου σχήµατος, η κατανοµή τείνει να είναι η 

οµοιόµορφη (uniform) 
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µετρήσουµε το πόσο ”απλωµένη” είναι η κατανοµή µου, και δεν είναι χρήσιµό µέτρο 

για όλες τις κατανοµές.  Η παράµετρος που µας δείχνει το πόσο “απλωµένη” είναι η 

κατανοµές, είναι η παράµετρος ‘γ’.  Ο λόγος 

που γίνεται αυτό, δεν είναι άλλος από το να µπορούµε να γνωρίζουµε το σχήµα της 

κατανοµές έχουν την ιδιότητα να 

για παράδειγµα, 

έχουµε συνηθίσει να την χρησιµοποιούµε στην µοντελοποίηση δεδοµένων που 

φαινοµενικά έχουν ανώτερο και κατώτερο όριο στην δυνατή τιµή που µπορεί να 

κατανοµή έχει άπειρο εύρος δυνατών τιµών.   

Κατανοµές και σταθµισµένοι 

είναι να πάρουµε 

κατανοµής, και 

ρυθµό εξασθένησης της 

 

Παρατηρήστε ότι όταν η παράµετρος που καθορίζει το σχήµα της κατανοµής παίρνει την τιµή 

, και όταν πάρει την τιµή ‘1’, τότε η κατανοµή είναι η 

τιµές της παραµέτρου σχήµατος, η κατανοµή τείνει να είναι η 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της γενικευµένης Gaussian κατανοµής, είναι 

( )
(| |/ ):

2 1/

xpdf e
βµ αβ

α β
− −

Γ
 

• όπου ‘α’ είναι η παράµετρος κρουστικότητας της κατανοµής (καθορίζουµε 

δηλαδή το πόσο κρουστική µορφή θα έχει η κατανοµή) 

• όπου ‘β’ είναι η παράµετρος σχήµατος της κατανοµής 

• όπου ( )Γ ⋅  είναι η συνάρτηση Γάµµα 

• όπου ‘µ’ είναι ο µέσος όρος της κατανοµής 

Είναι πολύ ενδιαφέρων η περίπτωση της εξασθένησης πρώτης τάξης, η οποία οδηγεί 

στην Laplacian κατανοµή.  Έτσι, χρησιµοποιώντας την γενικευµένη Gaussian 

κατανοµή, η οποία µπορεί να παραµετροποιηθεί όσον αφορά την µορφή της 

‘πειράζοντας’ όρους όπως η διασπορά, µπορούµε να κατασκευάσουµε εκτιµητές οι 

οποίοι λειτουργούν µε αρκετά καλή απόδοση σε κρουστικά περιβάλλοντα. 

Αποδεικνύεται ότι τα φίλτρα σταθµισµένων µέσων όρων, είναι βέλτιστα όταν 

λειτουργούν για δείγµατα τα οποία υπακούουν τους όρους Laplacian στατιστικής, 

έτσι όπως τα γραµµικά φίλτρα είναι βέλτιστα όταν λειτουργούν µε δείγµατα τα οποία 

ακολουθούν τους όρους Gaussian κατανοµής.  Γενικότερα, τα φίλτρα σταθµισµένων 

µέσων όρων, είναι αποδοτικότερα από τα γραµµικά φίλτρα σε κρουστικής φύσεως 

περιβάλλοντα και αυτό λόγω της έντονης ουράς που εµφανίζει η  Laplacian 

κατανοµή. 

 

Εκτίµηση µέσου όρου της κατανοµής 

Η θεωρεία της εκτίµησης είναι ένας κλάδος της στατιστικής που ασχολείται µε το 

πρόβληµα της ανάκτησης πληροφορίας, ανάλογα µε τις ιδιότητες της τυχαίας 

διεργασίας, µέσα από ένα σετ από παρατηρούµενα δείγµατα.  Έτσι, η θεωρεία της 

εκτίµησης, βρίσκεται στην καρδιά της στατιστικής επεξεργασίας σήµατος.  ∆οσµένης 

µιας παρατηρούµενης κυµµατοµορφής {�(�)}, ο στόχος µας είναι να “τραβήξουµε” 

πληροφορία η οποία είναι ενσωµατωµένη στο παρατηρούµενο σήµα. Αποδυκνύεται 

ότι µπορούµε να µοντελοποιήσουµε την ενσωµατωµένη πληροφορία, παραµετρικά. 

Αυτό εάν µια παράµετρος έστω ‘β’ η οποία αντικατοπτρίζει το σηµείο του 

ενδιαφέροντος µας, επιθυµούµε να βρούµε την τιµή της, ή για το θέσουµε πιο σωστά, 

επιθυµούµε να βρούµε την καλύτερη προσέγγιση της.  Αυτή η παράµετρος µπορεί να 

είναι ο τοπικός µέσος όρος, η διακύµανση, το τοπικό εύρος, ή οποιαδήποτε άλλη 

παράµετρος µπορεί να σχετίζεται µε την ληφθέντα κυµµατοµορφή.  Φυσικά, το να 

βρούµε το σωστό παραµετρικό µοντέλο, είναι κρίσιµο. 

 



Ανίχνευση ασθενών σημάτων σε πρώτης τάξης εξαρτημένο θόρυβο 

 

 
33 

 

Location Estimation-Εύρεση του µέσου όρου της κατανοµής που 

σχηµατίζουν τα δείγµατα.  

Λόγω του ότι τα παρατηρούµενα σήµατα είναι από την φύση τους τυχαία, 

εκφράζονται από µια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (pdf), �(��, ��, … , ��).  H 

pdf µπορεί να παραµετροποιηθεί από µια άγνωστη παράµετρο ‘β’.  Η παράµετρος ‘β’ 

έτσι ορίζει µια κλάση από pdf's όπου το κάθε µέλος ορίζεται από µια ορισµένη τιµή 

της ‘β’.  Για παράδειγµα, εάν το σήµα µας αποτελείται από µια µόνο παρατήρηση 

(Ν=1) και η ‘β’ είναι ο µέσος όρος, η pdf υπό το Gaussian µοντέλο, θα είναι: 

( ) ( )21

1 22

1
; exp

22

x
f x

 −β
β = − 

σπσ     

Το ερωτηµατικό στην έκφραση ( )1;f x β , δηλώνει ακριβώς αυτό: ποια είναι η τιµή 

της παραµέτρου ‘β’, εάν γνωρίζω τι τιµή έχει η παρατήρηση 1x . Θα µπορούσα να το 

γράψω και ( )1|f xβ , σε µορφή υπό-συνθήκη πιθανότητας. 

Μπορείτε να δείτε στο σχήµα 1.7 ότι για διάφορες τιµές του ‘β’ έχουµε και 

διαφορετικό µέσο όρο στην κατανοµή µας. Αφού η τιµή του ‘β’ επηρεάζει την 

πιθανότητα του 
1Χ , προφανώς θα µπορούµε να ανακτήσουµε (κάτω από κάποια 

πιθανότητα λάθους φυσικά) την τιµή του ‘β’, µέσω της παρατήρησης 
1Χ . Για 

παράδειγµα, εαν η τιµή του παρατηρούµενου δείγµατος 
1Χ  είναι ένας µεγάλος 

θετικός αριθµός, τότε η παράµετρος ‘β’ είναι πιο πιθανό να είναι ίση µε ‘
1β ’, παρά µε 

‘
2β ’, όπως φαίνεται στο σχήµα 1.7.  Προσέξτε ότι η ‘β’ επηρεάζει την τοποθέτηση 

της pdf.  Για αυτό και λέµε την παράµετρο ‘β’, παράµετρο θέσης/location parameter, 

και οι κανόνες που ακολουθούµε για να ανακτήσουµε την τιµή της ‘β’ µέσα από την 

παρατήρηση, τους ονοµάζουµε εκτιµητές θέσης/location estimators.  Παρόλο που 

υπάρχει η δυνατότητα να συσχετίσουµε και άλλες παραµέτρους σχετικά µε τα 

παρατηρούµενα δείγµατα, η θέση/location είναι µια παράµετρος που παίζει 

ρόλο/κλειδί στην σχεδίαση αλγορίθµων φιλτραρίσµατος. 
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Σχήµα 1.7 Εκτίµηση της παραµέτρου β βασισµένοι στην παρατήρηση ��  

Non-Gaussian Μοντέλα Κατανοµών 

Η Gaussian κατανοµή χρησιµοποιείται συχνά στην επεξεργασία σήµατος.  

Θεωρητικά από  το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, το Gaussian µοντέλο έχει κερδίσει 

µια περίοπτη θέση στην στατιστική και στην µηχανική.  Υπάρχουν παρόλα αυτά 

εφαρµογές όπου µπορεί να έχουµε τυχαίες διεργασίες, οι οποίες να µην ακολουθούν 

τους κανόνες της Gaussian στατιστικής.  Συχνά, οι διεργασίες που συναντώνται στην 

πράξη, είναι κρουστικές και έτσι δεν µπορούν να περιγραφούν µε συµβατικές 

Gaussian κατανοµές. 

Για να µοντελοποιήσουµε non-Gaussian διαδικασίες, επιστρατεύσαµε µια ευρεία 

γκάµα από κατανοµές οι οποίες έχουν πιο έντονες ουρές από την Gaussian κατανοµή.  

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε διάφορες προσεγγίσεις, αλλά, θα 

επικεντρωθούµε σε δυο κλάσεις κατανοµών, τις επονοµαζόµενες γενικευµένες 

Gaussian κατανοµές, και την κλάση των Stable κατανοµών.   

 

Γενικευµένες Gaussian Κατανοµές 

Το κεντρικό οριακό προσφέρει µια θεωρητική απόδειξη για την παρουσία Gaussian 

διαδικασιών στην φύση.  Λόγω της φύσης της Gaussian κατανοµής, µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε γραµµικές µεθόδους εκτίµησης, και γενικότερα ένα µεγάλο µέρος 

των αλγόριθµων επεξεργασίας σήµατος βασίζεται πάνω σε αυτήν την γραµµικότητα.  

Μια µεγάλη βοήθεια προέκυψε από το κεντρικό οριακό θεώρηµα, το οποίο µας 

βοήθησε να κατανοήσουµε την αλληλεπίδραση ενός µεγάλου αριθµού ανεξαρτήτων 

γεγονότων, αλλά και την υποδοµή της χρήσης γραµµικών µεθόδων, ακόµα και σε 

σήµατα τα οποία δεν ακολουθούν Gaussian κατανοµή. 

Μια προσέγγιση που χρησιµοποιείται στην µοντελοποίηση non-Gaussian 

διαδικασιών, είναι να ξεκινήσουµε από το  Gaussian µοντέλο και να το 

“παραµετροποιήσουµε”, έτσι ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην αντιµετώπιση 
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των outliers (σαν outlier µπορούµε να εκφράσουµε και µια διαδικασία θορύβου, διότι 

δεν προέρχεται από τη ίδια κατανοµή πιθανότητας µε αυτή των σηµάτων µας, και το 

πλάτος µπορεί να υπερβεί κατά πολύ το µέγιστο αναµενόµενο πλάτος των σηµάτων 

που λαµβάνω, λόγω της πιθανής κρουστικής φύσης του θορύβου).  Έστω λοιπόν ότι η 

πηγή µου παρέχει σήµατα τα οποία ακολουθούν Gaussian κατανοµή, και 

“µολύνονται” µε θόρυβο (µε οποιαδήποτε µορφή που µπορεί να έχει ο/οι  

θόρυβος/θόρυβοι.  Τότε η Gaussian mixture (µια κατανοµή η οποία είναι η υπέρθεση 

διαφορετικών Gaussian κατανοµών) ή αλλιώς το “µολυσµένο” Gaussian µοντέλο, θα 

ακολουθεί αυτήν την προσέγγιση: 

( ) ( ) ( ) ( )1 n cf x f x f x= −ε +ε  

• Όπου ( )nf x  είναι η ονοµαστική Gaussian συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας µε διακύµανση 2

nσ  

• Όπου ‘ε’ είναι µια µικρή θετική σταθερά, ( 0 1≤ ε ≤ ) η οποία ορίζει τον βαθµό 

που η ( )nf x  µολύνεται από την ( )cf x , η οποία εδώ ακολουθεί και αυτή 

Gaussian κατανοµή, µε σχετικά µεγάλη διακύµανση ( )2 2

c n
σ σ≫ . 

Προκύπτει ότι ένα δείγµα από 1 ε  δείγµατα, θα είναι µολυσµένο από την πηγή µε την 

µεγαλύτερη διακύµανση. Το πλεονέκτηµα από µια µολυσµένη Gaussian κατανοµή 

είναι η απλότητα της εξοµοίωσης της µε την βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή.  

Όµως η µίξη Gaussian κατανοµών, παρουσιάζει µειονεκτήµατα.  Πρώτον, για να 

παραµετροποιήσουµε την διασπορά και την κρουστικότητα, θα πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε τρείς παραµέτρους ( ), ,n cε σ σ , αριθµός κάπως µεγάλος.  

∆εύτερον και µάλλον πιο σηµαντικό είναι ότι για να υπολογίσουµε την ( )f x , θα 

πρέπει να γίνει η πρόσθεση δύο διαφορετικών κατανοµών ( ) ( )( ),n cf x f x , ένα 

πρόβληµα το οποίο είναι δύσκολα διαχερίσιµο στο πρόβληµα της εκτίµησης. 

Ανάµεσα στις διάφορες επεκτάσεις που µπορεί να πάρει οι Gaussian κατανοµές, τα 

πιο δηµοφιλή είναι αυτά που χαρακτηρίζονται από την generalized Gaussian 

Distribution.  Αυτές είναι γνωστές από αναφορές από τον Subjoin το 1923 και από 

τον Frechet το 1924.  Μια ειδική περίπτωση από την κλάση των generalized 

Gaussian Distributions είναι γνωστή σαν την Laplacian κατανοµή, η οποία έχει 

ακόµα παλαιότερες ρίζες.  Ο Laplace την παρουσίασε περισσότερο από διακόσια 

χρόνια πριν.  Στην generalized Gaussian Distribution, η παρουσία των outliers 

µπορούν να µοντελοποιηθούν, απλώς παραµετροποιώντας την Gaussian κατανοµή, 

επιτρέποντας την µεταβλητή η οποία καθορίζει το εκθετικό “σβήσιµο” της ουράς της 

κατανοµής, να είναι ελεύθερη να πάρει όποια τιµή θέλουµε (όποια τιµή µας βολεύει, 

ανάλογα µε τις outliers τιµές).  Έστω αυτή η ελεύθερη παράµετρο, να είναι η ‘κ’. 

Ορισµός 2.1 (generalized Gaussian Distribution) η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας για την generalized Gaussian Distribution, δίνεται από: 
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( )
( )

( )

2 1

k
a xka

f x e
k

− −β=
Γ

  (2.2)

 

Όπου ( )Γ ⋅ είναι η συνάρτηση Γάµµα ( ) 1

0

x tt e dt

∞
− −Γ χ = ∫ , ‘α ’είναι µια σταθερά η οποία 

ορίζεται ως: ( ) ( )( ) 11 3 1a k k
−−=σ Γ Γ  και ‘σ’ είναι η τυπική απόκλιση.  

Εδώ, η κλιµάκωση καθορίζεται από την παράµετρο 0σ >  και η κρουστικότητα 

καθορίζεται από την παράµετρο 0k > .  Όπως θα περιµέναµε, η (2.2) µετατρέπεται 

στην στάνταρ Gaussian κατανοµή, όταν k=2.  Συνεπώς αυτή θα είναι και η 

υψηλότερη τιµή που θα µπορεί να πάρει το k, και για µικρότερες τιµές του, 

µεταβαίνουµε σε διαφορετική κατανοµή, µε υψηλότερη κρουστικότητα και πιο 

“βαριές” ουρές (µε αυτόν τον όρο εννοούµε ότι το φασµατικό εύρος της κατανοµής 

είναι µεγαλύτερο).  Μια δεύτερη ιδιαίτερη περίπτωση για την generalized Gaussian 

Distribution συµβαίνει όταν k=1, το οποίο ορίζει το διπλό εκθετικό (double 

exponential), ή αλλιώς την Laplacian κατανοµή: 

( )
2

1

22

x
x

f x e e
− −β −λ −βσ λ

= =
σ

  (2.3) 

Η επίδραση της µείωσης της παραµέτρου ‘κ’ στην ουρά της κατανοµής, µπορεί να  

δειχθεί από το σχήµα 2.2.  Όπως βλέπουµε από τα σχήµατα, η Laplacian κατανοµή 

έχει βαρύτερη ουρά από την Gaussian.   

 

Stable κατανοµές και weighted Myriads 

Αποδεικνύεται ότι µια µεγάλη ποικιλία από διεργασίες παρουσιάζουν τόσο 

κρουστική φύση, που χαρακτηρίζονται από κατανοµή µε αλγεβρική ουρά.  Αυτές οι 

κρουστικές διεργασίες, που βρίσκονται στην επεξεργασία σήµατος, παράγονται από 

την υπέρθεση πολλών ανεξάρτητων φαινοµένων. Για παράδειγµα, η αντανάκλαση 

που δέχεται ένα σύστηµα Radar, είναι το άθροισµα πολλών αντανακλάσεων από 

διάφορες (όχι επίπεδες φυσικά) επιφάνειες. Επίσης αναµεταδότες σε ένα 

τηλεπικοινωνιακό σύστηµα πολλών χρηστών, ‘γεννούν’ σχετικά µικρά και 

ανεξάρτητα σήµατα, το άθροισµα των οποίων µαζί µε το εκπεµπόµενο σήµα,  είναι 

αυτό που λαµβάνει τελικώς ο δέκτης. Επίσης, περιστρεφόµενα ηλεκτρικά 

µηχανήµατα, παράγουν πολλούς κρουστικούς παλµούς που δηµιουργούνται από τις 

ενώσεις ανάµεσα στα µέρη του µηχανήµατος. Τέλος, ο στάνταρ ατµοσφαιρικός 

θόρυβος είναι γνωστό ότι προέρχεται από πολλές ηλεκτρικές εκκενώσεις που 

συµβαίνουν.  Η θεωρητική πιστοποίηση στην χρήση Stable κατανοµών βασίζεται στο 

γενικευµένο κεντρικό οριακό θεώρηµα, το οποίο περιλαµβάνει το γνωστό 

“παραδοσιακό” Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, σαν µια ιδιαίτερη περίπτωση.  
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Πληροφοριακά: 

Μια τυχαία µεταβλητή Χ λέγεται Stable εάν µπορεί να είναι το όριο ενός 

κανονικοποιηµένου αθροίσµατος από i.i.d. τυχαίες µεταβλητές. 

Το γενικευµένο κεντρικό οριακό θεώρηµα, δηλώνει ότι εάν το άθροισµα i.i.d. 

τυχαίων µεταβλητών, µε ή χωρίς πεπερασµένη διακύµανση, συγκλίνει σε µια 

κατανοµή, η οριακή κατανοµή θα πρέπει να ανήκει στην οικογένεια των Stable 

κατανοµών.  Έτσι, non-Gaussian διεργασίες, µπορούν να “αναδυθούν” σε πρακτικές 

εφαρµογές, σαν άθροισµα από τυχαίες µεταβλητές µε τον ίδιο τρόπο όπως Gaussian 

διεργασίες. 

Οι Stable κατανοµές περιλαµβάνουν δύο σηµαντικά σηµεία: την κανονική Gaussian 

κατανοµή και την Stable κατανοµή.  η Cauchy κατανοµή, µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για να µοντελοποιήσει διεργασίες βαριάς κρουστικότητας.  Αποδεικνύεται ότι για ένα 

µεγάλο εύρος από σήµατα µε Stable κατανοµή, τα weighted myriad φίλτρα είναι τα 

βέλτιστα.  Έτσι, τα weighted myriad φίλτρα τα οποία απορρέουν από το Stable 

µοντέλο είναι οι αντίστοιχες υλοποιήσεις των γραµµικών και weighted median 

φίλτρα για Gaussian και Laplacian περιβάλλοντα αντίστοιχα. 

• Mean estimator-εκτιµητής µέσου όρου.  Όπου η µέθοδος  του είναι να 

αθροίσει τα παρατηρούµενα δείγµατα και στην συνέχεια να διαιρέσουµε µε 

τον αριθµό των δειγµάτων 

• Median estimator-εκτιµητής διαµέσου-median.  Όπου η µέθοδος του 

είναι να απορριφτούν πρώτα  οι δυο ακραίες τιµές (η µέγιστη και η ελάχιστη 

τιµή) και αφού τοποθετηθούν τα δείγµατα σε αύξουσα σειρά, να διαλέξουµε 

την κεντρική τιµή. 

• Myriad estimator. Σε αυτήν την περίπτωση, το µοντέλο κατανοµής είναι 

το Cauchy και η βέλτιστη τιµή βγαίνει παίρνοντας την παράγωγο της, 

δεδοµένης της παραµέτρου κλιµάκωσης. 

Οι stable κατανοµές περιγράφουν µια µεγάλη γκάµα από κατανοµές οι οποίες µας 

επιτρέπουν να παραµετροποιήσουµε την skewness-σκευρότητα, αλλά και το πόσο 

βαριά θα είναι η ουρά.  Η κλάση των Stable κατανοµών παρουσιάστηκε από τον Levy 

το 1925, και περιγράφονται από τέσσερις παραµέτρους:  

• την παράµετρο ( ]0, 2α∈  η οποία εκφράζει την κρουστικότητα/index of 

stability,  

• την παράµετρο κλιµάκωσης γ>0,  

• 
την παράµετρο σταθερότητας/skewness parameter [ ]1,1δ∈ −

 

• και τέλος την παράµετρο θέσης/location parameter β∈ℜ .  

 Η παράµετρος σταθερότητας ‘α’, υποδεικνύει το πόσο πυκνή θα είναι η ουρά και 

δίνει έτσι την ευελιξία στο µοντέλο µας να µπορεί να µοντελοποιήσει µεγάλο εύρος 

από κρουστικές διαδικασίες.  Η παράµετρος ‘γ’ η οποία λέγεται και διασπορά, είναι 
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παρόµοια µε την διακύµανση της Gaussian κατανοµής.  Η διακύµανση ισούται µε 

2σ = γ  στην Gaussian περίπτωση όταν α=2.  Όταν η παράµετρος skewness ισούται 

µε µηδέν, τότε η Stable κατανοµή, είναι συµµετρική γύρω από την παράµετρο θέσης 

‘β’.  Οι συµµετρικές Stable κατανοµές/Symmetric stable distributions συχνά 

αναφέρονται σαν symmetric a-stable, ή πιο απλά, SaS. 

 

Σχήµα 2.2: Ουρές του της γενικευµένης Gaussian κατανοµής, για διαφορετικές 

τιµές της σταθεράς ‘κ’ 

Οι Stable κατανοµές γίνονται ραγδαίως δηµοφιλείς όταν έχουµε να κάνουµε µε 

περιγραφή κάποιας κρουστικής διαδικασίας, για τους ακόλουθους λόγους:   

1. Καλοί εµπειρικοί κανόνες προκύπτουν συχνά χρησιµοποιώντας Stable 

κατανοµές για δεδοµένα που παρουσιάζουν σκευρότητα και βαριές ουρές.  

2. Υπάρχει µια ισχυρή θεωρητική απόδειξη ότι non-Gaussian Stable διαδικασίες 

υπάρχουν και στην πράξη, όπως σε ένα Poisson κατανεµηµένο 

τηλεπικοινωνιακό δίκτυο το οποίο εµφανίζει παρεµβολές λόγω της πολλαπλής 

πρόσβασης που έχουµε σε αυτό, η αντανάκλαση σε ένα περιστρεφόµενο 

καθρέπτη, και η κίνηση του διαδικτύου.   

3. Ο τρίτος λόγος για την µοντελοποίηση µε Stable κατανοµές, είναι ίσως και η 

πιο σηµαντικός.  Αυτό γιατί οι Stable κατανοµές ικανοποιούν µια σηµαντική 

γενίκευση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, η οποία δηλώνει ότι το µόνο 

πιθανό όριο από κανονοκοποιηµένα αθροίσµατα αποτελούµενο από i.i.d. 

όρους, είναι Stable. 
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Μια ευρεία ποικιλία από κρουστικές διαδικασίες οι οποίες βρίσκονται σε εφαρµογές 

επεξεργασίας σήµατος, αναδύεται σαν η υπέρθεση πολλών µικρών ανεξαρτήτων 

φαινοµένων.  Εκεί που οι Gaussian κατανοµές είναι ξεκάθαρα αναποτελεσµατικές, οι 

Stable κατανοµές έχουν όλες τις προδιαγραφές στο να µοντελοποιήσουν αυτές τις 

κρουστικές διαδικασίες.  Έτσι οι Stable κατανοµές είναι ελκυστικές αφότου η 

γενίκευση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος εξηγεί τις προφανείς αντιφάσεις 

µεταξύ της στάνταρ έκδοσης της, η οποία δεν θα µπορούσε να εξηγήσει διαφορετικά 

την παρουσία των σηµάτων τα οποία έχουν βαριά/πυκνή ουρά.  

 

Ορισµοί  

Οι Gaussian τυχαίες κατανοµές υπακούουν την ιδιότητα που ορίζει ότι το άθροισµα 

δύο Gaussian κατανοµών, θα µας δώσει µια Gaussian  κατανοµή.  Έστω λοιπόν ότι 

έχουµε δύο τυχαίες Gaussian κατανοµές 
1 2,X X  και a,b,c να είναι τρείς θετικές 

σταθερές. 

1 2

d

aX bX cX d+ = +   (2.4) 

(το σύµβολο 
d

= δηλώνει ισότητα στην κατανοµή) 

Όπου d είναι µια πραγµατική σταθερά.  Φυσικά, αυτή η ιδιότητα ισχύει και για τις 

Stable κατανοµές, και µια συµµετρική Stable τυχαία µεταβλητή η οποία είναι 

κατανεµηµένη γύρω από την τιµή 0, ικανοποιεί την συνθήκη 
d

X X=−  λόγω 

συµµετρίας. 

Πληροφοριακά, η παράµετρος της σταθερότητας (α) δηλώνει ότι η µορφή  της X  

διατηρεί την κλιµάκωση και την σκεύρωση έπειτα από την πρόσθεση.  Η ιδιότητα της 

σταθερότητας (2.4) για Gaussian τυχαίες µεταβλητές, µπορεί να αποδειχθεί 

ισχυρίζοντας ότι 2 2 2c a b= + , και ( )d a b c= + − µ , όπου ‘µ’ είναι ο µέσος όρος της 

µελετούµενης Gaussian κατανοµής.  Άλλες γνωστές κατανοµές οι οποίες ικανοποιούν 

την ιδιότητα της Stable κατανοµής, είναι οι κατανοµές Cauchy και Levy (και οι δύο 

είναι µέλη της οικογένειας των Stable κατανοµών).  Η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας για την Cauchy κατανοµή µε παράµετρο θέσης ‘β’ είναι: 

( )
( )22

1
f x

γ
=
π γ + χ−β

, −∞ < χ < ∞  (2.5) 

Η Levy συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µερικές φορές, αναφέρεται ως την 

Pearson κατανοµή, είναι τελείως σκεβρωµένη στο διάστηµα ( )0,∞ .  H συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας για ( ),X Levy γ β∼  έχει την µορφή: 



Ανίχνευση ασθενών σημάτων σε πρώτης τάξης εξαρτημένο θόρυβο 

 

 
40 

( )
( ) ( )3 2

1
exp

2 2
f x

 γ γ
= −  π χ −βχ −β  

 , β < χ < ∞  

Το σχήµα 2.3 δείχνει το γράφηµα της κανονικής Gaussian κατανοµής, της Cauchy και 

της Levy.  Βλέπουµε ότι η Gaussian και η Cauchy είναι συµµετρικές και έχουν 

καµπανοειδές σχήµα.  Η κύρια διαφορά αυτών των δύο κατανοµών, είναι η περιοχή 

κάτω από την ουρά της έκαστο κατανοµής.  Παρατηρούµε ότι η ουρά της Cauchy 

κατανοµής σβήνει πιο αργά, κάτι που χαρακτηρίζει την πιο κρουστική φύση της – σε 

σχέση µε την Gaussian κατανοµή.  Αν τώρα συγκρίνουµε και την Levy σε σχέση µε 

τις άλλες δύο κατανοµές, βλέπουµε ακόµα βαρύτερη ουρά (µεγαλύτερη 

κρουστικότητα), αλλά, και µια σκεύρωση που χαρακτηρίζει την κατανοµή αυτή.  

Γενικά, οι Stable κατανοµές µας επιτρέπουν να τις παραµετροποιήσουµε όσον αφορά 

την σκευρότητα µέσω της παραµέτρου ‘δ’ όπως βλέπουµε στο σχήµα 2.4 την 

κατανοµή µιας α-stable τυχαίας µεταβλητής. 

 

Σχήµα 2.3 κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας για την κανονική κατανοµή (α=2), 

Cauchy (α=1) και Levy (α=0.5, δ=1) 

Παρόλο που µερικές πρακτικές διαδικασίες µοντελοποιούνται/περιγράφονται 

καλύτερα µε σκευρωµένη κατανοµή, εµείς θα επικεντρωθούµε στην συµµετρική 

Stable κατανοµή, για τους εξής λόγους: 

1. Οι διαδικασίες που βρίσκονται σε ένα µεγάλο αριθµό από εφαρµογές 

επεξεργασίας σήµατος λειτουργούν µε συµµετρική λογική.  
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2. Τα ασσύµετρα µοντέλα οδηγούν σε πολύ µεγάλη πολυπλοκότητα το οποίο µε 

την σειρά του οδηγεί σε πολύ δύσκολο υπολογισµό-εξοµείωση των 

αλγορίθµων. 

3. Τέλος και πιο σηµαντικό, το να προσπαθήσουµε να κάνουµε µια εκτίµηση σε 

µια ασσύµετρη κατανοµή, είναι ένα πρόβληµα το οποίο δεν µπορεί να 

καθοριστεί µε ακρίβεια, λόγω της πιθανής µη-γνώσης του βαθµού 

σκευρότητας που µπορεί να εµφανίζει η κατανοµή αυτή.   

Συµµετρικές Stable Κατανοµές 

Οι συµµετρικές α-stable κατανοµές ορίζονται όταν η παράµετρος της σκευρότητας 

‘δ’ οριστεί ίση µε το µηδέν.  Σε αυτήν την περίπτωση µια τυχαία µεταβλητή η οποία 

ακολουθεί την συµµετρική stable κατανοµή µε κλιµάκωση ‘γ’, ορίζεται ως: 

( )X SaS γ∼ .  Παρόλο που ο ορισµός µιας Stable (σχέση 2.2) επαρκεί για τον 

χαρακτηρισµό όλων των Stable κατανοµών, ένας δεύτερος και πιο ισχυρός 

χαρακτηρισµός τυχαίων Stable µεταβλητών απορρέει µέσω της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης τους: 

( ) ( ) ( ) ( )exp expE j X j x f x dx

∞

−∞

Φ ω = ω = ω∫  (2.7) 

Όπου ( )f x  είναι η συνάρτηση πυκνότητας για την συγκεκριµένη τυχαία µεταβλητή. 

 

 

Σχήµα 2.4 Κατανοµές πιθανότητας για σκευρωµένες stable κατανοµές για 

παραµέτρους (α=0.5, γ=1, β=0) 
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Ορισµός 2.3 (χαρακτηριστική συνάρτηση SaS κατανοµών)  

Μια τυχαία µεταβλητή Χ είναι συµµετρική και Stable εάν και µόνο εάν 
d

X AZ B= +

όπου 0 2, 0,A B< α ≤ ≥ ∈ℜ και ( )Z Z= α είναι µια τυχαία µεταβλητή µε 

χαρακτηριστική συνάρτηση: 

( ) e
αα−γ ωΦ ω =  (2.8) 

(Η χαρακτηριστική συνάρτηση µιας Gaussian τυχαίας µεταβλητής µε µηδενικό µέσο 

όρο και διακύµανση 2σ , δίνεται από: ( )
2 2

exp
2

 ω σ
Φ ω = − 

 
, από αυτήν την σχέση και 

για α= 2, µπορούµε να βγάλουµε µια σχέση µεταξύ της 2σ  και της ‘γ’ ). 

 

• Η παράµετρος διασποράς ‘γ’ είναι µια θετική σταθερά η οποία σχετίζεται µε 

την κλιµάκωση της κατανοµής.   

• Η παράµετρος ‘α’ ορίζει το ποσό της σταθερότητας (index of stability), 

ρυθµίζει το ποσό της κρουστικότητας και το πόσο πυκνή θα είναι η ουρά της 

κατανοµής.  Θα πρέπει όµως να βεβαιωθούµε ότι η τιµή του ‘α’ θα είναι στο 

διάστηµα 0 2< α ≤ , όπου για α=2 η κατανοµή παραπέµει στην στάνταρ 

Gaussian κατανοµή.  Για οποιαδήποτε άλλη τιµή της ‘α’ η κατανοµή αποκτά 

πιο κρουστική µορφή µε πιο έντονη ουρά. 

Το σχήµα (2.5) δείχνει το γράφηµα κανονικοποιηµένων Stable κατανοµών µε 

µοναδιαία διασπορά  (γ=1).  Προσέξτε ότι για χαµηλότερες τιµές του ‘α’ έχουµε 

κατανοµή µε πιο πυκνή ουρά (στο σχήµα 2.6). 

Ένα πολύ µεγάλο µειονέκτηµα στην µοντελοποίηση Stable κατανοµών είναι ότι 

υπάρχουν περιπτώσεις όπου η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, δεν έχει 

κλειστή µορφή (ανάπτυγµα).  Πιο συγκεκριµένα, υπάρχουν µόνο τρείς περιπτώσεις 

όπου η συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας µπορεί να εκφραστεί µε κλειστού τύπου 

ανάπτυγµα: Η περίπτωση της Gaussian κατανοµής (α=2), η Cauchy κατανοµή (α=1) 

και η Levy κατανοµή (α=0,5).  Για οποιαδήποτε άλλη τιµή του ‘α’, θα πρέπει να 

καταφύγουµε σε ανάπτυγµα σειρών, ώστε να είναι δυνατόν να περιγραφεί η 

κατανοµή. 
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Σχήµα 2.5 κατανοµές πιθανότητας stable κατανοµής για διάφορες τιµες της 

παραµέτρου ουράς ‘α’ 

 

 

Σχήµα 2.6 “Ουρές” συµµετρικών stable κατανοµών για διάφορες τιµές της 

παραµέτρου ουράς ‘α’ 
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Ορισµός 2.4 (Συµµετρικές Stable συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας) 

Γενικότερα, συµµετρικές κατανοµές οι οποίες έχουν µηδενικό µέσο όρο και µοναδιαία 

διασπορά, έχουν συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

 

 

 

 

Στατιστικές Ιδιότητες εκτιµητών 

• location estimation 

• Μη-Προκατηληµένοι Εκτιµητές 

• Αποδοτικοί Εκτιµητές 

 

 

Το φιλτράρισµα και η εκτίµηση παραµέτρων είναι άµεσα συσχετιζόµενες, λόγω  του 

γεγονότος ότι η πληροφορία µπορεί να µεταφερθεί, ή και  να εισαχθεί σε µία η 

περισσότερες παραµέτρους που χαρακτηρίζουν το σήµα µας.  Για παράδειγµα 

µπορούµε να ορίσουµε η πληροφορία να είναι ενσωµατωµένη στην παράµετρο θέσης 

(θ), την διακύµανση ( 2σ ), την φάση και φυσικά την συχνότητα.  Τα  χαρακτηριστικά 

δηλαδή που διέπουν την κατανοµή την οποία ακολουθούν τα σήµατά µας όσον αφορά 

την παράµετρο θέσης και την διακύµανση, και στα χαρακτηριστικά του 

εκπεµπόµενου σήµατος.  Για ΑΜ και FM σήµατα για παράδειγµα, η πληροφορία 

είναι ενσωµατωµένη στο στιγµιαίο πλάτος αλλά και στην στιγµιαία συχνότητα 

αντίστοιχα του διαµορφωµένου σήµατος.  Το πρόβληµα είναι, στο να µπορέσουµε να 

προσδιορίσουµε την παράµετρο που αναπαριστά την πληροφορία επιτυχώς.  Αν 

µπορούσε κάποιος να παρατηρήσει απευθείας την παράµετρο αυτή, τότε το 

πρόβληµα της εκτίµησης σήµατος, θα µπορούσε να αναπτυχθεί σε λίγες σελίδες.  

Στην πράξη όµως, η παρατήρηση εµπεριέχει θόρυβο και έτσι θα πρέπει να 

επιστρατεύσουµε την βοήθεια της στατιστικής, για κάνουµε µια εκτίµηση µε όσο το 

δυνατόν µικρότερη πιθανότητα λάθους. 



Ανίχνευση ασθενών σημάτων σε πρώτης τάξης εξαρτημένο θόρυβο 

 

 
45 

 

Ένα απλό παράδειγµα για να σας δείξουµε πως έχουν τα πράγµατα: 

• Έστω µια σταθερά β η οποία αντιπροσωπεύει το σήµα που εκπέµπω. 

• Την στιγµή που λαµβάνω το σήµα (το β δηλαδή),  λαµβάνω επίσης και 

θόρυβο. 

Το παρατηρούµενο σήµα είναι λοιπόν: 

i iX = β + Ζ ,  1, 2,...,i N=  

Βλέπουµε λοιπόν ότι το λαµβανόµενο σήµα είναι το 
iX  και στην συγκεκριµένη 

περίπτωση είναι στατιστικά ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα παρατηρούµενα δείγµατα.  

Έτσι εάν το λαµβανόµενο σετ παρατηρήσεων είναι 
1 2, , ..., NX X X , ο στόχος είναι να 

επινοήσουµε έναν κανόνα, µε βάση τον οποίο θα επεξεργαστούµε το σετ 

παρατηρήσεων αυτό και να εκτιµήσουµε την τιµή του ‘β’. Γνωρίζοντας πλέον την 

τιµή του ‘β’, µπορούµε να θέσουµε ανάλογα το κατώφλι µε βάση το οποίο θα γίνεται 

η διάκριση του ‘0’ και του ‘1’ (εάν πρόκειται για δυαδικό σύστηµα εκποµπής ).  Στην 

θεωρία που θα ακολουθήσει, έχουµε θέσει την παράµετρο που συµβολίζει το πλάτος 

του εκπεµπόµενου σήµατος, να είναι σταθερό (για παράδειγµα σε ένα δυαδικό 

σύστηµα, ο “άσσος” θα συµβολίζεται πάντα µε ένα συγκεκριµένο πλάτος και το 

“µηδέν” µε το δικό του συγκεκριµένο πλάτος).   

Αφού λοιπόν η παράµετρος του πλάτους του σήµατος είναι καθορισµένη, η µέθοδος 

που θα ακολουθήσουµε σε αυτήν την περίπτωση είναι γνωστή σαν location 

estimation ή αλλιώς εκτίµηση θέσης, και αυτό γιατί στόχος µας είναι να εντοπίσουµε 

την θέση που κατέχει η παράµετρος β (ποιο είναι το πλάτος δηλαδή).   

Έχουν προταθεί πολλές µέθοδοι στην εκτίµηση του β για το παράδειγµα που µόλις 

είπαµε.  Μια από αυτές τις µέθοδοι, είναι ο  µέσος όρος των δειγµάτων που λαµβάνω: 

MEAN-ΜΕΣΟΣ ΟΡΟΣ  
1

1 N

N i

i

X X
N

β
=

= = ∑   

Ένας εναλλακτικός τρόπος εύρεσης του µέσου όρου είναι να
 
“τοποθετήσουµε” τα 

δείγµατά µας σε αύξουσα σειρά, και να επιλέξουµε το µεσαίο .  Επίσης, ένας άλλος 

τρόπος είναι να αππορίψουµε τα δύο δείγµατα µε τις ακραίες τιµές (ελάχιστο και 

µέγιστο) και µε τις εναποµείναντες τιµές, να υπολογίσουµε τον µέσο όρο.  Βλέπετε 

ότι υπάρχουν πολλοί τρόποι στον υπολογισµό του µέσου όρου, ανάλογα µε ποιο 

κριτήριο ακολουθούµε.   

Για κάθε εφαρµογή, όπως το παράδειγµα µας , υπάρχει ένας αριθµός από εκτιµητών 

που δύναται να χρησιµοποιήσουµε. Φυσικά, κάποιος εκτιµητής µπορεί να 

παρουσιάζει µεγάλη απόδοση σε κάποιες εφαρµογές, και µικρότερη σε κάποιες 

άλλες.  Το να περιγραφεί το πόσο καλό είναι ένας εκτιµητής κάτω από συγκεκριµένες 

προϋποθέσεις είναι σηµαντικό.  Μπορούµε να πούµε ότι οι εκτιµητές είναι στην 

ουσία διαδικασίες, όπου αντιµετωπίζουν τις παρατηρήσεις σαν τυχαίες µεταβλητές, 
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και άρα οι ίδιοι οι εκτιµητές αντιµετωπίζονται στην ουσία σαν τυχαία µεταβλητή.  

Και αφού µιλάµε για τυχαίες µεταβλητές, επιστρατεύουµε την έννοια την συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας για την περιγραφή τους.  Η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας για την εκτίµηση (έστω της ‘β’ παραµέτρου) περιγράφεται σαν: 

( )ˆ |f y
β

β  και διαβάζεται ως εξής:  Αν γνωρίζω την τιµή της παραµέτρου β, πόσο 

πιθανό είναι η παρατήρησή µου y να έχει την τιµή β;   

 

Μη-Προκατηληµένοι Εκτιµητές 

Ή αλλιώς Unbiased Estimators.  Μια τυπική κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας, 

δίνεται στο σχήµα 4.1, όπου η πραγµατική τιµή της παραµέτρου δίνεται σαν γνωστή.  

Θα ήταν επιθυµητό για την εκτίµηση της παραµέτρου β (το σύµβολο για την εκτίµησης 

µιας παραµέτρου είναι η ίδια η παράµετρος µε το καπελάκι από πάνω της- β̂), να είναι 

όσο το δυνατό πιο κοντά στην πραγµατική τιµή του β.   Και πάλι αφού µιλάµε για 

εκτίµηση του β και το πόσο πιθανό είναι να έχουµε την πραγµατική τιµή της 

παραµέτρου β, µιλάµε για µια κατανοµή πιθανότητας η οποία έχει σαν κεντρική τιµή, 

την πραγµατική τιµή της β και γύρω από αυτήν, την εκτιµώµενη β̂ .   

 

Σχήµα 4.1 Κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας η οποία σχετίζεται µε έναν µη-

προκατηληµένο εκτιµητή θέσης. Παρατηρήστε ότι ο µέσος όρος και των δύο κατανοµών 

είναι ίσος µε την τιµή ‘β’. 
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Σε µερικές περιπτώσεις, είναι δυνατόν να σχεδιάσουµε εκτιµητές για τους οποίους ο 

µέσος όρος των δυνατών εκτιµήσεων του β (όλα τα δυνατά β̂  δηλαδή) , να ισούται µε 

την πραγµατική τιµή του β.   τότε , λέµε ότι ένας εκτιµητής είναι unbiased.   

• Μέσα από Ν δείγµατα προς εκτίµηση της παραµέτρου β, που δίνονται ως β̂ , 

λέµε ότι έχουµε unbiased estimator όταν η µέση τιµή όλων των εκτιµήσεων 

ισούται µε την πραγµατική τιµή ‘β’: 

{ }ˆ
NE β = β  

• Επιπρόσθετα, η διακύµανση της εκτίµησης καθορίζει την ακρίβεια της 

εκτίµησης.  Εάν ένας unbiased estimator έχει χαµηλή διακύµανση, τότε θα 

προσφέρει µια πιο αξιόπιστη εκτίµηση σε σχέση µε άλλους εκτιµητές µε 

υψηλότερη διακύµανση (βλέπε Cramer-Rao Lower Bound) .  Ο µέσος των 

δειγµάτων στο προηγούµενο παράδειγµα, είναι ένας unbiased estimator αφού 

{ }ˆ
NE β = β , µε διακύµανση: 

{ }
2

1

1
var var

N

N i

i

X
N N

σ
β

=

 
= = 

 
∑  

Όπου 2σ  είναι η διακύµανση που έχει ο θόρυβος στο κανάλι διαβίβασης και Ν 

είναι ο αριθµός των δειγµάτων που λαµβάνω.  Προφανώς η ακρίβεια της 

εκτίµησης βελτιώνεται όσο ο αριθµός των παρατηρήσεων αυξάνεται. 

 

 

 

 

Αποδοτικοί Εκτιµητές 

 

Ο µέσος όρος και η διακύµανση της εκτίµησης είναι στοιχεία που ορίζουν την 

ποιότητα του εκτιµητή.  Εαν στρέψουµε την προσοχή µας µόνο στους unbiased 

estimators, τότε στην πράξη η µέτρηση της αποδοτικότητας ενός εκτιµητή θα είναι 

ένα δισδιάστατο σύστηµα αξόνων µε τον άξονα χ να απεικονίζει όλους τους unbiased 

estimators  και στον άξονα y να έχουµε την αποδοτικότητα του έκαστο εκτιµητή για 

την συγκεκριµένη εφαρµογή. Τότε το µόνο που έχουµε να κάνουµε, είναι να 

διαλέξουµε τον εκτιµητή µε το µεγαλύτερο ποσό απόδοσης.  Παρόλο που στην αρχή 

αυτό φαίνεται να είναι ένας απλοϊκός τρόπος της διαλογής του βέλτιστου unbiased 

estimator, βγαίνει ότι υπάρχει ένα κατώτερο όριο διακύµανσης για  κάθε unbiased 

estimator.  Έτσι, εάν βρεθεί ένας εκτιµητής µε διακύµανση ίση µε αυτό το κατώτερο 

όριο, τότε έχει βρεθεί και ο βέλτιστος εκτιµητής.   
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Αυτό το όριο είναι γνωστό και σαν Cramer and Rao lower bound.  Έστω ( );f Χ β  να 

είναι η συνάρτηση πυκνότητας των παρατηρήσεων Χ έχοντας γνωστή την παράµετρο 

β.  Εάν η β̂  είναι µια unbiased εκτίµηση της β, τότε η διακύµανση θα έχει σαν 

κατώτερο όριο: 

{ } ( )
1

2

ˆvar ln ;N E fβ β
β

−
   ∂  ≥ Χ   ∂    

 

Εάν και µόνο εάν η µερική παράγωγος της log-likelihood (λογαριθµισµένης 

πιθανοφάνειας) είναι υπαρκτή, και η ολοκλήρωση της να είναι δυνατή. 

 

• Για ποιον λόγο θέλουµε να είναι δυνατή η παραγώγιση της συνάρτησης 

πιθανότητας;  Γιατί θέλουµε για όλο το δυνατό εύρος τιµών που µπορεί να 

πάρει το παρατηρούµενο σετ µας, να εµφανίζει µια (οποιαδήποτε) πιθανότητα 

για κάθε δείγµα (να µην εµφανίζει ασυνέχειες η συνάρτηση). 

• Επίσης επιθυµούµε να είναι δυνατή η ολοκλήρωσή της για τον απλούστατο 

λόγο: Γνωρίζουµε ότι εάν ολοκληρώσω µια κατανοµή πιθανοτήτων (έστω την 

γνωστή σε όλος µας, την Gaussian κατανοµή) σε όλο το δυνατό εύρος τιµών, 

δηλαδή από το −∞  έως το +∞ , τότε θα λάβω την τιµή 1.  Άρα θέλουµε µε την 

ολοκλήρωση της να µας δίνει µια τιµή.  Ένα παράδειγµα είναι το δυαδικό 

συµµετρικό σύστηµα, όπου επιθυµώ να στείλω έστω το ‘0’ και το ‘1’, µε ίση 

πιθανότητα έκαστο.  Άρα αναµένω µε την ολοκλήρωσή της συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας να λάβω την τιµή 0.5 (50%) και για το σήµα ‘0’, 

αλλά και για το σήµα ‘1’. 

 

Μια δεύτερη µορφή του Cramer and Rao lower bound, είναι: 

 

{ } ( )
1

2

2
ˆvar ln ;N E fβ β

β

−
   ∂ 
≥ − Χ    ∂    

 

 

Και θα ισχύει µόνο και µόνο εάν η δεύτερη µερική παράγωγος της συνάρτησης 

πυκνότητας είναι υπαρκτή, και απόλυτα παραγωγίσηµη. 

Η αποδοτικότητα µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί σαν ένα µέτρο σύγκρισης µεταξύ 

δυο εκτιµητών.  Μια εκτίµηση λέµε ότι θα είναι βέλτιστη  εάν σε σύγκριση µε µια 

άλλη εκτίµηση έχει χαµηλότερη διακύµανση.  Εάν αυτή η σχετική αποδοτικότητα 

σχετιστεί µε την τάξη της εκτίµησης, τότε προκύπτει το ακόλουθο συµπέρασµα: εάν 

η ˆ
Νβ  είναι unbiased  και αποδοτική σε σχέση µε το 1

ˆ
Ν−β , για κάθε Ν, τότε λέµε ότι η 

ˆ
Νβ  εκτίµηση είναι consistent (µια εκτίµηση δηλαδή που άσχετα µε τον αριθµό των 

δειγµάτων που χρησιµοποιεί για την ανάδειξη της παραµέτρου β̂ , το αποτέλεσµα της 

εκτίµησης θα είναι πάντα unbiased και θα παραµένει το ίδιο). 
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Εφαρµογή της Μέγιστης Πιθανοφάνειας στις Stable 

Κατανοµές  

Έχοντας ένα σετ από παρατηρούµενα δείγµατα, υπάρχει ένας αριθµός από διάφορους 

τρόπους που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για να λάβουµε µια εκτίµηση.  

Ανάµεσα σε αυτούς τους τρόπους, η µέθοδος maximum likelihood-ML (µέγιστη 

πιθανοφάνεια) είναι η πιο δηµοφιλής προσέγγιση διότι επιτρέπει την κατασκευή 

εκτιµητριών για δύσκολα και ασυνήθιστα προβλήµατα.  Η ML εκτίµηση βασίζεται 

στην εξής απλή αρχή: ∆ιαφορετικές κατανοµές, παράγουν διαφορετικά 

παρατηρούµενα δείγµατα.  Εάν έχουµε τα παρατηρούµενα δείγµατα 
1 2, , ..., NX X X , 

τότε λόγω του ότι όλα προέρχονται από την ίδια κατανοµή ( )1 2, ,..., ;Nf X X X β , τότε 

στην λήψη θα καταλάβουµε το γεγονός της οµοιότητας των δειγµάτων αυτών και η 

εκτίµηση θα είναι πιο αποδοτική.  Έστω τώρα πως λάµβανα την ίδια ακολουθία, και 

το δεύτερο δείγµα προερχόταν από διαφορετική κατανοµή. Τότε θα καταλαβαίναµε 

ότι έχω ‘παρείσακτο’ δείγµα, και µε κάποια διαδικασία/αλγόριθµο, θα απέρριπτα το 

δείγµα αυτό, η θα ζητούσα επανεκποµπή του σετ αυτού. 

Η παράµετρος ‘β’ θεωρείται άγνωστη, αλλά σταθερή (δεν αλλάζει τιµή µε την 

πάροδο του χρόνου) και στην εκτίµηση παραµέτρων, αυτό που προσπαθούµε να 

κάνουµε, είναι να βρούµε την καλύτερη διαδικασία της εκτίµησης της τιµής του β, 

µέσα από ένα σετ παρατηρούµενων δειγµάτων.  Αν γίνει αυτό, τότε θα µπορέσω να 

θέσω ένα κατώφλι όπου θα µου καθορίζει την µορφή του σήµατος που δέχοµαι (π.χ. 

εάν το λαµβανόµενο σήµα η στάθµη του ξεπεράσει το κατώφλι αυτό, τότε το 

µεταφράζω σαν ‘1’, αλλιώς το µεταφράζω σαν ‘0’). 

Στην µέθοδο ML, η καλύτερη εκτίµηση της β είναι η τιµή ˆ
MLβ  όπου στο σηµείο αυτό 

η συνάρτηση ( )1 2, ,..., ;Nf X X X β  εµφανίζει ολικό µέγιστο. Για εκείνη την τιµή της β̂

, θα έχω την µέγιστη πιθανότητα εκτελέσω σωστή εκτίµηση.   

( )1 2
ˆ arg max , ,..., ;

ML N
f X X Xββ = β

 

Η συγκεκριµένη συνάρτηση διαβάζεται ως εξής: 

Εάν γνωρίζω τα παρατηρούµενα δείγµατα ( )1 2, ,..., NX X X  τότε ποια θα είναι (για 

αυτό και το ερωτηµατικό) η τιµή της παραµέτρου β, η οποία µας δίνει το µέγιστό της 

κατανοµής  ( )1 2, ,..., ;Nf X X X β .   

Η συνάρτηση αυτή θα µπορούσε να γραφεί διαφορετικά: 

( )1 2
ˆ arg max | , , ...,ML Nf X X Xββ = β  

Η οποία διαβάζεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο.   
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Η φιλοσοφία της Μέγιστης Πιθανοφάνειας είναι κοµψή και απλή, και η παράµετρος 

που µας ενδιαφέρει να βρεθεί, είναι η θέση (location). Υποθέτοντας ανεξάρτητα 

δείγµατα σε αυτό το µοντέλο, κάθε δείγµα σε αυτό το σετ θα ακολουθεί κατανοµή: 

( ) ( )iP X x F x≤ = −β    

Όπου ( )F ⋅  δηλώνει κατανοµή η οποία είναι συµµετρική γύρω από το ( )F ⋅ .  

 

Εκτίµηση θέσης (Location estimation) σε Gaussian θόρυβο  

Υποθέστε τα παρατηρούµενα δείγµατα ( )1 2, ,..., NX X X  τα οποία είναι i.i.d. δείγµατα 

τα οποία ακολουθούν Gaussian κατανοµή και σταθερά β (άγνωστη ακόµα) η οποία 

υποδηλώνει τον µέσο όρο της κατανοµής (την θέση/location δηλαδή).  Τότε η 

µέγιστη πιθανοφάνεια ML εκτίµηση του µέσου όρου είναι η τιµή β̂  η οποία 

µεγιστοποιεί την συνάρτηση πιθανοφάνειας: 

 

 Η συνάρτηση πιθανοφάνειας στην (4.6) µεγιστοποιείται ελαχιστοποιώντας τον όρο 

στο εκθετικό (ελαχιστοποίηση λόγω του (-) µπροστά από το άθροισµα).  

Παραγωγίζουµε λοιπόν ως προς τον µοναδικό όρο του οποίου η µεταβλητή µπορεί να 

παραµετροποιηθεί, και αυτός θα είναι ο β.   

( )

( )

( ) ( ) ( )

2

1

2 2

1

2 2

1 1 1

ˆ arg min

ˆ arg min 2

ˆ arg min 2

N

ML i

i

N

ML i i

i

N N N

ML i i

i i i

X

X X

X X

β
=

β
=

β
= = =

β = −β ⇒

β = − β+β ⇒

 
β = − β + β ⇒ 

 

∑

∑

∑ ∑ ∑
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1

0 2 2 0

0

1ˆ

N

i

i

N

i

i

N

ML i

i

X N

X N

X
N

=

=

=

− + β = ⇒

+ β = ⇒

β =

∑

∑

∑

    

Η τιµή η οποία ελαχιστοποιεί το άθροισµα λοιπόν, βρέθηκε ότι είναι ο µέσος όρος 

( )
1

1ˆ
N

ML i

i

X
N =

β = ∑     

Προσέξτε ότι ο µέσος όρος είναι βασισµένος αποκλειστικά στα παρατηρούµενα 

δείγµατά και στον αριθµό των δειγµάτων που χρησιµοποιήσαµε. 

 

Εκτίµηση θέσης (Location estimation) σε γενικευµένο Gaussian 

θόρυβο  

Υποθέστε τώρα ότι τα παρατηρούµενα δείγµατά περιλαµβάνουν τιµές-outliers που 

ξεκάθαρα αποκλίνουν από τον µέσο όρο των συνολικών δειγµάτων.  Οι µεγάλες 

αποκλίσεις όµως, έρχονται σε αντίθεση µε το Gaussian µοντέλο και το κεντρικό 

οριακό θεώρηµα.  Μια εναλλακτική µέθοδος στο να µοντελοποιήσουµε τις 

αποκλίσεις µε µια πιο ικανοποιητική κατανοµή, η οποία θα είναι πιο ευέλικτη στο να 

‘συλλαµβάνει’ αυτές τις µεγάλες αποκλίσεις που µπορεί να έχουν τα δείγµατά, είναι 

να υιοθετήσουµε την γενικευµένη Gaussian κατανοµή.  Σε αυτή την περίπτωση, η 

συνάρτηση που χρησιµοποιούµε στην κατασκευή της εκτιµήτριας ML όσον αφορά 

την παράµετρο θέσης (β) είναι: 

 

Υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση της generalized Gaussian Distribution είναι: 

 
( )

( )
k

a X
f X Ce

−=  

 

Αν τώρα έχουµε N παρατηρούµενα δείγµατα, τότε η κατανοµή θα έχει µορφή: 

( ) ( )
1 2

1

, ,...,
k

i

N
a X

N

i

f X X X Ce
−

=

=∏  

Η οποία θα έχει σαν κεντρική τιµή το µηδέν. 

Για παράµετρο θέσης το β, η κατανοµή θα είναι κεντραρισµένη γύρω από το µηδέν 

και θα γράφεται: 

 

( ) ( ) ( )

1

1 2 1 2

1

, ,..., ; | , ,...,
k

i

N
kk

i

i

N
a X

N N

i

a X
N

f X X X f X X X Ce

C e =

− −β

=

− −β

β = β =

∑
=

∏
  (4.11) 
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Όπου ‘C’ και ‘α’ είναι σταθερές κανονικοποίησης και η ‘k’ είναι µια σταθερή 

παράµετρος η οποία δίνει την διασπορά των δεδοµένων.  Η µεγιστοποίηση την 

συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι ίσο µε την ελαχιστοποίηση το όρισµα του 

εκθετικού, το οποίο οδηγεί στην ακόλουθη εκτίµηση της παραµέτρου β: 

 

1

arg min
N

k

ML i

i

X
β

=

β = −β∑ɶ       (4.12) 

 

Όπως µπορούµε να δούµε στο σχήµα 4.2, για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

διασποράς, λαµβάνουµε και διαφορετικές τιµές κόστους.  Με την έννοια κόστος 

εννοούµε ότι, όταν στείλουµε την τιµή ‘1’ και αποκωδικοποιηθεί σαν ‘0’, µιλάµε 

προφανώς για λάθος.  Το πόσο σοβαρό είναι ένα τέτοιο λάθος δεν είναι το ίδιο σε 

κάθε εφαρµογή.  ∆εν είναι το ίδιο να γίνει λάθος για ένα τραγούδι που παίζει από 

ψηφιακό ραδιόφωνο, και απλώς θα ακουστεί µια νότα λάθος, και µια στρατιωτική 

εφαρµογή όπου ο αριθµός των λαθών πρέπει να κρατηθεί όσο το δυνατόν πιο χαµηλά 

γίνεται. 

 

 
 

Σχήµα 4.2 Συναρτήσεις κόστους για τα παρατηρούµενα δείγµατα 

1 2 3 43, 10, 1, 1X X X X= − = = = −  και 0.5,1k =  και 2 . 

 

Όταν η παράµετρος της διασποράς πάρει την τιµή 2, τότε το µοντέλο που µας δίνει 

τις συναρτήσεις κόστους ‘µεταµορφώνεται’ στο Gaussian µοντέλο είναι τετραγωνικό 
2

cos t , και η τιµή του εκτιµητή είναι ίση µε τον µέσο όρο των δειγµάτων.  Όταν κ<1, 

δείχνεται ότι η συνάρτηση κόστους παρουσιάζει ποικίλα τοπικά ελάχιστα, και αυτά 

θα εµφανίζονται όταν το δείγµα πάρει όντως την τιµή του έκαστο Χ.  

 Όταν η παράµετρος της διασποράς πάρει την τιµή ‘1’ τότε µιλάµε για το Laplacian 

µοντέλο, και η συνάρτηση του κόστους θα έχει την ίδια κλίση για τιµές ενδιαµέσων 

των διάφορων παρατηρήσεων (γραµµική και συνεχής συνάρτηση), και ο βέλτιστος 
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εκτιµητής θα ελαχιστοποιεί το άθροισµα των απόλυτων αποκλίσεων (η απόκλιση που 

θα έχει το παρατηρούµενο δείγµα από το πραγµατικό σήµα που εστάλει). 

 

1

arg min
N

ML i

i

X
β

=

β = −β∑ɶ   (4.13) 

 

Παρόλο που δεν είναι αµέσως προφανές, η λύση στο άνω πρόβληµα είναι ο µέσος 

όρος των δειγµάτων όπως θα δειχθεί στην συνέχεια. 

Έστω η συνάρτηση κόστους (4.13) που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί να την 

συµβολίσουµε ( )1L β .  Για τιµές του β στο διάστηµα 
1X−∞ < β ≤  (αυτό σηµαίνει ότι 

το όρισµα του αθροίσµατος θα είναι πάντα θετικός αριθµός), το ( )1L β  απλοποιείται 

στο: 

 

( ) ( )( ) ( )1

1 1

N N

i i
i i

L X X Nβ β β
= =

= − = −∑ ∑  

 

Άρα όπως είπαµε αφού είναι πάντα θετικό το όρισµα του αθροίσµατος, 

‘ξεφορτώθηκε’ το απόλυτο, και στην συνέχεια ‘έσπασε’ το άθροισµα µε την 

επιµεριστική ιδιότητα.  για τιµές όµως του β στο διάστηµα ( ) ( )1j j
X X +< β ≤  , το 

( )1L β  γράφεται: 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1

1 1

1

1 1

2

N N

i i
i i j

jN

i i
i j i

L X X

L X X N j

β β β

β β

= = +

= + =

= − + − ⇒

= − − −

∑ ∑

∑ ∑
 

 

Για j=1,2,…,N-1.  Παρόµοια, για ( )N
X < β < ∞  

 

( ) ( )( )1

1

N

i
i

L X Nβ β
=

= − +∑  

 

Αν ( )0X = −∞  και ( )1N
X + =∞ , και ορίζοντας ( ) 0

n

i
i m

X
=

=∑  αν m>n, τότε συνδυάζοντας 

(4.14)-(4.16) έχουµε: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1

1 1

2
jN

i i
i j i

L X X N jβ β
= + =

= − − −∑ ∑   0,1,...,j N=  

Για ( ) ( )( 1
,

j j
X X +

β∈  .  Όταν η συνάρτηση κόστους εκφραστεί όπως στην (4.17), το 

( )1L β  είναι συνεχές και γραµµικό.  Ξεκινάει µε κλίση –Ν για 
1X−∞ < β ≤  και κάθε 

φορά που ‘περνάει’ από κάποιο ( )jX  , η κλίση αυξάνεται κατά 2.   
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Για Ν να είναι περιττός αριθµός, υποδεικνύει ότι είναι ένας ακέραιος m, τέτοιος ώστε 

οι κλίσεις στα διαστήµατα ( ) ( )( ( ) ( )(1 1
, , ,

m m m m
X X X X− +

 
   είναι θετικές και αρνητικές 

αντίστοιχα.  Από την (4.17) αυτές οι δύο συνθήκες ικανοποιούνται όταν ισχύουν: 

2

N
m <   και     1

2

N
m > +  

Και οι δύο αυτοί ‘όροι’ συναντώνται όταν 
1

2

N
m

+
= . 

Για Ν άρτιος αριθµός, η (4.17) υπονοεί ότι υπάρχει ένας ακέραιος m, τέτοιος ώστε η 

κλίση στο διάστηµα ( ) ( )( 1
,

m m
X X +


  να είναι µηδενική.  Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται 

στην (4.17) εαν 

( )2 0N m− − =  

Το οποίο είναι δυνατό για 2m N= .  Έτσι η maximum likelihood εκτίµηση της θέσης 

για το Laplacian µοντέλο είναι ο µέσος όρος των δειγµάτων: 

 

 

Εκτίµηση θέσης σε Stable θόρυβο 

Το να περιγραφεί  µε τύπους η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας, χρειάζεται να 

έχουµε την γνώση µιας κλειστού τύπο συνάρτησης του µοντέλου µε το οποίο 

δουλεύουµε (να µην περιλαµβάνει η συνάρτηση σειρές αθροίσµατος, γινοµένου).   

Ανάµεσα στην κλάση των Stable συµµετρικών κατανοµών, έχουµε τρείς περιπτώσεις 

όπου η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µπορεί να εκφραστεί µε κλειστού τύπου 

συνάρτηση: 

• Gaussian (α=2)  

• Cauchy (α=1) 

• Lévy (α=0,5) 
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Από αυτές τις τρείς περιπτώσεις, η περίπτωση της Lévy κατανοµής δεν είναι 

συµµετρική γύρω από τον µέσο όρο, γιατί η παράµετρος σκευρότητας β,  ισούται µε 

1. 

Έστω ένα σετ από i.i.d. δείγµατα 
1 2, , ..., NX X X  τα οποία υπακούουν την Cauchy 

κατανοµή µε παράγοντα κλιµάκωσης Κ. Η παράµετρος θέσης (location parameter) β 

µπορεί να εκτιµηθεί από τα δείγµατα 
1 2, , ..., NX X X  σαν η τιµή MLβɶ  η οποία 

µεγιστοποιεί την συνάρτηση πιθανοφάνειας. Αυτό που πρέπει να κάνουµε, είναι να 

πάρουµε την συνάρτηση ( )f ⋅  η οποία περιγράφει την Cauchy κατανοµή: 

( )
2 2

1K
f x

K x

 =  π + 
. 

Η οποία µε παράµετρο θέσης β, αυτή γίνεται: 

( )
( )22

1K
f x

K x

 =  π  + − β
 

Με Ν παρατηρούµενα δείγµατα, αυτή γίνεται: 

( )
( )22

1

1
N N

i i

K
f X

K X=

 − β =  π  + −β
∏  

Αυτό που θέλουµε να κάνουµε τώρα, είναι να βρούµε για ποια τιµή της παραµέτρου 

β, η κατανοµή αυτή αποκτά την µέγιστη τιµή της (ακριβώς η ίδια διαδικασία που 

ακολουθήσαµε στην Gaussian κατανοµή).     

( )
( )22

1 1

1ˆ arg max arg max

NN N

K

i i i

K
f X

K Xβ β
= =

 β = −β =  π  + −β
∏ ∏  (4.20) 

 

Πως µπορούµε να µεγιστοποιήσουµε αυτόν τον όρο;  Παρατηρούµε ότι η µόνη 

παράµετρος που µπορεί να παραµετροποιηθεί είναι η β, και αυτή βρίσκεται στον 

παρανοµαστή.  Άρα ελαχιστοποιώντας τον παρανοµαστή, είναι σαν να 

µεγιστοποιούµε τον συνολικό όρο.   

Ελαχιστοποιούµε λοιπόν τον όρο: 

( ) ( )22

1

N

K i

i

G K X
=

β = + −β∏  

Έτσι για παράµετρο κλιµάκωσης Κ>0, η ML εκτίµηση θέσης είναι γνωστή σαν: 

sample myriad: 
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( ) ( ) { }22

1 2

1

MYRIAD ; , ,...,
N

K i N

i

G K X K X X X
=

β = + −β =∏
 

Προσέξτε ότι εν’αντιθέσει µε τον µέσο όρο των δειγµάτων που χρησιµοποιήσαµε 

στην Gaussian κατανοµή, για την διεξαγωγή της βέλτιστης παραµέτρου β, στην 

περίπτωση της Cauchy κατανοµής η βέλτιστη τιµή της παραµέτρου β, µπορεί να 

βρεθεί αφού καθοριστεί η παράµετρος ‘Κ’. για λόγους που θα γίνουν σε λίγο 

αντιληπτοί, θα αναφερόµαστε στην παράµετρο Κ σαν την παράµετρο γραµµικότητας 

(linearity parameter) της MYRIAD.  Η συµπεριφορά της εκτιµήτριας MYRIAD είναι 

άµεσα συνδεµένη µε την τιµή που έχει η παράµετρος Κ.  Μπορείτε να δείτε το 

γράφηµα το οποίο απεικονίζει την συµπεριφορά της εκτιµήτριας όσον αφορά το 

κόστος λάθους, για διάφορες τιµές της Κ, και για µέγεθος δείγµατος ίσο µε 5.  

 

 

 Συναρτήσεις κόστους για τα παρατηρούµενα δείγµατα 1 2 3 43, 10, 1, 1X X X X= − = = = −  

και 20, 2,0.2k = . 

 

 

 

Ελάχιστη λογαριθµική απόκλιση-Τρόπος µείωσης του κόστους 

Λόγω της ιδιότητας του λογαρίθµου, είναι το ίδιο να ελαχιστοποιήσουµε τον όρο 

( )KG β  και τον όρο ( )log KG β .  Τότε η MYRIAD των δειγµάτων, γράφεται: 

{ } ( )22

1 2

1

MYRIAD ; , ,..., arg min
N

N i

i

K X X X K X
β

=

 = + −β ∑  

Παρατηρήστε ότι η σειρά γινοµένου που είχαµε πριν την λογαρίθµηση, µετατράπηκε 

σε σειρά αθροίσµατος από ιδιότητα λογαρίθµων, και την περίπτωση που ένα 
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παρατηρούµενο δείγµα 
iX  το οποίο περιλαµβάνεται στο σετ δειγµάτων 

1 2, , ..., NX X X  

έχει τόσο µεγάλη τιµή έτσι ώστε iX K−β ≫ , τότε το κόστος για το παρατηρούµενο 

δείγµα θα είναι (προσεγγιστικά) ( )2log
i

X − β .Ο λογάριθµος δηλαδή της 

τετραγωνικής απόστασης του λάθους. Το πλεονέκτηµα της λογαρίθµησης είναι ότι, 

σε περίπτωση µεγάλου λάθους ο λογάριθµος θα το ‘υποβιβάσει’, άρα το ρίσκο θα 

είναι µικρότερο!  Έτσι όπως ο µέσος όρος των δειγµάτων ελαχιστοποιεί το ποσοστό 

λάθους στην Gaussian, ο myriad των δειγµάτων έπειτα από εφαρµογή της 

λογαρίθµησης, ελαχιστοποιεί (προσεγγιστικά λόγω του ότι iX K−β ≫  όπως 

είπαµε) το ποσοστό λάθους.  Η µέθοδος Logarithmic Square Deviations 

(λογαριθµικές τετραγωνική απόσταση) αποκαλείται και  LLS criterion, σε αναλογία µε 

την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (Least Squares-LS) και ελαχίστων απολύτων 

αποκλίσεων (Least Absolute Deviations-LAD). 

Το ακόλουθο γράφηµα απεικονίζει την συνάρτηση κόστους για κάθε δείγµα, καθώς 

αυτό αποκλίνει από την παράµετρο θέσης β.  Το κόστος του µέσους όρου δειγµάτων  

(LS) έχει τετραγωνική συνάρτηση, η οποία εµφανίζει τεράστιο κόστος για µεγάλες 

αποκλίσεις.  Ο µέσος όρος των δειγµάτων (LAD) εµφανίζει ένα κόστος το οποίο είναι 

γραµµικά συσχετιζόµενο µε την απόκλιση.  Όσον αφορά τον myriad των δειγµάτων 

για non-Gaussian δείγµατα, εµφανίζουν ένα κόστος το οποίο είναι ανάλογο µε τον 

λογάριθµο της απόκλισης, κάτι το οποίο οδηγεί σε µικρότερο κόστος σε περίπτωση 

πολύ µεγάλης απόκλισης των δειγµάτων, λόγω της φύσης των ιδιοτήτων του 

λογαρίθµου.  Μπορούµε να πούµε έτσι ότι το myriad κόστος για δείγµατα τα οποία 

απέχουν τόσο πολύ από την παράµετρο β ώστε να µπορεί να προέρχονται από 

διαφορετική κατανοµή, ‘συγχωρούνται’ πολύ περισσότερο από το Gaussian µοντέλο. 
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Συναρτήσεις κόστους για την µέθοδο του µέσου όρου (LS), median (LAD) και της 

µεθόδου myriad (LLS) 

 

 

Γεωµετρική Αναπαράσταση του κόστους 

Μια δεύτερη ερµηνεία στο myriad των δειγµάτων η οποία δίδει περισσότερη 

πληροφορία, βασίζεται στις γεωµετρικές ιδιότητες τους.  Πρώτον τα παρατηρούµενα 

δείγµατα 
1 2, , ..., NX X X , τοποθετούνται στην σειρά.  Έπειτα µια κατακόρυφη γραµµή 

‘τρέχει’ οριζόντια κατά µήκος της γραµµής των δειγµάτων και έχει µήκος ίσο µε την 

παράµετρο κλιµάκωσης ‘Κ’.  Με αυτές τις παραδοχές, κάθε ένας από τους όρους 

1 2, , ..., NX X X  στην (4.23) αναπαριστούν την απόσταση από το σηµείο ‘Α’ το οποίο 

είναι η ‘προβολή’ της βέλτιστης τιµής της β (το ˆ
Kβ , δηλαδή η βέλτιστη τιµή του 

εκτιµώµενου β, τέτοιο ώστε να έχουµε το µικρότερο κόστος )  στην οριζόντια γραµµή 

που απέχει Κ από την γραµµή των δειγµάτων.  Το κόστος θα δίνεται από το 

πυθαγόρειο θεώρηµα: 

( )( )22cost= iK X+ − β  
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Βλέπουµε ότι εάν η παράµετρος κλιµάκωσης Κ µειωθεί, τότε το έκαστο κόστος 

αλλάζει (πολύ µικρό για τιµές 
iX  κοντά στην ˆ

Kβ  και πολύ µεγάλο για τιµές 

αποµακρυσµένες από την ˆ
Kβ ). 

 

 

Παρατηρήστε ότι ο myriad των δειγµάτων, β̂ , των δειγµάτων ελαχιστοποιεί την συνολική 

απόσταση των δειγµάτων iX , δεδοµένου της παραµέτρου γραµµικότητας Κ. Κάθε 

διαφορετική τιµή του β , η συνολική απόσταση των δειγµάτων από το ‘Α’ είναι µεγαλύτερη, 

και άρα το κόστος λάθους είναι µεγαλύτερο.    
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ΕΝΟΤΗΤΑ ΙΙΙ 
Καλύπτονται έννοιες: 
 

• Παρατηρούµενος Χώρος  

• Εξαρτηµένος θόρυβος-Αναπαράστασή του µε σειρά Volterra 

• Συσχέτιση δύο σηµάτων 

• Μετασχηµατισµός Παρατηρούµενου χώρου µε την βοήθεια του 

Ιακωβιανού Μετασχηµατισµού-Jacobian Transformation 

• Παρουσίαση Gaussian, Cauchy και Student-t κατανοµών 

• Εύρεση του καταλλήλου κριτηρίου ανάλογα µε την κατανοµή που 

ακολουθεί ο θόρυβος 

• Παρουσίαση Antipodal συστήµατος εκποµπής 

• Αριθµητικά αποτελέσµατα και συµπεράσµατα 
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Παρατηρούµενος Χώρος 

 

Υποθέστε ότι έχουµε στην διάθεσή µας ένα σετ από ( ){ }
1

n

k k
s t

=
 δείγµατα, τα οποία 

χρησιµοποιούνται για να αντλήσουµε την απαραίτητη πληροφορία, η οποία θα µας οδηγήσει 

στην απόφαση του σήµατος που αποστάλθηκε στο χρονικό διάστηµα sT . Το πρόβληµα είναι, ότι 

σε κάθε δείγµα λαµβάνω µαζί και θόρυβο και έτσι η απόφαση γίνεται πιο δύσκολη, και η 

απόδοση του δέκτη µειώνεται ανάλογα µε την µορφή και την κρουστικότητα του θορύβου. Πιο 

αναλυτικά, το σήµα που λαµβάνω στο χρονικό διάστηµα sT  είναι:  

( ) ( ) ( )    i=1,2,...,Mix t s t w t= +  στο διάστηµα    0 st T≤ <   για M-ary µετάδοση (1) 

Όπου ( )w t είναι ο προσθετικός θόρυβος ο οποίος µπορεί να πάρει διάφορες τιµές ανάλογα µε 

την κατανοµή πιθανότητας που ακολουθεί. Επίσης υπάρχει η πιθανότητα να εµφανίζει µνήµη ο 

θόρυβος. Αυτό σηµαίνει ότι το παρών δείγµα θορύβου εξαρτάται από τα προηγούµενα δείγµατα.  

Ο στόχος είναι λοιπόν, να βγάλουµε το κριτήριο που θα οδηγήσει στην µικρότερη πιθανότητα 

λάθους, µε την βοήθεια n δειγµάτων που θα λάβω από την λαµβανόµενη κυµµατοµορφή που 

έχω στην διάθεσή µου. Για να πάρουµε n δείγµατα από το σήµα, θα πρέπει να  χωρίσουµε τον 

χρόνο sT  σε t∆ διαστήµατα και να εκτελέσω δειγµατοληψία στο µέσο του κάθε διαστήµατος. 

Προκύπτει λοιπόν ότι θα έχω: 

( )1sT n t∆= −  

Και το µοντέλο παρατήρησης για το διάστηµα που διαρκεί η κυµµατοµορφή θα είναι: 

,i k i iX s W= +  για  1, 2,...,i n=  (2) 

• Όπου { }
1

n

i i
X

=
 είναι τα παρατηρούµενα δείγµατα στο διάστηµα  

• Όπου ( ){ }, 1

n

k i i
s t

=
 είναι το σήµα που εκπέµφθηκε (χωρίς τον θόρυβο) 

• Όπου { }
1

n

i i
W

=
 είναι τα δείγµατα του θορύβου σε κάθε δειγµατοληψία. 

• Ο τελεστής ‘k’ που βλέπετε, είναι το κ-οστό σύµβολο µέσα από τα Μ πιθανά σύµβολα. 

Παρακάτω, θα προσέξετε ότι ο τελεστής k αντικαθιστάται από τον τελεστή m. Το 

σύµβολο αυτό, αντιπροσωπεύει όλα τα άλλα σύµβολα εκτός το σύµβολο της προσοχής 

µας, το k.  

Προσπαθούµε δηλαδή να βρούµε το βέλτιστο κριτήριο για το k σύµβολο. 
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Υποθέτουµε ότι στο διάστηµα sT  τα δείγµατα σήµατος (χωρίς θόρυβο) είναι το διάνυσµα 

,1 ,2 ,
, ,...,

k k k k n
s s s s=  που αυτό µε την σειρά του είναι ίσο µε: 

�
k k ks sϑε=  

• Όπου ϑ  είναι η ισχύς µε την οποία εκπέµφθηκε το σήµα η οποία είναι σταθερά και ίδια 

ακόµα και για το σήµα ‘0’ που περιµένουµε να είναι σήµα µε µικρότερη ισχύ από το ‘1’. 

Πως ορίζουµε το πλάτος που θέλουµε να έχει το ‘1’ και το ‘0’, δίνεται από την 

παράµετρο kε . 

•  Όπου kε  είναι µια σταθερά 0kε ≥  η οποία είναι η απόσταση που θέλουµε να έχει η 

ισχύς του σήµατός µας από το µηδέν. Αν για παράδειγµα θέλουµε να εκπέµψουµε σήµα 

το οποίο παίρνει δύο καταστάσεις, (έστω το διάνυσµα k
s  να συµβολίζει το σήµα ‘1’ και 

το διάνυσµα m
s  να συµβολίζει το σήµα ‘0’), τότε οι δύο πιθανές καταστάσεις που µπορεί 

να σταλθούν, είναι: 

�

�

      s

     s . Όπου m=1,2,...,Μ και m k

k k k

m m m

s
s

s

ϑε για την αποστολη του

ϑε για την αποστολη του


= 

≠
 

Πόσο όµως θα είναι το πλάτος του διανύσµατος m
s ; Αν το πλάτος του k

s  είναι το 

µέγιστο, τότε θα µπορούσαµε να θέσουµε 1kε = . Για να έχει το διάνυσµα m
s  το µισό 

πλάτος του διανύσµατος k
s , τότε θέτουµε 0.5mε = . Έτσι µειώνουµε την ισχύ του 

σήµατος που συµβολίζει το ‘0’ στο µισό. 

• Ο τελευταίος όρος είναι όρος κανονικοποίησης. Πιο συγκεκριµένα: 

�

2

k

k

k

s
s

s
=  

Ο παρανοµαστής δηλώνει την Ευκλείδεια κανονικοποίηση, η οποία µας δίνει την 

απόσταση που έχουν τα δείγµατα  του διανύσµατος k
s  (ή και m

s ) αναµεταξύ τους. 

�

( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 ,1 ,2 ,

1

...

k k k k

k

kk kk k k n

s s s s
s

s n ns n ss s s

= = = = =
⋅+ + +

 

�

( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 ,1 ,2 ,

1

...

m m m m

m

mm mm m m n

s s s s
s

s n ns n ss s s

= = = = =
⋅+ + +

 

 

Άρα η σταθερά ευκλείδειας κανονικοποίησης είναι και για τα δύο διανύσµατα ίδια. 
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Υπόθεση µε Εξαρτηµένο Θόρυβο 

Η ανίχνευση Μ-αδικών σηµάτων µε εξαρτηµένο θόρυβο, µπορεί να µοντελοποιηθεί µε ένα 

σύστηµα Μ-δυνατών υποθέσεων όπου η κάθε υπόθεση µοντελοποιείται ως εξής: 

�:    k=1,2,...,Mk k kH X s Wϑε= + ,  

Όσα είναι τα δυνατά σήµατα που µπορεί να στείλει ο ποµπός, τόσες θα είναι και οι υποθέσεις 

που µπορώ να κάνω. Για παράδειγµα, δε ένα δυαδικό σύστηµα στέλνω ή το ‘0’, ή το ‘1’. Άρα θα 

έχω δύο δυνατές υποθέσεις, την 0H  και την 1H . Ο λόγος που βάζουµε την µεταβλητή Χ σε 

µορφή διανύσµατος (µονοδιάστατος πίνακας), είναι λόγω του ότι για την συγκεκριµένη υπόθεση 

(έστω την kH ) θα πρέπει να εκτελέσουµε ‘n’ δειγµατοληψίες για να καταλάβουµε πιο σήµα 

στάλθηκε. Οµοίως, κάθε φορά που εκτελώ δειγµατοληψία, εκτός από το σήµα, θα λάβω και 

θόρυβο, ο οποίος µπορεί να είναι εξαρτηµένος από τα προηγούµενα δείγµατα θορύβου, ή και 

όχι. Όπως και να έχει, θα πρέπει να καταχωρηθεί και αυτός µε µορφή διανύσµατος (πίνακας). 

Όταν τα δείγµατα θορύβου είναι εξαρτηµένα το ένα µε το άλλο, τότε η τακτική που µπορούµε 

να ακολουθήσουµε είναι να µοντελοποιήσουµε την διαδικασία του θορύβου µε την ανάπτυξη 

Volterra. Πράγµατι, αν θεωρήσουµε τον θόρυβο σαν ένα πολυώνυµο n-βαθµού, τότε η ανάπτυξη 

Volterra θα έχει n ‘φωλιασµένα’ αθροίσµατα: 

, , ,i l i l l m i l i m l m n i l i m i n

l l m l m n

W h h h− − − − − −= Λ + Λ Λ + Λ Λ Λ∑ ∑∑ ∑∑∑  

Όπου { }, , ,...l m nh  είναι η σταθερές Volterra (Volterra Kernels) και { }
1

n

i i=
Λ  είναι ανεξάρτητες 

τυχαίες µεταβλητές. Το πρόβληµα µε την µοντελοποίηση Volterra, είναι ότι είναι πολύ δύσκολο 

και χρονοβόρο να γίνει η εκτίµηση των Volterra Kernels. Αντί λοιπόν της µοντελοποίησης όπου 

χρειάζεται να λάβω υπόψη ένα τεράστιο αριθµό Volterra Kernels, καταφεύγω σε µια πιο απλή 

µοντελοποίηση της σειράς Volterra, αυτής όπου θα πάρω µόνο τον πρώτο όρο της σειράς 

κινητού µέσου όρου: 

1 1t t t q t qW W W Wµ ρ ρ− −= + + + +⋯  

• Όπου ‘µ’ είναι ο µέσος όρος του θορύβου, ο οποίος έχει µηδενική τιµή 

• Όπου 1ρ  είναι ο βαθµός εξάρτησης από το αµέσως προηγούµενο δείγµα θορύβου. Στην 

δική µας περίπτωση, µόνο ο όρος 1ρ  δεν έχει µηδενική τιµή. Οι όροι ανώτερης τάξης 

2, 3 , ..., nρ ρ ρ  έχουν τόσο µικρή τιµή, η οποία λαµβάνεται ίση µε το µηδέν. 
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Αυτό µπορώ να το κάνω διότι η εξάρτηση των δειγµάτων του θορύβου στην δική µας ανάλυση, 

είναι αδύναµη. Αν η εξάρτηση που εµφάνιζαν τα δείγµατα θορύβου ήταν πιο ‘βαριά’, τότε θα 

ήµουν υποχρεωµένος να πάρω και άλλους όρους της ανάπτυξης Volterra. 

Με αυτήν την προσέγγιση λοιπόν, το κάθε δείγµα θορύβου θα είναι ίσο µε: 

1i i d iW ρ −= Λ + ⋅Λ  

 

Όπως πολύ σωστά φαντάζεστε, η παράµετρος dρ  δηλώνει εξάρτηση. Το πόσο εξαρτηµένο είναι 

δηλαδή το παρών δείγµα θορύβου iΛ , από το προηγούµενο δείγµα θορύβου, 1i−Λ (φυσικά εάν η 

παράµετρος εξάρτησης πάρει την τιµή µηδέν, τότε µιλάµε για ανεξάρτητο θόρυβο).  

Μιλάµε όµως για θόρυβο και αντί να τον συµβολίζουµε µε το ‘W ’, βλέπουµε ότι τον 

συµβολίζουµε µε το Ελληνικό λάµδα ‘Λ ’. Αυτό διότι το W  δηλώνει µεν θόρυβο, αλλά θόρυβος 

ο οποίος είναι ανεξάρτητος από τα προηγούµενα δείγµατα θορύβου. Αν λάβουµε υπόψη την 

εξάρτηση, τότε δεν µπορώ πλέον να χρησιµοποιώ το ίδιο γράµµα για τον συµβολισµό του 

θορύβου και αυτό που θα χρησιµοποιήσω είναι το Λ  όπου δηλώνει εξαρτηµένο θόρυβο. 

 

• Προσέξτε ότι το πρώτο δείγµα θορύβου θα έχει τιµή 

1 1W =Λ . 

• Το δεύτερο δείγµα θορύβου θα έχει τιµή  

 

 

• Το τρίτο δείγµα θορύβου θα έχει τιµή  

3 3 2dW ρ= Λ − Λ . 

Όµως µην ξεχνάτε ότι το 2Λ  είναι και αυτό εξαρτηµένο από το 1Λ . Άρα: 

( ) 2

3 3 2 3 2 1 3 2 1d d d d dW ρ ρ ρ ρ ρ= Λ − Λ = Λ − Λ − ⋅Λ = Λ − Λ + Λ  

• Το τέταρτο δείγµα θορύβου θα έχει τιµή: 

2 2 1dW ρ= Λ − Λ
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( ) ( )2 2

4 4 3 4 3 2 4 3 2 4 3 2 1

2 3

4 4 3 2 1

d d d d d d d d

d d d

W

W

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

= Λ − Λ = Λ − Λ − ⋅Λ = Λ − Λ + Λ = Λ − Λ + Λ − ⋅Λ ⇒

= Λ − Λ + Λ − Λ

 

Με τον τρόπο αυτό καταφέραµε εκτός από την αναπαράσταση του κάθε δείγµατος θορύβου 

και την µετατροπή του εξαρτηµένου θορύβου σε ανεξάρτητο µε µηδενικό µέσο όρο. Ο λόγος 

που τα δείγµατα θα έχουν µηδενικό µέσο όρο, απορρέει από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, το 

οποίο υποδεικνύει ότι το κανονικοποιηµένο άθροισµα ‘n’ τυχαίων µεταβλητών κάθε µια από τις 

οποίες έχει µηδενικό µέσο όρο, θα έχει µηδενική τιµή.  

Ποιο θα είναι όµως το ποσοστό εξάρτησης του παρόντος δείγµατος θορύβου από το 

προηγούµενο δείγµα; Αυτό το ερώτηµα µπορεί να απαντηθεί εάν χρησιµοποιήσουµε τον όρο 

συσχέτισης που γνωρίζουµε από την θεωρεία της στατιστικής. 

 

Συσχέτιση 

Η φασµατική συσχέτιση είναι ένας στατιστικός όρος ο οποίος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 

εξετάσουµε τη σχέση ανάµεσα σε δύο σήµατα, ή σετ δεδοµένων. Χρησιµοποιείται συχνά για να 

εκτιµήσουµε την µεταφορά της ισχύος σε ένα γραµµικό σύστηµα, από την είσοδο του, στην 

έξοδο του. Εάν τα σήµατα είναι εργοδικά και η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι 

γραµµική, τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την συσχέτιση για να εκτιµήσουµε την 

αιτιότητα µεταξύ της εισόδου και εξόδου. 

Η συσχέτιση µεταξύ δύο σηµάτων ( )x t  και ( )y t  δίνεται από: 

2| |ij

i

i

j

jji

G
C

G G
=  

ή αλλιώς 

{ }
{ } { }2 2

i j

ij

i i

E WW
r

E W E W
=  

Όπου { }ij i jG E W W=  είναι η ‘τοµή’ της φασµατικής πυκνότητας ισχύος µεταξύ στα δύο 

δείγµατα θορύβου iW  και 
jW , και οι όροι iiG  όπως και 

jjG  δίνουν την αυτοσυσχέτιση των 

δειγµάτων θορύβου iW  και 
jW . 
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Όπως πολύ πιθανόν φαντάζεστε, η συσχέτιση των δύο δειγµάτων θα κυµαίνεται από την 

µηδενική τιµή όπου τα δύο δείγµατα θορύβου δεν συσχετίζονται, µέχρι και την τιµή ένα, όπου 

ουσιαστικά το ένα δείγµα θορύβου ‘επικάθεται’ πλήρως πάνω στο άλλο. Για παράδειγµα, εάν 

µελετούσαµε την συσχέτιση είσοδος-έξοδος σε ένα σύστηµα όπου η συνάρτηση µεταφοράς του 

είναι γραµµική (ίση µε µια σταθερά για παράδειγµα), τότε η συσχέτιση εισόδου εξόδου θα είναι 

ίση µε ένα λόγω του ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος δεν θα προκαλέσει αλλαγή 

φάσης ή µετατόπιση συχνότητας. 

 

Μετασχηµατισµός παρατηρούµενου χώρου 

Είπαµε ότι για να βγάλουµε µια ασφαλέστερη απόφαση (µικρότερο ρίσκο) σχετικά µε το σήµα 

που έχω στην κατοχή µου, λαµβάνω n δείγµατα από το σήµα και µαζί µε αυτά τα σήµατα 

δειγµατοληπτώ ταυτόχρονα και θόρυβο. Ποια θα είναι η τιµή του θορύβου εάν είχα ένα δείγµα 

στην διάθεσή µου; 

Για να απαντήσουµε αυτό το ερώτηµα θα πρέπει πρώτα από όλα να γνωρίζουµε µε ποιο µοντέλο 

θορύβου δουλεύουµε. Με άλλα λόγια, ο  θόρυβος που επικάθισε στο σήµα µου, τι κατανοµή 

εµφανίζει; Αυτό είναι ίσως το σηµαντικότερο ερώτηµα που θα πρέπει να απαντηθεί, 

προκειµένου να κατασκευαστεί ένας αποτελεσµατικός δέκτης. 

Για το παρατηρούµενο µοντέλο (5) µε δείγµατα θορύβου { }
1

n

i i
W

=
 τα οποία περιγράφονται από 

την (7), η joint pdf ( )|| ,X kx Hφ ϑ  της παρατήρησης ‘X’ είναι: 

� Υπενθυµίζουµε ότι η joint pdf είναι µια κατανοµή η οποία εξαρτάται περισσότερης της µίας 

παραµέτρου. Στην δική µας περίπτωση η παρατηρούµενη τιµή εξαρτάται και από την 

υπόθεση ( kH ή mH ) αλλά και από την κοινή παράµετρο της ισχύος του σήµατος (ϑ ). 

(σχήµα joint pdf) 

Για να γίνει περισσότερο κατανοητό, θυµηθείτε ότι το ‘ατόφιο’ σήµα το οποίο αποστέλλεται, 

είναι  ίσο µε �
,k k isϑε . Επίσης η παράµετρος �,k is  είναι σταθερή και για την υπόθεση kH  αλλά 

και για την υπόθεση kH . Για να γίνουν περισσότερο αντιληπτά αυτά που πρόκειται να 

ακολουθήσουν, προσέξτε το ακόλουθο παράδειγµα: 
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Παράδειγµα 

Έστω πως θέλουµε να στείλουµε σήµα το οποίο αποτελείται από µια αλληλουχία ‘0’ και ‘1’. Το 

‘0’ θα αποστέλλεται µε µηδενική ισχύ, και το ‘1’ θα αποστέλλεται µε ισχύ �
1,k isϑε . Αυτό που 

θέλουµε είναι να βρούµε µια έκφραση για την συνάρτηση που περιγράφει το σήµα ‘0’ αλλά και 

‘1’ εκτελώντας δειγµατοληψία στο λαµβανόµενο σήµα, ενός και n δειγµάτων. 

 

Έστω πως το σήµα το οποίο αποστέλλεται να είναι ίσο µε: 

�

�

1 1, 1

0 0, 0

           1
signal=

          0

i

i

s

s

ϑε ε

ϑε ε

 =


=

 

Έχουµε την αποστολή ενός on-off σήµατος δηλαδή. 

Κατά την αποστολή του σήµατος, προστίθεται θόρυβος ο οποίος έστω πως ακολουθεί Gaussian 

κατανοµή. Για να αποφανθούµε λοιπόν στάλθηκε το ‘0’ ή το ‘1’, θα πρέπει να εκτελέσουµε 

δειγµατοληψία στο λαµβανόµενο σήµα. 

Εάν πάρω ένα δείγµα από το σήµα, τότε η έκαστο υπόθεση για το ‘0’ και για το ‘1’ θα είναι: 

�
1 1 1,

0

: Noise

: Noise

iH X s

H X

ϑε= +

=
 

• Για την υπόθεση 0H  θα έχω: 

( )
�( )

0

2

0 0,1

| , 0 2

1
| , exp

22
X H

x s
f X Hϑ

ϑε
ϑ

σπσ

 − = − 
 
 

 

Το σήµα όµως ‘0’ αποστέλλεται µε µηδενική ισχύ. Άρα ουσιαστικά έχω: 

( ) ( ) ( )
0

2

| , 0 2

noise sample1
| , exp

22
X H noisef X H f Nϑ ϑ

σπσ

 
= = − 

 
 

 

• Και για την υπόθεση 1H  θα έχω: 

( )
�( )

1

2

1 1,1

| , 1 2

1
| , exp

22
X H

x s
f X Hϑ

ϑε
ϑ

σπσ

 − = − 
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Προσέξτε ότι η υπόθεση 1H  έχει τον όρο �( )0 0,ix sϑε− . Τι θα προκύψει εάν αφαιρέσουµε από το 

λαµβανόµενο σήµα το σήµα που εκπέµφθηκε; Το δείγµα θορύβου! Για αυτόν τον λόγο και για 

την συνάρτηση ( )
0| , 0| ,X Hf X Hϑ ϑ  αλλά και για την συνάρτηση ( )

1| , 1| ,X Hf X Hϑ ϑ  µπορώ να τις 

γράψω σαν συναρτήσεις θορύβου: 

 

( ) �( )
�( )

( ) �( )
�( )

1

0

2

1 1,1

| , 1 1 1,1 2

2

0 0,1

| , 0 0 0,1 2

1
| , exp

22

1
| , exp

22

i

i

X H W

X H W

X s
f X H f X s

X s
f X H f X s

ϑ

ϑ

ϑε
ϑ ϑε

σπσ

ϑε
ϑ ϑε

σπσ

 − = − = − 
 
 

 − = − = − 
 
 

 

Για το σήµα ‘0’ και ‘1’ αντίστοιχα. 

 

 

Ας το προχωρήσουµε ένα βήµα παρακάτω τώρα. Γνωρίζεται πως εάν βασιστούµε σε 

περισσότερο του ενός δείγµατα για να αποφανθούµε εάν στάλθηκε το ‘0’ ή το ‘1’, τότε η 

πιθανότητα να κάνουµε λάθος εκτίµηση, µειώνεται. Εάν πάρουµε n δείγµατα από το 

λαµβανόµενο σήµα, τότε έχουµε τις ( )
0| , 0| ,X Hf X Hϑ ϑ  αλλά την συνάρτηση ( )

1| , 1| ,X Hf X Hϑ ϑ  

να γίνονται: 

( ) �( ) �( )
�( )

0

2

0 0,

| , 0 0 0,1 0 0, 2
1 1

1
| , exp

22i

n n
i i

X H W W i

i i

X s
f X H f X s f X sϑ

ϑε
ϑ ϑε ϑε

σπσ= =

 − = − = − = − 
 
 

∏ ∏

 ( ) �( ) �( )
�( )

1

2

1 1,

| , 1 1 1,1 1 1, 2
1 1

1
| , exp

22i

n n
i i

X H W W i

i i

X s
f X H f X s f X sϑ

ϑε
ϑ ϑε ϑε

σπσ= =

 − = − = − = − 
 
 

∏ ∏  

Από εδώ και στο εξής λοιπόν ονοµάζουµε τις συναρτήσεις αυτές, συναρτήσεις δειγµάτων 

θορύβου. 

 

Είδαµε λοιπόν την έκφραση του παρατηρούµενου χώρου για δείγµατα θορύβου τα οποία είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ τους. Τώρα θα είναι πιο εύκολο να δούµε τι µορφή θα έχει ο 

παρατηρούµενος χώρος δειγµάτων, εάν υπάρχει εξάρτηση µεταξύ των δειγµάτων θορύβου, γιατί 

όπως θα δείτε θα ‘µετατρέψουµε’ τα εξαρτηµένα δείγµατα σε ανεξάρτητα.  

 

• Εάν λοιπόν το πρώτο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε,  

�( )1 1 1 1,1X sϑεΛ = −
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• τότε το δεύτερο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε 

�( ) �( )2 2 1 1,2 1 1 1,1dX s X sϑε ρ ϑεΛ = − − −
 

 

• Με τον ίδιο τρόπο, το τρίτο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε  

�( ) �( )3 3 1 1,3 2 1 1,2dX s X sϑε ρ ϑεΛ = − − −   

Όµως το τρίτο δείγµα θορύβου, περιλαµβάνει το δεύτερο δείγµα θορύβου, το οποίο µε 

την σειρά του περιλαµβάνει το πρώτο δείγµα θορύβου. Με αντικατάσταση λοιπόν 

έχουµε: 

�( ) �( ) �( )2

3 3 1 1,3 2 1 1,2 1 1 1,1d dX s X s X sϑε ρ ϑε ρ ϑεΛ = − − − + −
 

 

• Το n-οστό δείγµα θορύβου θα έχει τιµή τότε 

�( ) �( ) ( ) �( )1

1 1, 1 1 1, 1 1 1 1,1

n

n n n d n n dX s X s X sϑε ρ ϑε ρ ϑε−
− −Λ = − − − + ⋅⋅ ⋅ + −

 
 

Το επόµενο βήµα όπως είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, είναι να ενσωµατώσουµε στην 

( )
1| , 1| ,X Hf X Hϑ ϑ  τα επιµέρους δείγµατα θορύβου, να πάρουµε στην συνέχεια µια έκφραση για 

την συνάρτηση αυτή εάν πραγµατοποιήσουµε δειγµατοληψία. Υπάρχει ένα πρόβληµα όµως: 

είδαµε πως τα ανεξάρτητα δείγµατα θορύβου τα συµβολίζαµε το το γράµµα ‘W’. Τώρα όµως θα 

πρέπει να αλλάξουµε τον συµβολισµό σε ‘Λ’ που δηλώνει εξαρτηµένα δείγµατα θορύβου. Όπως 

πιθανό θα αντιλαµβάνεστε, δεν µπορούµε να εξακολουθούµενα χρησιµοποιούµε το γράµµα ‘X’ 

για τα παρατηρούµενα δείγµατα σήµατος (σήµα και θόρυβος µαζί), διότι αυτή είναι η περίπτωση 

ανεξάρτητων δειγµάτων θορύβου. Θα πρέπει λοιπόν µετατρέψουµε το διάνυσµα 

παρατηρούµενων δειγµάτων X σε ένα άλλο διάνυσµα (έστω Υ) του οποίου τα δείγµατα είναι 

εξαρτηµένα το ένα από το άλλο. Αυτή η διαδικασία είναι γνωστή σαν την ιακωβιανή µετατροπή 

(Jacobian Transformation). 
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Jacobian Transformation-Ιακωβιανός Μετασχηµατισµός 

Ο καινούργιος πίνακας θα δίνεται από τον ιακωβιανό πίνακα: 

1 1

1

1

n n

n

n

y y

x x

J

y y

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 
=  
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 

Εάν αρχικά έχουµε πίνακα [ ]1 2, ,..., nx x x x=  και 

θέλουµε να τον µετατρέψουµε σε έναν άλλο 

[ ]1 2, ,..., mY Y Y Y= , τότε θα προκύψει πίνακας n-

στηλών και m-γραµµών, όπου κάθε γραµµή για 

παράδειγµα θα έχει µήκος-n και τα στοιχεία της θα 

είναι η µερική παράγωγος του αντίστοιχου Y-

στοιχείου ως προς όλους τους συνδυασµούς που 

θα µπορεί να πάρει ο X πίνακας.   

1( , , )F nJ x x…  Μια διαφορετική έκφραση του ως-προς µετατροπή 

πίνακα Χ 

1

1

( , , )

( , , )

n

n

y y
J

x x

∂ …
=
∂ …

 
‘Συντοµογραφία’ του jacobian πίνακα 

( ) , 1, 2,...,ig X i n=
 

Συνάρτηση µε την οποία αντιστοιχούµε κάθε 

στοιχείο του διανύσµατος X Y→  

 

Ας δούµε λοιπόν την µετετροπή του διανύσµατος X Y→   

Για n δείγµατα θα έχουµε το εξής: 

[ ]

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 1

1

1 2

1

1

( , ,..., )
, ,...,

( , , )

n

n

x x x

n

n

n n

n

f x f x

x x
f f f

J x x x
x x

f x f x

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 = =

∂ …  
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

⋯

⋮ ⋱ ⋮
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Παραγωγίζωντας µερικώς ως προς τους αντίστιχους τελεστές, έχουµε: 
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Η ιακωβιανή µετατροπή θα είναι ίση τότε µε: 

 

 

Λόγω του ότι ο ιακωµβιανός πίνακας ισούται µε ένα, µπορούµε να γράψουµε την joint pdf 

( )|| ,Y ky Hφ ϑ  της µεταβλητής y (όπως είδαµε στην αρχή της ενότητας του paper αυτού) σαν: 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 ,

1

| , , ,...,
n

Y k X d n d n i k k i

i

y H y y y y y f y bφ ϑ φ ρ ρ ϑε− Λ
=

= − − = −∏  

Παρουσιάσαµε µια καινούργια µεταβλητή, την 
,k ib . ∆είτε πως προέκυψε: 

• Έστω πως µελετούµε το σήµα ‘1’ του δυαδικού συστήµατος αποστολής. Άρα 1kε ε=   

• Το πρώτο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε:  

�
1 1 1 1,1y sϑεΛ = −  

• Το δεύτερο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε:  

� �( ) � �( )2 2 1 1,2 1 1 1,2 2 1 1,2 1,1d dy s y s y s sϑε ρ ϑε ϑε ρΛ = − − − = − −  

• Το τρίτο δείγµα θορύβου είναι ίσο µε: 

� �( ) � � �( )2

3 3 1 1,3 2 1 1,2 3 1 1,3 1,2 1,1d d dy s y s y s s sϑε ρ ϑε ϑε ρ ρΛ = − − − = − − +  

Όπως παρατηρήσατε, κάθε επιπλέον δείγµα θορύβου έχει ένα παραπάνω όρο στην παρένθεση. 

Μπορούµε λοιπόν για εξοικονόµηση χώρου να ορίσουµε µια καινούργια µεταβλητή η οποία να 

ορίζει την παράνθεση αυτή. Θέτουµε λοιπόν 

( )
1

1,1,

1

i
j

i ji d

j

b sρ
−

−

=

= −∑ ɶ  

Άρα τα δείγµατα θορύβου γίνονται: 
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( ) ( )
1 2 1 2, ,..., 1 2 , ,..., 1 2, ,..., , ,...,

n nY Y Y n X X X nf y y y f x x x=
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Με αυτήν την τελευταία µετατροπή, καταφέραµε να µετατρέψουµε τον παρατηρούµενο χώρο 

δειγµάτων από �
kX s Wκϑε= + , σε 

,k k iY bϑε= + Λ .Προσέξτε ότι όταν η παράµετρος εξάρτησης 

ισούται µε το µηδέν, τότε  έχουµε ότι X Y=  και W = Λ . 

Κριτήρια απόφασης σε κρουστικό FOMA θόρυβο 

Επιθυµούµε να βγάλουµε ένα κριτήριο µε βάση το οποίο θα µπορούµε να εκτιµήσουµε εάν το 

λαµβανόµενο σήµα είναι ‘0’, ή ‘1’. Όταν δεν γνωρίζουµε την ισχύ µε την οποία αποστέλλεται το 

σήµα, τότε µιλάµε για την locall optimal detection, διαφορετικά µιλάµε για την Μέγιστη 

πιθανοφάνεια-Maximum Likelihood Estimation. Ας δούµε πρώτα την πρώτη περίπτωση. 

locall optimal detection 

Η ιδέα στην οποία βασίζεται αυτός ο εκτιµητής, είναι απλή, και βασίζεται στις πιθανοφάνειες: 

• Η πιθανοφάνεια το λαµβανόµενο διάνυσµα δειγµάτων !!!!! να έχει τιµή της υπόθεσης 

!!!!! 

• Η πιθανοφάνεια το λαµβανόµενο διάνυσµα δειγµάτων !!!!! να έχει τιµή της υπόθεσης 

!!!!! 

Εάν λοιπόν κάποια από τις δύο πιθανότητες είναι πιο µεγάλη, τότε επιλέγω και την αντίστοιχη 

υπόθεση. Μια βελτίωση αυτής της ιδέας έρχεται εάν µπορούµε να αποφανθούµε υπέρ της 

απόφασης µιας υπόθεσης ακόµα και αν η ισχύς του λαµβανόµενου σήµατος είναι σχεδόν 

µηδενική. Εάν µπορέσουµε να διαµορφώσουµε τον εκτιµητή µας για την χειρότερη αυτή 

περίπτωση, τότε λέµε ότι έχουµε τον βέλτιστο  τοπικό εκτιµητή.  Βέλτιστο διότι, τον έχουµε 

διαµορφώσει για την χειρότερη περίπτωση, και τοπικό διότι εξετάζουµε την λειτουργία του σε 

ένα συγκεκριµένο επίπεδο στάθµης ισχύος του σήµατος. Με άλλα λόγια, το κρητίριο είναι το 

εξής: 

 

 

 

( ) ( )
0 0

: | , | ,S

k Y k Y mD y y H y H m
ϑ ϑ

ϕ ϑ ϕ ϑ
ϑ ϑ= =

 ∂ ∂
= ≥ ∀ 

∂ ∂   

 

 

Η παράγωγος παίζει τον ρόλο της εύρεσης του τοπικού 

µέγιστου της συνάρτησης της πιθανοφάνειας 

Το σηµείο στο οποίο εξετάζουµε την-πιθανοφάνεια του λαµβανόµενου διανύσµατος. Αυτό που 
κάνουμε ουσιαστικά, είναι να συγκρίνουμε την κλίση που θα έχει έκαστο συνάρτηση 

πιθανοφάνειας στο σημείο  όπου η ισχύς του σήματος είναι μηδέν.  Συγκρίνοντας όμως την 

κλίση, ουσιαστικά συγκρίνουμε την διασπορά  της κατανομής της υπόθεσης  kH  και mH . 

Όσο πιο μεγάλη είναι η κλίση, τόσο πιο μικρή είναι η διασπορά. Όσο πιο μικρή είναι η 
διασπορά, τόσο πιο σίγουροι  μπορούμε να είμαστε για την υπόθεση αυτή, άρα μικρότερη 

πιθανότητα λάθους!  
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Αν αναπτυχθεί η παράγωγος, θα έχουµε

Όπου ( ) ( )
( )

i

i

i

f y
g y

f y

Λ
Λ

Λ

′
= −  είναι µια βαθµίδα η οποία έχε σαν σκοπό να ‘διαµορφώσει’ το 

παρατηρούµενο διάνυσµα δειγµάτων, έτσι ώστε να µπορέσει ο δέκτης να αντιµετωπίσει τα 

καταστροφικά για το σήµα µας, αποτελέσµατα 

Αναπτύσωντας την παράγωγο και για την άλλη πιθανοφάνεια, και αντικαθιστώντας στην 

ανισότητα, έχουµε 

S

k k k i m m i i
D y b b g y m

 
= − ≥ ∀ 
 

Θέτουµε 

k k m i i
D y q g y m

Maximum Likelihood Detection

Για αυτού του τύπου εκτιµητή, µπορείτε να ανατρέξετε στην ενότητα 

τύπου εκτιµητή, είναι ακριβώς η ίδια και για 

όπως είδατε, καταφέραµε να µετασχηµατίσουµε τα εξαρτηµένα δείγµατα σε

. Ας θυµηθούµε την φιλοσοφία αυτού του εκτιµητή:

Η ιδέα της Εκτίµησης Μέγιστης Πιθανοφάνειας, 

Detection µιας και αν ισχύει η ανισότητα 

αποφασίζουµε ότι το διάνυσµα 

∆ιαιρώντας κατά µέλη, έχουµε: 
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αναπτυχθεί η παράγωγος, θα έχουµε 

 

είναι µια βαθµίδα η οποία έχε σαν σκοπό να ‘διαµορφώσει’ το 

παρατηρούµενο διάνυσµα δειγµάτων, έτσι ώστε να µπορέσει ο δέκτης να αντιµετωπίσει τα 

καταστροφικά για το σήµα µας, αποτελέσµατα του θορύβου. 

Αναπτύσωντας την παράγωγο και για την άλλη πιθανοφάνεια, και αντικαθιστώντας στην 

( ) ( ), ,

1

: 0     
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D y b b g y mε ε Λ
=

 
= − ≥ ∀ 
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Θέτουµε 
, , , ,k m i k k i m m iq b bε ε= − , και έχουµε: 

( ), ,

1

: 0     
n
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k k m i i
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D y q g y mΛ
=

 
= ≥ ∀ 
 
∑  

Detection 

Για αυτού του τύπου εκτιµητή, µπορείτε να ανατρέξετε στην ενότητα I. Η φιλοσοφία αυτού του 

τύπου εκτιµητή, είναι ακριβώς η ίδια και για i.i.d. δείγµατα, και για εξαρτηµένα δείγµατα, αφού 

όπως είδατε, καταφέραµε να µετασχηµατίσουµε τα εξαρτηµένα δείγµατα σε ανεξάρτητα 

. Ας θυµηθούµε την φιλοσοφία αυτού του εκτιµητή: 

Μέγιστης Πιθανοφάνειας, είναι ακόµα πιο απλή από την 

µιας και αν ισχύει η ανισότητα ( ) ({ : | ,  | ,    ML

k Y k Y mD y y H y H mϕ ϑ ϕ ϑ= ≥ ∀

y ανήκει στην υπόθεση kH , αλλιώς ανήκει στην υπόθεση 
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είναι µια βαθµίδα η οποία έχε σαν σκοπό να ‘διαµορφώσει’ το 

παρατηρούµενο διάνυσµα δειγµάτων, έτσι ώστε να µπορέσει ο δέκτης να αντιµετωπίσει τα 

Αναπτύσωντας την παράγωγο και για την άλλη πιθανοφάνεια, και αντικαθιστώντας στην 

. Η φιλοσοφία αυτού του 

. δείγµατα, και για εξαρτηµένα δείγµατα, αφού 

ανεξάρτητα X Y→

είναι ακόµα πιο απλή από την local optimal 

) }: | ,  | ,    k Y k Y mD y y H y H mϕ ϑ ϕ ϑ= ≥ ∀ , τότε 

, αλλιώς ανήκει στην υπόθεση mH . 
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| ,
: 1    

| ,

n
Y kML
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= ≥ ∀ 
  
∏  

Αν πάρουµε τον φυσικό λογάριθµο αυτής της αναλογίας, η σειρά γινοµένου µετασχηµατίζεται 

σε σειρά αθροίσµατος (ιδιότητα φυσικού λογαρίθµου)  και έχουµε: 

( )
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| ,
: ln 0    

| ,

n
Y kML
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y H
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Τι συµπέρασµα µπορούµε να βγάλουµε από τους δύο αυτούς εκτιµητές; 

 

ΑΝ ∆ΕΝ ΓΝΩΡΙΖΟΥΜΕ ΤΗΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ 

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΠΟΥ ΕΚΦΡΑΖΕΙ ΤΟΝ ΘΟΡΥΒΟ, ΤΟΤΕ Η ΑΠΟ∆ΟΣΗ ΤΟΥ 

∆ΕΚΤΗ (BER) ΘΑ ΜΕΙΩΘΕΙ ∆ΡΑΜΑΤΙΚΑ. 

 

 

Η σειρά γινομένου 

μετασχηματίστηκε  σε σειρά 

αθροίσματος 

Παίρνοντας τον φυσικό 

λογάριθμο του 1, το κατώφλι 

είναι πλέον το  0 

Αν γνωρίζουμε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητα που ακολουθεί ο θόρυβος (έστω 

Gaussian), τότε η πιθανοφάνεια ( )| ,Y ky Hϕ ϑ  γράφεται: 

( )2παρατηρούµενο δείγµα σήµα που εκπέµψαµε1
exp

42 γγπ

 −
− 
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Εύρεση του καταλλήλου κριτηρίου ανάλογα µε την κατανοµή που 

ακολουθεί ο θόρυβος 

Ας θυµηθούµε λίγο την θεωρεία των Stable κατανοµών. Η σπουδαιότητα των Stable κατανοµών 

είναι ότι ‘µοντελοποιούν’ iid  τυχαίες µεταβλητές. Η κανονική κατανοµή, είναι µια κλάση-

οικογένεια των Stable κατανοµών. Σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα, το 

κανονικοποιηµένο άθροισµα από ένα σετ τυχαίων µεταβλητών µε πεπερασµένη διακύµανση, 

τείνει να ακολουθεί κανονική κατανοµή καθώς ο αριθµός των τυχαίων µεταβλητών αυξάνεται. 

Χωρίς όµως την υπόθεση της πεπερασµένης διακύµανσης, δεν θα σχηµατίζεται κανονική 

κατανοµή, αλλά κάποια άλλη κατανοµή από την οικογένεια των Stable κατανοµών. 

 

Οι Stable κατανοµές, χαρακτηρίζονται από τέσσερις παραµέτρους: 

• Παράµετρος θέσης-Location parameter ‘µ’ 

• Παράµετρος κλιµάκωσης-Scale parameter ‘c’ 

• Παράµετρος ασυµµετρίας-Asymmetry parameter ‘β’ 

• Παράµετρος συγκέντρωσης-Concentration parameter ‘α’ (Αυτή η παράµετρος δηλώνει 

και την κρουστικότητα της κατανοµής. Όσο η τιµή ‘α’ πλησιάζει το µηδέν, τόσο πιο 

κρουστική είναι η κατανοµή όπως βλέπετε στο παρακάτω σχήµα ) 

 

 

 

∆είτε πως αυτές οι παράµετροι επηρεάζουν το σχήµα της κατανοµής: 
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Στην δική µας περίπτωση, η παράµετρος θέσης θα είναι ίση µε µηδέν 

κλιµάκωσης θα είναι ίση µε ένα 

ο παράγοντας που θα πειράξουµε είναι η παράµετρος συγκέντρωσης 

πρώτο σχήµα ότι ‘πειράζοντας’ την παράµετρος συγκέντρωσης, αυτό που κάνουµε είναι να 

παραµετροποιούµε την κρουστικότητα του θορύβου!

 

Για διάφορες τιµές της α λοιπόν θα έχουµε την αντίστοιχ
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Στην δική µας περίπτωση, η παράµετρος θέσης θα είναι ίση µε µηδέν µ=0, 

κλιµάκωσης θα είναι ίση µε ένα c=1 η παράµετρος ασυµµετρίας θα είναι ίση µε µηδέν 

α πειράξουµε είναι η παράµετρος συγκέντρωσης α. Παρατηρήστε από το 

πρώτο σχήµα ότι ‘πειράζοντας’ την παράµετρος συγκέντρωσης, αυτό που κάνουµε είναι να 

παραµετροποιούµε την κρουστικότητα του θορύβου! 

Για διάφορες τιµές της α λοιπόν θα έχουµε την αντίστοιχη κατανοµή: 
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µ=0, η παράµετρος 

η παράµετρος ασυµµετρίας θα είναι ίση µε µηδέν β=0, και 

Παρατηρήστε από το 

πρώτο σχήµα ότι ‘πειράζοντας’ την παράµετρος συγκέντρωσης, αυτό που κάνουµε είναι να 
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Gaussian κατανοµή πιθανότητας

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας κανονικής τυχαίας µεταβλητής  

τυπική απόκλιση σ, δίνεται από: 

Η κατανοµή δίνεται από το όρισµα 

Η συνάρτηση συσσωρευτικού αθροίσµατος (

 

Η κανονική τυχαία µεταβλητή µε µηδ

ονοµάζεται στάνταρ κανονική τυχαία µεταβλητή και η 

Εάν η Χ είναι µια κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέσο όρο 

η κατανοµή θα είναι της τέτοιας µορφής:

 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές 
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κατανοµή πιθανότητας 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας κανονικής τυχαίας µεταβλητής  Χ µε µέσο όρο 

 

Η κατανοµή δίνεται από το όρισµα ( )2
,N µ σ . 

συσσωρευτικού αθροίσµατος (cumulative distribution function-cdf

 
 

κανονική τυχαία µεταβλητή µε µηδενικό µέσο όρο και τυπική απόκλιση ίση µε ένα, 

ονοµάζεται στάνταρ κανονική τυχαία µεταβλητή και η cdf δίνεται από την συνάρτηση 

είναι µια κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέσο όρο µ και τυπική απόκλιση ίση µε 

η κατανοµή θα είναι της τέτοιας µορφής: 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές location-µέσου όρου, και διακύµανσης
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µε µέσο όρο µ και 

 

cdf) δίνεται από: 

ικό µέσο όρο και τυπική απόκλιση ίση µε ένα, 

δίνεται από την συνάρτηση ( )zΦ . 

και τυπική απόκλιση ίση µε σ, τότε 

 
µέσου όρου, και διακύµανσης 
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Συνάρτηση αθροιστικής

Το κριτήριο απόφασης για την περίπτωση που ο δέκτης δεν γνωρίζει την ισχύ µε την οποία 

αποστέλλονται τα σήµατα, είναι:
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αθροιστικής κατανοµής-Cumulative distribution function

Το κριτήριο απόφασης για την περίπτωση που ο δέκτης δεν γνωρίζει την ισχύ µε την οποία 

αποστέλλονται τα σήµατα, είναι: 
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Cumulative distribution function 

Το κριτήριο απόφασης για την περίπτωση που ο δέκτης δεν γνωρίζει την ισχύ µε την οποία 
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Στην περίπτωση που ο δέκτης γνωρίζει την ισχύ µε την οποία αποστέλλονται τα σήµατα, η 

µέγιστη πιθανοφάνεια θα δίνεται από την διαίρεση των δύο πιφανοφανειών 

( ) ( )2,

1

1
| , exp

42

n
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∏  για την υπόθεση kH , και  
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∏  για την υπόθεση mH . 

Το επόµενο βήµα είναι να διαιρέσουµε τις δύο υπο-συνθήκη πιθανότητες, και στην συνέχεια να 

λογαριθµίσουµε. Έτσι θα έχουµε: 
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Κάνοντας τις απλές πράξεις, προκύπτει ότι το κριτήριο απόφασης είναι: 
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Όταν ισχύει η ανισότητα αυτή τότε αποφασίζουµε ότι το σήµα είναι η υπόθεση  kH , και όταν το 

δεύτερο άθροισµα είναι µεγαλύτερο από το πρώτο άθροισµα, τότε αποφασίζουµε ότι το σήµα είναι 

η υπόθεση mH
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Cauchy κατανοµή πιθανότητας. 

Η κατανοµή Cauchy έχει µεγάλο µαθηµατικό ενδιαφέρον, λόγω της απουσίας καθορισµένων 

ροπών. Τα χαρακτηριστικά της είναι: 

Παράµετρος θέσης 
0x  (ο µέσος όρος) 

Παράµετρος κλιµάκωσης 0b >  

Εύρος x−∞ < < ∞  

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
2

0

1

1
x x

πγ
γ

  − 
+  
   

 

Συνάρτηση κατανοµής 
01 1

arctan
2

x x

π γ
 − 

+ 
 

 

Χαρακτηριστική συνάρτηση 
0exp( | |)x it tγ−  

Ροπές ∆εν υπάρχουν 

Ρυθµός a 

Median a 

 

Η κατανοµή Cauchy είναι µοναδιαίου ρυθµού και συµµετρική, µε πολύ βαρύτερες ουρές από 

την κανονική κατανοµή και συµµετρική γύρω από το µ (ο µέσος όρος της κατανοµής). Η Cauchy 

µεταβλητή µε στοιχεία µέσου όρου και κλιµάκωσης µ και b αντίστοιχα, περιγράφεται σαν 

: ,C bµ . Η σχέση που συνδέει την κανονική Cauchy κατανοµή (η οποία είναι : 0,1C  και 

δηλώνει µηδενικό µέσο όρο και παράµετρος κλιµάκωσης ίση µε 1), µε την : ,C bµ  είναι: 

( ): , : 0,1C b b Cµ µ +∼  

Ιδιότητες της Cauchy κατανοµής: 

 

1. Η αναλογία δύο ανεξάρτητων µεταβλητών 1 2,N N  οι οποίες εµφανίζουν Gaussian 

κατανοµή, είναι η στάνταρ Cauchy κατανοµή : 0,1C . 

( ) ( )1 2 : 0,1N N C∼  

2. Η στάνταρ Cauchy µεταβλητή είναι µια ιδιαίτερη περίπτωση µιας µεταβλητής η οποία 

εµφανίζει student’s t κατανοµή µε ένα βαθµό ελευθερίας. 
3. Το άθροισµα n-ανεξάρτητων Cauchy µεταβλητών : ,i jC bµ  µε παράµετρο θέσης και 

παράµετρο κλιµάκωσης 1, 2,...,i n=  και 1, 2,...,j n=  αντίστοιχα, είναι µια Cauchy 

µεταβλητή : ,C bµ  µε παράµετρο θέσης ίση µε το άθροισµα των επιµέρους παραµέτρους 

θέσεως και παράµετρο κλιµάκωσης ίση µε το άθροισµα των διαφορετικών παραµέτρων 

κλιµάκωσης. 
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Ο µέσος όρος n-ανεξάρτητων 

µεταβλητή : ,C bµ ′ ′ . Όπου 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές 
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1

n

i

i

µ µ
=

=∑  
1

n

i

i

b b
=

=∑  

ανεξάρτητων Cauchy µεταβλητών µε µεταβλητή C b

Όπου ,bµ ′ ′  δίνονται από ( )1 : , : ,C b C bµ µ′ ′∼  

( )2 2bµ µ µ′ = +  ( )2 2b b bµ′ = +
 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές location-µέσου όρου

αθροιστικής κατανοµής-Cumulative distribution function
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: ,C bµ , είναι η 

 

µέσου όρου 

 
Cumulative distribution function 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι: ( ) ( )2 2i

i

f y
y

γ
π γΛ =

+
 

Με την  ίδια τακτική όπως ακολουθήσαµε και στην περίπτωση της Gaussian κατανοµής, για να 

βρούµε την περιοχή απόφασης όταν δεν γνωρίζουµε την ισχύ µε την οποία στέλνουµε το σήµα, 

θα πάρουµε τον γενικό τύπο: 

( ), ,

1

: 0
n

S

k k m i i

i

D y q g yΛ
=

 
= ≥ 
 
∑  και θα τον αναπτύξουµε: 

( )
( ), ,

1

: 0
n

iS

k k m i

i i

f y
D y q

f y=

  ′ 
= − ≥ ⇒      
∑  

( )

( )

( ) ( )

( )( )

( )

2 2

, ,

1

2 2

2 2

2
2 2

, , , , 2
1

2 2

: 0

2

2
: 0 :

n
iS

k k m i

i

i

i i

n
i

S S i
k k m i k k m i

i i

i

y
D y q

y

y y

y y
D y q D y q

y

y

γ
π γ

γ
π γ

γ π γ γ π

π γ

γ
π γ

=

=

  ′       +   = − ≥ ⇒    +      

   ′ ⋅ + −   
    +   = − ≥ ⇒ =   +  

+  
  

  

∑

∑ 2
1

0
n

i γ=

 
≥ 

 
∑

 

Προσέξτε ότι ( ) 2 2

2 i
i

i

y
g y

y γΛ =
+  

Και για την περίπτωση που γνωρίζουµε την ισχύ µε την οποία αποστέλλεται το σήµα, η 

Maximum Likelihood θα είναι: 
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( )
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( )( )
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1
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: ln 0
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Student's-t Κατανοµή 

 
Η κατανοµή Student's t χρησιµοποιείται για να δούµε εάν ο µέσος όρος δύο δειγµάτων µιας 

παρατήρησης, είναι στατιστικά σηµαντικός. Για να γίνουµε πιο ακριβείς, θα ήταν σαν να 

τεστάρουµε την υπόθεση ότι και τα δύο δείγµατα ‘τραβιούνται’ από την ίδια κατανοµή. Αν η 

µεταβλητή ‘t’  πάρει µεγάλη τιµή, τότε συµπεραίνουµε ότι τα δύο αυτά δείγµατα δεν ανήκουν 

στην ίδια κατανοµή, και ο µέσος όρος των δειγµάτων τους θα είναι έτσι πολύ διαφορετικός. Τα 

χαρακτηριστικά µεγέθη της κατανοµής αυτής, είναι: 

 

Student’s-t Distribution 

Παράµετροι 0ν >  βαθµοί ελευθερίας 

Πεδίο ορισµού ( ; )x∈ −∞ +∞  

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
1

2 2

1

2
1

2

x
νν

ν ννπ

+
−

+ Γ     +    Γ 
 

 

median 0 

mean 0 όταν 0ν > , αλλιώς απροσδιόριστος 

ρυθµός 0 

διακύµανση 

2

ν
ν −

 για 2ν >  

∞  για 1 2ν< ≤  

Αλλιώς απροσδιόριστη 

στρεβλότητα 0 για 3ν >  

κύρτωση 6

4ν −
 για 4ν >  
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Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές 

καθώς ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας τείνει στο άπειρο, η κατανοµή παίρνει το σχήµα της 

Συνάρτηση αθροιστικής
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Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για διάφορες τιµές location-µέσου όρου. Παρατηρήστε ότι 

καθώς ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας τείνει στο άπειρο, η κατανοµή παίρνει το σχήµα της 

Gaussian κατανοµής 

 

αθροιστικής κατανοµής-Cumulative distribution function
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µέσου όρου. Παρατηρήστε ότι 

καθώς ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας τείνει στο άπειρο, η κατανοµή παίρνει το σχήµα της 

 
function 
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Ακολουθώντας την ίδια τακτική όπως και την περίπτωση της Gaussian και της Cauchy 

κατανοµής, θα πρέπει να βρούµε τον όρο ( ) ( )
( )

f y
g y

f y

Λ
Λ

Λ

′
= −  ο οποίος δίνει τέτοια µορφή στο 

σήµα, ώστε να αντιµετωπίζει καλύτερα τις επιδράσεις του θορύβου. Πάµε λοιπόν: 

 

( )
1 1

1 1
2 2 2 22 2

1 1

1 12 2
1 1 1 1

2 2

2 2

y y y y y
f y

ν νν ν
ν ν

ν νν ν ν ν ννπ νπ

+ +
− − − −

Λ

+ +   Γ Γ′          + +        ′ = ⋅ − ⋅ + ⋅ + = − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +                           Γ Γ   
   

 

Αντικαθιστώντας στην ( ) ( )
( )

f y
g y

f y

Λ
Λ

Λ

′
= − , έχουµε: 

( ) ( )
( )

( )

1
1

2 22

2
1

2 2

1

12
1 1

2

12

1

2
1

2

y y y

f y y
g y

f y y

y

ν

ν

ν
ν

ν ν ν ννπ
ν

ν ν

ν ννπ

+
− −

Λ
Λ

+Λ −

+ Γ     +    − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +                Γ ′ + ⋅ = − = − =
+ + Γ     ⋅ +    Γ 
 

 

Αντικαθιστώντας στην ( ), ,

1

: 0
n

S

k k m i i

i

D y q g yΛ
=

 
= ≥ 
 
∑ , έχουµε το κριτήριο: 

 

( ),

2

,

1

0
1

:
n

k m iS

k

i

yq
D y

y

ν

ν=

⋅ 
= ≥

+ 

+



⋅
∑  

 

Πολλαπλασιάζοντας µε ( ) 1
1ν −
+ , έχουµε ότι το κριτήριο είναι:  

 

, ,

2
1

: 0
n

k m iS

k

i

q
D y

y

yν=

⋅

+

 
= ≥ 
 
∑

 
 

Από τη θεωρεία της στατιστικής, γνωρίζουµε ότι όταν οι βαθµοί ελευθερίας στην κατανοµή 

Student-t προσεγγίζουν το άπειρο, τότε η απόδοση του εκτιµητή ο οποίος είναι βέλτιστος για την 

κατανοµή Student-t, είναι ίδια µε την επίδοση της Gaussian εκτιµήτριας. 
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Για να βγάλουµε την εκτιµήτρια για την περίπτωση που γνωρίζουµε την ισχύ µε την οποία 

αποστέλλεται το σήµα, παίρνουµε την πιθανοφάνεια: 

( )
( )1

| ,
: ln 0

| ,

n
kML

K

i m

f y H
D y

f y H

ϑ

ϑ
Λ

= Λ

     
= ≥   
     
∑  

 

Και αντικαθιστώντας, έχουµε: 
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1
2 2
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Αυτό είναι λοιπόν και το κριτήριο µέγιστης πιθανοφάνειας-maximum likelihood  για την 

περίπτωση που ο θόρυβος ακολουθεί Student-t κατανοµή. 

 

Όπως προσέξατε, προτείναµε τρία βελτιωµένα µοντέλα εκτιµητών, για την περίπτωση που ο 

θόρυβος παρουσιάζει αλαφρά εξάρτηση από τα προηγούµενα δείγµατα του. Όµως, η κατηγορία 

των Stable κατανοµών έχει άλλες δύο κατανοµές, και αυτές προκύπτουν όταν 0 1a< <  και όταν 

1 2a< < . Η ιδιαιτερότητα των κατανοµών σε αυτές τις περιπτώσεις, είναι ότι δεν µπορούν να 

εκφραστούν σε κλειστής µορφής συναρτήσεις. Το αποτέλεσµα αυτής της ιδιαιτερότητας είναι 
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ότι δεν µπορούµε να πάρουµε την παράγωγο της, για να βγάλουµε την βαθµίδα   

( ) ( )
( )

f y
g y

f y

Λ
Λ

Λ

′
= −  .Ο ρόλος αυτής της βαθµίδας είναι να αλλάξει, ή µε άλλα λόγια, ‘να φέρει το 

σήµα στα µέτρα µας’, ανάλογα µε το είδους του θορύβου που την διαµόρφωσε (τι κατανοµή 

ακολούθησε ο θόρυβος), έτσι ώστε η εκτίµηση του σήµατος να γίνει µε µικρότερη πιθανότητα 

λάθους. 

Άρα αυτό που µπορούµε να κάνουµε σε αυτές τις δύο περιπτώσεις, είναι να πειραµατιστούµε 

χρησιµοποιώντας τις βαθµίδες ( )g yΛ που χρησιµοποιήσαµε για την Gaussian και την Cauchy 

κατανοµή, και να δούµε ποια βαθµίδα προσφέρει καλύτερη απόδοση.    

 

 

 

 

Εφαρµογή σε Antipodal Signaling Systems 

Η τεχνική που χρησιµοποιείται σε αυτά τα συστήµατα, είναι ότι αντί να εκπέµπουµε το σήµα ‘0’ 

µε µηδενική ισχύ, ή ισχύ χαµηλότερη από αυτήν µε την οποία αποστέλλεται το σήµα ‘1’, 

εκπέµπουµε µε την ίδια ισχύ και αυτό που αλλάζει είναι το πρόσηµο της τάσης. Για παράδειγµα, 

εάν το πλάτος της τάσης που συµβολίζει το σήµα ‘1’ είναι 5 Volt, το σήµα ‘0’ θα εκπέµπεται µε 

τάση -5 Volt. Αυτή η τεχνική προσφέρει σηµαντική αύξηση στην απόδοση του δέκτη. Μην 

ξεχνάµε ότι όσο πιο µεγάλη απόσταση έχει η έκαστο τάση των δύο σηµάτων, τόσο πιο µεγάλη 

θα είναι και η διακριτική ικανότητα που θα έχει ο δέκτης. 

 Για να γίνει πιο κατανοητή η ιδέα της Antipodal και Orthogonal  µετάδοσης, δείτε το παρακάτω 

σχήµα:  

 

Αναπαράσταση µε µορφή διανυσµάτων των Orthogonal και Antipodal signals 
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Με βάση αυτό, η ανίχνευση των antipodal signals  στον µετασχηµατισµένο χώρο θα διεξάγεται 

υπό την υπόθεση: 

:
k k k

H Y bϑε= +Λ  όπου 0,1k =  

Άρα το σύστηµα υπόθεσης θα είναι: 

1 1

0 0

:
b

H Y
b

ϑε

ϑε

+Λ
= 

+Λ
 

Όπως θυµάστε, τα σύµβολα 1ε  και 0ε  συµβολίζουν το κατά πόσο χαµηλότερη, ή υψηλότερη θα 

είναι η στάθµη ισχύος του έκαστο σήµατος, σε σχέση µε την κοινή παράµετρος ισχύος ϑ . Άρα 

για το σήµα ‘1’, αλλά και για το σήµα ‘0’ θα έχουµε 1 0 1ε ε= = . Η παράµετρος που θα µας 

βοηθάει να διακρίνουµε τα σήµατα το ένα από το άλλο, είναι η παράµετρος kb , και θα παίρνει 

τιµές 1 0b b= − . Άρα εκεί που το 1,ib  ισούταν µε: 

( )
1

1,

1

1 i
j

i d

j

b
n

ρ
−

=

= −∑  

Τώρα η παράµετρος 0,ib  θα ισούται µε: 

( )
1

0,

1

1 i
j

i d

j

b
n

ρ
−

=

= − −∑
 

 

 Συνεπώς η παράµετρος ,k mq  που είδαµε νωρίτερα, θα ισούται µε: 

, 2 2k m k k m m k mq b b b bε ε= − = =  

Επίσης η joint pdf  του Y  θα είναι ίση µε:  

( ) ( ),

1

| ,
n

Y k i k i

i

y H f y bφ ϑ ϑΛ
=

= −∏
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Και το κριτήριο απόφασης για τον ανιχνευτή S-ML θα είναι: 

( )
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Αν δεν ισχύει η ανισότητα, τότε θα έχουµε την υπόθεση 0H  αντί η υπόθεση 1H . 

Για το κριτήριο µέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimation) η µετατροπή θα 

είναι: 

( )
( )

1
1,

1 1,

: ln 0
n H

i iML

k

i i i

f y b
D y

f y b

ϑ

ϑ
Λ
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−
= ≥

+
∑  

Και πάλι εάν δεν ισχύει η ανισότητα, θα έχω την υπόθεση 0H  αντί η υπόθεση 1H . 

Μην ξεχνάτε ότι ο λόγος που έχω το πρόσηµο ‘+’ στον παρανοµαστή είναι λόγω του ότι 1 0b b= −

. 

Αυτές λοιπόν είναι οι δύο βασικές σχέσεις για τους δύο εκτιµητές που παρουσιάζουµε. Με την 

ίδια τακτική όπως ακολουθήσαµε προηγουµένως, για να βγάλουµε τις σχέσεις-κριτήρια που 

ισχύουν για τις περιπτώσεις Gaussian, Cauchy και Studen’t (η περίπτωση που η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας, δεν έχει κλειστής µορφής έκφραση, όπως όταν 0 1a< ≤  και όταν 

1 2a< ≤ ,δεν µπορούµε να έχουµε µια κλειστή έκφραση για την παράµετρο ( )ig yΛ  
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Αριθµητικά αποτελέσµατα και συµπεράσµατα 

Για την διεξαγωγή των καµπύλων  του ρυθµού λάθους (BER), για τους εκτιµητές Maximum-

likelihood  και  Optimal Detection (S-ML) χρησιµοποιήσαµε εξοµοίωση Monte Carlo µε 510

επαναλήψεις σε κάθε διαφορετική τιµή του G-SNR, και υποθέτουµε ότι ο βαθµός εξάρτησης dρ  

είναι γνωστός στο σύστηµα. Ο λόγος που χρησιµοποιήσαµε 510 επαναλήψεις είναι λόγω του ότι 

µας επιτρέπει να ανιχνεύσουµε µέχρι και ένα λάθος bit ανάµεσα σε 510  bits.  

Η µέθοδος Monte Carlo (ή πειράµατα Monte Carlo) είναι µια κλάση από υπολογιστικούς 

αλγορίθµους που βασίζονται σε επανειληµµένα τυχαία δείγµατα, για να γίνει ο υπολογισµός των 

αποτελεσµάτων. Αυτή η µέθοδος χρησιµοποιείται συχνά στην εξοµοίωση φυσικών και 

µαθηµατικών συστηµάτων.  

Λόγω του ότι η διακύµανση των SaS κατανοµών δεν µπορεί να οριστεί  όταν 2α ≠ , εκτός από 

την περίπτωση που 2α =  όπου έχουµε την Gaussian κατανοµή το κανονικό SNR δεν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί. Αντί λοιπόν του γνωστού SNR, θα χρησιµοποιήσουµε το γεωµετρικό SNR, το 

οποίο δίδει ένα πιο σωστό χαρακτηρισµό του σηµατοθορυβικού λόγου όταν η διακύµανση του 

θορύβου τείνει στο άπειρο. 

Το γεωµετρικό SNR στον µετασχηµατισµένο παρατηρούµενο χώρο δίνεται από: 

2

1 2 22

k

g

A
G SNR

C α αγ− +
− =  

• Όπου 
22 2 2

2k k kA bϑ ε=  είναι η ισχύς του µετασχηµατισµένου σήµατος k k
bϑε .  

• Όπου 
1

1
exp lim ln 1.78

S

g
s

z

C s
z→∞

=

  
= − − ≈  

  
∑  η οποία είναι το εκθετικό της σταθεράς του 

Euler. 

• Όταν 2α =  τότε το γεωµετρικό SNR αναπαριστά το στάνταρ SNR. 

• Υποθέτουµε ότι η παράµετρος γ ισούται µε ένα. 

Λόγω του γεωµετρικού σηµατοθορυβικού λόγου, θα πρέπει να ακολουθήσουµε την εξής τακτική 

για να δούµε ποια θα πρέπει να είναι η τιµή που θα πρέπει να δώσουµε στο σήµα που 

εκπέµπεται. 
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Αν θέσουµε την παράµετρο κρουστικότητας  1α = , τότε θα έχουµε την Cauchy κατανοµή. 

Αντικαθιστώντας λοιπόν όπου 1α = ,και όπου 1.78gC = , λύνουµε ως προς 2

kA : 

2
2 1 2 2

1 2 2

22 1 2 1 2 1 2 2

2

2
2

2 1.78 1 3.56

k
k g

g

k k k

A
G SNR A C G SNR

C

A G SNR b G SNR

α α
α α γ
γ

ϑ ε

− +
− +

− + ⋅

− = ⇒ = ⋅ − ⇒

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⇒ = ⋅ −

 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι δεν έχουµε εξάρτηση του παρών δείγµατος θορύβου από το 

προηγούµενο. Αυτό σηµαίνει ότι το αριστερό µέλος της εξίσωσης ( )22 2

2k kbϑ ε  θα είναι η ισχύς 

µε την οποία αποστέλλεται το σήµα µας. Για ευκολία, έστω η ισοδύναµη αντίσταση της κεραίας 

µας να ισούται µε 1Ωhm. Άρα παίρνοντας την τετραγωνική ρίζα του αριστερού µέλους, 

παίρνουµε την στάθµη τάσης µε την οποία αποστέλλεται το σήµα µας.  

∆εν υπάρχει κανένα πρόβληµα στην υπόθεση ότι δεν έχουµε εξάρτηση ανάµεσα στα δείγµατα. 

Αυτό διότι το πρώτο δείγµα που θα πάρω από το σήµα, δεν έχει κάποιο προηγούµενο σήµα από 

το οποίο θα εξαρτηθεί! Με την υπόθεση λοιπόν αυτή, αυτό που καταφέρνω είναι να πάρω την 

στάθµη τάσεως µε την οποία αποστέλλεται το σήµα µου �
k k ks sϑε= .  
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Κώδικας που γράφηκε στο Matlab για την εξαγωγή των 

διαγραµµάτων BER  

Κώδικας για την εξοµοίωση του Maximum 

Likelihood Antipodal εκτιµητή στην περίπτωση 

Cauchy θορύβου.  

Κώδικας για την εξοµοίωση του Local Optimal Antipodal  

εκτιµητή στην περίπτωση Cauchy θορύβου. 

function[p]=cauchy_ml(SNR_in_DB) 

 

rd1=0.1;  

rd2=0.1;   

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=0; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

 

for jj=1:runs 

        E=sqrt(3.56*snr); 

        bk=zeros(1, n); 

        bm=zeros(1, n); 

        x=zeros(1, n); 

        y=zeros(1, n); 

        em=ek; 

 

if (em==0) 

        ek=1; 

        sourse=1; 

else 

       ek=0; 

       sourse=0; 

 end 

         

 for i=1:n 

       bk(i)=1/sqrt(n); 

       x(i)=E+cauchyrnd(0, 1); 

       y(i)=x(i); 

 end 

 

for i=2:n 

      m=i-1; 

      nn=i-1; 

      for j=1:m 

            y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

            nn=nn-1; 

       end 

end 

 

 

bk(1)=1/sqrt(n); 

function[p]=cauchy_sml(SNR_in_DB) 

 

rd1=0.1; 

rd2=0.1;  

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=0; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

 

for jj=1:runs 

    E=sqrt(2*snr); 

    bk=zeros(1, n); 

    bm=zeros(1, n); 

    x=zeros(1, n); 

    y=zeros(1, n); 

    em=ek; 

 

 if (em==0) 

     ek=1; 

     sourse=1; 

else 

     ek=0; 

     sourse=0; 

end     

 

for i=1:n 

      bk(i)=1/sqrt(n); 

      x(i)=E+cauchyrnd(0, 1); 

      y(i)=x(i); 

end 

    

for i=2:n 

      m=i-1; 

      nn=i-1; 

      for j=1:m 

            y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

            nn=nn-1; 

       end 

end 

                 

 bk(1)=1/sqrt(n); 

for i=2:n 
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for i=2:n 

            m=i-1; 

            nn=i-1; 

            for j=1:m 

             y(i)=y(i)+power((-rd),j)*y(nn) 

             bk(i)=bk(i)+power((-rd),j)*bk(nn); 

             nn=nn-1; 

         end 

end 

 

for i=1:n 
        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 
 end 
 

  sum=0; 

          for i=1:n 

            bm(i)=bk(i);  

            arithm=power((y(i)-ek*E*bk(i)),2)+1; 

            paranom=power((y(i)-em*E*bm(i)),2)+1; 

            klasma=log(arithm/paranom); 

            sum=sum+klasma; 

          klasma=0; 

     end 

 

     if (sum>0) 

             decis=0; 

     else 

              decis=1; 

      end 

         if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

         end 

end 

 

 

p=numoerr/runs; 

 

       m=i-1; 

        nn=i-1; 

        for j=1:m 

              y(i)=y(i)+power((-rd),j)*y(nn); 

              bk(i)=bk(i)+power((-rd),j)*bk(nn); 

              nn=nn-1; 

       end 

 end 

 

for i=1:n 
        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 
 end 
 

sum=0; 

         for i=1:n 

               bm(i)=bk(i);  

               ginomeno_tou_kathe_loop=((ek*bk(i)-  

               em*bm(i))*y(i))/(1+y(i).^2); 

               sum=sum+ginomeno_tou_kathe_loop; 

         end 

          

         if (sum<0) 

             decis=0; 

         else 

             decis=1; 

         end 

          

         if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

         end 

 end 

       if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

         end 

 end 

  

p=numoerr/runs; 
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Κώδικας για την εξοµοίωση του Maximum Likelihood  

Antipodal εκτιµητή στην περίπτωση Gauss θορύβου. 

Κώδικας για την εξοµοίωση του Local Optimal 

Antipodal  εκτιµητή στην περίπτωση Gauss θορύβου. 

function[p]=gauss_ml(SNR_in_DB) 

 

rd1=0; 

rd2=0; 

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=0; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

  

for jj=1:runs 

  

        E=sqrt(2*snr); 

        bk=zeros(1, n); 

        bm=zeros(1, n); 

        x=zeros(1, n); 

        y=zeros(1, n); 

        em=ek; 

        if (em==0) 

              ek=1; 

              sourse=1; 

        else 

             ek=0; 

             sourse=0; 

        end 

         

        for i=1:n 

              bk(i)=1/sqrt(n); 

              x(i)=E+random('norm',0,1); 

              y(i)=x(i); 

        end            

 

        for i=2:n 

              m=i-1; 

              nn=i-1; 

              for j=1:m 

                    y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

                    nn=nn-1; 

              end 

        end 

  

        bk(1)=1/sqrt(n); 

        for i=2:n 

              m=i-1; 

              nn=i-1; 

              for j=1:m 

                    y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn); 

function[p]=gauss_sml(SNR_in_DB) 

 

rd1=0.1; 

rd2=0.1;  

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=0; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

 

for jj=1:runs 

 

    E=sqrt(2*snr); 

    bk=zeros(1, n); 

    bm=zeros(1, n); 

    x=zeros(1, n); 

    y=zeros(1, n); 

    em=ek; 

 

 if (em==0) 

     ek=1; 

     sourse=1; 

else 

     ek=0; 

     sourse=0; 

end     

 

for i=1:n 

      bk(i)=1/sqrt(n); 

      x(i)=E+random('norm',0,1); 

      y(i)=x(i); 

end 

 

for i=2:n 

     m=i-1; 

     nn=i-1; 

     for j=1:m 

           y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

           nn=nn-1; 

     end 

end 

                 

 bk(1)=1/sqrt(n); 

 for i=2:n 

       m=i-1; 

        nn=i-1; 

        for j=1:m 

              y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn); 
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                    bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn); 

                    nn=nn-1; 

              end 

        end 

 

 

for i=1:n 
        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 
end 

 

     sum2=0; 

     sum=0; 
     for i=1:n 

           bm(i)=bk(i);  

           ginomeno_tou_kathe_loop=(ek*bk(i)-     em*bm(i))*y(i); 

           deksio_melos=(ek.^2)*(bk(i).^2)-(em.^2)*(bm(i).^2); 

           sum=sum+ginomeno_tou_kathe_loop; 

           sum2=sum2+deksio_melos*E*0.5; 
     end 

      if (sum<sum2) 

             decis=0; 

      else 

             decis=1; 

      end 

          

      if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

      end 

end 

  

p=numoerr/runs; 

 

              bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn); 

              nn=nn-1; 

       end 

 end 

 

 

for i=1:n 
        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 
 end 

 

sum=0; 

for i=1:n 

      bm(i)=bk(i);  
      ginomeno_tou_kathe_loop=(ek*bk(i)-em*bm(i))*y(i); 

      sum=sum+ginomeno_tou_kathe_loop; 

end 

          

 if (sum<0) 

      decis=0; 

 else 

       decis=1; 

 end 

       if (decis~=sourse) 

           numoerr=numoerr+1; 

         end 

 end 

  

p=numoerr/runs; 
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Κώδικας για την εξοµοίωση του Maximum Likelihood  

Antipodal εκτιµητή στην περίπτωση student-t θορύβου. 

Κώδικας για την εξοµοίωση του Local Optimal  

Antipodal εκτιµητή στην περίπτωση student-t θορύβου. 

function[p]=anti_t_ml(SNR_in_DB) 

 

degrees_of_freedom=7; 

rd1=0; 

rd2=0; 

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=-1; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

  

for jj=1:runs 

         

        E=sqrt(2*snr); 

        bk=zeros(1, n); 

        bm=zeros(1, n); 

        x=zeros(1, n); 

        y=zeros(1, n); 

         

        em=ek; 

        if (em==-1) 

            ek=1; 

            sourse=1; 

        else 

            ek=-1; 

            sourse=0; 

        end 

               

         

for i=1:n 

            bk(i)=1/sqrt(n); 

            x(i)=E+random('t',degrees_of_freedom); 

            y(i)=x(i);    

        end   

          

        for i=2:n 

            m=i-1; 

            nn=i-1; 

            for j=1:m 

                y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

                nn=nn-1; 

            end 

        end      

     

        bk(1)=1/sqrt(n); 

        for i=2:n 

            m=i-1; 

            nn=i-1; 

function[p]=anti_t_sml(SNR_in_DB) 

degrees_of_freedom=3; 

rd1=0.1; 

rd2=0.1; 

runs=100000; 

numoerr=0; 

ek=-1; 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10); 

n=30; 

  

for jj=1:runs 

        

        E=sqrt(2*snr); 

        bk=zeros(1, n); 

        bm=zeros(1, n); 

        x=zeros(1, n); 

        y=zeros(1, n); 

        em=ek; 

        if (em==-1) 

            ek=1; 

            sourse=1; 

        else 

            ek=-1; 

            sourse=0; 

        end 

         

 

        

 

 for i=1:n 

            bk(i)=1/sqrt(n); 

            x(i)=E+random('t',degrees_of_freedom); 

            y(i)=x(i); 

        end          

         

  for i=2:n 

            m=i-1; 

            nn=i-1; 

            for j=1:m 

                y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

                nn=nn-1; 

            end 

  end          

  

  bk(1)=1/sqrt(n); 

  for i=2:n 

       m=i-1; 

        nn=i-1; 
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            for j=1:m 

                y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn); 

                bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn); 

                nn=nn-1; 

            end 

        end 

               

   for i=1:n 
        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 
 end 

        sum=0; 
         for i=1:n 

            bm(i)=bk(i);  

            arithm=power((y(i)-ek*E*bk(i)),2)+degrees_of_freedom; 

            paranom=power((y(i)-em*E*bm(i)),2)+degrees_of_freedom; 

            klasma=log(arithm/paranom); 

            sum=sum+klasma; 

            klasma=0; 

         end 

          

         if (sum>0) 

             decis=0; 

         else 

             decis=1; 

         end 

          

         if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

         end         

end 

 p=numoerr/runs; 

  

        for j=1:m 

             y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn); 

             bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn); 

             nn=nn-1; 

       end 

end 

   

  for i=1:n 

        y(i)=y(i)*(1-power(-rd1,i))/(1+rd1); 

  end 

  sum=0; 

  for i=1:n 

        bm(i)=bk(i);  

        ginomeno_tou_kathe_loop=((ek*bk(i)- 

em*bm(i))*y(i))/(degrees_of_freedom+y(i).^2); 

        sum=sum+ginomeno_tou_kathe_loop; 

         end 

          

         if (sum<0) 

             decis=0; 

         else 

             decis=1; 

         end 

          

         if (decis~=sourse) 

             numoerr=numoerr+1; 

         end 

          

end 

  

p=numoerr/runs; 
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Επεξήγηση του κώδικα για την περίπτωση του Maximum 

Likelihood Estimator 

Όπως θα δείτε, το να αναλύσουµε και τους 6 αλγόριθµους: 

• Gaussian Estimator (Maximum Likelihood & Sub-Optimum Maximum Likelihood) 

• Cauchy Estimator (Maximum Likelihood & Sub-Optimum Maximum Likelihood) 

• Student-t Estimator (Maximum Likelihood & Sub-Optimum Maximum Likelihood) 

Κρίνεται ανούσιο, διότι το µόνο που αλλάζει στην έκαστο περίπτωση, είναι κοµµάτια του 

κώδικα όπως η στάθµη του σήµατος που εκπέµπεται, ανάλογα µε την κατανοµή του 

θορύβου, η γεννήτρια του θορύβου, και η σχέση εκτίµησης. 

 

function[p]=cauchy_ml_2(SNR_in_DB) Η συνάρτηση η οποία επιστρέφει την πιθανότητα 

λάθους ‘p’ 

rd1=0.1; 

rd2=0.1; 

Λόγω του ότι ο συντελεστής εξάρτησης είναι 

γνωστός στο σύστηµα, πρέπει να τον δηλώσουµε. 

Όπου rd1 είναι ο συντελεστής εξάρτησης µε βάση 

τον οποίο έχουµε την εξάρτηση ανάµεσα στα 

δείγµατά, και όπου rd2 είναι ο συντελεστής 

εξάρτησης που υποθέτει ο δέκτης ότι ισχύει. 

Πράγµατι, εάν 1 2rd rd≠ , τότε η απόδοση του 

δέκτη είναι µειωµένη, όπως θα δείτε και στο 

διάγραµµα BER.  

runs=100000; Εκτελώ 100000 κύκλους στον κώδικα. Αυτό µου 

δίνει την δυνατότητα να ανιχνεύσω µικρότερης 

πιθανότητας λάθους, και µια πιο οµαλή καµπύλη του 

BER 

numoerr=0; Αρχικοποίηση του µετρητή λαθών 

ek=0; Μια τεχνική που χρησιµοποίησα για να 

εναλλάσωνται οι τιµές των 
k
ε  και 

m
ε . Με αυτόν τον 

τρόπο είναι σαν να έχω έναν ποµπό ο οποίος στέλνει 

µια training ακολουθία µηδέν και ένα, γνωστή στον 

δέκτη, και έτσι να κάνει την εκτίµηση της 

πιθανότητας λάθους. 

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10);  Λόγω του ότι η συνάρτηση δέχεται σαν όρισµα από 

την main  την τιµή του G-SNR σε db, πρέπει να την 

απολογαριθµίσουµε. 

n=30; Αριθµός δειγµάτων που θα συλλέξω από το σήµα 

µου για την εκτίµηση 

for jj=1:runs Ένα loop το οποίο θα τρέξει 100000 φορές και κάθε 

φορά θα βγάζει µια τιµή πιθανότητας λάθους. Αυτές 

οι τιµές στο τέλος θα αθροιστούν και θα διαιρεθούν 

µε τον αριθµό 100000 για να βγει η πιθανότητα 



Ανίχνευση ασθενών σημάτων σε πρώτης τάξης εξαρτημένο θόρυβο 

 

 
100 

 

λάθους σε κάθε τιµή του G-SNR 

E=sqrt(3.56*snr); Λόγω του ότι δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τον κλασσικό σηµατοθορυβικό λόγο επειδή  

διαδικασίες οι οποίες έχουν άπειρη διακύµανση, 

χρησιµοποιούµε το γεωµετρικό σηµατοθορυβικό 

λόγο G-SNR. Αυτό που πρέπει να κάνουµε είναι στο 

G-SNR είναι να αντικαταστήσουµε όπου ‘α’ την τιµή 

που έχει η κάθε κατανοµή.  

bk=zeros(1, n); 

bm=zeros(1, n); 

x=zeros(1, n); 

y=zeros(1, n); 

Μια τεχνική pre-allocation που δεσµεύουµε θέσεις 

µνήµης όσος ο αριθµός της δειγµατοληψίας. Αυτό 

βοηθάει στην ταχύτητα εκτέλεσης του κώδικα  

em=ek; 

if (em==0) 

     ek=1; 

     sourse=1; 

else 

     ek=0;             

     sourse=0; 

end 

Το κοµµάτι αυτό του κώδικα είναι υπεύθυνο στο να 

κάνω εκτίµηση για διαδοχικά ‘1’ και ‘0’.  

for i=1:n 

     bk(i)=1/sqrt(n); 

     x(i)=E+cauchyrnd(0, 1); 

     y(i)=x(i); 

 end    

Το κοµµάτι αυτό του κώδικα, είναι υπεύθυνο στο να 

“γεµίσει” όλη την περίοδο του bit που κάνω train, µε 

τυχαίο θόρυβο µε µηδενικό µέσο όρο ο οποίος 

επικάθεται στο σήµα  µε πλάτος Ε volts.  

 Εντολή x(i)=E+cauchyrnd(0, 1); 

 Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ο θόρυβος 

προέρχεται από κατανοµή Cauchy. Επίσης 

καταχωρώ σε πίνακα y(i) (ο οποίος συµβολίζει τα 

εξαρτηµένα δείγµατα) , τα ανεξάρτητα προς το 

παρών δείγµατα που προέρχονται από τον πίνακα 

x(i). 

 Εντολή y(i)=x(i); 

Για τον ίδιο ακριβώς λόγο, θα πρέπει να 

δηµιουργήσουµε ένα καινούργιο πίνακα ο οποίος θα 

χρησιµοποιηθεί στην εκτίµηση του σήµατος, και θα 

περιλαµβάνει την κανονικοποίηση (ίση µε  1/sqrt(n)), 

η οποία θα είναι σε εξαρτηµένη µορφή επίσης. 

 Εντολή bk(i)=1/sqrt(n); 

for i=2:n 

     m=i-1; 

     nn=i-1; 

     for j=1:m 

           y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn); 

           nn=nn-1; 

     end 

end 

 

Το κοµµάτι αυτό είναι υπεύθυνο στο να 

δηµιουργήσει την εξάρτηση ανάµεσα στα δείγµατά 

for i=2:n Το κοµµάτι αυτό του κώδικα είναι υπεύθυνο στην 
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    m=i-1; 

    nn=i-1; 

    for j=1:m 

        y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn); 

        bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn); 

        nn=nn-1; 

    end 

end 

δηµιουργία των εξαρτηµένων δειγµάτων από τα 

προηγούµενα δείγµατα. 

sum=0; 

for i=1:n 

     bm(i)=bk(i);  

     arithm=power((y(i)-ek*E*bk(i)),2)+1; 

     paranom=power((y(i)-em*E*bm(i)),2)+1; 

     klasma=log(arithm/paranom); 

     sum=sum+klasma; 

     klasma=0; 

end 

Το κοµµάτι αυτό του κώδικα είναι υπεύθυνο για την 

υλοποίηση του κατωφλίου απόφασης: 

, , 2 2
1

2
: 0

n
S i
k k m i

i i

y
D y q

y γ=

 
= ≥ 

+ 
∑   

if (sum>0) 

     decis=0; 

else 

     decis=1; 

 end 

Εάν το άθροισµα που προέκυψε από το παραπάνω 

κοµµάτι κώδικα είναι µεγαλύτερο του µηδενός, τότε 

η εκτίµηση µας είναι η υπόθεση 
k

H . Αλλιώς η 

εκτίµηση µας είναι η υπόθεση 
m

H . 

if (decis~=sourse) 

    numoerr=numoerr+1; 

end 

Εάν η εκτίµηση που προέκυψα από το παραπάνω 

κοµµάτι κώδικα, είναι διαφορετική από το σήµα που 

όντως εκπέµφθηκε, τότε αύξησε τον µετρητή του 

λάθους κατά ένα. 

p=numoerr/runs; Μετά από 100000 κύκλους εκτίµησης, για να 

προκύψει η πιθανότητα λάθους για την συγκεκριµένη 

τιµή του G-SNR, το µόνο που έχουµε να κάνουµε 

είναι να διαιρέσουµε τον αριθµό λαθών που 

προέκυψαν, µε τον αριθµό των 100000 κύκλων. 
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Αποτελέσµατα του Matlab

� Για αρχή, έστω πως θέλουµε να µελετήσουµε την απόδοση ενός 

S-ML εκτιµητή, υπό 
� Οι παράµετροι που θα πρέπει να προσέξω στον κώδικα του 

για την διεξαγωγή της καµπύλης 

 

 

 

              

 

 

 

                                     

 

 

 

� Στην συνέχεια με την βοήθεια του παρακάτω κώδικα, υλοποιούμε το 
κατώφλι απόφασης: 

 

 

 

 

 

1

2

0

0

E=sqrt(2*snr); 

x(i)=E+random('norm',0,1);

d

d

ρ

ρ

=

=
Οι παράμετροι που καθορίζουν την εξάρτηση 

 

Μία από τις πολλές έτοιμες γεννήτριες θορύβου στο 

παράγει τυχαία δείγματα τα οποία προέρχονται από  

μοναδιαία διασπορά ( )0,1N

που σήματος+θόρυβο  που “βλέπει”

sum=0;

         for i=1:n

            bm(i)=bk(i); 

            ginomeno_tou_kathe_loop=(ek*

            sum=sum+ginomeno_tou_kathe_l

        end
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Αποτελέσµατα του Matlab 

Για αρχή, έστω πως θέλουµε να µελετήσουµε την απόδοση ενός 

εκτιµητή, υπό Gaussian θόρυβο.  
Οι παράµετροι που θα πρέπει να προσέξω στον κώδικα του 

για την διεξαγωγή της καµπύλης BER, είναι:  

                                      

Στην συνέχεια με την βοήθεια του παρακάτω κώδικα, υλοποιούμε το 
κατώφλι απόφασης:  

 

E=sqrt(2*snr); 

x(i)=E+random('norm',0,1);

Οι παράμετροι που καθορίζουν την εξάρτηση 
πρέπει να μείνουν στην μηδενική τιμή

το σήμα που αποστέλλεται. Το ‘2’ προέκυψε από 
το G-SNR αντικαθιστώντας όπου α=2 

 

Μία από τις πολλές έτοιμες γεννήτριες θορύβου στο Matlab. Η συγκεκριμένη συνάρτηση 

παράγει τυχαία δείγματα τα οποία προέρχονται από  Gauss κατανομή με μηδενικό μέσο όρο και 

)0,1 . Εάν προσθέσουμε και την στάθμη σήματος, θα έχουμε το δείγμα 

που σήματος+θόρυβο  που “βλέπει” ο δέκτης μέσα στο διάστημα μιας περιόδου

            bm(i)=bk(i); 

            ginomeno_tou_kathe_loop=(ek*bk(i)-em*bm(i))*y(i);

            sum=sum+ginomeno_tou_kathe_loop;
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Για αρχή, έστω πως θέλουµε να µελετήσουµε την απόδοση ενός Gaussian 

Οι παράµετροι που θα πρέπει να προσέξω στον κώδικα του Matlab 

Στην συνέχεια με την βοήθεια του παρακάτω κώδικα, υλοποιούμε το 

Οι παράμετροι που καθορίζουν την εξάρτηση θα 
πρέπει να μείνουν στην μηδενική τιμή  

το σήμα που αποστέλλεται. Το ‘2’ προέκυψε από 
αντικαθιστώντας όπου α=2  

. Η συγκεκριμένη συνάρτηση 

κατανομή με μηδενικό μέσο όρο και 

. Εάν προσθέσουμε και την στάθμη σήματος, θα έχουμε το δείγμα 

ο δέκτης μέσα στο διάστημα μιας περιόδου 

, ,
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την βελτίωση που επιδέχεται η πιθανότητα λάθους, µε την αύξηση της 

δειγµατοληψίας. Στο παράδειγµα χρησιµοποιήσαµε τον 

if (sum<0)

      decis=0;

else

       decis=1;

end

if (decis~=sourse)

      numoerr=numoerr+1;

end
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την βελτίωση που επιδέχεται η πιθανότητα λάθους, µε την αύξηση της 

δειγµατοληψίας. Στο παράδειγµα χρησιµοποιήσαµε τον S-ML εκτιµητή για την περίπτωση iid

εξαρτηµένα δείγµατα) 

 

Εάν το άθροισμα που θα προκύψει από τον 
άνω κώδικα είναι μικρότερο του μηδενός, 

τότε το σήμα είναι ίσο με το ‘0’. Στην συνέχεια 
συγκρίνουμε την απόφαση αυτή με το σωστό 

σήμα. Εάν είναι διαφορετικά, τότε αυξάνω 
τον μετρητή λαθών κατά 1. 
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την βελτίωση που επιδέχεται η πιθανότητα λάθους, µε την αύξηση της 

iid samples (µη-

Εάν το άθροισμα που θα προκύψει από τον 
άνω κώδικα είναι μικρότερο του μηδενός, 

τότε το σήμα είναι ίσο με το ‘0’. Στην συνέχεια 
συγκρίνουμε την απόφαση αυτή με το σωστό 

σήμα. Εάν είναι διαφορετικά, τότε αυξάνω 
τον μετρητή λαθών κατά 1.  
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την επίδοση Maximum Likelihood (ML) και Locally Optimal (S-ML) 

εκτιµητών ,όταν τα δείγµατα δεν παρουσιάζουν εξάρτηση.  Εκτελούµε δειγµατοληψία 30 και 60 δειγµάτων 

χρησιµοποιώντας τους εκτιµητές Gaussian και Cauchy, σε περίπτωση Gaussian και Cauchy θορύβου 

αντίστοιχα ((κάθε εκτιµητής ‘δουλεύει’ στο κατάλληλο για αυτόν περιβάλλον θορύβου).  

 

 

 

 

 

 

 

 

G-SNR 
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Εξαρτηµένα δείγµατα 

Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την επίδοση Maximum Likelihood (ML) και Locally Optimal (S-ML) 

εκτιµητών ,όταν τα δείγµατα παρουσιάζουν εξάρτηση κατά ποσοστό 10% (κάθε εκτιµητής ‘δουλεύει’ στο 

κατάλληλο για αυτόν περιβάλλον θορύβου). Επίσης ο δέκτης δεν γνωρίζει την παρουσία της 

αλληλεξάρτησης, για να την έχει αναιρέσει. 

Παραµετροποίηση του κώδικα για την επίτευξη του cancellation στην περίπτωση 

εξαρτηµένων δειγµάτων θορύβου 

� Οι βαθμίδες που θα προστεθούν για την ακύρωση της εξάρτησης, είναι: 

 

 

 

 

  

 

G-SNR 

y(1)=x(1)

for i=2:n

      m=i-1;

      nn=i-1;

      for j=1:m

       y(i)=y(i)+power((rd1),j)*y(nn);

       nn=nn-1;

       end

end

Ο κώδικας αυτός είναι υπεύθυνος για την 
δημιουργία της εξάρτησης σύμφωνα με την 

σχέση:  
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την επίδοση Maximum Likelihood (ML) και Locally Optimal (S-ML) 

εκτιµητών ,όταν τα δείγµατα παρουσιάζουν εξάρτηση κατά ποσοστό 10% (κάθε εκτιµητής ‘δουλεύει’ στο 

κατάλληλο για αυτόν περιβάλλον θορύβου). Επίσης ο δέκτης γνωρίζει την παρουσία της 

αλληλεξάρτησης, και την έχει αναιρέσει. 

 

G-SNR 

Επίσης στο κομμάτι αυτό 
του κώδικα, υλοποιούμε 

και την σχέση:  
 

Ο κώδικας αυτός είναι 
υπεύθυνος για την 

αναίρεση της εξάρτησης 
σύμφωνα με την σχέση:  
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bk(1)=1/sqrt(n);

for i=2:n

      m=i-1;

      nn=i-1;

      for j=1:m

       y(i)=y(i)+power((-rd2),j)*y(nn);

       bk(i)=bk(i)+power((-rd2),j)*bk(nn);

       nn=nn-1;

    end

end
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Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την διαφορά στην απόδοση ενός δέκτη όπου τα δείγµατα δεν παρουσιάζουν εξάρτηση, και 

ενός άλλου δέκτη στον οποίο τα δείγµατα παρουσιάζουν εξάρτηση, και αυτή έχει αναιρεθεί όσο αυτό είναι δυνατό.  

Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την απόδοση εκτιµητών κάτω από θόρυβο ο οποίος παρουσιάζει Gaussian κατανοµή 

και κάναµε λάθος στην επιλογή του κατάλληλου εκτιµητή. Μπορείτε να δείτε την µείωση στην απόδοση του εκτιµητή ο 

οποίος είναι σχεδιασµένος για Cauchy θόρυβο. Αξίζει να προσέξετε ότι εκτιµητής ο οποίος είναι σχεδιασµένος για t-

distributed θόρυβο, όταν του δώσουµε µεγάλη τιµή στους βαθµούς ελευθερίας (100 βαθµούς ελευθερίας), τότε τείνει να 

έχει την ίδια απόδοση µε τον Gaussian εκτιµητή.  

G-SNR 

G-SNR 
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Antipodal Transmission 

Τώρα που γνωρίζουµε την έννοια της Antipodal µετάδοσης, περιµένουµε να έχουµε µια αύξηση 

στην απόδοση του δέκτη, όσον αφορά την πιθανότητα λάθους. Είναι όµως έτσι; Μήπως 

‘ευνοείται’ κάποιος εκτιµητής περισσότερο από τους άλλους; Ας δούµε τα διαγράµµατα BER 

και να προσπαθήσουµε να τα ερµηνεύσουµε. 

 

Στο διάγραµµα αυτό βλέπουµε την απόδοση της Gaussian S-ML εκτιµήτριας κάτω από Gaussian 

θόρυβο. Τι παρατηρείτε; Βλέπετε ότι όταν έχουµε ‘διαµορφώσει’ τον δέκτη µας έτσι ώστε να 

αναιρεί την εξάρτηση που υπάρχει ανάµεσα στα δείγµατα, η απόδοση παραµένει η ίδια. 

Η εξήγηση είναι απλή αν προσέξουµε την βασική έκφραση που διέπει τις S-ML εκτιµήτριες: 
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Στην περίπτωση της Antipodal µετάδοσης, έχουµε k mε ε=  και k mb b= − . Αντικαθιστώντας στην 

άνω σχέση, έχουµε: 
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Στην περίπτωση της Antipodal µετάδοσης, έχουµε 0mε =  και k mb b= . Αντικαθιστώντας στην 

βασική  σχέση, έχουµε: 
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Όπως βλέπετε, η εκτιµήτρια Gaussian S-ML έχει την ίδια απόδοση είτε πρόκειται για Antipodal, 

είτε για on-off µετάδοση. Όπως θα δείτε και στα παρακάτω διαγράµµατα, στην Antipodal 

µετάδοση έχουµε βελτίωση στην απόδοση της εκτιµήτριας Maximum-Likelihood. 
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rd1=0.1;

rd2=0.1;

runs=100000;

numoerr=0;

snr=exp(SNR_in_DB*log(10)/10);

n=60;

for jj=1:runs

        E=sqrt(2*snr);

        bk=zeros(1, n);

        bm=zeros(1, n);

        x=zeros(1, n);

        y=zer

ek

o

=-1;

s(1,

em=ek;

        if (em==-1)

            ek=1;

            sourse=1;

       else

            ek=-1;

            sourse=0;

 

 n);

   

      

    

 end

Τα κομμάτια του κώδικα τα οποία 
φαίνονται με κόκκινο, είναι 
υπεύθυνα για την Antipodal 

Σηματοδοσία. 
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Στο διάγραµµα αυτό µπορείτε να δείτε την διαφορά στην απόδοση µεταξύ On-Off και Antipodal µετάδοσης. 

Οι maximum-likelihood εκτιµητές Gaussian και Cauchy, εφαρµόστηκαν σε περιβάλλον θορύβου Gaussian 

και Cauchy αντίστοιχα. Απεναντίας, οι S-ML εκτιµητές συνεχίζουν να έχουν την ίδια απόδοση, είτε στην 

On-off, είτε στην Antipodal µετάδοση (Αποδείχθηκε παραπάνω).  

Στο διάγραµµα αυτό, µπορείτε να δείτε ότι στην Antipodal µετάδοση, η απόδοση των εκτιµητών ML και S-

ML εξισώνεται! Επίσης, στο διάγραµµα αυτό, τα δείγµατα είναι i.i.d.. 

G-SNR 

G-SNR 
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Παραµετροποίηση του Cauchy κώδικα για την σύγκριση της 

απόδοσης του Cauchy και Gauss εκτιµητή υπό περιβάλλον 

Cauchy θορύβου 

 

 

� Προσέξατε ότι το περιβάλλον θορύβου το οποίο αλλοιώνει τα 

σήµατα µου, ακολουθεί κατανοµή Cauchy. Αυτό σηµαίνει ότι η 

παράµετρος κρουστικότητας θα πρέπει να είναι ίση µε α=1. 

� Από τον τύπο του G-SNR, αντικαθιστούµε όπου α=1 και βρίσκω 

ότι η στάθµη σήµατος (σε Volt) θα πρέπει να είναι ίση µε: 
 

 

 

 

� Αυτή θα πρέπει να είναι η στάθµη σήµατος που θα πρέπει να 

δώσω στον κώδικα µου, για το περιβάλλον Cauchy θορύβου. 

� Προσοχή!  Λόγω του ότι επιθυµούµε να βρούµε την απόδοση 

του Gauss αλλά και Cauchy εκτιµητή για Cauchy θόρυβο, θα 

πρέπει να βάλουµε και στις δύο περιπτώσεις την στάθµη 

σήµατος να είναι ίση µε                          . 

� Επίσης, να µην ξεχάσουµε να αντικαταστήσουµε την 

γεννήτρια τυχαίων αριθµών στον Gauss εκτιµητή, από 

                                                                        
� Μετά από αυτές τις δύο αλλαγές, δεν χρειάζεται να 

αλλάξουµε τίποτε άλλο στον κώδικα του Gauss εκτιµητή για 

να δούµε την συµπεριφορά του σε Cauchy θόρυβο. 
 

 

 

 

 
 

Αντικαθιστούµε στην σχέση του G-SNR 

                               όπου α=1 και έτσι

E=sqrt(3.56

 προκύπτει 

*snr);  

το 3

 

,56 

3.56E SNR= ⋅

random('norm',0,1) cauchyrnd(0, 1)→
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Προσέξτε την απόδοση του Gaussian Εκτιμητή ο οποίος λειτουργεί σε Cauchy Περιβάλλον θορύβου. Η 

απόδοσή του, κρίνεται ως η χειρότερη δυνατή, λόγω του ότι στατιστικά ένα στα δύο δείγματα θα είναι λάθος! 

Ακόμα και με δειγματοληψία 60 έναντι 30 δειγμάτων, η απόδοση δεν βελτιώνεται καθόλου. 

G-SNR 

30 samples 

60 samples 

• Στο άνω διάγραµµα, βλέπουµε την απόδοση του Gaussian και 

Cauchy εκτιµητή για περιβάλλον θορύβου Cauchy.  

• Εκτελέσαµε δειγµατοληψία 30 και 60 δειγµάτων 

• Όπου FOMA είναι το διάγραµµα για εξαρτηµένα δείγµατα 

θορύβου µε βαθµό εξάρτησης 0.1dρ = , τα οποία έχουν ‘υποστεί’ το 

απαραίτητο cancellation. 
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30 samples 

60 samples 

• Στο άνω διάγραµµα, βλέπουµε την απόδοση του Gaussian και 

Cauchy εκτιµητή για περιβάλλον θορύβου Cauchy.  

• Εκτελέσαµε δειγµατοληψία 30 και 60 δειγµάτων 

• Όπου FOMA είναι το διάγραµµα για εξαρτηµένα δείγµατα 

θορύβου µε βαθµό εξάρτησης 0.1dρ = − , τα οποία έχουν ‘υποστεί’ 

το απαραίτητο cancellation. 
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G-SNR 

• Στο άνω διάγραµµα, βλέπουµε την απόδοση του Gaussian και 

Cauchy εκτιµητή για Gauss περιβάλλον θορύβου.  

• Εκτελέσαµε δειγµατοληψία 30 και 60 δειγµάτων 

• Όπου FOMA είναι το διάγραµµα για εξαρτηµένα δείγµατα 

θορύβου µε βαθµό εξάρτησης 0.1dρ = , τα οποία έχουν ‘υποστεί’ το 

απαραίτητο cancellation. 

60 samples 

30 samples 
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