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Πεπίλητη    
Τπάξρνπλ πνιιέο πεξηπηψζεηο φπνπ έλα επηζπκεηφ ζήκα δελ κπνξεί λα 

κεηξεζεί άκεζα. Ζ κέηξεζε κπνξεί λα απνδνκεζεί απφ θπζηθνχο 

πεξηνξηζκνχο ηεο πεγήο ζήκαηνο ή/θαη απφ ηελ ίδηα ζπζθεπή κέηξεζεο. 

Σν απνθηεζέλ ζήκα είλαη έλαο κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ επηζπκεηνχ 

ζήκαηνο. Ζ αληηζηξνθή ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ απηψλ απνηειεί ην 

αληηθείκελν ηεο παξνχζαο πηπρηαθήο εξγαζίαο. ΢ηα θεθάιαηα ζα δνχκε 

πνιιά αληίζηξνθα πξνβιήκαηα θαη δηάθνξεο κεζφδνπο πινπνίεζεο ηεο 

αλαζηξνθήο ή ηεο δηαδηθαζίαο αλάθηεζεο. Οη κέζνδνη δηαθέξνπλ σο 

πξνο ηελ ηθαλφηεηα λα αζρνινχληαη  κε ηνπο εηδηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

ππάξρνπλ ζε θάζε εθαξκνγή. Ο ζηφρνο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη λα 

παξνπζηάζεη ηηο βαζηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο αληηζηξνθήο θαη ηελ 

αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο. Κάζε θεθάιαην επηθεληξψλεηαη ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή εθαξκνγήο θαη πεξηγξάθεη ηηο θαηάιιειεο 

κεζφδνπο γηα ηελ ελ ιφγσ πεξηνρή. 

 

 

 

 

 

Abstract 
There are many situations where a desired signal cannot be measured 

directly. The measurement might be degraded by physical limitations of 

the signal source and/or by the measurement device itself. The acquired 

signal is thus a transformation of the desired signal. The inversion of 

such transformations is the subject of this graduation project. In the 

following chapters we will review several inverse problems and various 

methods of implementation of the inversion or recovery process. 

The methods differ in the ability to deal with the specific limitations 

present in each application. The goal of thisproject is to present the basic 

approaches of inversion and signal recovery. Each chapter focuses on a 

particular application area and describes the appropriate methods for that 

area. 
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Ειζαγυγή 
 

Τπάξρνπλ πνιιέο πεξηπηψζεηο φπνπ έλα επηζπκεηφ ζήκα δελ κπνξεί λα κεηξεζεί 

άκεζα. Ζ κέηξεζε κπνξεί λα απνδνκεζεί απφ θπζηθνχο πεξηνξηζκνχο ηεο πεγήο 

ζήκαηνο and/orαπφ ηελ ίδηα ζπζθεπή κέηξεζεο. Σν ζήκα πνπ απνθηήζεθε είλαη 

έηζη κηα κεηαηξνπή ηνπ επηζπκεηνχ ζήκαηνο. Ζ αληηζηξνθή ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ 

απηψλ απνηειεί ην αληηθείκελν ηνπ παξφληνο ηκήκαηνο. ΢ηα επφκελα θεθάιαηα ζα 

αλαζεσξήζνπκε πνιιά αληίζηξνθα πξνβιήκαηα θαη δηάθνξεο κεζφδνπο 

πινπνίεζεο ηεο αλαζηξνθήο ή ηεο δηαδηθαζίαο αλάθηεζεο. Οη κέζνδνη δηαθέξνπλ 

σο πξνο ηελ ηθαλφηεηα λα αζρνινχληαη  κε ηνπο εηδηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

ππάξρνπλ ζε θάζε εθαξκνγή.Γηα παξάδεηγκα, ν πξφηεξνο πεξηνξηζκφο ηεο κε 

αξλεηηθφηεηαο είλαη ζεκαληηθφο γηα ηελ απνθαηάζηαζε εηθφλαο, αιιά φρη ηφζν γηα 

ηελ πξνζαξκνζηηθή επεμεξγαζία ζπζηνηρίαο. Ο ζηφρνο ησλ αθφινπζσλ θεθαιαίσλ 

είλαη λα παξνπζηάζεη ηηο βαζηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο αληηζηξνθήο θαη ηελ αλάθηεζε 

ηνπ ζήκαηνο. Κάζε θεθάιαην επηθεληξψλεηαη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή 

εθαξκνγήο θαη πεξηγξάθεη ηηο θαηάιιειεο κεζφδνπο γηα ηελ ελ ιφγσ πεξηνρή. 

To θεθάιαην 1 δίλεη θξηηηθή γηα ην βαζηθφ πξφβιεκα ηεο αλάθηεζεο ζήκαηνο. Ζ 

ηδέα ηεο πξνβνιήο ζε θπξηά ζχλνια (POCs) εηζάγεηαη σο κηα θνκςή ιχζε ζην 

πξφβιεκα αλάθηεζεο ζήκαηνο. Ζ ζπκπεξίιεςε ησλ γξακκηθψλ θαη κε γξακκηθψλ 

πεξηνξηζκψλ απεπζχλεηαη. Ζ κέζνδνο POCs δείρλεηαη λα είλαη έλα ππνζχλνιν ηεο 

ζπλνιηθήο ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο ζηελ εθηίκεζε ηνπ ζήκαηνο. Ζ εθαξκνγή ηεο 

εηθφλαο ηεο απνθαηάζηαζεο πεξηγξάθεηαη ιεπηνκεξψο. 

Σν θεθάιαην 2 παξνπζηάδεη κεζφδνπο γηα λα αλαθαηαζθεπάζεη ην εζσηεξηθφ ησλ 

αληηθεηκέλσλ απφ ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη κε βάζε ηελ αθηηλνβνιία πνπ έρεη 

κεηαδνζεί ή εθπέκπεηαη. Σν πξφβιεκα εκθαλίδεηαη ζε έλα επξχ θάζκα ησλ ηνκέσλ 

εθαξκνγήο. ΢πδεηνχληαη νη αιγφξηζκνη ππνινγηζηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

επίηεπμε ησλ αλαπαξαζηάζεσλ. Οη βαζηθέο ηερληθέο ηεο αλνηθνδφκεζεο εηθφλαο 

απφ ηηο πξνβιέςεηο θαηαηάζζνληαη ζε « Μέζνδνη Μεηαηξνπήο» 

(ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ    « Φηιηξαξηζκέλε Πξνβνιή» θαη ηηο «Μεζφδνπο 

Linogram») θαη « Μέζνδνη Δπέθηαζεο ζεηξάο» (ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ, ηδίσο, ησλ 

« Σερληθέο Αιγεβξηθήο Αλαζπγθξφηεζεο» θαη ε κέζνδνο ηεο «Μεγηζηνπνίεζεο 

πξνζδνθίαο»). Δπηπιένλ, δίλεηαη κηα ζχγθξηζε ησλ επηδφζεσλ ησλ δηαθφξσλ 

αιγνξίζκσλ γηα ππνινγηζηηθή ηνκνγξαθία. 

΢ην θεθάιαην 3,παξνπζηάδεηαη κηα ππνινγηζηηθή πξνζέγγηζε ζε 3-D (ηξηζδηάζηαηε) 

απνθαηάζηαζε. Σν πξφβιεκα είλαη λα ιεθζνχλ πςειήο αλάιπζεο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ 3-D ζηνηρείσλ φγθνπ (voxels) απφ παξαηεξήζεηο ησλ αληίζηνηρσλ 2-D 

ζηνηρείσλ εηθφλαο (pixels). Σν πξφβιεκα ηίζεηαη σο έλα ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο θαη δαλείδεηαη απφ ηελ θαηαλφεζή καο ηεο ζηαηηζηηθήο κεραληθήο, 

δείρλνπκε πψο λα πξνζαξκνζηεί ην εξγαιείν ηεο πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο γηα 
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ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο. Απηή ε κέζνδνο είλαη ηδηαίηεξα δεθηηθή ζε 

παξάιιειε θαη θαηαλεκεκέλε επεμεξγαζία. 

Ζ επεμεξγαζία πίλαθα ρξεζηκνπνηεί πνιιαπινχο αηζζεηήξεο γηα ηε βειηίσζε ηεο 

ιήςεο ζήκαηνο κεηψλνληαο ηηο επηδξάζεηο ησλ παξεκβαιιφκελσλ ζεκάησλ πνπ 

πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθέο ρσξηθέο ζέζεηο. Οη αιγφξηζκνη επεμεξγαζίαο πίλαθα 

εθαξκφδνληαη γεληθά κέζσ πηλάθσλ ζηελήο θαη επξείαο δψλεο, ηα νπνία 

ζπδεηνχληαη ζην θεθάιαην 4. Γίλεηαη θξηηηθή δχν θιαζηθψλ πξνζεγγίζεσλ, δειαδή 

δηαγξαθέα sidelobe θαη δηακνξθσηέο δέζκεο Frost. Οη αιγφξηζκνη απηνί 

δηακνξθψλνληαη σο έλα αληίζηξνθν πξφβιεκα θαη παξέρεηαη κηα επαλαιεπηηθή 

πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο πνπ πξνθχπηεη. 

΢ην θεθάιαην 5 εμεηάδεηαη ε ζρέζε κεηαμχ ηεο εμηζνξξφπεζεο θαλαιηνχ 

επηθνηλσλίαο θαη ηεο αλαζηξνθήο ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ. Μηα 

δηεπζεηεκέλε κέζνδνο αληηζηξνθήο είλαη κηα δηαδηθαζία αληηζηξνθήο ζηελ νπνία 

θπξηαξρεί ν ζφξπβνο κέζα ζην αλαθαηληζκέλν ζήκα πνπ είλαη εμαζζελεκέλν. Ζ 

εμηζνξξφπεζε θαλαιηνχ είλαη ε δηαδηθαζία πνπ κεηψλεη ηηο επηδξάζεηο ελφο 

θαλαιηνχ ζην δέθηε ελφο ζπζηήκαηνο επηθνηλσλίαο. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα 

παξνπζηάδεηαη κηα κέζνδνο δηεπζέηεζεο ηεο εμίζσζεο θαλαιηνχ. Αλ θαη ππάξρνπλ 

πνιινί ηξφπνη γηα λα επηηεπρζεί απηφ, ε κέζνδνο πνπ παξνπζηάδεηαη ρξεζηκνπνηεί 

γξακκηθά θαη πξνζαξκνζηηθά θίιηξα, πνπ θάλεη ηελ κεηάβαζε ζηελ αληηζηξνθή 

κήηξαο δπλαηή. 

Ζ απφθξηζε ελφο αθνπζηηθνχ πεξηβιήκαηνο είλαη, ζε γεληθέο γξακκέο, κία -κε 

ειάρηζηεο θάζεο- ιεηηνπξγία θαη επνκέλσο δελ είλαη αληηζηξέςηκε. ΢ην θεθάιαην 6, 

ζα ζπδεηήζνπκε ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ζπζηνηρίεο κηθξνθψλσλ πνπ 

πξνζπαζνχλ λα αλαθηήζνπλ ζήκαηα νκηιίαο ππνβαζκηζκέλα απφ ηελ επίδξαζε ηνπ 

θηιηξαξίζκαηνο ησλ αθνπζηηθψλ πεξηβιεκάησλ είηε απφ ηελ πεξίπνπ ή αθξηβψο 

"αληηζηξνθή" ζηελ απάληεζε δσκαηίνπ. Ο ζθνπφο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ είλαη λα 

αλαγθάζεη ηελ παικηθή απφθξηζε ηνπ ζπλνιηθνχ ζπζηήκαηνο, κεηά ηελ απφ 

αληήρεζε, λα είλαη κηα ιεηηνπξγία ψζεζεο. Οη ηερληθέο θηιηξαξίζκαηνο (πνπ 

πξνζεγγίδνπλ απηή ηελ ηδαληθή πεξίπησζε) θαη ε αληίζηξνθε κέζνδνο 

θηιηξαξίζκαηνο Diophantine (κηα ηερληθή πνπ παξέρεη έλα αθξηβέο αληίζηξνθν) 

ζπδεηνχληαη ιεπηνκεξψο. 

Έλα ξαληάξ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο (SAR) είλαη έλαο αηζζεηήξαο ξαληάξ πνπ 

παξέρεη αλψηεξε αλάιπζε κε αδηκνχζην, κε εθείλν πνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ 

πξαγκαηηθή αθηίλα απφ ηε ζχλζεζε κε κεγάιε θίλεζε απφ ην άλνηγκα ηεο 

πιαηθφξκαο. Σν θεθάιαην 7 παξνπζηάδεη κηα επηζθφπεζε ησλ βαζηθψλ ζηνηρείσλ 

ηεο θαηλνκελνινγίαο SAR θαη ηνπο ζρεηηθνχο αιγφξηζκνπο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

γηα λα ζρεκαηίζνπλ ηελ εηθφλα ηνπ ξαληάξ θαη λα ην εληζρχζνπλ. Σν θεθάιαην 

μεθηλά κε κηα επηζθφπεζε ησλ εθαξκνγψλ SAR, ηελ ηζηνξηθή εμέιημε, ηε 

ζεκειηψδε θαηλνκελνινγία, θαη κηα έξεπλα ησλ ζχγρξνλσλ ζπζηεκάησλ SAR. 



 

8 
 

Παξνπζηάδεη επίζεο παξαδείγκαηα ησλ εηθφλσλ SAR. Απηφ αθνινπζείηαη απφ κηα 

ζπδήηεζε απφ ηηο βαζηθέο αξρέο ηνπ ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο SAR πνπ μεθηλά κε ηελ 

πιεπξά ηνπ λα θνηηάδεη ξαληάξ, εμειίζζεηαη ζε αφξηζηεο SAR, θαη ηειεηψλεη κε 

εζηηαζκέλεο SAR. Αθνινπζεί κία ζπδήηεζε κε ηερληθέο βειηίσζεο ηεο εηθφλαο 

SAR, φπσο ηα θίιηξα πνισζηκεηξηθήο ιεχθαλζεο. Σέινο,πξνζθέξεηαη κηα ζχληνκε 

ζπδήηεζε ηεο απηφκαηεο αλίρλεπζεο ζηφρνπ θαη ησλ ηερληθψλ ηαμηλφκεζεο. 

΢ην θεθάιαην 8,παξνπζηάδεηαη ε θαηεγνξία ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ 

απνθαηάζηαζεο. Σέηνηνη αιγφξηζκνη παξέρνπλ ιχζεηο ζην πξφβιεκα αλάθηεζεο 

ελφο αξρηθνχ ζήκαηνο ή εηθφλαο απφ κία ζνξπβψδε θαη ζνιή παξαηήξεζε ηεο. Ζ 

θαηάζηαζε απηή ζπλαληάηαη ζε κηα ζεηξά ζεκαληηθψλ εθαξκνγψλ, πνπ 

θπκαίλνληαη απφ ηελ απνθαηάζηαζε ησλ εηθφλσλ πνπ ιακβάλνληαη απφ ην 

δηαζηεκηθφ ηειεζθφπην Hubble γηα ηελ απνθαηάζηαζε ησλ ζπκπηεζκέλσλ εηθφλσλ. 

Οη δηαδνρηθέο κέζνδνη πξνζέγγηζεο απνηεινχλ ηε βάζε ηνπ πιηθνχ πνπ 

παξνπζηάζηεθε ζε απηή ηελ ελφηεηα. 

Σν δείγκα ησλ εθαξκνγψλ θαη ησλ κεζφδσλ πνπ πεξηγξάθνληαη ζην θεθάιαην απηφ 

ελλνείηαη φηη είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ ηνπ κεγάινπ φγθνπ ησλ εξγαζηψλ πνπ 

εθηεινχληαη ζε απηφ ην πεδίν. Γελ ππάξρεη θακία αμίσζε πιεξφηεηαο, ηπρφλ 

παξαιείςεηο ζεκαληηθψλ ζπληειεζηψλ ή άιια ιάζε είλαη απνθιεηζηηθή επζχλε ηνπ 

ηκήκαηνο ζχληαμεο, θαζψο θαη φιεο νη ζπλεηζθνξέο νθείιεηαη απνθιεηζηηθά θαη 

κφλν ζηνπο ζπγγξαθείο ηνπ θεθαιαίνπ. 
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1 
 Αλάθηεζε ζήκαηνο απφ 

επηκέξνποπιεξνθνξίεο  
 

 

 

 

1.1 Δηζαγσγή 
 

Ζ αλάθηεζε ζήκαηνο ππήξμε έλαο ελεξγφο ηνκέαο ηεο έξεπλαο γηα εθαξκνγέο ζε 

πνιινχο δηαθνξεηηθνχο επηζηεκνληθνχο θιάδνπο. Έλαο βαζηθφο ιφγνο γηα ηε 

δηεξεχλεζε ηεο ζθνπηκφηεηαο ηεο αλάθηεζεο ζήκαηνο νθείιεηαη ζηνπο 

πεξηνξηζκνχο πνπ επηβάιινληαη απφ ηε θπζηθή ζπζθεπή κε ηελ πνζφηεηα ησλ 

δεδνκέλσλ πνπ κπνξεί θαλείο λα θαηαγξάςεη. Γηα παξάδεηγκα, γηα πεξίζιαζε-

πεξηνξηζκέλσλ ζπζηεκάησλ, ην πεπεξαζκέλν κέγεζνο αλνίγκαηνο ηνπ θαθνχ 

πεξηνξίδεη ηελ πνζφηεηα πιεξνθνξηψλ ζπρλφηεηαο πνπ κπνξνχλ λα ζπιιεθζνχλ. Ζ 

ππνβάζκηζε ηεο εηθφλαο νθείιεηαη ζηελ εμαζζέλεζε ησλ ζπληζησζψλ πςειήο 

ζπρλφηεηαο κε απνηέιεζκα ηελ απψιεηα ησλ ζηνηρείσλ θαη άιισλ πιεξνθνξηψλ 

πςειήο ζπρλφηεηαο. Με άιια ιφγηα, ην πεπεξαζκέλν κέγεζνο αλνίγκαηνο ηνπ 

θαθνχ δξα ζαλ έλα βαζππεξαηφ θίιηξν γηα ηα δεδνκέλα εηζφδνπ. ΢ε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο, ε πνηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ ηεο θαηαγεγξακκέλεο εηθφλαο κπνξεί λα 

βειηησζεί κε ηε δεκηνπξγία κίαο πην δαπαλεξήο ζπζθεπήο θαηαγξαθήο, αιιά 

πνιιέο θνξέο ε απαηηνχκελε ζπλζήθε γηα απνδεθηή πνηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ είλαη 

θπζηθψο απξαγκαηνπνίεην ή ππεξβνιηθά δαπαλεξφ. Άιιεο θνξέο ε αλάθηεζε ηνπ 

ζήκαηνο κπνξεί λα είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ θαηαγξαθή ελφο κνλαδηθνχ γεγνλφηνο 

πνπ δελ κπνξεί λα αλαπαξαρζεί κε πην ηδαληθέο ζπλζήθεο εγγξαθήο. 

Μεξηθέο απφ ηηο πξψηεο εξγαζίεο γηα ηελ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο πεξηιακβάλεη ην 

έξγν ηνπ Sondhi [1] θαη Slepian [2] ζρεηηθά κε ηελ αλάθηεζε εηθφλσλ απφ ζακπή 

θίλεζε θαη Helstrom [3] ζρεηηθά κε ηελ απνθαηάζηαζε ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ. 

Έλα δείγκα απφ κεξηθνχο αιγφξηζκνπο αλάθηεζεο ζήκαηνο πνπ εθαξκφδεηαη ζε 

δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο πξνβιεκάησλ κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζην [4-21]. Πεξαηηέξσ 

αλάγλσζε πεξηιακβάλεη ηα άιια ηκήκαηα ζε απηφ ην βηβιίν, ην θεθάιαην 15 ηεο 
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Φεθηαθήο Δπεμεξγαζίαο ΢ήκαηνο: Video, νκηιία, ήρνο, θαη ηα ζρεηηθά πξφηππα, θαη 

ηελ εθηεηακέλε ιίζηα ησλ αλαθνξψλ πνπ παξέρνληαη απφ φινπο ηνπο ζπγγξαθείο. 

Σν απιφ κνληέιν ππνβάζκηζεο ηνπ ζήκαηνο πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ επφκελε 

ελφηεηα απνδεηθλχεηαη φηη είλαη κία ρξήζηκε εθπξνζψπεζε γηα πνιιά δηαθνξεηηθά 

πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνληαη ζηελ πξάμε. Μεξηθά παξαδείγκαηα πνπ κπνξνχλ 

λα δηακνξθσζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο ην γεληθφ παξάδεηγκα ηεο αλάθηεζεο ηνπ 

ζήκαηνο εηθφλαο, πεξηιακβάλνπλ απνθαηάζηαζε, αλαθαηαζθεπή εηθφλαο, 

ππνινγηζκνί ηνπ θάζκαηνο, θαη ζρεδηαζκφ ηνπ θίιηξνπ. Γηαθξίλνπκε κεηαμχ ηεο 

απνθαηάζηαζεο εηθφλαο, ε νπνία ζρεηίδεηαη κε ηελ αλάθηεζε εηθφλσλ κε βάζε κηα 

κεηξεκέλε δηαζηξεβισκέλε εθδνρή ηεο αξρηθήο εηθφλαο, θαη ηεο αλαθαηαζθεπήο 

ηεο εηθφλαο, ε νπνία αλαθέξεηαη πην ζπρλά γηα ηαηξηθή απεηθφληζε, φπνπ ε εηθφλα 

είλαη αλαθαηαζθεπαζκέλε απφ έλα ζχλνιν απφ έκκεζεο κεηξήζεηο, ζπλήζσο 

πξνβνιέο. Γηα πνιιέο απφ ηηο εθαξκνγέο αλάθηεζεο ζήκαηνο, είλαη επηζπκεηφ λα 

επεθηείλνπκε έλα ζήκα έμσ απφ έλα γλσζηφ δηάζηεκα. Δπεθηείλνληαο έλα ζήκα ζην 

ρσξηθφ ή ρξνληθφ ηνκέα ζα κπνξνχζε λα νδεγήζεη ζε βειηίσζε ηεο θαζκαηηθήο 

αλάιπζεο θαη εθαξκφδεηαη ζε πξνβιήκαηα φπσο ε εθηίκεζε ηνπ θάζκαηνο ηζρχνο, 

ξαδην αζηξνλνκίαο, αλίρλεπζε ζηφρσλ ξαληάξ, θαη γεσθπζηθή έξεπλα. Σν δηπιφ 

πξφβιεκα, πξνεθηείλνληαο ην ζήκα ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο, επίζεο γλσζηφ σο 

απνηέιεζκα ππεξέθθξαζεο, ζε βειηησκέλε ρσξηθή ή ρξνληθή αλάιπζε θαη είλαη 

επηζπκεηφ ζε πνιιά πξνβιήκαηα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο. ΋πσο ζα θαλεί 

αξγφηεξα, νη ηππνπνηεκέλεο ηερληθέο αληίζηξνθνπ θηιηξαξίζκαηνο δελ είλαη ζε 

ζέζε λα επηιχζνπλ ην ζήκα εθηίκεζεο πέξα απφ ην φξην πεξίζιαζεο πνπ 

επηβάιιεηαη απφ ηε θπζηθή δηάηαμε κεηξήζεσο. 

Σν παξαηεξνχκελν ζήκα είλαη απνηθνδνκεκέλν απφ ην αξρηθφ ζήκα ηφζν απφ ηελ 

ζπζθεπή κέηξεζεο, θαζψο θαη ηηο εμσηεξηθέο ζπλζήθεο. Δθηφο απφ ην κεηξεκέλν, 

παξακνξθσκέλν ζήκα εμφδνπ κπνξεί λα έρνπκε θάπνηεο πξφζζεηεο πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ηα αθφινπζα: ην ζχζηεκα κέηξεζεο θαη ηηο εμσηεξηθέο ζπλζήθεο, φπσο 

ν ζφξπβνο, θαζψο θαη θάπνηα πξνεγνχκελε γλψζε γηα ην επηζπκεηφ ζήκα λα 

απνθαηαζηαζεί ή λα αλαθαηαζθεπαζηεί. Γηα λα παξαρζεί κηα θαιή εθηίκεζε ηνπ 

αξρηθνχ ζήκαηνο, ζα πξέπεη λα επσθειεζνχκε απφ φιεο ηηο δηαζέζηκεο 

πιεξνθνξίεο. 

Αλ θαη νη αιγφξηζκνη αλάθηεζεο δεδνκέλσλ πνπ πεξηγξάθνληαη εδψ εθαξκφδνληαη 

γεληθά ζε νπνηνδήπνηε ηχπν δεδνκέλσλ, αληινχκε πεξηζζφηεξεο απφ ηηο ηερληθέο 

πνπ βαζίδνληαη ζε δχν δηαζηάζεσλ δεδνκέλα εηζφδνπ γηα εθαξκνγέο επεμεξγαζίαο 

εηθφλαο. Γηα ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, είλαη εχθνιν λα πξνζαξκνζηνχλ νη 

αιγφξηζκνη γηα άιινπο ηχπνπο δεδνκέλσλ. Σα παξαδείγκαηα ησλ ηερληθψλ 

αλάθηεζεο δεδνκέλσλ γηα δηαθνξεηηθέο εηζφδνπο απεηθνλίδνληαη ζηα άιια ηκήκαηα 

απηνχ ηνπ βηβιίνπ, θαζψο θαη ζην θεθάιαην 15 ηεο Φεθηαθήο Δπεμεξγαζίαο 

΢ήκαηνο: Video, Οκηιία, ήρνο, θαη ηα ζρεηηθά πξφηππα γηα ηελ απνθαηάζηαζε ηεο 
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εηθφλαο. Σν πιηθφ ζε απηή ηελ ελφηεηα απαηηεί θάπνηεο βαζηθέο γλψζεηο ηεο 

γξακκηθήο άιγεβξαο, φπσο δηαπηζηψζεθε ζην [22]. Σν ηκήκα 25.2 παξνπζηάδεη ην 

κνληέιν ππνβάζκηζεο ηνπ ζήκαηνο θαη δηακνξθψλεη ην πξφβιεκα αλάθηεζεο 

ζήκαηνο. Οη πξφσξεο πξνζπάζεηεο αλάθακςεο ζήκαηνο κε βάζε αληίζηξνθν 

θηιηξάξηζκα παξνπζηάδνληαη ζηελ Δλφηεηα 25.3. Ζ έλλνηα ηεο πξνβνιήο ζηα 

επάλσ θπξηά ζχλνια (POCS) πεξηγξάθεηαη ζηελ ελφηεηα 25.4 θαη καο επηηξέπεη λα 

εηζαρζεί κία πξνεγνχκελε γλψζε ζρεηηθά κε ην αξρηθφ ζήκα κε ηε κνξθή 

γξακκηθψλ θαζψο θαη κε γξακκηθψλ πεξηνξηζκψλ ζηνλ αιγφξηζκν αλάθηεζεο. Σα 

ζεσξεηηθά ζθεπάζκαηα ζα καο επηηξέςνπλ λα ζρεδηάζνπκε αιγφξηζκνπο 

αλάθηεζεο πνπ είλαη εμαηξεηηθά επέιηθηνη θαη ηζρπξνί. Οη ελφηεηεο 25,5 θαη 25,6 

παξνπζηάδνπλ θάπνηνπο βαζηθνχο αιγνξίζκνπο POCS θαη ην ηκήκα 25,7 

παξνπζηάδεη έλαλ αιγφξηζκν POCS γηα ηελ απνθαηάζηαζε εηθφλαο, θαζψο θαη 

θάπνηα απνηειέζκαηα. Οη αιγφξηζκνη πνπ παξνπζηάδνληαη εδψ σο δείγκα δελ 

ζθνπεχνπλ λα είλαη εμαληιεηηθνί θαη ν αλαγλψζηεο ελζαξξχλεηαη λα δηαβάζεη ηηο 

ππφινηπεο ελφηεηεο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ, θαζψο θαη ηηο αλαθνξέο γηα 

πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο. 

 

 

 

 

1.2 Γηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλάθηεζεο ζήκαηνο 
 

Ζ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κία δηαδηθαζία εθηίκεζεο ζηελ 

νπνία νη ιεηηνπξγίεο πξαγκαηνπνηνχληαη ζε έλα παξαηεξνχκελν ζήκα πξνθεηκέλνπ 

λα εθηηκεζεί ην ηδαληθφ ζήκα πνπ ζα παξαηεξνχηαλ εάλ θακία ππνβάζκηζε δελ 

ήηαλ παξνχζα. Γηα λα ζρεδηάζνπκε έλα ζχζηεκα αλάθηεζεο ζήκαηνο 

απνηειεζκαηηθά, είλαη απαξαίηεηνο ν ραξαθηεξηζκφο ησλ απνηειεζκάησλ 

απνηθνδφκεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο θπζηθήο κεηξήζεσο. Ζ βαζηθή ηδέα είλαη λα 

κνληεινπνηήζνπκε ηηο επηπηψζεηο ηεο ππνβάζκηζεο ηνπ ζήκαηνο φζν ην δπλαηφλ 

αθξηβέζηεξα θαη λα εθηειέζνπκε εξγαζίεο γηα λα αλαηξέζνπκε ηηο ππνβαζκίζεηο θαη 

λα απνθαηαζηαζεί ην ζήκα. ΋ηαλ ε ππνβάζκηζε δελ κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί 

επαξθψο, αθφκα θαη νη θαιχηεξνη αιγφξηζκνη δελ ζα απνθέξνπλ ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα. Γηα πνιιέο εθαξκνγέο, ην ζχζηεκα απνηθνδφκεζεο ππνηίζεηαη φηη 

είλαη γξακκηθφ θαη κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί σο κία αλαπφζπαζηε εμίζσζε 

Fredholm πξψηνπ είδνπο πνπ εθθξάδεηαη σο: 

(25.1) 
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Απηή είλαη ε γεληθή πεξίπησζε γηα έλα κνλνδηάζηαην ζήκα, φπνπ ƒ θαη g είλαη ηα πξσηφηππα θαη 

κεηξεκέλα ζήκαηα, αληηζηνίρσο, ην n αληηπξνζσπεχεη ην ζφξπβν, θαη h (x;a) είλαη ε παικηθή 

απφθξηζε ή ε απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο κεηξήζεσλ ζε έλαλ παικφ ζε ζπληνληζκέλν α.* Έλα 

δηάγξακκα πνπ απεηθνλίδεη ην γεληθφ κνλνδηάζηαην ζήκα 

 

* Απηφ αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε θξνπζηηθήο απφθξηζεο. 

 
 

ΔΗΚΟΝΑ 25,1 ΢ρεκαηηθφ δηάγξακκα ηνπ πξνβιήκαηνο αλάθηεζεο ζήκαηνο.  

 

 

΢χζηεκα απνηθνδφκεζεο δείρλεηαη ζην ΢ρήκα 25.1. Γηα εθαξκνγέο επεμεξγαζίαο εηθφλαο, έρνπκε 

ηξνπνπνηήζεη απηή ηελ εμίζσζε ζηελ δηζδηάζηαηε πεξίπησζε, δειαδή,  

 

 
O ρεηξηζηήο απνηθνδφκεζεο h ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο κηα ζπλάξηεζε εμάπισζεο 

ζεκείνπ (PSF) ζε εθαξκνγέο απεηθφληζεο, επεηδή ζηελ νπηηθή, ην h είλαη ε 

κεηξνχκελε απφθξηζε ελφο ζπζηήκαηνο απεηθφληζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ θσηφο. 

Ο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier ηνπ PSFh (x, y) ζπκβνιίδεηαη σο H ( xw , yw ) είλαη 

γλσζηφο σο ε ιεηηνπξγία νπηηθήο κεηαθνξάο (OTF) θαη κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 

 

 
 

 

Ζ απφιπηε ηηκή ηνπ ΟΣF είλαη γλσζηή σο ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δηακφξθσζεο. 

Μηα ζπλεζηζκέλε νπηηθή ζπζηήκαηνο ζρεκαηηζκνχ ηεο εηθφλαο είλαη έλα θπθιηθφο 
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ιεπηφο θαθφο. Σν πξφβιεκα αλάθηεζεο ζεσξείηαη θαθφ φηαλ κηα κηθξή αιιαγή 

ζηελ παξαηεξνχκελε εηθφλα, g, νδεγεί ζε κηα κεγάιε αιιαγή ζην δηάιπκα, f. Σα 

πεξηζζφηεξα πξνβιήκαηα αλάθηεζεο ζήκαηνο είλαη ζηελ πξάμε ιάζνο. Ζ ζπλερήο 

έθδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο απνηθνδφκεζεο γηα δχν δηαζηάζεσλ ζήκαηα πνπ 

δηακνξθψλεηαη ζηελ Δμίζσζε 25.2, κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε δηαθξηηή κνξθή, 

αληηθαζηζηψληαο ηα ζπλερή επηρεηξήκαηα κε ζπζηνηρίεο ησλ δεηγκάησλ ζε δχν 

δηαζηάζεηο, δειαδή, 

 

 
 

 

Δίλαη βνιηθφ γηα ζθνπνχο αλάθηεζεο εηθφλαο λα παξνπζηάζνπκε ην δηαθξηηφ 

ζθεχαζκα πνπ δίλεηαη ζηελ Δμίζσζε 25.4 σο έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ 

πνπ εθθξάδνληαη σο 

 

 
 

φπνπ 

g, f θαη n είλαη νη ιεμηθνγξαθηθέο εθδνρέο πνπ ζηνηβάδνληαη ζε ζεηξά ησλ  

          δηαθξηηνπνηεκέλσλ εθδφζεσλ ηνπ g, f, θαη n ζηελ εμίζσζε 25.4. 

H είλαη ε κήηξα πνπ απνηειείηαη απφ ππνβάζκηζε ηεο PSF. 

 

Ζ ελφηεηα απηή παξνπζηάδεη κηα γεληθή εηθφλα νξηζκέλσλ απφ ηηο ηερληθέο πνπ 

πξνηείλνληαη γηα ηελ εθηίκεζε f φηαλ ην πξφβιεκα αλάθηεζεο κπνξεί λα 

κνληεινπνηεζεί απφ ηελ Δμίζσζε 25.5. Δάλ δελ ππάξρεη εμσηεξηθφο ζφξπβνο ή 

ζθάικα κέηξεζεο θαη ην ζχλνιν ησλ εμηζψζεσλ είλαη ζπλεπέο, ε εμίζσζε 25.5 

κεηψλεη ζε 

 

 
 

Γελ είλαη ζπλήζσο ε πεξίπησζε, φηη έλα πξαθηηθφ ζχζηεκα κπνξεί λα πεξηγξάθεηαη 

απφ ηελ Δμίζσζε 25.6. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα εζηηάζνπκε ζε αιγφξηζκνπο 

αλάθηεζεο φπνπ κηα εθηίκεζε ηεο ιεηηνπξγίαο ζηξέβισζεο είλαη γλσζηή πσο 

αληηπξνζσπεχεηαη απφ ηε κήηξα H . Γηα ηα πξνβιήκαηα απνθαηάζηαζεο, φπνπ 

ηφζν ην επηζπκεηφ ζήκα, f , θαη ν ρεηξηζηήο ηεο ππνβάζκηζεο, Ζ, είλαη άγλσζηεο, 

αλαθέξνληαη ζε άιια θεθάιαηα απηνχ ηνπ βηβιίνπ. 
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Γηα ηα πεξηζζφηεξα ζπζηήκαηα, ε κήηξα ππνβάζκηζεο H είλαη εμαηξεηηθά δνκεκέλε 

θαη αξθεηά αξαηά. Ο φξνο πξνζζεηηθνχ ζνξχβνπ νθείιεηαη ζε ζθάικαηα κέηξεζεο 

θαη εμσηεξηθέο θαη εζσηεξηθέο πεγέο ζνξχβνπ αληηπξνζσπεχνληαη απφ ην δηάλπζκα 

n. Με ηελ πξψηε καηηά, ε ιχζε ζην πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο ζήκαηνο θαίλεηαη λα 

είλαη απιή, βξείηε ην αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα H γηα λα ιχζεη γηα ην άγλσζην 

δηάλπζκα f. Απνδεηθλχεηαη φηη ε ιχζε δελ είλαη ηφζν απιή, δηφηη ζηελ πξάμε ε 

ππνβάζκηζε ηνπ ρεηξηζηή είλαη ζπλήζσο θαθφο θιηκαηηζκφο ή έιιεηςε ηάμεο θαη ην 

πξφβιεκα ησλ αζπλεπεηψλ ή ηνπ ζνξχβνπ πξέπεη λα αληηκεησπηζηεί. Άιια 

πξνβιήκαηα πνπ κπνξεί λα πξνθχςνπλ πεξηιακβάλνπλ ππνινγηζηηθή 

πνιππινθφηεηα, ιφγσ ησλ εμαηξεηηθά κεγάισλ δηαζηάζεσλ πξφβιεκα εηδηθά γηα 

εθαξκνγέο επεμεξγαζίαο εηθφλαο. Οη αιγφξηζκνη πνπ πεξηγξάθνληαη εδψ 

πξνζπαζνχλ λα αληηκεησπίζνπλ απηά ηα δεηήκαηα γηα ην γεληθφ πξφβιεκα 

αλάθηεζεο ζήκαηνο πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 25.5. 

 

 

1.2.1 Χνεηδείο ζθαηξνεηδείο θπκαηνζπλαξηήζεηο 
 

Δηζάγνπκε ην πξφβιεκα ηεο αλάθηεζεο ηνπ ζήκαηνο εμεηάδνληαο έλα 

κνλνδηάζηαην, γξακκηθφ, ρξνληθά αλαιινίσην ζχζηεκα πνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί 

σο

 
φπνπ 

g (x) είλαη ην παξαηεξνχκελν ζήκα 

f (a) είλαη ην επηζπκεηφ ζήκα ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηήξημεο ζην δηάζηεκα (-Σ, +Σ) 

h(x) ραξαθηεξίδεη ηνλ ρεηξηζηή ηεοππνβάζκηζεο 

 

Τπνζέηνληαο φηη ν ρεηξηζηήο απνηθνδφκεζε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη έλα 

ηδαληθφ βαζππεξαηφ θίιηξν, h κπνξεί λα πεξηγξαθεί καζεκαηηθά σο 

 

 
 

Γηα ηε ζπγθεθξηκέλε απηή πεξίπησζε, είλαη δπλαηφλ λα επηιπζνχλ γηα ην αθξηβέο 

ζήκα f (x) κε επηκήθεηο ζθαηξνεηδείο ιεηηνπξγίεο ζήκαηνο [23]. Σν θιεηδί γηα ηελ 

επηηπρή επίιπζε γηα f έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη νη επηκήθεηο ζθαηξνεηδείο 

θπκαηνζπλαξηήζεηο είλαη νη ηδηνζπλαξηήζεηο ηεο αλαπφζπαζηεο εμίζσζεο πνπ 
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εθθξάδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 25.7 κε ηελ Δμίζσζε 25.8 σο θνξέα απνδφκεζεο. Ζ 

ζρέζε απηή εθθξάδεηαη σο 

 

 

 

φπνπ 

n (x) είλαη ηα επηκήθε ζθαηξνεηδή θπκαηνζπλαξηήζεηο 

n  είλαη νη αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο 

 

Έλα θξίζηκν ραξαθηεξηζηηθφ ησλ επηκεθψλ ζθαηξνεηδψλ θπκαηνζπλαξηήζεσλ είλαη 

φηη είλαη πιήξεηο νξζνγψληεο βάζεηο ζην δηάζηεκα (-∞,+∞) θαζψο θαη ην ρξνληθφ 

δηάζηεκα (-Σ, +Σ),δειαδή 

 

1

nnR 
 

 

θαη 

 

 

 

 

 

Απηφ επηηξέπεη ηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη f(x) λα εθθξάδνληαη σο  αλάπηπγκα ζε 

ζεηξά: 
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φπνπ Ln (x) είλαη ε σνεηδήο ζθαηξνεηδή ιεηηνπξγίεο πεξηθνπεί ζην δηάζηεκα (-Σ, 

Σ). Οη ζπληειεζηέο 

nc θαη nd δίλνληαη απφ 

 

 

θαη 

 

 
 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηηο επεθηάζεηο ζεηξάο πνπ δίλνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο 25.12 

θαη 25.13 ζε 25.7 εμίζσζε, παίξλνπκε

 
 

 

 

΢πλδπάδνληαο απηφ ην απνηέιεζκα κε ηελ εμίζσζε 25.9, 

 

 
 

φπνπ 
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Καη 

 

 
 

Θα πάξνπκε κηα αθξηβή ιχζε γηα ην άγλσζην ζήκα f (x) κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο 

Δμίζσζεο 25.20 ζε 25.13 εμίζσζε, δειαδή, 

 

 

 

 

Δπνκέλσο, ζεσξεηηθά, είλαη δπλαηφ λα ιάβνπκε ηελ αθξηβή εηθφλα f (x) απφ ηελ 

εηθφλα κε πεξηνξηζκέλε πεξίζιαζε, g (x), ρξεζηκνπνηψληαο επηκήθεηο ζθαηξνεηδείο 

θπκαηνζπλαξηήζεηο. Οη δπζθνιίεο ηεο αλάθηεζεο ζήκαηνο γίλνληαη πεξηζζφηεξν 

εκθαλείο φηαλ εμεηάδνπκε ηελ απιή ππφζεζε κε πεξηνξηζκέλε δηάζιαζε ζε ζρέζε 

κε σνεηδείο ζθαηξνεηδείο θπκαηνζπλαξηήζεηο φπσο πεξηγξάθεηαη ζηελ Δμίζσζε 

25.21. Σν πεπεξαζκέλν κέγεζνο ελφο αλνίγκαηνο  πεξηνξηζκέλεο πεξίζιαζεο 

κεηαθξάδεηαη ζχζηεκα ηδηνηηκέο n ην νπνίν επηδεηθλχεη κηα βήκα-βήκα απφθξηζε; 

Γειαδή, νη δηάθνξεο κεγαιχηεξεο ηδηνηηκέο είλαη πεξίπνπ ην έλα αθνινπζνχκελν 

απφ κηα δηαδνρή ησλ ηδηνηηκψλ πνπ γξήγνξα ζα πέζνπλ ζην κεδέλ. Ζ ιχζε πνπ 

δφζεθε απφ ηελ Δμίζσζε 25.21 ζα είλαη εμαηξεηηθά επαίζζεηε ζην ζφξπβν γηα 

κηθξφ n  ηδηνηηκέο. Χο εθ ηνχηνπ, γηα ην γεληθφ πξφβιεκα πνπ εθπξνζσπείηαη ζην 

δηαλπζκαηηθφ ρψξν απφ ηελ Δμίζσζε 25.5, ν ρεηξηζηήο Η ππνβάζκηζεο έρεη ιάζνο 

θιηκαηηζκφ ή αλεπαξθή βαζκφ ιφγσ ησλ κηθξψλ ή κεδεληθψλ ηδηνηηκψλ, θαη κηα 

απιή αληίζηξνθε ιεηηνπξγία δελ ζα απνθέξεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Πνιινί 

αιγφξηζκνη έρνπλ πξνηαζεί γηα λα βξεζεί κηα ζπκβηβαζηηθή ιχζε κεηαμχ αθξηβήο 

κε ζακπάδαο θαη ελίζρπζε ηνπ ζνξχβνπ. Απηέο νη ηερληθέο πεξηιακβάλνπλ 

θηιηξάξηζκα Wiener θαη ςεπδναληίζηξνθν θηιηξάξηζκα. Έρνπκε μεθηλήζεη 

επηζθφπεζε ησλ ηερληθψλ αλάθηεζεο ζήκαηνο εμεηάδνληαο κεξηθέο απφ ηηο 
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κεζφδνπο πνπ εκπίπηνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ πξνζεγγίζεσλ πνπ βαζίδνληαη ζηε 

βειηηζηνπνίεζε. 

 

 

 

 

 

1.3 Λχζεηο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 
 

Οη πξψηεο απφπεηξεο πξνο ηελ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο βαζίδνληαη ζηελ ηδέα ηεο 

αλαζηξνθήο ηνπ δηαρεηξηζηή απνηθνδφκεζεο λα απνθαηαζηαζεί ην επηζπκεηφ ζήκα. 

Δπεηδή ζε πξαθηηθέο εθαξκνγέο, ην ζχζηεκα ζα έρεη ζπρλά ιάζνο θιηκαηηζκφ, 

πνιιά πξνβιήκαηα κπνξεί λα πξνθχςνπλ. ΢πγθεθξηκέλα, ε πιεξνθνξία ζήκαηνο 

κε πςειή ιεπηνκέξεηα κπνξεί λα θαιπθζεί απφ ην ζφξπβν παξαηήξεζεο, ή έλα 

κηθξφ πνζφ ηνπ ζνξχβνπ παξαηήξεζεο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε κηα εθηίκεζε πνπ 

πεξηέρεη πνιχ κεγάιεο ςεπδείο ζπληζηψζεο πςειήο ζπρλφηεηαο. Έλα άιιν πηζαλφ 

πξφβιεκα κε ηελ πξνζέγγηζε απηή είλαη φηη γηα κηα ηάμε κε αλεπάξθεηα ηνπ θνξέα 

απνηθνδφκεζεο, νη ηδηνηηκέο πνπ έρνπλ εθηηκεζεί κεδεληθά δελ κπνξεί λα 

αλαζηξαθνχλ. Δπνκέλσο, ε γεληθή αληίζηξνθε πξνζέγγηζε θηιηξαξίζκαηνο δελ ζα 

είλαη ζε ζέζε λα επηιχζεη ην επηζπκεηφ ζήκα πέξα απφ ην φξην πεξίζιαζεο πνπ 

επηβάιιεηαη απφ ηελ ζπζθεπή κέηξεζεο. Με άιια ιφγηα, αλαθεξφκελνη ζηελ 

πεξηγξαθή ηνπ ρψξνπ ηνπ θνξέα, ηα δεδνκέλα πνπ έρνπλ κεδεληζηεί απφ ηηο 

ηδηνηηκέο πνπ έρνπλ εθηηκεζεί κεδεληθά δελ κπνξνχλ λα αλαθηεζνχλ. 

 

 

 

1.3.1 Φηιηξάξηζκα Wiener 
 

Σν θηιηξάξηζκα Wiener ζπλδπάδεη ην αληίζηξνθν θηιηξάξηζκα κε εθ ησλ πξνηέξσλ 

γλψζε ζηαηηζηηθψλ γηα ην ζφξπβν θαη ην άγλσζην ζήκα [24], πξνθεηκέλνπ λα 

αζρνιεζεί κε ηα πξνβιήκαηα πνπ ζπλδένληαη κε ηo θαθφ θιηκαηηδφκελν ζχζηεκα. 

Ζ παικηθή απφθξηζε ηνπ θίιηξνπ απνθαηάζηαζεο επηιέγεηαη ψζηε λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ην κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα (MSE), φπσο νξίδεηαη απφ 
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φπνπ 

    δειψλεη ηελ εθηίκεζε ηνπ ηδαληθνχ ζήκαηνο f 

  δειψλεη ηελ αλακελφκελε ηηκή 

 

Ζ εθηίκεζε ηνπ θηιηξαξίζκαηνο Wiener εθθξάδεηαη σο 

 

 
 

 

φπνπ ffR  θαη nnR  είλαη νη κήηξεο ζπλδηαθχκαλζεο ησλ f θαη n, αληηζηνίρσο, θαη f 

θαη n ππνηίζεηαη φηη είλαη αζπζρέηηζηεο; δειαδή, 

 

 
 

θαη 

 

 

Ο εθζέηεο Σ ζηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο ππνδειψλεη ηε κεηαθνξά. Σν θηιηξάξηζκα 

Wiener κπνξεί επίζεο λα εθθξάδεηαη ζηνλ ηνκέα Fourier σο 

 

 

 

φπνπ 

   S ππνδειψλεη ηελ θαζκαηηθή ππθλφηεηα ηζρχνο 

   ν εθζέηεο * ππνδειψλεη ην ζπδπγή κηγαδηθφ 

δειψλεη ην κεηαζρεκαηηζκφ Fourier ηνπ H 

  

΢εκεηψζηε φηη φηαλ ε ηζρχο ηνπ ζνξχβνπ είλαη κεδέλ, ην θίιηξν Wiener κεηψλεη ζην 

αλάζηξνθν θίιηξν; Γειαδή, 
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Σν θίιηξν Wiener πξνζεγγίδεη γηα ηελ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο ππνζέηνληαο φηη ηα 

θάζκαηα ηζρχνο είλαη γλσζηά γηα ην ζήκα εηζφδνπ θαη ην ζφξπβν. Δπίζεο, ε 

πξνζέγγηζε απηή ππνζέηεη φηη ε εμεχξεζε ιχζεο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ πνπ 

βειηηζηνπνηνχλ ηελ εμίζσζε 25.22, έρεη λφεκα. Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο 

επεμεξγαζίαο εηθφλαο, έρεη απνδεηρζεί, θαη εηδηθφηεξα ζην πιαίζην ηεο ζπκπίεζεο 

εηθφλαο, φηη ε mse δελ πξνβιέπεη ππνθεηκεληθή πνηφηεηα εηθφλαο [25]. Πνιινί 

αιγφξηζκνη επεμεξγαζίαο ζήκαηνο βαζίδνληαη ζην παξάδεηγκα ιηγφηεξσλ 

ηεηξαγψλσλ, επεηδή νη ιχζεηο είλαη αληρλεχζηκεο θαη, ζηελ πξάμε, ηέηνηεο 

πξνζεγγίζεηο έρνπλ παξάγεη κεξηθά ρξήζηκα απνηειέζκαηα. Χζηφζν, πξνθεηκέλνπ 

λα θαζνξηζηεί κηα πην νπζηαζηηθή κεηξηθή βειηηζηνπνίεζε ζην ζρεδηαζκφ ησλ 

αιγνξίζκσλ επεμεξγαζίαο εηθφλαο, ζα πξέπεη λα ελζσκαηψζνπκε έλα αλζξψπηλν 

νπηηθφ κνληέιν ζην ζρεδηαζκφ αιγφξηζκνπ. ΢ηνλ ηνκέα ηεο θσδηθνπνίεζεο ηεο 

εηθφλαο, πνιιά ζπζηήκαηα θσδηθνπνίεζεο βαζηζκέλα ζε θξηηήξηα αληίιεςεο έρνπλ 

απνδεηρζεί φηη παξάγνπλ βειηησκέλα απνηειέζκαηα επί ζπζηεκάησλ πνπ 

βαζίδνληαη ζηελ κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζήκαηνο-πξνο-ζφξπβν (SNR) ή ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε mse [25]. Οκνίσο, ε πξνζέγγηζε ηνπ θηιηξαξίζκαηνο Wiener δελ 

ζα παξάγεη αλαγθαζηηθά κηα εθηίκεζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ αληηιεπηή εηθφλα ή ηελ 

πνηφηεηα ηνπ ζήκαηνο. Έλαο άιινο πεξηνξηζκφο ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ θίιηξνπ 

Wiener είλαη φηη ην δηάιπκα δελ ζα είλαη απαξαίηεην λα είλαη ζπλεπέο κε 

νπνηαδήπνηε γλψζε εθ ησλ πξνηέξσλ ζρεηηθά κε ηα επηζπκεηά ραξαθηεξηζηηθά 

ζήκαηνο. Δπηπιένλ, ε πξνζέγγηζε ηνπ θίιηξνπ Wiener δελ επηιχεη ην επηζπκεηφ 

ζήκα πέξα απφ ην φξην πεξίζιαζεο πνπ επηβάιιεηαη απφ ην ζχζηεκα κέηξεζεο. Γηα 

πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά κε ην θηιηξάξηζκα Wiener θαη ηηο δηάθνξεο 

εθαξκνγέο, δείηε άιια θεθάιαηα απηνχ ηνπ βηβιίνπ. 

 

 

 

1.3.2 Φεπδναληίζηξνθε Λχζε 
 

Σα θίιηξα Wiener επηρεηξνχλ λα ειαρηζηνπνηήζνπλ ηελ ελίζρπζε ζνξχβνπ πνπ 

ιακβάλεηαη ζε άκεζε αλαζηξνθή παξέρνληαο κία ιέπηπλζε πνπ θαζνξίδεηαη απφ ηηο 

ζηαηηζηηθέο ηνπ ζήκαηνο θαη ηνπ ζνξχβνπ, ηεο δηαδηθαζίαο ππφ εμέηαζε. ΢ηελ 

πξάμε, ηα θάζκαηα ηζρχνο ηνπ ζνξχβνπ θαη ην επηζπκεηφ ζήκα κπνξεί λα κελ είλαη 

γλσζηά. Δδψ παξνπζηάδνπκε απηφ πνπ ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο γεληθεπκέλνπ 
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αληίζηξνθε ιχζε. Απηφ ζα είλαη ην πιαίζην γηα νξηζκέλνπο απφ ηνπο αιγνξίζκνπο 

αλάθηεζεο ζήκαηνο πνπ πεξηγξάθνληαη αξγφηεξα. 

Ζ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε είλαη κηα πξνζέγγηζε βειηηζηνπνίεζεο πνπ επηδηψθεη λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ην ζθάικα κηθξφηεξσλ ηεηξαγψλσλ, φπσο δίλεηαη απφ 

 
 

Ζ ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ δελ είλαη κνλαδηθή, φηαλ ε ζέζε ηεο M xN κήηξαο 

Ζ είλαη r <Ν≤ Μ. Με άιια ιφγηα, ππάξρνπλ πνιιέο ιχζεηο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ 

εμίζσζε 25.29. Χζηφζν, ε Moore-Penrose γεληθεπκέλε αληίζηξνθε ή 

ςεπδναληίζηξνθε [26] παξέρεη κηα κνλαδηθή ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

βαζηζκέλε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κε ειάρηζηε λφξκα. 

Γηα έλα ζπλεθηηθφ ζχλνιν εμηζψζεσλ, φπσο πεξηγξάθεηαη ζηελ Δμίζσζε 25.6, έλα 

δηάιπκα επηδηψθεηαη φηη ειαρηζηνπνηεί ην ζθάικα εθηίκεζεο ειάρηζησλ 

ηεηξαγψλσλ; Γειαδή, 

 

 
φπνπ  

       f    είλαη ην επηζπκεηφ δηάλπζκα ζήκαηνο 

   είλαη ε εθηίκεζε 

 ππνδειψλεη ην ίρλνο [22] 

 

Ζ γεληθεπκέλε αληίζηξνθή παξέρεη κηα βέιηηζηε ιχζε πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 

ζθάικα εθηίκεζεο γηα έλα ζπλεθηηθφ ζχλνιν ησλ εμηζψζεσλ. Έηζη, ε γεληθεπκέλε 

αληίζηξνθή παξέρεη κηα βέιηηζηε ιχζε ηφζν γηα ην ζπλεπέο θαη αζπλεπέο ζχλνιν 

εμηζψζεσλ, φπσο νξίδεηαη απφ ηελ απφδνζε ιεηηνπξγηψλ f θαη n , αληίζηνηρα. Ζ 

ιχζε γεληθεπκέλεο αληίζηξνθεο ηθαλνπνηεί ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο 

 

 
 

Ζ ιχζε γεληθεπκέλνπ αληηζηξνθήο, επίζεο γλσζηή σο ε Moore-Penrose 

γεληθεπκέλε αληίζηξνθε, ςεπδναληηζηξνθή, ή ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κε 

ειάρηζηε λφξκα νξίδεηαη σο 
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φπνπ 

 ην ζηηιέην † ππνδειψλεη ηελ ςεπδναληηζηξνθή, ε ηάμε ηνπ Ζ είλαη r =N≤M 

Γηα ηελ πεξίπησζε ελφο αζπλεπνχο ζπλφινπ εμηζψζεσλ, φπσο πεξηγξάθεηαη ζηελ 

Δμίζσζε 25.5, ε θεπδναληίζηξνθε ιχζε θαζίζηαηαη 

 

 
 

 

φπνπ fy είλαη ην ειάρηζην πνζνζηφ, ιχζε ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ. Αλ ην ζχλνιν 

ησλ εμηζψζεσλ είλαη ππεξνξηζκέλν κε ηάμε r = Ν <Μ, H Ζ   γίλεηαη κήηξα 

ηαπηφηεηαο ηνπ κεγέζνπο θαη Ν ζπκβνιίδεηαη κε NI θαη ε ιχζε ςεπδναληηζηξνθήο 

κεηψλεη ζε 

 

 
 

πξνθχπηνπλ απφ απιή γξακκηθή άιγεβξα θαη είλαη ε δέζκεπζε ζην ζρεηηθφ 

ζθάικα: 

 
 

 

φπνπ ην πξντφλ  είλαη ν αξηζκφο θαηάζηαζεο ηνπ Ζ. Ζ πνζφηεηα απηή 

θαζνξίδεη ην ζρεηηθφ ζθάικα ζηελ εθηίκεζε φζνλ αθνξά ηελ αλαινγία ηεο λφξκαο 

δηαλχζκαηνο ηνπ ζνξχβνπ κε ην πξφηππν θνξέα ηεο παξαηεξνχκελεο εηθφλαο. Ο 

αξηζκφο θαηάζηαζεο ηνπ Η νξίδεηαη σο 

 

φπνπ 1  θαη   δειψλνπλ ηηο κεγαιχηεξεο θαη κηθξφηεξεο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηεο 

κήηξαο H, αληίζηνηρα. ΋ζν κεγαιχηεξνο είλαη ν αξηζκφο ηεο θαηάζηαζεο, ηφζν 
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κεγαιχηεξε είλαη θαη ε επαηζζεζία ζε δηαηαξαρέο ζνξχβνπ. Μηα κήηξα κε έλα 

κεγάιν αξηζκφ θαηάζηαζεο, ηππηθά κεγαιχηεξν απφ 100, έρεη σο απνηέιεζκα έλα 

θαθψο ξπζκηζκέλν ζχζηεκα. 

Ζ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε πεξηγξάθεηαη θαιχηεξα απφ ηελ ππνβάζκηζε 

δηαγσλίδνληαο ηελ Ζ κήηξα ρξεζηκνπνηψληαο απνζχλζεζε κε εληθή αμία (SVD) 

[22]. Σν SVD παξέρεη έλαλ ηξφπν γηα λα δηαγσληζηεί νπνηνδήπνηε απζαίξεηε 

κήηξα Μ ×Ν. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ζα ζέιακε λα δηαγσλίζνπκε ην H; ΋ηη είλαη,  

 

 

 

 

φπνπ 

  U είλαη κία κνλαδηαία κήηξα απνηεινχκελε απφ ηα νξζνθαλνληθά                  

      ηδηνδηαλχζκαηα ΖᵀH 

  V είλαη κία κνλαδηαία κήηξα απνηεινχκελε απφ ηα  νξζνθαλνληθά ηδηνδηαλχζκαηα  

      HHᵀ  

  ΢ είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο πνπ απνηειείηαη απφ ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηεο H 

 

Ο αξηζκφο ησλ κε κεδεληθψλ δηαγσλίσλ φξσλ ππνδειψλεη ην βαζκφ ηνπ Ζ. Ζ 

κήηξα απνηθνδφκεζεο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε κνξθή ζεηξάο σο 

 

 
 

φπνπ 

iu θαη iv  είλαη νη ζηήιεο ηνπ U θαη V, αληίζηνηρα 

   r είλαη ε ηάμε ηνπ H 

 

Απφ ηηο Δμηζψζεηο 25.37 θαη 25.38, ε ςεπδναληξηζηξνθή ηνπ H γίλεηαη σο 

 

 

 

Έηζη απφ ηελ εμίζσζε 25.39, ε ςεπδναληίζηξνθε ιχζε κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 
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ή 

 

 

 

Ζ κνξθή ζεηξάο ηεο ςεπδναληίζηξνθεο ιχζεο ρξεζηκνπνηψληαο SVD καο επηηξέπεη 

λα ιχζνπκε γηα ηελ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε ρξεζηκνπνηψληαο έλα αιγφξηζκν 

δηαδνρηθήο απνθαηάζηαζεο εθθξάδεηαη σο 

 

 
 

Ζ επαλαιεπηηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ εμεχξεζε ςεπδναληίζηξνθεο ιχζεο είλαη 

επσθειήο φηαλ πξφθεηηαη γηα ζπζηήκαηα κε θαθφ θιηκαηηζκφ θαη δεδνκέλα 

θαηεζηξακκέλα απφ ζφξπβν. Ζ επαλαιεπηηθή κνξθή κπνξεί λα ηεξκαηηζηεί πξηλ 

απφ ηελ αληηζηξνθή ησλ αμηψλ κε κηθξφ εληθφ πνπ πξνθχπηνπλ θαηά ηελ αζηαζή 

εθηίκεζε. Ζ ηερληθή απηή γίλεηαη αξθεηά εχθνιε λα εθαξκνζηνχλ γηα ηελ 

πεξίπησζε κίαο θπθιηθήο κήηξαο απνηθνδφκεζεο H, φπνπ νη κνλαδηαίεο κήηξεο 

ζηελ Δμίζσζε 25.37 κεηψλνπλ ζην δηαθξηηφ κεηαζρεκαηηζκφ Fourier. 

 

 

 

 

 

1.3.3 Σερληθέο Σαθηνπνίεζεο 
 

Οη ηερληθέο ιείαλζεο θαη ηαθηνπνίεζεο [27-29] έρνπλ πξνηαζεί ζε κηα πξνζπάζεηα 

ζην λα μεπεξαζηνχλ ηα πξνβιήκαηα πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο αλαζηξεθφκελνπο 

θνξείο απνηθνδφκεζεο κε θαθφ θιηκαηηζκφ γηα ηελ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο. Απηέο 

νη κέζνδνη πξνζπαζνχλ λα αλαγθάζνπλ ηελ νκαιφηεηα γηα ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ελφο ηνπιάρηζηνλ ζθάικαηνο ηεηξαγψλσλ. Σν πξφβιεκα κπνξεί λα 

ηππνπνηεζεί κε δχν δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. Έλαο ηξφπνο γηα ηε δηακφξθσζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο είλαηλα ειαρηζηνπνηεζεί: 
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ζε  

 
 

φπνπ 

  S παξηζηάλεη κία κήηξα εμνκάιπλζεο 

  W είλαη κία κήηξα ζηάζκηζεο ζθάικαηνο 

 e είλαη έλα ππνιεηπφκελν βαζκσηφ ζθάικα εθηίκεζεο 

 

Ζ κήηξα ζηάζκηζεο ζθάικαηνο κπνξεί λα επηιεγεί σο W = C
. Ζ κήηξα 

εμνκάιπλζεο ηππηθά απνηειείηαη απφ ηελ πξψηε ή ηε δεχηεξε δηαθνξά ηάμεο. Γηα 

ηελ πεξίπησζε απηή, ζέινπκε λα βξνχκε ην ζηαζεξφ ζεκείν ηεο έθθξαζεο 

Lagrangian: 

 

 
 

 

Ζ ιχζε βξίζθεηαη κε ηε ιήςε παξαγψγσλ ζε ζρέζε κε f θαη l θαη ηε ξχζκηζή ηνπο 

ίζε κε κεδέλ. Ζ ιχζε γηα έλα νκαιφ ππεξνξηζκέλν ζχλνιν εμηζψζεσλ γίλεηαη 

 

 
 

φπνπ ι επηιέγεηαη λα ηθαλνπνηήζεη ηνλ ζπκβηβαζκφ κεηαμχ ππνιεηκκαηηθνχ 

ζθάικαηνο θαη ηεο νκαιφηεηαο ζηελ εθηίκεζε. 

 

 

Δλαιιαθηηθά, απηφ ην πξφβιεκα κπνξεί λα δηακνξθσζεί σο λα 

 

ειαρηζηνπνηεζεί: 
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ζε: 

 

 
 

 

φπνπ d αληηπξνζσπεχεη έλα ζηαζεξφ βαζκφ νκαιφηεηαο. Ζ Lagrangian έθθξαζε γηα 

απηφ ην ζθεχαζκα γίλεηαη 

 

 
 

θαη ην δηάιπκα γηα έλα ππεξνξηζκέλν νκαιφ ζχλνιν εμηζψζεσλ γίλεηαη 

 

 
 

΢εκεηψζηε φηη γηα ηα δχν ζθεπάζκαηα ησλ πξνβιεκάησλ, ηα απνηειέζκαηα, φπσο 

δίλνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο 25.46 θαη 25.50 είλαη 

παλνκνηφηππα αλ γ = 1/ι. Οη αλεπάξθεηεο κηαο ηέηνηαο ηερληθήο λνκηκνπνίεζεο είλαη 

φηη ε ζπλάξηεζε S ηεο εμνκαιχλζεσο πξέπεη λα ππνινγίδεηαη θαη είηε ν βαζκφο 

νκαιφηεηαο, d, ή ν βαζκφο ηνπ ζθάικαηνο, e, πξέπεη λα είλαη γλσζηφο γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ γ ή ι. 

Πεξηνξηζκέλεο ηερληθέο απνθαηάζηαζεο έρνπλ επίζεο αλαπηπρζεί [30], γηα λα 

μεπεξαζηεί ην πξφβιεκα ηνπ θαθψο ξπζκηζκέλνπ ζπζηήκαηνο. Γξακκηθνί 

πεξηνξηζκνί ηζφηεηαο θαη γξακκηθνί πεξηνξηζκνί αληζφηεηαο έρνπλ επηβιεζεί γηα λα 

δψζνπλ ιχζεηο απιά κε έλα βήκα παξφκνηεο κε εθείλεο πνπ πεξηγξάθνληαη ζε απηή 

ηελ ελφηεηα. ΋ιεο νη ηερληθέο πνπ πεξηγξάθνληαη κέρξη ηψξα επηρεηξνχλ λα 

μεπεξάζνπλ ην πξφβιεκα ησλ αιινησκέλσλ απφ ζφξπβν δεδνκέλσλ θαη ησλ 

ζπζηεκάησλ κε θαθφ θιηκαηηζκφ αλαγθάδνληαο θάπνηα θσληθφηεηα γηα ην 

αληίζηξνθν ηνπ δηαρεηξηζηή απνηθνδφκεζεο. Ζ δεηγκαηνιεςία ησλ αιγνξίζκσλ πνπ 

ζπδεηήζεθαλ κέρξη ηψξα εκπίπηνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ ηερληθψλ 

βειηηζηνπνίεζεο, φπνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα ειαρηζηνπνηεζεί 

είλαη ην κηθξφηεξν ζθάικα ηεηξαγψλσλ. Αιγφξηζκνη απνθαηάζηαζεο πνπ 

εκπίπηνπλ ζηελ θαηεγνξία ηεο βειηηζηνπνίεζεο κε βάζε αιγνξίζκσλ 

πεξηιακβάλνπλ ηε κέγηζηε πηζαλφηεηα (ML), κέγηζηεο εθ ησλ πζηέξσλ (MAP), θαη 

κεζφδνπο κε κέγηζηε εληξνπία  [17]. Έρνπκε εηζαγάγεη ηψξα ηελ έλλνηα ηεο POCS, 
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ην νπνίν ζα απνηειέζεη ην πιαίζην γηα κηα πνιχ επξχηεξε θαη πην ηζρπξή ηάμε ησλ 

αιγνξίζκσλ αλάθηεζεο ζήκαηνο. 

 

 

 

1.4 Αλάθηεζε ζήκαηνο κε ρξήζε πξνβνιήο ζε θπξηά ζχλνια 
 

Μηα επξεία ζεηξά αιγνξίζκσλ αλάθηεζεο έρεη πξνηαζεί λα είλαη ζχκθσλε κε ην 

γεληθφ πιαίζην πνπ ζεζπίζηεθε κε ηε ζεσξία ηεο POCS [31]. Σν πιαίζην POCS 

επηηξέπεη λα νξηζηεί έλαο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο αλάθακςεο πνπ κπνξεί λα 

ελζσκαηψζεη κηα ζεηξά απφ γξακκηθνχο θαζψο θαη κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο 

πνπ ηθαλνπνηνχλ νξηζκέλεο ηδηφηεηεο. ΋ζν πεξηζζφηεξεο α εμ αξρήο πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ην επηζπκεηφ ζήκα πνπ κπνξεί θαλείο λα ελζσκαηψζεη ζηνλ αιγφξηζκν, 

ηφζν πην απνηειεζκαηηθφο γίλεηαη ν αιγφξηζκνο. ΢ην [21], ην POCS παξνπζηάδεηαη 

σο έλα ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα κηαο πνιχ επξχηεξεο θιάζεο ησλ αιγνξίζκσλ 

πνπ πεξηγξάθνληαη φπσο νξίδεηαη ε ζεσξεηηθή εθηίκεζε. Ο ζπγγξαθέαο δηαθξίλεη 

δχν βαζηθέο πξνζεγγίζεηο γηα ηελ εθηίκεζε ελφο ζήκαηνο ή πξνβιήκαηνο 

αλάθηεζεο: πξνζεγγίζεηο κε βάζε ηε βειηηζηνπνίεζε θαη πξνζεγγίζεηο πνπ είλαη 

ζεσξεηηθέο. Ζ απνηειεζκαηηθφηεηα ησλ πξνζεγγίζεσλ βειηηζηνπνίεζεο εμαξηάηαη 

ζε κεγάιν βαζκφ ζην λα νξίζεη έλα έγθπξν θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο πνπ, ζηελ 

πξάμε, ζπλήζσο θαζνξίδεηαη απφ ππνινγηζηηθή εππείζεηα θαη φρη απφ ην πφζν θαιά 

ζα κνληεινπνηεί ην πξφβιεκα. Οη πξνζεγγίζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηε βειηηζηνπνίεζε 

αλαδεηνχλ κηα κνλαδηθή ιχζε πνπ λα βαζίδεηαη ζε θάπνην πξνθαζνξηζκέλν 

θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο. Οη πξνζεγγίζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηε βειηηζηνπνίεζε 

πεξηιακβάλνπλ ηερληθέο  κε ηα ιηγφηεξα ηεηξάγσλα ηνπ πξνεγνχκελνπ εδαθίνπ, 

θαζψο θαη ML, MAP, θαη ηερληθέο κέγηζηεο εληξνπίαο. Ο νξηζκφο ηεο ζεσξεηηθήο 

εθηίκεζεο βαζίδεηαη ζηελ έλλνηα ηεο εχξεζεο κηαο εθηθηήο ιχζεο, δειαδή, κηαο 

ιχζε πνπ είλαη ζχκθσλε κε φιεο ηηο δηαζέζηκεο πιεξνθνξίεο εθ ησλ πξνηέξσλ. ΢ε 

αληίζεζε κε ηηο πξνζεγγίζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηε βειηηζηνπνίεζε, νη νπνίεο  

επηδηψθνπλ λα βξνπλ κία βέιηηζηε ιχζε, νη πξνζεγγίζεηο ζεσξεηηθνχ ζπλφινπ 

θαζνξίδνπλ ζπλήζσο κία απφ ηηο πνιιέο πηζαλέο εθηθηέο ιχζεηο. Πνιιά 

πξνβιήκαηα ζηελ αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο κπνξεί λα πξνζεγγηζηνχλ 

ρξεζηκνπνηψληαο ην παξάδεηγκα ζεσξεηηθνχ ζπλφινπ. Σν POCS ππήξμε κία απφ 

ηηο πην εθηεηακέλεο πξνζεγγίζεηο ζεσξεηηθνχ ζπλφινπ ζηε ινγνηερλία, ιφγσ ησλ 

ηδηνηήησλ ηεο ζχγθιηζήο ηνπ θαη ηελ επειημία λα ρεηξηζηεί έλα επξχ θάζκα ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ ζήκαηνο. Θα πεξηνξίζνπκε ηε ζπδήηεζή καο εδψ ζηνπο 

αιγφξηζκνπο πνπ είλαη βαζηζκέλνη ζην POCS. Ζ πην γεληθή πεξίπησζε ηεο 

εθηίκεζεο ζήκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηεί κε θπξηά θαζψο θαη θπξηά ζχλνια 

θαιχπηεηαη ζην [21]. Σν ππφινηπν απηήο ηεο ελφηεηαο ζα επηθεληξσζεί ζηνλ 
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θαζνξηζκφ ηνπ πιαηζίνπ POCS θαη πεξηγξάθεη δηάθνξνπο ρξήζηκνπο αιγφξηζκνπο 

πνπ εκπίπηνπλ ζε απηή ηελ γεληθή θαηεγνξία. 

 

 

 

1.4.1 POCS πιαίζην  
 

Έλαο θνξέαο πξνβνιήο ζε έλα θιεηζηφ θπξηφ ζχλνιν είλαη έλα παξάδεηγκα κηαο κε 

γξακκηθήο ραξηνγξάθεζεο πνπ είλαη εχθνιν λα αλαιπζεί θαη πεξηέρεη κεξηθέο πνιχ 

ρξήζηκεο ηδηφηεηεο. Οη ελ ιφγσ επηρεηξήζεηο ειαρηζηνπνηνχλ ηελ απφζηαζε 

πξνβνιήο ηνπ ζθάικαηνο θαη έηζη δελ επεθηείλεηαη. Πξφθεηηαη γηα δχν πνιχ 

ζεκαληηθέο ηδηφηεηεο ησλ απιψλ γξακκηθψλ νξζνγψλησλ πξνγξακκάησλ ζε 

θιεηζηνχο γξακκηθνχο ζπιιέθηεο (CLMS). Σν φθεινο απφ ηε ρξήζε γηα ηελ 

απνθαηάζηαζε ζήκαηνο POCS είλαη φηη κπνξεί θαλείο λα ελζσκαηψζεη κε 

γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο ελφο νξηζκέλνπ ηχπνπ ζην πιαίζην POCS. Οη γξακκηθή 

αιγφξηζκνη απνθαηάζηαζεο εηθφλαο δελ κπνξνχλ λα επσθειεζνχλ ησλ πξνηέξσλ 

γλσζηψλ πιεξνθνξηψλ πνπ βαζίδνληαη ζε κε γξακκηθά πξνβιήκαηα. 

Ζ κέζνδνο POCS εμαξηάηαη απφ ηελ ζεηξά ιχζεσλ πνπ ηθαλνπνηεί α εμ αξρήο 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ επηζπκεηνχ ζήκαηνο λαβξίζθνληαη ζε έλα θαιά θαζνξηζκέλν 

θιεηζηφ θπξηφ ζχλνιν. Γηα ηέηνηεο ηδηφηεηεο, ην f πεξηνξίδεηαη λα θείηαη ζηελ 

πεξηνρή πνπ νξίδεηαη απφ ηελ ηνκή φισλ ησλ θπξηψλ ζπλφισλ, δειαδή, 

 

 
 

 

Δδψ iC  δειψλεη ην i-θιεηζηφ θπξηφ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ i-νζηή ηδηφηεηα ηεο f,  

iC ∈ S, θαη i∈ . Σν άγλσζην ζήκα f κπνξεί λα απνθαηαζηαζεί κε ηε 

ρξεζηκνπνίεζε ηνπ αληίζηνηρνπ θνξέα πξνβνιήο iP  πάλσ ζε θάζε θπξηφ ζχλνιν

iC . Μία ηδηφηεηα ησλ θπξηψλ θιεηζηψλ ζπλφισλ είλαη φηη κηα πξνβνιή ελφο 

ζεκείνπ επάλσ ζην θπξηφ ζχλνιν είλαη κνλαδηθή. Απηφ είλαη γλσζηφ σο ηδηνθηεζία 

κνλαδηθνχ-πιεζηέζηεξνπ- γείηνλα. Ζ γεληθή κνξθή ηνπ αιγφξηζκνπ αλάθηεζεο 

βαζηζκέλνπ ζε POCS, εθθξάδεηαη σο 
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φπνπ 

k δειψλεη ηελ επαλάιεςε 

ki ππνδειψλεη κηα αθνινπζία ησλ δεηθηψλ ζε  

 

Μηα ζπλεζηζκέλε ηερληθή γηα επαλάιεςε κέζσ ησλ πξνεμνρψλ πνπ αλαθέξνληαη 

σο θπθιηθφο έιεγρνο φπνπ νη πξνεμνρέο εθαξκφδνληαη κε θπθιηθφ ηξφπν, δειαδή, ki

= k(modulo l) +1. Μηα γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αιγφξηζκνπ POCS γηα ηελ απιή 

πεξίπησζε δχν θπξηψλ ζπλφισλ απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 25.2. Ζ αξρηθή 

δηαηχπσζε POCS είλαη γεληθεπκέλε πεξαηηέξσ κε ηελ εηζαγσγή κηαο παξακέηξνπ 

ραιάξσζεο πνπ εθθξάδεηαη σο 

 

 
 

 

φπνπ δειψλεη ηελ παξάκεηξν ραιάξσζεο. Δάλ k <1, ν αιγφξηζκνο ιέγεηαη πσο 

είλαη ιηγφηεξν ραιαξφο θαη εάλ k > 1, ν αιγφξηζκνο είλαη ππεξβνιηθά ραιαξφο. 

Αλαηξέμηε ζην [31] γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά κε ηηο ηδηφηεηεο 

ζχγθιηζεο ησλ POCS. 

Οη θνηλνί πεξηνξηζκνί πνπ εθαξκφδνληαη ζε πνιιά δηαθνξεηηθά ζήκαηα ζηελ 

πξάμε, θαη ησλ νπνίσλ ε ιχζε ρψξνπ ππαθνχεη ηηο ηδηφηεηεο ησλ θπξηψλ ζπλφισλ 

πεξηγξάθεηαη ζην [10]. Μεξηθά παξαδείγκαηα απφ ην [10] πεξηιακβάλνπλ ηα φξηα 

ζπρλφηεηαο, ρσξηθά / ρξνληθά φξηα, κε αξλεηηζκφ, ζπαληφηεηα, ηελ έληαζε ή ηα 

φξηα ηεο ελέξγεηαο, θαζψο θαη κεξηθή γλψζε ησλ θαζκαηηθψλ ή ρσξηθψλ / 

ρξνληθψλ ζπζηαηηθψλ. Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζπλήζσο θπξηά ζχλνια, δείηε ην [10]. Οη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο ζπλήζσο 

ρξεζηκνπνηνχκελνπο πεξηνξηζκνχο γηα δηάθνξεο εθαξκνγέο επεμεξγαζίαο ζήκαηνο 

εκπίπηνπλ ζηελ  
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ΔΗΚΟΝΑ 25.2 Γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο POCS. 

 

 

θαηεγνξία ησλ θπξηψλ ζπλφισλ πνπ παξέρνπλ κηθξή ζχγθιηζε. Χζηφζν, ζηελ 

πξάμε, νη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο αιγφξηζκνπο POCS παξέρνπλ ηζρπξή ζχγθιηζε. 

Πνιιέο απφ ηηο ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχκελεο επαλαιεπηηθέο ηερληθέο 

απνθαηάζηαζεο ζήκαηνο είλαη εηδηθά παξαδείγκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ POCS. Ο 

αιγφξηζκνο Kaczmarz [32], ε επαλάιεςε Landweber ηνπ [33], θαη ε κέζνδνο ησλ 

ελαιιαζζφκελσλ πξνεμνρψλ [9] είλαη φινη αιγφξηζκνη βαζηζκέλνη ζε  POCS. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε ηερληθή απνθαηάζηαζεο εηθφλαο αλαπηχρζεθε 

αλεμάξηεηα απφ ηνπο Gerchberg θαη Saxton [4] θαη Papoulis [5] θαη είλαη επίζεο 

εθδφζεηο ηνπ POCS. Ο αιγφξηζκνο πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Gerchberg 

απεπζχλεηαη ζηε θάζε αλάθηεζεο απφ ηηο δχν εηθφλεο θαη ν αιγφξηζκνο πνπ 

αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Papoulis απεπζχλεηαη ζε κεγάιε αλάιπζε κε επαλαιεπηηθέο 

κεζφδνπο. Ο αιγφξηζκνο Gerchberg-Papoulis (GP) βαζίδεηαη ζηελ εθαξκνγή 

πεξηνξηζκψλ ζηελ εθηίκεζε ζην ρψξν ηνπ ζήκαηνο θαη ηνπ ρψξνπ Fourier ζε έλα 

επαλαιεπηηθφ ηξφπν κέρξηο φηνπ ε εθηίκεζε λα ζπγθιίλεη ζε έλα δηάιπκα. Γηα ην 

πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο ηεο εηθφλαο, νη ζπληζηψζεο πςειήο ζπρλφηεηνο ηεο 

εηθφλαο παξεθηείλνληαη επηβάιινληαο ηελ πεπεξαζκέλε έθηαζε ηνπ αληηθεηκέλνπ 

ζην ρσξηθφ πεδίν θαη επηβάιινληαο ηηο γλσζηέο ζπληζηψζεο ρακειήο ζπρλφηεηαο 

ζην πεδίν ησλ ζπρλνηήησλ. Σν δηπιφ πξφβιεκα αθνξά ην θαζκαηηθφ ππνινγηζκφ 

φπνπ ην ζήκα παξεθβάιεη ζην ρξφλν ή ζην ρσξηθφ πεδίν. Ο αιγφξηζκνο απνηειείηαη 

απφ ηελ επηβνιή ηνπ ζην γλσζηφ ηκήκα ηνπ ζήκαηνο ζην πεδίν ηνπ ρξφλνπ θαη ηελ 

επηβνιή ελφο πεπεξαζκέλνπ πεξηνξηζκνχ εχξνπο δψλεο ζην πεδίν ησλ ζπρλνηήησλ. 

Ο αιγφξηζκνο GP αλαιακβάλεη έλα ρσξηθά -ακεηάβιεην (ή ρξνληθά ακεηάβιεην) 

ρεηξηζηή ππνβάζκηζεο. 
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΢αο παξνπζηάδνπκε ηψξα αξθεηνχο αιγφξηζκνη αλάθηεζεο ζήκαηνο πνπ 

ζπκκνξθψλνληαη κε ην πξφηππν POCS, νη νπνίνη ζε γεληθέο γξακκέο 

θαηαηάζζνληαη ζε δχν θαηεγνξίεο: αιγφξηζκνη βαζηζκέλνη ζε ζεηξά θαη αιγφξηζκνη 

βαζηζκέλνη ζε κπινθ. 

 

 

 

1.5. Μέζνδνη βαζηζκέλνη ζε ζεηξά 
Ήδε απφ ην 1937, o Kaczmarz [32] αλέπηπμε κία επαλαιεπηηθή ηερληθή πξνβνιήο 

γηα ηελ επίιπζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο γηα έλα γξακκηθφ ζεη εμηζψζεσλ, 

φπσο δίδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 25.5. Ο αιγφξηζκνο παίξλεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 

 
 

φπνπ 

ε παξάκεηξνο ραιάξσζεο k δεζκεχεηαη απφ 0 ≤ k  ≤ 2 

h παξηζηά κηα γξακκή ηεο κήηξαο H 

ki ππνδειψλεη κηα αθνινπζία ησλ δεηθηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε κηα ζεηξά ζε H 

ig παξηζηάλεη ηελ i-νζηή ζπληζηψζα ηνπ δηαλχζκαηνο g 

(∙,∙) Δίλαη ην πξφηππν εζσηεξηθφ γηλφκελν κεηαμχ δχν δηαλπζκάησλ 

k δειψλεη ηελ επαλάιεςε 

║∙║δειψλεη ηελ Δπθιείδεηα ή  λφξκα ελφο θνξέα πνπ νξίδεηαη σο 

 

 

 
  

 

Ο Kaczmarz απέδεημε φηη ε εμίζσζε 25.54 ζπγθιίλεη κε ηελ κνλαδηθή ιχζε, φηαλ ε 

παξάκεηξνο ραιάξσζεο είλαη ε ελφηεηα θαη ην H αληηπξνζσπεχεη κηα πιαηεία, 

νκαιή κήηξα, δειαδή, δηαζέηεη έλα Η αληίζηξνθν θαη ππφ νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο, 

ε ιχζε ζα ζπγθιίλεη ζηνλ ειάρηζην θαλφλα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ή 
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ςεδναληίζηξνθε ιχζε . Γηα πεξαηηέξσ αλάγλσζε ζρεηηθά κε ηνλ αιγφξηζκν 

Kaczmarz θαη ηηο ζπλζήθεο γηα ηε ζχγθιηζε, βιέπε [7,8,34,35]. 

΢ε γεληθέο γξακκέο, ε ζεηξά κε ηελ νπνία έλαο εθηειεί ηνλ αιγφξηζκν Kaczmarz 

ζηηο ππάξρνπζεο Μ εμηζψζεηο κπνξεί λα δηαθέξεη. Κπθιηθέο ειέγρνπ, φπνπ ν 

αιγφξηζκνο επαλαιακβάλεηαη κέζα απφ ηηο εμηζψζεηο ζε έλα πεξηνδηθφ κφδαο 

πεξηγξάθνληαη σο ki = k (modulo M) + 1, φπνπ Μ είλαη ν αξηζκφο ησλ γξακκψλ ζε 

ζρεδφλ θπθιηθή Ζ. Έιεγρνο πθίζηαηαη φηαλ Μ δηαδνρηθέο επαλαιήςεηο ηνπ 

αιγνξίζκνπ Kaczmarz απνδίδνπλ αθξηβψο κία ιεηηνπξγία αλά εμίζσζε ζε 

νπνηαδήπνηε ζεηξά. Απνκαθξπζκέλν ζεη ειέγρνπ ππάξρεη φηαλ θάπνηνο εθηειεί ηηο 

εξγαζίεο γηα ηελ πην καθξηλή εμίζσζε πξψηα; Πην καθξηλή, ππφ ηελ έλλνηα φηη ε 

πξνβνιή πάλσ ζην ππεξεπίπεδν, πνπ εθπξνζσπείηαη απφ ηελ εμίζσζε είλαη ε πιένλ 

καθξηά. Σν κέηξν ηεο απφζηαζεο πξνζδηνξίδεηαη απφ ην πξφηππν. Απηφο ν ηχπνο 

ειέγρνπ ζπαλίσο ρξεζηκνπνηείηαη, δεδνκέλνπ φηη απαηηεί κία κέηξεζε πνπ 

εμαξηάηαη απφ φιεο ηηο εμηζψζεηο.  

Ζ κέζνδνο Kaczmarz γηα ι= 1.0, κπνξεί λα εθθξαζηεί σο εμήο γεσκεηξηθά. 

Γεδνκέλνπ f ( )k  θαη ην ππεξεπίπεδν είλαη ε 

νξζή πξνβνιή ηνπ f ( )k  ζε 
ki

H .  Απηφ απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 25.3. ΢εκεηψζηε φηη 

κε ηελ αιιαγή ηεο παξακέηξνπ ραιάξσζεο, ε επφκελε κπνξεί λα είλαη έλα ζεκείν 

νπνπδήπνηε θαηά κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ηεο γξακκήο πνπ ζπλδέεη ην πξνεγνχκελν 

θαη ηελ νξζνγψληα αληαλάθιαζε ηνπ ζε ζρέζε κε ην ππεξεπίπεδν. Ζ ηερληθή 

Kaczmarz γηα λα επηιχζεη έλα ζχλνιν γξακκηθψλ εμηζψζεσλ αλαθαιχθζεθε θαηά 

ηε δηάξθεηα ησλ ρξφλσλ γηα πνιιέο δηαθνξεηηθέο εθαξκνγέο, φπνπ ε γεληθή 

δηαηχπσζε παξαβιεκάησλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο Δμίζσζε 25.5. Γηα ην ιφγν 

απηφ, ν αιγφξηζκνο Kaczmarz εκθαλίδεηαη σο ε αιγεβξηθή ηερληθή αλαθαηαζθεπήο 

ζην πεδίν ηεο ηαηξηθήο απεηθφληζεο γηα αμνληθή ηνκνγξαθία [7], θαζψο θαη ηελ 

Widrow-Hoff αιγνξίζκνπ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κέζεο [36] γηα ηελ εμηζνξξφπεζε 

θαλαιηνχ, αθχξσζε ήρνπο, αλαγλψξηζεο ζπζηήκαηνο, θαη πξνζαξκνζηηθή 

επεμεξγαζία ζήκαηνο. 
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ΔΗΚΟΝΑ 25.3 Γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αιγνξίζκνπ Kaczmarz. 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο επίιπζεο γξακκηθψλ αληζνηήησλ φπνπ Δμίζσζε 25.5 

αληηθαζίζηαηαη κε 

 
 

κία κέζνδνο πνιχ παξφκνηα κε ηνλ αιγφξηζκν Kaczmarz αλαπηχρζεθε απφ ηνπο 

Agmon [37] θαη Motzkin θαη 

Schoenberg [38], 

 

 
 

Γηα άιιε κηα θνξά, ε παξάκεηξνο ραιάξσζεο νξίδεηαη ζην δηάζηεκα 0 ≤ k  ≤ 2. Ζ 

κέζνδνο γηα ηελ επίιπζε γξακκηθψλ αληζνηήησλ απφ Agmon θαη Motzkin θαη 
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Schoenberg είλαη καζεκαηηθά ηαπηφζεκε κε ην ζεψξεκα ζχγθιηζεο perceptron απφ 

ηε ζεσξία κάζεζεο κεραλψλ (βιέπε [39]). 

 

 

 

1.6  Mέζνδνη κε βάζε ηνλ απνθιεηζκφ 
 

Μηα γελίθεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ Kaczmarz εηζάγεηαη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα 

έρεη πξνηαζεί απφ ηνλ Eggermont [35] ε νπνία κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο έλα κπινθ, 

επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο. Αλάθιεζε ζην ζχλνιν ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ 

δίδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 25.5 φπνπ νη δηαζηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο 

επαλαπξνζδηνξίδνληαη έηζη ψζηε , θαη . 

Πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξαθεί ε γελίθεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ Kaczmarz, ε κήηξα H  

θαηαλεκήζεθε ζε Μ κπινθ κήθνπο L: 

 

 

 
 

θαη g θαηαλέκεηαη σο 

 

 
 

 

 

φπνπ  

iG , i= 1, 2,... ,Μ, είλαη έλα δηάλπζκα κήθνπο L 

oη ππννκάδεο iH είλαη ηεο δηάζηαζεο L× Ν.  
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Ζ γεληθεπκέλε επαλαιεπηηθή νκάδα-παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ Kaczmarz 

εθθξάδεηαη σο 

 

 
 

 

φπνπ . OEggermont δίλεη ιεπηνκέξεηεο ηεο ζχγθιηζεο, θαζψο θαη ηηο 

ζπλζήθεο γηα ηε ζχγθιηζε κε ηελ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε [35]. 

Μηα πεξαηηέξσ γελίθεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ Kaczmarz νδήγεζε ηνλ Eggermont [35] 

ζηελ αθφινπζε κνξθή ηνπ γεληθνχ αιγνξίζκνπ κπινθ Kaczmarz: 

 

 
 

 

φπνπ γηα άιιε κηα θνξά ππνδειψλεη ηoMoore-Penrose αληίζηξνθν απφ 

είλαη ε L×Lκήηξα  ραιάξσζεο, θαη o 

θπθιηθφο  έιεγρνο νξίδεηαη σο  . 

΋ηαλ ην L πνπ είλαη κεγέζνπο κπινθ δίλεηαη ζηελ Δμίζσζε 25.60 είλαη ίζν κε ηνλ 

αξηζκφ ησλ εμηζψζεσλ Μ, ν αιγφξηζκνο θαζίζηαηαη παλνκνηφηππνο πξνο ηελ 

επαλάιεςε Landweber [33] γηα ηελ επίιπζε εμηζψζεσλ Fredholm ηνπ πξψηνπ 

είδνπο. Γειαδή, 

 

 
 

 

 

 

Απηφ πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ επαλάιεςε Landweber θαζίζηαηαη 

 
Μηα άιιε ελδηαθέξνπζα πξνζέγγηζε ε νπνία είλαη παξφκνηα κε ην γεληθεπκέλν 

κπινθ-Kaczmarz αιγνξίζκνπ, κε ην L κεγέζνπο κπινθ ην νπνίν είλαη ίζν κε ηνλ 

αξηζκφ ησλ εμηζψζεσλ Μ, είλαη ε κέζνδνο ησλ ελαιιαζζφκελσλ νξζνγσληθψλ 
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πξνβνιψλ, πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ην Youla [9], φπνπ ελαιιαζζφκελεο νξζνγψληεο 

πξνεμνρέο γίλνληαη επάλσ ζε CLMS. 

Οη αιγφξηζκνη κε βάζε ηε ζεηξά θαη ην κπινθ, πνπ πεξηγξάθνληαη εδψ αληηζηνηρνχλ 

ζε έλα πιαίζην POCS,φπνπ κφλν κηα εθ ησλ πξνηέξσλ πιεξνθνξίεο πνπ έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηνλ αιγφξηζκν, είλαη ε αξρηθή δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο, φπσο 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 25.5. Καηά θαηξνχο, ε κφλε πιεξνθνξία πνπ κπνξεί 

λα έρεη, είλαη ε αξρηθή κέηξεζε g θαη κηα εθηίκεζε ηεο ππνβάζκηζεο ηνπ ρεηξηζηή H 

θαη απηψλ ησλ αιγνξίζκσλ πνπ είλαη θαηάιιειεο γηα ηέηνηεο εθαξκνγέο. Δληνχηνηο, 

γηα ηηο πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο, άιιεο πξνεγνχκελεο πιεξνθνξίεο είλαη γλσζηέο 

ζρεηηθά κε ην επηζπκεηφ ζήκα θαη έλαο απνηειεζκαηηθφο αιγφξηζκνο πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεί απηέο ηηο πιεξνθνξίεο. 

Πεξηγξάθνπκε ηψξα έλαλ αιγφξηζκν κε βάζε ην POCS, θαηάιιειν γηα ην 

πξφβιεκα ηεο απνθαηάζηαζεο εηθφλαο φπνπ νη πξφζζεηεο πξνεγνχκελεο 

πιεξνθνξίεο ζήκαηνο έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνλ αιγφξηζκν. 

 

 

1.7 Απνθαηάζηαζε εηθφλαο  ρξεζηκνπνηψληαο  POCS 
 

Δδψ πεξηγξάθνπκε έλαλ αιγφξηζκν αλάθηεζεο εηθφλαο [18,40], ε νπνία βαζίδεηαη 

ζην πιαίζην POCS θαη δείρλεη θάπνηα απνηειέζκαηα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο 

[19,20]. Ο θαηάινγνο ησλ παξαπνκπψλ πεξηιακβάλεη άιια παξαδείγκαηα 

αιγφξηζκσλ αλάθηεζεο πνπ βαζίδνληαη ζε POCS. 

Ζ κηθξφηεξε λφξκα ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ ή ε ςεπδναληίζηξνθε ιχζε κπνξεί λα 

δηακνξθσζνχλ σο 

 
 

φπνπ  

ην ζηηιέην  ππνδειψλεη ηελ ςεπδναληίζηξνθε 

V είλαη ε κνλαδηαία κήηξα πνπ έρεη βξεζεί ζηελ δηαγσληνπνίεζε H 

Λ είλαη ν αθφινπζνο δηαγψληνο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ νη πξψηνη r δηαγψληνη φξνη είλαη 

ίζνη κε έλα 
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Καζνξίδνληαο  

 
 

ην νξζνγψλην ζπκπιήξσκα ζην ρεηξηζηή Ρ δίλεηαη απφ ηνλ θνξέα εθκεηάιιεπζεο 

πξνβνιήο 

 
 

 

φπνπ 

 
 

 

Ζ δηαγψληνο κήηξα  πεξηέρεη απηά ζηηο ηειεπηαίεο N - r δηαγψληεο ζέζεηο θαη 

κεδεληθά αιινχ. Ο εθζέηεο C ζπκβνιίδεη ην ζπκπιήξσκα. 

Οπνηαδήπνηε απζαίξεην δηάλπζκα f κπνξεί λα αλαιπζεί σο εμήο: 

 
 

φπνπ ν ρεηξηζηήο πξνβνιήο Ρ πξνβάιεη ην f επί ηνπ ρψξνπ ηεο ζεηξάο ηεο κήηξαο 

απνηθνδφκεζεο  θαη ην θνξέα νξζνγψληαο πξνβνιήο Q πνπ πξνβάιεη f επί ηνπ 

κεδεληθνχ ρψξνπ ηεο κήηξαο απνηθνδφκεζεο . Ζ ζπληζηψζα Pf ζα αλαθέξεηαη 

σο ''εληφο πεδίνπ'' φξνο θαη ε ζπληζηψζα Qf ζα αλαθέξεηαη σο ''εθηφο πεδίνπ'' φξνο. 
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΢ε γεληθέο γξακκέο, ε νηθνγέλεηα ιχζεσλ κε ηα ιηγφηεξα ηεηξάγσλα ζην πξφβιεκα 

απνθαηάζηαζεο εηθφλαο κπνξεί λα δηαηππσζεί σο 

 
 

Οη θνξείο vi αληηζηνηρνχλ ζηα ηδηνδηαλχζκαηα γηα HTH; Δίλαη 

ηα ηζνδηαλχζκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηδηνηηκέο πνπ έρνπλ κεδεληθέο ηηκέο. 

Ζ εθηφο πεδίνπ ιχζε πξέπεη λα πιεξεί 

 

 
 

 

Ζ πξνζζήθε ησλ φξσλ ζηελ ςεπδναληίζηξνθε 

ιχζε δελ αιιάδεη ηε λφξκα 

L2ηνπ ζθάικαηνο απφ 

 

 
 

 

 

Σν νπνίν είλαη ην ζθάικα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Οη φξνηHKr+1vr+1,. . .,HKNvN 

είλαη φινη ίζνη κε ην κεδέλ επεηδή νη θνξείοvr+1,. . .,vNείλαη ζην κεδεληθφ ρψξν 

ηνπ Ζ. Δπνκέλσο, θάζε γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ vi ζην κεδεληθφ-ρψξν ηνπ Ζ 

κπνξεί λα πξνζηεζεί ζηελ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε ρσξίο λα επεξεάδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Ζ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε, , παξέρεη ηε 

κνλαδηθή εθηίκεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κε ειάρηζην πνζνζηφ: 
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φπνπ LSf  δειψλεη ηε ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. ΢ηελ πξάμε, είλαη απίζαλν φηη ε 

επηζπκεηή ιχζε απαηηείηαη λα δηαζέηεη ην ειάρηζην πνζνζηφ απφ φιεο ηηο εθηθηέο 

ιχζεηο, έηζη ψζηε ην  δελ είλαη αλαγθαζηηθά ε βέιηηζηε ιχζε. Ο αιγφξηζκνο 

απνθαηάζηαζεο εηθφλσλ πνπ πεξηγξάθεηαη εδψ παξέρεη έλα πιαίζην ην νπνίν 

επηηξέπεη ζε κία πξνεγνχκελε  πιεξνθνξία κε ηε κνξθή ησλ πεξηνξηζκψλ ζήκαηνο, 

λα ελζσκαησζεί ζηνλ αιγφξηζκν γηα λα ιεθζεί κηα θαιχηεξε εθηίκεζε απφ ηε ιχζε 

ηνπ κηθξφηεξνπ πνζνζηνχ ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ . Ο ρεηξηζηήο πεξηνξηζκνχ 

ζα εθπξνζσπεζεί απφ ηνλ C θαη κπνξεί λα ελζσκαηψζεη κηα πνηθηιία γξακκηθψλ 

θαη κε γξακκηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ελφο ζήκαηνο ησλ πξνηέξσλ, εθφζνλ 

ππαθνχνπλ ηηο ηδηφηεηεο ηεο ζεσξίαο ησλ θπξηψλ ζπλφισλ. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο 

απνθαηάζηαζεο ηεο εηθφλαο, ν ρεηξηζηήο πεξηνξηζκνχ C πεξηιακβάλεη κε 

αξλεηηθφηεηα, ε νπνία κπνξεί λα πεξηγξαθεί απφ 

 

 
 

 

Δλψλνληαο ηνπο vi θνξείο ζηελ εμίζσζε 25.70 απνδίδεη 

 

 
 

φπνπ 

 

 
 

 

θαη 
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Θα ζέιακε λα βξνχκε ηε ιχζε γηα ην άγλσζην δηάλπζκα Κ ζηελ εμίζσζε 25.75. 

Μηα ινγηθή πξνζέγγηζε είλαη λα μεθηλήζνπκε κε ηελ πεξηνξηζκέλε 

ςεπδναληίζηξνθε ιχζε θαη λα επηιχζνπκε γηα ην Κ κε έλα ηξφπν ειάρηζησλ 

ηεηξαγψλσλ; Γειαδή, λα 

Διαρηζηνπνηήζνπκε: 

 
 

 

Πνπ ππφθεηληαη ζε: 

 

 

Ζ ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γίλεηαη 

 

 

 

Αθνχ , παίξλνπκε 

 

 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ εμίζσζε 25.81 κε ηελ εμίζσζε 25.79, απνδίδεη 
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φπνπ ην e ζεκαίλεη έλα απνκέλνλ δηάλπζκα. Ζ δηαδηθαζία ηεο εθηέιεζεο ηεο 

ζπλνιηθήο ιχζεο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη ε ιχζε γηα ην ζπζηαηηθφ εθηφο πεδίνπ 

έηζη ψζηε λα ρσξέζεη ηνπο πεξηνξηζκνχο, κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζε κηα 

επαλαιεπηηθή κφδα. Ζ πξνθχπηνπζα αλαδξνκή είλαη 

 

 
 

Καζνξίδνληαο 

 
 

 

Ο ηειηθφο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο γίλεηαη 

 

 
 

 

΢εκεηψζηε φηη ε αλαδξνκή απνδίδεη ηελ ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, ελψ 

αλαγθάδεη ηελ εθαξκνγή ησλ πεξηνξηζκψλ ησλ πξνηέξσλ κέζσ ηεο ζπληζηψζαο 

ζήκαηνο εθηφο πεδίνπ. Δίλαη πξνθαλέο φηη κηα ηέηνηα πξνζέγγηζε ζα απνθέξεη κηα 

θαιχηεξε εθηίκεζε γηα ην άγλσζην f ζήκα απφ ηε ιχζε ηνπ ειάρηζηνπ πνζνζηνχ 

ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ . ΢εκεηψζηε φηη απηφο ν αιγφξηζκνο κπνξεί εχθνια λα 

γεληθεπζεί ζε άιια πξνβιήκαηα κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ πεξηνξηζκνχ C  κε 

αξλεηηθφηεηαο κε ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ ζήκαηνο αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε. ΢ηελ 

πεξίπησζε θαηά ηελ  ηθαλνπνηεί φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο αθξηβψο, ε ιχζε γηα 

επαλαιεπηηθφ αιγφξηζκν κεηψλεη ζηελ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε. Γηα πεξηζζφηεξεο 

ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά κε απηφλ ηνλ αιγφξηζκν, ηα δεηήκαηα ηεο ζχγθιηζεο, θαζψο 

θαη ηε δηαθνπή θξηηήξηνπ, αλαηξέμηε ζην [18,20,40]. Βιέπνληαο απηφ ην 

αιγνξηζκηθφ πιαίζην απφ ην ζπλνιηθή ζεσξεηηθή άπνςε πνπ πεξηγξάθεηαη ζην 

[21], ην αξρηθφ ζχλνιν ησλ ιχζεσλ δίλεηαη απφ φιεο ηηο ιχζεηο πνπ ηθαλνπνηνχλ ην 
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θξηηήξην ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ζθάικαηνο. Ζ πξνζζήθε πεξηνξηζκψλ ελφο 

πξφηεξνπ ζήκαηνο απνπεηξάηαη λα κεηψζεη ην εθηθηφ ζχλνιν ιχζεσλ θαη λα 

παξέρεη κηα θαιχηεξε εθηίκεζε απφ ηελ ςεπδναληίζηξνθε ιχζε. 

Σέινο, ζα ζέιακε λα δείμνπκε θάπνηα απνηειέζκαηα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο κε 

βάζε ηε κέζνδν πνπ πεξηγξάθεηαη ζην [19,20]. Ζ ηερληθή είλαη κηα ηξνπνπνίεζε 

ηεο κεζφδνπ Kaczmarz, πνπ πεξηγξάθεηαη εδψ ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζεσξία ηεο 

POCS. Οη απζεληηθέο, ππνβαζκηζκέλεο, απνθαηεζηεκέλεο εηθφλεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ αξρηθφ αιγφξηζκν Kaczmarz θαη νη αλαπαιαησκέλεο εηθφλεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ ηξνπνπνηεκέλν αιγφξηζκν πνπ βαζίδεηαη ζην πιαίζην POCS 

θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 25.4. Οκνίσο, δείρλνπκε ηηο αξρηθέο, ππνβαζκηζκέλεο, θαη 

απνθαηεζηεκέλεο εηθφλεο ζην πεδίν ησλ ζπρλνηήησλ ζην ΢ρήκα 25.5. 

Οηιεπηνκέξεηεοηνπαιγνξίζκνπβξίζθνληαηζην [19].  

 

 

 

(a)                                                   (b) 

 

 

(c)                                                   (d) 

 

EIKONA 25.4 (α) Αξρηθή εηθφλα, (β) ππνβαζκηζκέλε εηθφλα ζηα 25 dB SNR, (γ) 

απνθαηεζηεκέλε εηθφλα ρξεζηκνπνηψληαο Kaczmarz επαλαιήςεηο, θαη (δ) 

απνθαηεζηεκέλε εηθφλα ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηξνπνπνηεκέλν αιγφξηζκν Kaczmarz 

ζε έλα πιαίζην POCS. (Δπγεληθή παξαρψξεζε ηνπ ΗΔΔΔ:... Kuo, SS θαη Mammone, 

RJ, IEEE Trans. Signal Process, 40, 159, 1992) 
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EIKONA 25.5 Υσξηθή απφθξηζε ζπρλφηεηαο ηνπ (α) αξρηθή εηθφλα, (β) 

ππνβαζκηζκέλε εηθφλα, θαη (γ) απνθαηεζηεκέλε εηθφλα ρξεζηκνπνηψληαο ην λέν 

αιγφξηζκν. (Δπγεληθή παξαρψξεζε ηνπ ΗΔΔΔ:... Kuo, SS θαη Mammone, RJ, IEEE 

Trans Signal Process, 40, 159, 1992)  

 

 

 

Αλαθνξέο 

 

1.Sondhi,M.M.,Imagerestoration:Theremovalofspatiallyinvariantdegradations,Pr

oc.IEEE, 

60(7),842–853,July1972. 

2.Slepian,D.,Restorationofphotographsblurredbyimagemotion,BellSyst.Tech.J.,XL

VI,2353– 

2362,1967. 

3.Helstrom,C.W.,Imagerestorationbythemethodofleastsquares,J.Opt.Soc.Am.,57,

297–303, 

1967. 

4.Gerchberg,R.W.andSaxton,W.O.,Apracticalalgorithmforthedeterminationofph

asefrom imageanddiffractionplanepictures,Optik,35,237–246,1972. 



 

44 
 

5.Papoulis,A.,Anewalgorithminspectralanalysisandband-

limitedextrapolation,IEEETrans. 

CircuitsSyst.,22,735–742,1975. 

6.Hayes,M.H.,Lim,J.S.,andOppenheim,A.V.,Signalreconstructionfromphaseorma

gnitude, 

IEEETrans.Acoust.SpeechSignalProcess.,ASSP-28,672–680,1980. 

7.Lent,A.,HermanG.T.,andRowland,S.W.,Art:Mathematicsandapplications,J.The

or.Biol.,42, 

1–32,1973. 

8.Lent,A.,Herman,G.T.,andLutz,P.H.,Relaxation 

methodsforimagereconstruction,Commn. 

Assoc.Comput.Mach.,21,152–158,1978. 

9.Youla,D.C.,Generalizedimagerestorationbythemethodofalternatingprojections,I

EEETrans. 

CircuitsSyst.,CAS-25,694–702,September1978. 

10.Youla, 

D.C.andWebb,H.,Imagerestorationbythemethodofconvexprojections:PartI—

Theory, 

IEEETrans.Med.Imaging,1,81–94,1982. 

11.Sezan,M.I.and Stark,H.,Imagerestoration bythemethod 

ofconvexprojections:Part II— 

Applicationsandnumericalresults,IEEETrans.Med.Imaging,1,95–101,1982. 

12.Schafer,R.W.,Mersereau,R.M.,andRichards,M.A.,Constrainediterativerestoratio

nalgorithms, 

Proc.IEEE,69(4),432–449,April1981. 

13.Civanlar,M.R.andTrussell,H.J.,Digitalsignalrestorationusingfuzzysets,IEEETr

ans.Acoust. 

SpeechSignalProcess.,34,919–936,1986. 

14.Trussell,H.J.andCivanlar,M.R.,Thefeasiblesolutioninsignalrestoration,IEEETra

ns.Acoust. 

SpeechSignalProcess.,32,201–212,1984. 

15.Sezan,M.I.andTrussell,H.J.,Prototypeimageconstraintsforset-

theoreticimagerestoration,IEEE Trans.SignalProcess.,39,2275–2285,1991. 

16.Sezan,M.I.andTekalp,A.M.,Adaptiveimagerestorationwithartifactsuppressionus

ingthetheory 

ofconvexprojections,IEEETrans.Acoust.SpeechSignalProcess.,38,181–

185,January1990. 

17.Stark,H.,Ed.,ImageRecoveryTheoryandApplications,AcademicPress,NewYork,1



 

45 
 

987. 

18.Podilchuk,C.I.andMammone,R.J.,Imagerecoverybyconvexprojectionsusingale

ast-squares constraint,J.Opt.Soc.Am.A,7,517–521,March1990. 

19.Kuo,S.S.andMammone,R.J.,Imagerestorationbyconvexprojections 

usingadaptiveconstraints andthel1norm,IEEETrans.SignalProcess.,40,159–

168,1992. 

20.Mammone,R.J.,Ed., 

ComputationalMethodsofSignalRecoveryandRecognition,JohnWiley& 

Sons,NewYork,1992. 

21.Combettes,P.L.,Thefoundationsof settheoreticestimation,Proc.IEEE,81,182–

208,1993. 

22.Noble,B.andDaniel,J.W.,AppliedLinearAlgebra,Prentice-

Hall,EnglewoodCliffs,NJ,1977. 

23.Landau,H.J.andMiranker,W.L.,Therecoveryofdistortedbandlimitedsignals,J.M

ath.Anal. 

Appl.,2,97–104,1961. 

24.Wiener,N.,Onthefactorizationofmatrices,CommentariiMathematiciHelvetici,29,

97–111,1955. 

25.Jayant,N.S.,Johnston,J.D.,andSafranek,R.J.,Signal 

compressionbasedonmodelsofhuman perception, Proc.IEEE,81(10),1385–

1422,October1993. 

26.Pratt,W.K.andDavarian,F.,Fastcomputationaltechniquesforpseudoinverseand

Wienerimage restoration,IEEETrans.Comput.,26,571–580,1977. 

27.Twomey,S.,Onthenumericalsolutionoffredholmintegralequationsofthefirstkin

dbythe inversionofthelinear 

systemproducedbyquadrature,J.Assoc.Comput.Mach.,10,97–101,1963. 

28.Tikonov,A.N.,Regularizationofincorrectlyposedproblems,Sov.Math.,4,1624–

1627,1963. 

29.Phillips,D.L.,Atechniqueforthenumericalsolutionofcertainintegralequationsofth

efirst kind, 

J.Assoc.Comput.Mach.,9,84–97,1964. 

30.Mascarenhas,N.D.A.andPratt,W.K.,Digitalimagerestorationunderaregression

model,IEEE Trans.CircuitsSyst.,22,252–266,1975. 

31.Polyak,B.T.,Gubin,L.G.,andRaik,E.V.,Themethodofprojectionsforfindingthe 

commonpoint ofconvexsets,U.S.S.R.Comput.Math.Phys.,7,1–24,1967. 

32.Kaczmarz,S.,Angenaherteauflosungvonsystemenlinearergleichungen,Bull.Acad.P

ol.Sci.Lett.A, 

6(8A),355–357,1937. 



 

46 
 

33.Strand,O.N.,Theoryandmethodsrelatedtothesingular-

functionexpansionandLandweber’s 

iterationforintegralequationsofthefirstkind,SIAMJ.NumericalAnal.,11,798–

825,1974. 

34.Tanabe,K.,Projectionmethodforsolvingasingularsystemoflinearequationsanditsa

pplications, 

NumericalMath.,17,203–214,1971. 

35.Eggermont,P.P.B.,Iterativealgorithmsforlargepartitionedlinearsystemswithapp

licationsto imagereconstruction,LinearAlgebraAppl.,40,37–67,1981. 

36.Widrow,B.andMcCool,J.M.,Acomparisonofadaptivealgorithmsbasedonthemet

hodsof 

steepestdescentandrandomsearch,IEEETrans.AntennasPropagation,24,615

–637,1976. 

37.Agmon,S.,Therelaxationmethodforlinearinequalities,Can.J.Math.,6,382–

392,1954. 

38.Motzkin,T.S.andSchoenberg, I.J., 

Therelaxationmethodforlinearinequalities,Can.J.Math.,6, 

393–404,1954. 

39.Minsky,M.andPapert,S.,Perceptrons:AnIntroductiontoComputationalGeometry

,MITPress, Cambridge,MA,1969. 

40.Podilchuk, C.I. 

andMammone,R.J.,Stepsizeforthegeneraliterativeimagerecoveryalgorithm, 

Opt.Eng.,27,806–811,1988. 

 

  



 

47 
 

 

2 
 

Αιγφξηζκνη γηα ηελΑμνληθή 

 ηνκνγξαθία 
 

 

 

 

 

 

 

2.1  Δ η ζ αγ σγ ή  
 

Αμνληθή ηνκνγξαθία (CT) είλαη ε δηαδηθαζία ηεο αλνηθνδφκεζεο ηνπ εζσηεξηθνχ 

ησλ αληηθεηκέλσλ απφ ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη κε βάζε ηελ αθηηλνβνιία πνπ 

έρεη κεηαδνζεί ή εθπέκπεηαη. Σν πξφβιεκα εκθαλίδεηαη ζε έλα επξχ θάζκα ησλ 

ηνκέσλ εθαξκνγήο. Δδψ, ζα ζπδεηήζνπκε ηνπο αιγφξηζκνπο ειεθηξνληθψλ 

ππνινγηζηψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίηεπμε ησλ αλαπαξαζηάζεσλ. 

 

 

 

2.2 Πξφβιεκα αλαζπγθξφηεζεο 
 

Θέινπκε λα ιχζνπκε ην εμήο γεληθφ πξφβιεκα. Τπάξρεη κηα ηξηζδηάζηαηε δνκή 

ησλ νπνίσλ ε εζσηεξηθή ζχλζεζε είλαη άγλσζηε ζε καο. Δκείο ζεσξνχκε 

αληηθείκελν απηήο ηεο δνκήο θάπνην είδνο ηεο αθηηλνβνιίαο, είηε κε ηελ κεηάδνζε 

ηεο αθηηλνβνιίαο δηακέζνπ ηεο δνκήο ή κε ηελ εηζαγσγή ηνπ εθπνκπνχ ηεο 

αθηηλνβνιίαο εληφο ηεο δνκήο. Μεηξάκε ηελ αθηηλνβνιία πνπ κεηαδίδεηαη κέζσ, ή 

εθπέκπεηαη απφ, ηε δνκή ζε νξηζκέλα ζεκεία. CT είλαη ε δηαδηθαζία ηεο 

απφθηεζεο απφ απηέο ηηο κεηξήζεηο ηεο θαηαλνκήο ηεο θπζηθήο παξακέηξνπ (σλ) 

ζην εζσηεξηθφ ηεο δνκήο πνπ έρνπλ επίδξαζε επί ησλ κεηξήζεσλ. Σν πξφβιεκα 

εκθαλίδεηαη ζε έλα επξχ θάζκα ηνκέσλ, φπσο ε x-rayCT, αμνληθή ηνκνγξαθία, ε 

ηνκνγξαθία εθπνκπήο, ην θσηφλην κεηαλάζηεπζεο απεηθφληζεο, θαη ην 
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ειεθηξνληθφ κηθξνζθφπην απνθαηάζηαζεο (βιέπε, π.ρ., [1,2]). ΋ια απηά είλαη 

αληίζηξνθα πξνβιήκαηα δηαθφξσλ εηδψλ (βιέπε, π.ρ., [3]). 

   Δθφζνλ δελ νξίδεηαη δηαθνξεηηθά, ζα ζπδεηήζνπκε ην εηδηθφ πξφβιεκα ηεο 

αλαζπγθξφηεζεο εθηηκψληαο κηαο ζπλάξηεζε δχν κεηαβιεηψλ απφ ηηο εθηηκήζεηο 

ησλ νινθιεξσκάησλ γξακκήο. ΋πσο είλαη αξθεηά ινγηθφ γηα νπνηαδήπνηε 

εθαξκνγή, ζα ππνζέζνπκε φηη ν ηνκέαο ηεο ζπλάξηεζεο πεξηέρεηαη ζε κία 

πεπεξαζκέλε πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ. ΢ε φ, ηη αθνινπζεί, ζα εηζάγνπκε φινπο ηνπο 

απαξαίηεηνπο ζπκβνιηζκνχο θαη ηελ νξνινγία; ΢ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, 

απηά ζπκθσλνχλ κε εθείλα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην [1]. 

   Αο ππνζέζνπκε φηη f είλαη κία ζπλάξηεζε ησλ δχν πνιηθψλ κεηαβιεηψλ r θαη θ. 

Σα [Rf]( il , i )ραξαθηεξίδνπλ ηε γξακκή αλαπφζπαζηνπ ηεο f θαηά κήθνο ηεο 

γξακκήο πνπ βξίζθεηαη ζε απφζηαζε ℓ απφ ηελ πξνέιεπζε θαη ζρεκαηίδεη γσλία ζ 

κε ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα. 

 

Αλαθεξφκαζηε ζε απηφλ ηνλ R ρεηξηζηή φπσο ην ξαδφλην κεηαζρεκαηηζκνχ (έρεη 

επίζεο αλαθεξζεί m  ζηελ βηβιηνγξαθία σο ε αθηηλνγξαθία κεηαζρεκαηηζκνχ). 

Σα δεδνκέλα εηζφδνπ ζε έλαλ αιγφξηζκν αλαθαηαζθεπήο είλαη εθηηκήζεηο (κε βάζε 

ηηο θπζηθέο κεηξήζεηο) ησλ ηηκψλ ηνπ [Rf](ℓ,ζ)γηα έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ ησλ 

δεπγψλ (ℓ,ζ); Ζ παξαγσγή ηεο είλαη κηα εθηίκεζε, θαηά θάπνην ηξφπν, ησλ f. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, αο ππνζέζνπκε φηη νη εθηηκήζεηο ηνπ [Rf](ℓ,ζ)είλαη γλσζηέο γηα I 

δεχγε: ( il , i ),1≤i ≤I . Υξεζηκνπνηνχκε y γηα λα ππνδειψζεη ην I-δηαζηάζεσλ 

δηάλπζκα ζηήιεο (πνπ νλνκάδεηαη άλπζκα) ηνπ νπνίνπ ε i-ζπληζηψζα, yi, είλαη ε 

δηαζέζηκε εθηίκεζε ηνπ [Rf] ( il , i ).Σν έξγν ελφο αιγφξηζκνπ αλαθαηαζθεπήο 

είλαη 

 

                        δεδνκέλνπ ηεο y δεδνκέλσλ, εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

 

Αθνινπζψληαο ην [1], νη αιγφξηζκνη αλαθαηαζθεπήο ραξαθηεξίδνληαη είηε σο 

κέζνδνη κεηαζρεκαηηζκνχ ή σο κέζνδνη επέθηαζεο κε ζεηξά. ΢ηηο παξαθάησ 

ππνελφηεηεο, ζα ζπδεηήζνπκε ηηο βαζηθέο ηδέεο ησλ δχν απηψλ πξνζεγγίζεσλ θαη 

ζα δψζνπκε ιεπηνκεξείο πεξηγξαθέο ησλ δχν αιγνξίζκσλ απφ θάζε θαηεγνξία. 

 

2.3 Μέζνδνη κεηαζρεκαηηζκνχ 
 

Ο κεηαζρεκαηηζκφο Radon έρεη αληίζηξνθν, R-1, νξίδεηαη σο εμήο. Γηα κηα 

ζπλάξηεζε p ηνπ ℓ θαη ζ , 
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φπνπ 1p (ℓ,ζ) ζπκβνιίδεη ηελ κεξηθή παξάγσγν ηεο p ζε ζρέζε κε ηελ πξψηε 

κεηαβιεηή ηεο ℓ. (΢εκεηψζηε φηη απηφ είλαη άξξεθηα ππνηηζέκελν ζε απηφ ηνλ 

νξηζκφ φηη ην p είλαη αξθεηά θαιφ γηα ηελ χπαξμε νινθιεξψκαηνο ζηελ εμίζσζε 

26.1). Δίλαη γλσζηφ [1] φηη γηα θάζε ζπλάξηεζε fπνπ ηθαλνπνηεί νξηζκέλεο 

ζσκαηηθά ινγηθέο ζπλζήθεο (φπσο ε ζπλέρεηα θαη ην φξην) έρνπκε, γηα φια ηα 

ζεκεία (r, θ), 

 

 

 
 

Οη κέζνδνη κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη αξηζκεηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ εθηηκνχλ ηηο 

αμίεο ηνπ δηπινχ νινθιεξψκαηνο ζηε δεμηά πιεπξά ηεο εμίζσζεο 26.1 απφ 

δεδνκέλεο ηηκέο ησλ p( il , i ),γηα 1≤i ≤I .Θα ζπδεηήζνπκε ηψξα δχν ηέηνηεο 

κεζφδνπο: ηνλ επξέσο πηνζεηεκέλν αιγφξηζκν ηεο θηιηξαξηζκέλεο νπίζζηαο 

πξνβνιήο (FBP) θαη ηελ πην πξφζθαηα αλαπηπγκέλε κέζνδν linogram. 

 

 

2.4 Φηιηξαξηζκέλε νπίζζηα πξνβνιή 
 

΢ε απηφλ ηνλ αιγφξηζκν, ε δεμηά πιεπξά ηεο Δμίζσζεο 26.1 πξνζεγγίδεηαη απφ 

κία δηαδηθαζία δχν ζηαδίσλ (γηα ιεπηνκέξεηεο βιέπε Παξαγσγηθφ [1], ή, ζε έλα 

γεληθφηεξν πιαίζην, [3]). Πξψηνλ, γηα ζηαζεξέο ηηκέο ησλ ζ, νη ζπλειίμεηο 

νξίδνληαη απφ  

 

 
 

εθηεινχληαη, ρξεζηκνπνηψληαο κηα ζπλάξηεζε ζπλέιημεο q (κίαο κεηαβιεηήο) ησλ 

νπνίσλ ε αθξηβήο επηινγή ζα έρεη κηα ζεκαληηθή επίδξαζε ζηελ εκθάληζε ηεο 



 

50 
 

ηειηθήο εηθφλαο. Γεχηεξνλ, ε εθηίκεζε ηεο f* απφf ιακβάλεηαη κε νπίζζηα πξνβνιή 

σο εμήο: 

 

 

 

Γηα λα θαηαζηήζνπκε ζαθή ηελ εθαξκνγή ηνπ παξφληνο γηα έλα δεδνκέλν 

δηάλπζκα κέηξεζεο, αο ππνζέζνπκε φηη ην p ιεηηνπξγίαο δεδνκέλσλ είλαη γλσζηφ 

ζηα ζεκεία (nd,mΓ),-N≤ n ≤ N, 0≤m ≤ M -1, θαη MΓ=π. Αο ππνζέζνπκε φηη ε 

ζπλάξηεζε f πξέπεη λα εθηηκεζεί ζηα ζεκεία (rj,φj), 1≤ j≤ J .    Ο αιγφξηζκνο ηνπ 

ππνινγηζηή ιεηηνπξγεί σο αθνινχζσο. 

Μηα αθνινπζία f0,. . .,fM - 1,fMεθηηκήζεσλ παξάγεηαη; Ζ ηειεπηαία απφ απηέο είλαη ε 

έμνδνο ηνπ αιγνξίζκνπ. Πξψηα νξίδνπκε 

 

f0(rj,φj)=0,                           (26.5)                           

 

 

γηα 1≤ j≤ J. ΢ηε ζπλέρεηα, γηα θάζε ηηκή ηνπm, 0≤m ≤ M -1, παξάγνπκε ηελ (m + 

1) εθηίκεζε απφ ηελ mth εθηίκεζε απφ κηα δηαδηθαζία δχν ζηαδίσλ: 

 

1. Γηα ππνινγίζηε 

 

 
 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο κεηξεκέλεο αμίεο p(nd,mΔ) θαη ηηο απφ πξηλ κεηξεκέλεο 

αμίεο (ίδηεο γηα φια ηα m)απφq(n'-n)d]. Απηή είλαη κίαδηαθξηηνπνίεζε ηεο 

εμίζσζεο26.3. 

2. Γηα1≤ j≤ J,ζέηνπκε 

 

 
 

Απηή είλαη κηα δηαθξηηνπνίεζε ηεο Δμίζσζεο 26.4. Γηα λα γίλεη απηφ, ζα πξέπεη λα 

παξεκβάινπκε ηελ πξψηε κεηαβιεηή ηνπ ππνινγηζηή απφ ηηο ηηκέο πνπ 

ππνινγίζηεθαλ ζηελ Δμίζσζε 26.6 γηα λα ιεθζνχλ νη ηηκέο πνπ απαηηνχληαη ζηελ 
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Δμίζσζε 26.7. ΢ηελ πξάμε, άπαμ 

fm+1(rj,φj) έρεη ππνινγηζηεί, fm(rj,φj)δελ είλαη πιένλ 

απαξαίηεηε θαη ν ππνινγηζηήο κπνξεί λα επαλαρξεζηκνπνηήζεη ηελ ίδηα ζέζε 

κλήκεο γηαf0(rj,φj),. . .,fM - 1(rjφj),fM(rj,φj).    ΢ε κηα πιήξε εθηέιεζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ, νη ρξήζεηο ηεο Δμίζσζεο 26.6 απαηηνχλ M (2Ν + 1) 

πνιιαπιαζηαζκνχο θαη πξνζζήθεο, ελψ φιεο νη ρξήζεηο ηεο Δμίζσζεο 26,7 

απαηηνχλ MJ παξεκβνιέο θαη πξνζζήθεο. Γεδνκέλνπ φηη ην J είλαη ηππηθά ηεο 

ηάμεο ηνπ Ν 2 θαη N ίδην ζε ηππηθέο εθαξκνγέο είλαη κεηαμχ 100 θαη 1000, 

βιέπνπκε φηη ην θφζηνο ηεο νπίζζηαο πξνβνιήο, είλαη πηζαλφ λα είλαη πνιχ πην 

απαηηεηηθφ ππνινγηζηηθά απφ ην θφζηνο ηεο ζπλέιημεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε 

αλνηθνδφκεζε κίαο ηππηθήο 512 × 512 δηαηνκήο απφ ηα δεδνκέλα πνπ 

ζπιιέγνληαη απφ κηα ηππηθή ζπζθεπή αθηηλνγξαθίαο CT δελ είλαη κηα πξφθιεζε 

γηα ηηο ππνινγηζηηθέο δπλαηφηεηεο ηεο ηέρλεο; Απηφ γίλεηαη ζπλήζσο κε ηε ζεηξά 

ελφο  δεπηέξνπ θαη θάηη θαη κπνξεί λα γίλεη, ρξεζηκνπνηψληαο κηα αξρηηεθηνληθή 

αγσγνχ, ζε έλα θιάζκα ηνπ δεπηεξνιέπηνπ [4]. 

 

 

2.5  Μέ ζ νδ νο  Linogram 
 

Σν βαζηθφ απνηέιεζκα πνπ δηθαηνινγεί απηή ηε κέζνδν είλαη ην γλσζηφ 

ζεψξεκα πξνβνιήο πνπ ιέεη φηη'' ιακβάλνληαο ην δηζδηάζηαην κεηαζρεκαηηζκφ 

Fourier είλαη ην ίδην κε ηε ιήςε ηνπ ξαδφληνπ κεηαζρεκαηηζκνχ θαη ζηε 

ζπλέρεηα, εθαξκφδνληαο ην κεηαζρεκαηηζκφ Fourier ζε ζρέζε κε ηελ πξψηε 

κεηαβιεηή'' [1]. Ζ κέζνδνο πξνηάζεθε γηα πξψηε θνξά [5], θαη ν ιφγνο γηα ην 

φλνκα ηεο κεζφδνπ κπνξεί λα βξεζεί εθεί. Ο βαζηθφο ιφγνο γηα ηελ πξφηαζε 

απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη ε ηαρχηεηα ηεο εθηέιεζεο θαη ζα επαλέιζνπκε ζε απηφ 

παξαθάησ. ΢ηελ πεξηγξαθή πνπ αθνινπζεί, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ πξνζέγγηζε ησλ 

[6]. Απηφ ην έγγξαθν αζρνιείηαη κε ην πιήξσο ηξηζδηάζηαην πξφβιεκα; Δδψ, ζα 

απινπνηήζνπκε ηε δηζδηάζηαηε πεξίπησζε. 

Γηα ηελ πξνζέγγηζε linogram, ππνζέηνπκε φηη ηα δεδνκέλα ζπιιέρζεθαλ κε έλαλ 

ηδηαίηεξν ηξφπν (δειαδή, ζηα ζεκεία ησλ νπνίσλ νη ζέζεηο ζα είλαη αθξηβψο 

νξίδεηαη θαησηέξσ); Δάλ ζπιιέρζεθαλ κε άιιν ηξφπν, ζα πξέπεη λα παξεκβάινπκε 

πξηλ απφ ηελ αλνηθνδφκεζε. Δάλ ε ιεηηνπξγία είλαη λα ππνινγίδεηαη ζε κία 

ζπζηνηρία ησλ ζεκείσλ κε νξζνγψληεο ζπληεηαγκέλεο 

(απηή ε ζπζηνηρία ππνηίζεηαη πσο ζα 

θαιχςεη ην αληηθείκελν λα αλαθαηαζθεπαζηεί), ηφηε ε ζπλάξηεζε δεδνκέλσλ p 

πξέπεη λα είλαη γλσζηή ζε ζεκεία 
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θαη ζε ζεκεία 

 

 

 

φπνπ 

 

 
 

Ζ κέζνδνο linogram παξάγεη απφ ηέηνηεο εθηηκήζεηο δεδνκέλσλ ησλ ηηκψλ 

ιεηηνπξγίαο ζηα επηζπκεηά ζεκεία ρξεζηκνπνηψληαο κηα δηαδηθαζία πνιιαπιψλ 

βαζκίδσλ. Παξαζέηνπκε ηψξα απηά ηα ζηάδηα, αιιά πξψηα λα επηζεκάλνπκε δχν 

γεγνλφηα. Σν έλα είλαη φηη ν πην αθξηβφο ππνινγηζκφο πνπ πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζε νπνηαδήπνηε απφ ηα ζηάδηα είλαη ε ιήςε ησλ δηαθξηηψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ Fourier (DFTs), ν νπνίνο κπνξεί πάληνηε λα εθαξκνζηεί 

(ελδερνκέλσο κεηά απφ θάπνηα παξαγεκίζκαηα απφ κεδεληθά) πνιχ 

απνηειεζκαηηθά κε ηε ρξήζε ηεο ηαρείαο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier (FFT). Σν 

άιιν είλαη φηη ε έμνδνο ηνπ νπνηνδήπνηε ζηαδίνπ παξάγεη εθηηκήζεηο ησλ ηηκψλ 

ιεηηνπξγίαο ζε αθξηβψο εθείλα ηα ζεκεία φπνπ ρξεηάδνληαη γηα ηνπο δηαθξηηνχο 

ππνινγηζκνχο ηνπ επφκελνπ ζηαδίνπ; Σφηε δελ ππάξρεη θακία αλάγθε γηα ηελ 

παξεκβνιή κεηαμχ ησλ ζηαδίσλ. Δίλαη απηά ηα δχν γεγνλφηα πνπ δείρλνπλ γηαηί ε 

κέζνδνο linogram είλαη ηφζν ππνινγηζηηθά απνηειεζκαηηθή θαη αθξηβήο. (Απφ 

ηελ άπνςε απηνχ ηνπ βηβιίνπ, ηα γεγνλφηα απηά δηθαηνινγνχλ ηελ επηινγή ησλ 

ζεκείσλ δεηγκαηνιεςίαο ζηηο εμηζψζεηο 26.8 απφ 26.10; Μηα γεσκεηξηθή 

εξκελεία δίλεηαη ζην [7].) 

 

1.Ο Fourier κεηαζρεκαηηζκφο ησλ δεδνκέλσλ - Γηα θάζε ηηκή ηεο δεχηεξεο 

κεηαβιεηήο, παίξλνπκε ην DFT ησλ δεδνκέλσλ ζε ζρέζε κε ηελ πξψηε 

κεηαβιεηή ζηηο Δμηζψζεηο 26.8 θαη 26.9. Με ην ζεψξεκα πξνβνιήο, απηφ καο 

παξέρεη κε ηηο εθηηκήζεηο ησλ δχν δηαζηάζεσλ F κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier ηνπ 

αληηθεηκέλνπ ζηα ζεκεία (ζε έλα νξζνγψλην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ). 
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θαη ζε ζεκεία (θαη ζε έλα νξζνγψλην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ) 

 

 
 

2. Windowing - ΢ε απηφ ην ζεκείν κπνξνχκε λα θαηαζηείινπκε απηέο ηηο 

ζπρλφηεηεο πνπ ππνςηαδφκαζηε φηη είλαη ν ζφξπβνο πνπ θπξηαξρείηαη απφ 

ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ κε κηα ζπλάξηεζε παξαζχξνπ (πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

αλέιημε ιεηηνπξγία FBP). 

3. Γηαρσξηζκφο ζε δχν ιεηηνπξγίεο-Σν δείγκα F κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier ηνπ 

αληηθεηκέλνπ πνπ πξφθεηηαη λα αλαθαηαζθεπαζηεί γξάθεηαη σο ην άζξνηζκα 

ησλ δχν ιεηηνπξγηψλ, G θαη Ζ. Σν G έρεη ηηο ίδηεο αμίεο σο F ζε φια ηα 

ζεκεία πνπ αλαθέξνληαη ζηελ Δμίζσζε 26.11 εθηφο απφ ηελ πξνέιεπζε θαη 

είλαη κεδεληθήο αμίαο ζε φια ηα άιια ζεκεία. ην Ζ έρεη ηηο ίδηεο αμίεο σο F 

ζε φια ηα ζεκεία πνπ αλαθέξνληαη ζηελ Δμίζσζε 26.12 εθηφο απφ ηελ 

πξνέιεπζε θαη είλαη κεδεληθήο απνηίκεζεο ζε φια ηα άιια ζεκεία. Δίλαη 

ζαθέο φηη, εθηφο απφ ηελ θαηαγσγή, F = G + H. Ζ ηδέα είλαη φηη απφ ηελ 

πξψηε ιήςε ηνπ δηζδηάζηαηνπ αληίζηξνθνπ Fourier κεηαζρεκαηίδεη ηα G θαη 

H ρσξηζηά θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζζέηνληαο ηα απνηειέζκαηα, έρνπκε κηα 

εθηίκεζε (εθηφο απφ έλα ζηαζεξφ φξν πνπ έρεη λα ππνινγίδεηαη μερσξηζηά, 

βιέπε [6]) ηεο f. Σν κφλν πνπ αθνινπζνχκε είλαη απηφ πνπ πξέπεη λα γίλεη κε 

ην G;  ε θαηάζηαζε κε ην H είλαη αλάινγε. 

4. Σεξέηηζκα Ε-κεηαηξνπή ζηε δεχηεξε κεηαβιεηήο ΢εκεηψζηε φηη ν ηξφπνο κε 

ηνλ νπνίν ην m επηιέρζεθε ζεκαίλεη φηη αλ έρνπκε θαζνξίζεη k, ηφηε ε 

δεηγκαηνιεςία ζηε δεχηεξε κεηαβιεηή ηεο Δμίζσζεο 26,11 είλαη 

νκνηφκνξθε. Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε φηη ε ηηκή ηνπ G είλαη κεδέλ εθηφο ηεο 

πεξηνρήο δείγκαηνο. Χο εθ ηνχηνπ, γηα θάζε ζηαζεξφ k, 0 < |k| ≤ 2Ν+1, 

κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ηεξέηηζκα z-κεηαζρεκαηηζκφ γηα λα 

ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν DFT ζηε δεχηεξε κεηαβιεηή ζηα ζεκεία 

 

 



 

54 
 

Σν ηεξέηηζκα κεηαζρεκαηηζκφο-z κπνξεί λα πινπνηεζεί ρξεζηκνπνηψληαο 

ηξεηο FFTs, βι. [7]. 

5. Αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο ζηελ πξψηε κεηαβιεηή-Ο αληίζηξνθνο 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier ηνπ G κπνξεί ηψξα λα εθηηκεζεί ζηα απαηηνχκελα 

ζεκεία κε ηε ιήςε, γηα θάζε ζηαζεξφ j, ην αληίζηξνθν DFT ζηελ πξψηε 

κεηαβιεηή ησλ ηηκψλ ζηα ζεκεία ηεο Δμίζσζεο 26.13. 

 

 

2.6  Μέ ζ νδ ν η  επ έ θ ηα ζε ο  κε  ζε η ξά  
 

Απηή ε πξνζέγγηζε ππνζέηεη φηη ε ζπλάξηεζε f, λα αλαθαηαζθεπαζηεί κπνξεί λα 

πξνζεγγηζηεί απφ έλα γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ελφο πεπεξαζκέλνπ ζπλφινπ 

γλσζηψλ θαη ζηαζεξψλ ιεηηνπξγηψλ βάζεο, 

 

 
 

θαη φηη ην θαζήθνλ καο είλαη λα ππνινγηζηνχλ νη άγλσζηνη, xj. Αλ ππνζέζνπκε φηη 

νη κεηξήζεηο εμαξηψληαη γξακκηθά ζην αληηθείκελν γηα λα αλαθαηαζθεπαζηεί 

(ζίγνπξα αιήζεηα ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ησλ νινθιεξσκάησλ γξακκήο) θαη φηη 

γλσξίδνπκε (ηνπιάρηζηνλ θαηά πξνζέγγηζε) ηη ζα ήηαλ νη κεηξήζεηο, αλ ην 

αληηθείκελν πνπ πξέπεη λα αλαθαηαζθεπαζηεί ήηαλ έλα απφ ηηο ιεηηνπξγίεο ηεο 

βάζεο (πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ri,j γηα λα ππνδειψζεη ηελ αμία ηεο i κέηξεζεο ηεο j 

ιεηηνπξγίαο βάζεο), ηφηε κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε [1] φηη ην i-ησλ κεηξήζεσλ 

καο fείλαη  

 

 
 

 

Σν πξφβιεκά καο είλαη ζηε ζπλέρεηα λα εθηηκεζεί ην xj απφ ηηο κεηξνχκελεο 

πξνζεγγίζεηο (γηα 1≤ I≤ Η) πξνο ηελ Δμίζσζε 26.15. Ζ εθηίκεζε κπνξεί ζπρλά λα 

επηιεγεί σο έλα πνπ ηθαλνπνηεί θάπνην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο. 

Γηα λα απινπνηήζνπκε ην ζπκβνιηζκφ, ε εηθφλα αληηπξνζσπεχεηαη απφ έλα J-

ηξηζδηάζηαηεο εηθφλαο δηάλπζκα x (κε θαηαρσξήζεηο xj) θαη ηα δεδνκέλα 

απνηεινχλ έλα Η-δηάζηαην δηάλπζκα y κέηξεζεο. Τπάξρεη κία ππνηηζέκελε 

πξνβνιή πίλαθα R (κε θαηαρσξήζεηο ri,j). Αθήλνπκε ηνriλα ραξαθηεξίδεη ηελ 
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κεηαθνξά ηεο i ζεηξάο R (1≤ i≤ Η), θαη έηζη ην εζσηεξηθφ γηλφκελν  είλαη ην 

ίδην κε ηελ έθθξαζε ζηελ εμίζσζε 26.15. Σφηε ην y είλαη πεξίπνπ Rx θαη κπνξεί 

λα ππάξρνπλ πεξαηηέξσ πιεξνθνξίεο πνπ ην x αλήθεη ζε έλα ππνζχλνιν ηνπ C 

απφ JR ,ν ρψξνο ησλ J-δηαζηάζεσλ πξαγκαηηθψλ ηηκψλ δηαλπζκάησλ. ΢ε απηφ ην 

ζθεχαζκα νη R, C, θαη y είλαη γλσζηέο θαη ην x κέλεη λα εθηηκεζεί. 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθηηκψκελεο αμίεο ησλ xj ζηελ εμίζσζε 26.14, ζα καο δψζεη 

ζπλέρεηα κε εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Ο απινχζηεξνο ηξφπνο γηα ηελ επηινγή ησλ ιεηηνπξγηψλ βάζεο είλαη ε 

ππνδηαίξεζε ηνπ αεξνπιάλνπ ζε pixels (ή ην ρψξν ζε voxels) θαη επηιέγνληαο ηηο 

ιεηηνπξγίεο βάζεη ησλ νπνίσλ ε ηηκή είλαη 1 κέζα ζε έλα ζπγθεθξηκέλν pixel (ή 

voxel) θαη 0 νπνπδήπνηε αιινχ. Χζηφζν, ππάξρνπλ θαη άιιεο επηινγέο πνπ 

κπνξεί λα είλαη πξνηηκφηεξεο; Γηα παξάδεηγκα, [8], ρξεζηκνπνηεί ζθαηξηθά 

ζπκκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο βάζεο πνπ δελ είλαη κφλν ρσξηθά πεξηνξηζκέλε, αιιά 

κπνξεί επίζεο λα επηιεγεί θαη λα είλαη πνιχ νκαιή. Ζ νκαιφηεηα ησλ 

ιεηηνπξγηψλ ηεο βάζεο ζηε ζπλέρεηα νδεγεί ζε νκαιφηεηα ησλ αλαθαηαζθεπψλ, 

ελψ ε ζθαηξηθή ζπκκεηξία επηηξέπεη εχθνιν ππνινγηζκφ ηνπ ri,j. Έρεη απνδεηρζεί 

[9], φηη, γηα ηελ πεξίπησζε ηεο πιήξσο ηξηζδηάζηαηεο ηνκνγξαθίαο εθπνκπήο 

πνδηηξνλίσλ (ΡΔΣ) γηα ηελ αλαζπγθξφηεζε, φπσο ζπλαξηήζεηο βάζεο πξάγκαηη 

νδεγήζεη ζε ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο βειηηψζεηο ζηελ πξνζαλαηνιηζκέλε απφδνζε 

ησλ κεζφδσλ αλαζπγθξφηεζεο ζεηξάο επέθηαζεο. 

΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο, κφλν έλα κηθξφ πνζνζηφ ησλ ri,j είλαη κε κεδεληθφ. (Γηα 

παξάδεηγκα, αλ νη ζπλαξηήζεηο βάζεο βαζίδνληαη ζε voxels κε 200×200×100 

ζπζηνηρία θαη νη κεηξήζεηο είλαη θαηά πξνζέγγηζε νινθιεξψκαηα γξακκήο, ηφηε ην 

πνζνζηφ ησλ κε κεδεληθψλ ri,j είλαη κηθξφηεξν απφ 0,01, δεδνκέλνπ φηη κία ηππηθή 

γξακκή ζα ηέκλεη ιηγφηεξα απφ 400 voxels. ) Απηφ θάλεη νξηζκέλνπο ηχπνπο 

επαλαιεπηηθψλ κεζφδσλ γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ xj εθπιεθηηθά απνηειεζκαηηθνχο. 

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη κπνξεί θαλείο λα θάλεη ρξήζε ηεο ππνξνπηίλαο πνπ, 

γηα θάζε i, επηζηξέθεη κηα ιίζηα κε απηνχο js γηα ηελ νπνία ri,j δελ είλαη κεδέλ, καδί 

κε ηηο ηηκέο ησλ ri,j [1,10]. ΢πδεηάκε ηψξα δχν ηέηνηεο επαλαιεπηηθέο πξνζεγγίζεηο: 

νη ιεγφκελεο αιγεβξηθέο ηερληθέο αλαζπγθξφηεζεο (ART) θαη ε ρξήζε ηεο 

πξνζδνθίαο κεγηζηνπνίεζεο (ΔΜ). 

 

2.7  Α ιγ ε β ξ η θέο  η ε ρ λ η θέ ο  α λ αζ π γ θ ξφ ηεζ εο  
 

Ζ βαζηθή έθδνζε ηνπ ART ιεηηνπξγεί σο εμήο [1]. Ζ κέζνδνο πεξλάεη κέζσ ησλ 

κεηξήζεσλ θαη 'επαλάιεςε, ιακβάλνληαο ππφςε κφλν κία κέηξεζε ζε έλαλ 

ρξφλν. Μφλν εθείλνη xj έρνπλ ελεκεξσζεί γηα ηηο νπνίεο ε αληίζηνηρε ri,jγηα ην 

ζήκεξα ζεσξείηαη κέηξεζεο i, είλαη δηαθνξεηηθή απφ ην κεδέλ θαη ηελ αιιαγή 
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πνπ έγηλε ζην xj, είλαη αλάινγε κε ri,j. Ο ζπληειεζηήο αλαινγηθφηεηαο ξπζκίδεηαη 

έηζη ψζηε εάλ ε Δμίζσζε 26.15 αμηνινγείηαη γηα ην πξνθχπηνλxj, ηφηε ζα 

ηαηξηάδεη αθξηβψο κε ηελ i-νζηή κέηξεζε. Άιιεο παξαιιαγέο ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ έλα κπινθ ησλ κεηξήζεσλ ζε έλα επαλαιεπηηθφ βήκα θαη ζα 

ελεκεξψζνπλ ην xj κε δηάθνξνπο ηξφπνπο γηα λα εμαζθαιίζεη φηη ε επαλαιεπηηθή 

δηαδηθαζία ζπγθιίλεη, ζχκθσλα κε έλα επηιεγκέλν θξηηήξην εθηίκεζεο. 

Δδψ ζπδεηάκε κφλν έλα ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο θαη ηνλ ζρεηηθφ 

αιγφξηζκν. (Άιινη κπνξεί λα βξεζνχλ, γηα παξάδεηγκα, ζην [1]). Σν θαζήθνλ καο 

είλαη λα βξνχκε ην x ζην  πνπ ειαρηζηνπνηεί  

 

 
 

(║∙║ππνδεηθλχεη ηε ζπλήζε Δπθιείδεηα λφξκα), γηα κηα δεδνκέλε ζηαζεξή 

βαζκσηή  r  (πνπ νλνκάδεηαη ε παξάκεηξνο λνκηκνπνίεζεο) θαη έλα δεδνκέλν 

ζηαζεξφ x  θνξέα. 

Ο αιγφξηζκνο θάλεη ρξήζε ελφο Η-δηάζηαηνπ δηαλχζκαηνο u απφ επηπιένλ 

κεηαβιεηέο, κία γηα θάζε κέηξεζε. Πξψηα νξίδνπκε (0)u  λα είλαη ην Η-δηάζηαην 

δηάλπζκα κεδέλ θαη (0)x  λα είλαη ην J-δηάζηαην δηάλπζκα κεδέλ. ΢ηε ζπλέρεηα, γηα 

k  ≥ 0, ζέηνπκε 

 

 

 

΋πνπeiείλαη έλα I-δηαζηαην δηάλπζκα, ηνπ νπνίνπ ην ithζπζηαηηθφ είλαη 1, κε φια 

ηα άιια ζπζηαηηθά λα είλαη 0 θαη 

 

 
κε ik =[k(modI)+1]. 

 

 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ 26.1 

 

 (δεο[1] γηα απφδεημε). Αθήλνληαο ηνy λα είλαη έλα δηάλπζκα νπνηαζδήπνηε κέηξεζεο, ην r 
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λα είλαη νπνηνδήπνηε πξαγκαηηθφ λνχκεξν, θαη ηνκxλα είλαη νπνηνδήπνηε 

ζηνηρείν ηνπ . 

Σφηε γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  ι(k)ηθαλνπνηνχλ  

 

0 <ε1  ≤  ι(k)≤ ε2<2,                        (26.19)    

 

ε αιιεινπρία (0) (1) (2), , ,...x x x  θαζνξίδεηαη απφ ηνλ αιγφξηζκν πνπ δίλεηαη 

παξαπάλσ, ζπγθιίλεη ζην κνλαδηθφ δηάλπζκα x πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ εμίζσζε 

26.16. 

 

Ζ εθαξκνγή απηνχ ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ζρεδφλ πην πεξίπινθε απφ φ, ηη εθείλε 

ηνπ βαζηθνχ ART, ην νπνίν πεξηγξάθεηαη ζηελ αξρή ηνπ παξφληνο ηκήκαηνο. 

Υξεηαδφκαζηε κηα πξφζζεηε αιιεινπρία Η-δηάζηαησλ δηαλπζκάησλ ( )ku , αιιά ζην 

kth επαλαιεπηηθφ βήκα κφλν έλα ζπζηαηηθφ ηνπ ( )ku  είλαη απαξαίηεην ή λα 

ηξνπνπνηεζνχλ. Γεδνκέλνπ φηη νη 
ki s  νξίδνληαη ζε κηα θπθιηθή ζεηξά, νη 

ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ( )ku (αθξηβψο φπσο ηα ζπζηαηηθά ηεο κέηξεζεο 

δηαλχζκαηνο y) κπνξεί λα είλαη δηαδνρηθά πξνζβάζηκεο. (Ζ αθξηβήο επηινγή 

απηήο-πνπ ζπρλά αλαθέξεηαη σο ε παξαγγειία πξφζβαζεο δεδνκέλσλ-είλαη πνιχ 

ζεκαληηθή γηα ηε γξήγνξε αξρηθή ζχγθιηζε; Απηή πεξηγξάθεηαη ζην [11]. Ζ 

βαζηθή αξρή είλαη φηη ζε θάζε αθνινπζία ησλ βεκάησλ, ζέινπκε λα έρνπκε ηηο 

επηκέξνπο δξάζεηο λα είλαη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν αλεμάξηεηεο.) 

Υξεζηκνπνηνχκε επίζεο, γηα θάζε αθέξαην k ≥0, έλαλ ζεηηθφο πξαγκαηηθφ αξηζκφ 

ι(k). (Απηέο είλαη νη ιεγφκελεο παξάκεηξνη ραιάξσζεο. Δίλαη ειεχζεξεο 

παξάκεηξνη ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ζηελ πξάμε, πξέπεη λα βειηηζηνπνηεζνχλ. [11]). 

Οη 
ir s   ζπλήζσο δελ απνζεθεχνληαη θαζφινπ, αιιά ε ζέζε θαη ην κέγεζνο ησλ κε 

κεδεληθψλ ζηνηρείσλ ηνπο ππνινγίδνληαη φπσο θαη φηαλ ρξεηαζηεί. Χο εθ ηνχηνπ, 

ν αιγφξηζκνο πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο 26.17 θαη 26.18 κνηξάδεη ηνλ 

απνδνηηθφ ραξαθηήξα ησλ βαζηθψλ ART θαη ηηο ππνινγηζηηθέο απαηηήζεηο ηνπ 

πνπ είλαη θαη 'νπζίαλ ην ίδην. Τπνζέηνληαο, φπσο είλαη ινγηθφ, φηη ν αξηζκφο ησλ 

κε κεδεληθψλ ri,jείλαη ηεο ίδηαο ηάμεο φπσο ην Ν, βιέπνπκε φηη ην θφζηνο ηνπ 

πνδειάηνπ κέζσ ησλ ζηνηρείσλ, ρξεζηκνπνηψληαο ART είλαη ηεο ηάμεο NJ, ην 

νπνίν είλαη πεξίπνπ ην ίδην κε ην θφζηνο ηεο αλαθαηαζθεπήο ρξεζηκνπνηψληαο 

FBP. (΋ηη απηφ είλαη πξάγκαηη έηζη επηβεβαηψλεηαη απφ ηνπο ρξφλνπο πνπ 

αλαθέξνληαη ζην [12].) Έλα ζεκαληηθφ πξάγκα πνπ πξέπεη λα ζπκάζηε ζρεηηθά κε 

ην Θεψξεκα 26.1 είλαη φηη δελ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί ζπλέπεηαο ζηε δήισζή ηνπ. 

Χο εθ ηνχηνπ, ν αιγφξηζκνο ησλ εμηζψζεσλ 26.17 θαη 26.18 ζα ζπγθιίλεη ζηνλ 

ειαρηζηνπνηεηή ηεο Δμίζσζεο 26.16-ε ιεγφκελε ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ -
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πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη ζε νπνηαδήπνηε 

εθαξκνγή. 

 

 

2.8  Π ξν ζ δν θ ί α  κε γ η ζ ην πν ίε ζε ο  
 

Δκείο κπνξεί λα επηζπκνχκε λα βξνχκε x ηέηνηα ψζηε λα κεγηζηνπνηεί ηελ 

πηζαλφηεηα παξαηεξψληαο ηηο πξαγκαηηθέο κεηξήζεηο, κε βάζε ηελ ππφζεζε φηη ε 

κέηξεζε ith πξνέξρεηαη απφ κηα θαηαλνκή Poisson, ηεο νπνίαο ε κέζε δίδεηαη απφ 

ηελ Δμίζσζε 26.15. Μηα επαλαιεπηηθή κέζνδνο γηα λα θάλεη αθξηβψο απηφ, κε 

βάζε ηελ ιεγφκελε πξνζέγγηζε EM, πξνηάζεθε ζην [13]. Δδψ, ζα ζπδεηήζνπκε 

κία παξαιιαγή απηήο ηεο πξνζέγγηζεο πνπ ζρεδηάζηεθε γηα έλα θάπσο πην 

πεξίπινθν θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο [14], ε νπνία εληζρχεη ηελ νκαιφηεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ, φπνπ ην αξρηθφ θξηηήξην κε ηε κέγηζηε πηζαλφηεηα κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε ζνξπβψδεηο εηθφλεο. 

 

Αο   ππνδειψζεη ηα ζηνηρεία ηεο  ζηελ νπνία. φια ηα ζηνηρεία είλαη κε 

αξλεηηθά. Σν θαζήθνλ καο          

  είλαη λα βξνχκε ην x ζε  πνπ ειαρηζηνπνηεί  

 

 

 

 
 

 

φπνπ ε κήηξα S (κε θαηαρσξήζεηο ζπκβνιίδεηαη κε sj,u) είλαη κία κήηξα 

ηξνπνπνηεκέλεο εμνκάιπλζεο [1], ε νπνία έρεη ηελ αθφινπζε ηδηφηεηα. (Ο νξηζκφο 

απηφο ηζρχεη κφλν αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε pixels γηα λα θαζνξίζνπκε ηηο 

ζπλαξηήζεηο βάζεο.) Έζησ N ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

εηθνλνζηνηρεία πνπ δελ είλαη ζηα ζχλνξα ηεο ςεθηνπνίεζεο. Κάζε ηέηνην pixel έρεη 

νθηψ γείηνλεο, αο δειψλεη ην Njηα επξεηήξηα ησλ pixels πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο 

γείηνλεο ηνπ pixel θαη αλαπξνζαξκφδνληαη απφ j. ΢ηε ζπλέρεηα, 
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΢θεθηείηε ηνπο θαλφλεο πνπ αθνινπζνχλ γηα λα πάξνπκε ην x(k+1) απφ ηνx(k): 

 

 

 

 

Γεδνκέλνπ φηη ν πξψηνο φξνο ηεο Δμίζσζεο 26.22 κπνξεί λα πξνυπνινγίδεηαη, ε 

εθηέιεζε ηεο Δμίζσζεο 26.22 νπζηαζηηθά δελ απαηηεί κεγαιχηεξε πξνζπάζεηα 

απφ φηη πνιιαπιαζηάδνληαο x(k) κε ηελ ηξνπνπνηεκέλε κήηξα εμνκάιπλζεο. 

΋πσο εμεγείηαη ζην [1], ππάξρεη έλαο πνιχ απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο γηα λα γίλεη 

απηφ. Ζ εθηέιεζε ηεο Δμίζσζεο 26.23 απαηηεί πεξίπνπ ηελ ίδηα πξνζπάζεηα φπσο 

ε πνδειαζία γηα κία θνξά κέζα απφ ηα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ART (βιέπε 

εμίζσζε 26.18). Αιγνξηζκηθέο ιεπηνκέξεηεο ησλ απνηειεζκαηηθψλ ππνινγηζκψλ 

ηεο Δμίζσζεο 26.23 εκθαλίζηεθαλ ζην [15]. ΢αθψο, ε εθηέιεζε ηεο Δμίζσζεο 

26.24 απαηηεί έλα αζήκαλην πνζφ ησλ ππνινγηζηψλ. Έηζη, βιέπνπκε φηη έλα 

επαλαιεπηηθφ βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ EM ησλ εμηζψζεσλ 26.22 κε 26.24 απαηηεί, 

ζην ζχλνιν, πεξίπνπ ηελ ίδηα ππνινγηζηηθή πξνζπάζεηα, φπσο ε πνδειαζία κέζα 

απφ ηα ζηνηρεία γηα κία θνξά κε ηελ ηέρλε, ην νπνίν θνζηίδεη πεξίπνπ ην ίδην κε 

κηα πιήξε αλαθαηαζθεπή ηνπ FBP. Μηα βαζηθή δηαθνξά κεηαμχ ηεο κεζφδνπ 

ART θαη ηεο κεζφδνπ EM είλαη φηη νη πξνεγνχκελεο ελεκεξψζεηο, εθηηκψληαη κε 

βάζε κία κέηξεζε ζε έλαλ ρξφλν, ελψ ην ηειεπηαίν αζρνιείηαη κε φιεο ηηο 

κεηξήζεηο ηαπηφρξνλα. 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ26.2 

(δεο ην[14] γηα απφδεημε). Γηα νπνηνδήπνηεx(0)κε  κφλν  ζεη ηθφ  ζπζηαη η θφ ,  ε  

αιιεινπρ ία  x(0),x(1),x(2),. . . παξάγεηαη απφ ηνλ αιγφξηζκν ησλ εμηζψζεσλ 

26.22κέζσ26.24 θαη  ζπγθιίλεη  ζε  ειαρηζηνπνίεζε ηεο εμίζσζεο  26.20ζε .   
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2.9  ΢χ γ θ ξ η ζε  ηε ο  απφδνζεο ησλ  α ιγ φ ξ η ζ κσ λ  

Έρνπκε ζπδεηήζεη ηέζζεξηο πνιχ δηαθνξεηηθνχο ζε απφδνζεαιγνξίζκνπο θαη ε 

ινγνηερλία είλαη γεκάηε απφ πνιινχο άιινπο, κφλν κεξηθνί απφ ηνπο νπνίνπο 

εξσηήζεθαλ ζε βηβιία, φπσο [1]. Πνιινί απφ ηνπο αιγνξίζκνπο είλαη δηαζέζηκνη 

ζε γεληθά παθέηα εηθφλαο κε ζθνπφ ηελ αλαζπγθξφηεζε ινγηζκηθνχ, φπσο 

SNARK09 [10]. Ο αξράξηνο έξρεηαη αληηκέησπνο κε έλα πξφβιεκα ηεο 

αλνηθνδφκεζεο θαη δηθαηνινγείηαη λα πξνβιεκαηίδεηαη σο πξνο ηνλ πνην 

αιγφξηζκν ζα ρξεζηκνπνηήζεη. Γπζηπρψο, δελ ππάξρεη γεληθά έγθπξε απάληεζε: 

ε ζσζηή επηινγή κπνξεί πνιχ θαιά λα εμαξηάηαη απφ ηελ πεξηνρή εθαξκνγήο θαη 

ηνπ κέζνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ. Δδψ, έρνπκε 

θάλεη κφλν θάπνηεο γεληθέο παξαηεξήζεηο ζρεηηθά κε ηηο ηέζζεξηο πξνζεγγίζεηο 

πνπ ζπδεηήζεθαλ παξαπάλσ, αθνινπζνχκελνη απφ θάπνηα ζπδήηεζε ησλ 

κεζνδνινγηψλ πνπ είλαη δηαζέζηκεο γηα ηε ζπγθξηηηθή αμηνιφγεζε ησλ 

αιγνξίζκσλ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή. 

΋ζνλ αθνξά ηηο δχν κεζφδνπο πνπ κεηαηξέπνπλ έρνπκε ζπδεηήζεη, ε κέζνδνο 

linogram είλαη ηαρχηεξε απφ ΡΒΡ (νπζηαζηηθά κία 2N logΝ κέζνδν, αληί κία 3N

κέζνδν φπσο είλαη ε ΡΒΡ), θαη, φηαλ ζπιιέγνληαη ηα δεδνκέλα, ζχκθσλα κε ηε 

γεσκεηξία πνπ εθθξάδεηαη απφ ηηο Δμηζψζεηο 26.8 θαη 26.9, ε κέζνδνο linogram 

είλαη πηζαλφ λα είλαη πην αθξηβήο, επεηδή δελ απαηηεί παξεκβνιέο. Χζηφζν, ηα 

δεδνκέλα δελ ζπιιέγνληαη θαλνληθά κε απηφλ ηνλ ηξφπν θαη ε αλάγθε γηα κηα 

αξρηθή παξεκβνιή, καδί κε ηηο πην πεξίπινθεο εθθξάζεηο πνπ πξέπεη λα 

εθαξκνζηνχλ γηα ηε κέζνδν linogram κπνξεί λα πξνζαλαηνιίζεη πξάγκαηη 

θάπνηνπο ρξήζηεο πξνο ηελ FBP, παξά ηηο επηπιένλ ππνινγηζηηθέο απαηηήζεηο ηεο. 

Πιενλεθηήκαηα ησλ κεζφδσλ επέθηαζεο ζεηξάο πάλσ ζε κεζφδνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη ε επειημία ηνπο (θακία εηδηθή ζρέζε δελ πξέπεη λα 

ππνηεζεί κεηαμχ ηνπ αληηθεηκέλνπ γηα λα αλαθαηαζθεπαζηεί θαη νη κεηξήζεηο πνπ 

ιακβάλνληαη, φπσο φηη ν ηειεπηαίνο είλαη νκνηφκνξθα δείγκαηα ηνπ ξαδφληνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ πξνεγνχκελνπ) θαη ηελ ηθαλφηεηα λα ειέγρεη ηνλ ηχπν ηεο 

ιχζεο πνπ ζέινπκε, θαζνξίδνληαο ηελ αθξηβή έλλνηα κε ηελ νπνία ν θνξέαο 

εηθφλαο είλαη λα ππνινγίδεηαη απφ ηνλ θνξέα κέηξεζεο (βιέπε Δμηζψζεηο 26.16 

θαη 26.20). Σν ζεκαληηθφηεξν κεηνλέθηεκα είλαη φηη είλαη ππνινγηζηηθά πην 

εληαηηθφ γηα λα βξείηε απηνχο ηνπο αθξηβείο εθηηκεηέο απφ ην λα αμηνινγήζεηε 

αξηζκεηηθά ηελ Δμίζσζε 26.1. Δπίζεο, εάλ ην κνληέιν (κε βάζε ηηο ιεηηνπξγίεο, 

ηε κήηξα πξνβνιήο, θαη ην θξηηήξην εθηίκεζεο) δελ είλαη θαιά επηιεγκέλν, ηφηε 

ζηε ζπλέρεηα, ε πξνθχπηνπζα εθηίκεζε κπνξεί λα είλαη θαηψηεξε απφ εθείλε πνπ 

παξέρεηαη απφ κηα κέζνδν κεηαζρεκαηηζκνχ. Ζ πξφζθαηε βηβιηνγξαθία έρεη 

θαηαδείμεη φηη ζπλήζσο ππάξρνπλ κνληέια πνπ θάλνπλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα 
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κίαο αλαζπγθξφηεζεο πνπ παξέρεηαη απφ κηα κέζνδν δηαζηνιήο ζεηξάο 

ηνπιάρηζηνλ ηφζν θαιή φζν εθείλε πνπ παξέρεηαη απφ κηα κέζνδν 

κεηαζρεκαηηζκνχ. Γηα λα απνθεπρζεί ην πξφβιεκα ηνπ ππνινγηζηηθνχ εμφδνπ, ην 

έλα ζπλήζσο ζηακαηά ηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία πνπ εκπιέθεηαη ζηε 

βειηηζηνπνίεζε πνιχ πξηλ ε κέζνδνο έρεη ζπγθιίλεη κε ηελ καζεκαηηθή, νξίδεηαη 

εθηηκεηή. Ζ εκπεηξία δείρλεη φηη απηφ κπνξεί λα γίλεη πνιχ απνηειεζκαηηθφηεξν. 

Γηα παξάδεηγκα, φπσο αλαθέξεηαη ζην [12], ζηνλ ηνκέα ησλ πιήξσο 

ηξηζδηάζηαησλ ΡΔΣ, νη ρξφλνη γηα ηελ αλαζπγθξφηεζε FBP είλαη ειαθξψο 

κεγαιχηεξνη απφ φ, ηη γηα ην πνδήιαην κέζα απφ ηα δεδνκέλα κφλν κία θνξά κε 

κία εθδνρή ηεο ηέρλεο ρξεζηκνπνηψληαο ζθαηξηθά ζπκκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο 

βάζεο θαη ηελ αθξίβεηα ησλ ΡΒΡ λα είλαη ζεκαληηθά ρεηξφηεξε απφ φ, ηη 

επηηπγράλεηαη κε απηφ ην πνιχ λσξίο γχξηζκα πνπ παξάγεηαη απφ ην ART. 

Γεδνκέλνπ φηη ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία, ζηελ πξάμε, ζηακάηεζε λσξίο, θαηά 

ηελ αμηνιφγεζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο κεζφδνπ 

επέθηαζεο ζεηξάο πξέπεη θαλείο λα εμεηάζεη ηα πξαγκαηηθά απνηειέζκαηα θαη φρη 

ηελ ηδαληθή καζεκαηηθή βειηηζηνπνίεζε. Αλαθέξζεθαλ εκπεηξίεο ζπγθξίλνληαο 

κηα βειηηζηνπνηεκέλε έθδνζε ηεο ηέρλεο κε κηα βειηησκέλε έθδνζε ηνπ EM 

[9,11] θαη δείρλνπλ φηη ε πξψηε κπνξεί λα απνθηήζεη σο θαιφ ή θαιχηεξν 

αλαθαηαζθεπέο, φπσο ην ηειεπηαίν, αιιά ζε έλα θιάζκα ηνπ ππνινγηζηηθνχ 

θφζηνπο. Απηφ ην ππνινγηζηηθφ πιενλέθηεκα θαίλεηαη λα νθείιεηαη ζε κία 

πξνζπάζεηα λα θάλεη ρξήζε φισλ ησλ κεηξήζεσλ ζε θάζε επαλαιεπηηθφ βήκα. 

 

Ο πνιιαπιαζηαζκφο ησλ αιγνξίζκσλ αλαθαηαζθεπήο ηεο εηθφλαο επηβάιιεη ηελ 

αλάγθε λα αμηνινγεζεί ε ζρεηηθή επίδνζε απηψλ ησλ αιγνξίζκσλ θαη λα 

θαηαλνήζνπκε ηε ζρέζε αλάκεζα ζηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο (ρσξίο παξακέηξνπο) 

θαη ηελ απφδνζή ηνπο. ΢ε κία ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή ελφο αιγνξίζκνπ, νη 

επηινγέο πξέπεη λα γίλνπλ ζρεηηθά κε ηηο παξακέηξνπο ηνπ (φπσο νη ζπλαξηήζεηο 

βάζεο, ην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο, πεξηνξηζκνχο, ραιάξσζε, θ.ιπ.). Σέηνηεο 

επηινγέο επεξεάδνπλ ηελ απφδνζε ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ππάξρεη αλάγθε γηα κηα 

απνηειεζκαηηθή θαη αληηθεηκεληθή δηαδηθαζία αμηνιφγεζεο, ε νπνία καο δίλεη ηε 

δπλαηφηεηα λα επηιέμνπκε ηελ θαιχηεξε παξαιιαγή ελφο αιγνξίζκνπ γηα κηα 

ζπγθεθξηκέλε εξγαζία θαη λα ζπγθξίλνπκε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ησλ δηαθφξσλ 

αιγνξίζκσλ γηα ηελ εξγαζία απηή. 

Μηα πξνζέγγηζε γηα ηελ αμηνιφγεζε ελφο αιγνξίζκνπ είλαη λα μεθηλάκε γηα πξψηε 

θνξά κε ηηο πξνδηαγξαθέο ηνπ έξγνπ γηα ην νπνίν ε εηθφλα πξφθεηηαη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηε ζπλέρεηα λα θαζνξίδνπκε έλα ζπληειεζηή θέξδνπο (FOM) 

πνπ θαζνξίδεη πνζνηηθά πφζν ρξήζηκε είλαη ε εηθφλα, θαη θαηά ζπλέπεηα, ν 

αιγφξηζκνο αλαδφκεζεο, γηα ηελ εθηέιεζε ηνπ θαζήθνληνο. ΢ηελ αξηζκεηηθή 

πξνζέγγηζε ηνπ παξαηεξεηή [1,11,16,17], γηα ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίεο, ην 
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FOMππνινγίδεηαη γηα θάζε εηθφλα. Με βάζε ηηο  FOMs γηα φιεο ηηο εηθφλεο πνπ 

παξάγνληαη απφ δχν δηαθνξεηηθέο ηερληθέο, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηε 

ζηαηηζηηθή ζεκαζία κε ηελ νπνία κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ηελ κεδεληθή 

ππφζεζε, φηη νη κέζνδνη είλαη εμίζνπ ρξήζηκεο γηα ηελ επίιπζε κηαο ζπγθεθξηκέλεο 

εξγαζίαο ππέξ ηεο ελαιιαθηηθήο ππφζεζεο φηη ε κέζνδνο κε ηελ πςειφηεξε κέζε 

FOM είλαη πην ρξήζηκε γηα ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ έξγνπ. Γηαθνξεηηθέο ηερληθέο 

απεηθφληζεο κπνξεί ζηε ζπλέρεηα λα δηαηαρζνχλ ζε ζεηξά, βάζεη ηνπ κέζνπ φξνπ 

foms ηνπο. Δίλαη ηδηαίηεξα ζθφπηκν φηη έλαο αιγφξηζκνο αλαζπγθξφηεζεο δελ ζα 

πξέπεη λα επηιέγεηαη κε βάζε ηελ εκθάληζε ηνπ δείγκαηνο ιίγσλ αλαθαηαζθεπψλ, 

αιιά κάιινλ ζε κηα κειέηε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε θαηά κήθνο ησλ γξακκψλ πνπ 

αλαθέξνληαη παξαπάλσ. 

Δθηφο απφ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ησλ εηθφλσλ πνπ παξάγνληαη απφ ηνπο 

δηάθνξνπο αιγνξίζκνπο, ζα πξέπεη επίζεο λα γλσξίδνπκε ηηο ππνινγηζηηθέο 

δπλαηφηεηεο πνπ ππάξρνπλ γηα ηελ εθηέιεζε απηψλ. Μηα έξεπλα απφ ηελ άπνςε 

απηή κπνξεί λα βξεζεί ζην [2] 

 

 

 

2.10 Δπηπιένλ αλάγλσζε  

Μηα θαιή θαηαλφεζε νξηζκέλσλ απφ ηηο ζεκαληηθέο πξφζθαηεο εμειίμεηο ζην πεδίν 

ησλ αιγνξίζκσλ γηα CT κπνξεί λα ιεθζεί απφ ηε κειέηε ησλ βηβιίσλ [1,18-21] πνπ 

δεκνζηεχζεθαλ κεηαμχ ηνπ 2001 θαη ηνπ 2009. 
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3 
Αληίζηξνθα πξνβιήκαηα ζηε 
΢ηαηηζηηθή Μεραληθή 

 
 

 

 

3.1 Ηζηνξηθφ 
 

Σν επίθεληξν απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη ζηα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα-ηη είλαη, 

πνχ εθδειψλνληαη ζην ρψξν ηεο ςεθηαθήο επεμεξγαζίαο ζήκαηνο (DSP), θαη πψο 

ζα κπνξνχζε λα "ιπζνχλ" * Ζ αληηκεηψπηζε αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ κε ηελ 

εθηίκεζε θξπθψλ αηηηψλ, φπσο ζαλ έλα ζχλνιν ζπκβφισλ {t} πνπ ιακβάλεηαη, 

δεδνκέλνπ λα παξαηεξήζνπκε ηηοζπλέπεηεο, φπσο κηα ζεηξά απφ ζχκβνια πνπ 

έρνπλ ιεθζεί {r} έλα ζχζηεκα (H) πνπ είλαη ππεχζπλν γηα ηε ραξηνγξάθεζε {t} 

ζηελ {r}. Σα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα δειψλνληαη ιαθσληθά ρξεζηκνπνηψληαο 

έλα ζπκβνιηζκφ δηαζηήκαηνο- θνξέα θαη ιακβάλνληαο ηε κνξθή εθηίκεζεο t∈ MR

, δεδνκέλνπ 

 
 

φπνπ  r∈ NR  θαη H∈ MxNR θαη R ππνδειψλεη ην ρψξν ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ ησλ νπνίσλ νη δηαζηάζεηο θαζνξίδνληαη ζηνλ εθζέηε (εο). 

Σέηνηα πξνβιήκαηα απαηηνχλ ηελ αλαζηξνθή ηνπ H, πξάμε ε νπνία 

κπνξεί ή δελ κπνξεί λα είλαη αξηζκεηηθά δπλαηή. Δκείο ζα 

αληηκεησπίζνπκε ζχληνκα απηά ηα δεηήκαηα, αιιά ζα πξέπεη λα 

ζεκεηψζνπκε εδψ γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο φηη απηά ηα πξνβιήκαηα ζε 

αληίζεζε κε άκεζα πξνβιήκαηα-φπνπ r είλαη λα εθηηκάηαη άκεζα (ρσξίο 

αληίζηξνθν πίλαθα), δεδνκέλνπ H θαη t. 
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3.2  Α λ η ί ζ ηξν θα  π ξν β ιή κα ηα  ζ ε  DSP 
 

Αληίζηξνθα πξνβιήκαηα εθδειψλνληαη ζε έλα επξχ θάζκα ησλ DSP εθαξκνγψλ  

 ζε δηάθνξνπο ηνκείο φπσο ε ςεθηαθή αζηξνλνκία, ειεθηξνληθέο επηθνηλσλίεο,   

 γεσθπζηθή [2], ηελ ηαηξηθή [3], θαη σθεαλνγξαθία. Ο ππξήλαο φισλ απηψλ ησλ  

 πξνβιεκάησλ παίξλεη ηε κνξθή πνπ θαίλεηαη ζηελ Δμίζσζε 28.1. Απηφ, ζηελ  

 πξαγκαηηθφηεηα, είλαη ε δηαθξηηή έθδνζε ηνπ 

 

*  Σα εηζαγσγηθά ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα ηνλίζνπκε φηη κνλαδηθέο 

ληεηεξκηληζηηθέο ιχζεηο κπνξεί λα κελ ππάξρνπλ γηα ηέηνηα πξνβιήκαηα θαη νη 

παξαηεξνχκελεο επηδξάζεηο κπνξεί λα κελ παξαθνινπζνχλ ζπλερψο ηα βαζχηεξα 

αίηηα. Σππηθά, απηφ είλαη έλα απνηέιεζκα απηψλ ησλ πξνβιεκάησλ φηη είλαη 

άξξσζηνο-ζέηεη θαηά ηελ έλλνηα ηεο Hadmard [1]. Απηφ πνπ δεηείηαη ζπλήζσο 

απνηειεί ηε βέιηηζηε ιχζε, φπσο κία ειάρηζηε λφξκα/ειάρηζηε ελεξγεηαθή ιχζε. 

 

 

Οινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm πξψηνπ είδνπο γηα ην νπνίν, εμ νξηζκνχ, είλαη 

ζηαζεξά * ηα φξηα ηεο νινθιήξσζεο θαη ε άγλσζηε ζπλάξηεζε f εκθαλίδεηαη 

κφλν κέζα ζην νινθιήξσκα. Γηα λα παξαθηλήζνπκε ηε ζπδήηεζή καο, ζα 

πεξηγξάςνπκε κηα εθαξκνγή ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο, θαζψο θαη ζηε 

δηαδηθαζία εηζάγνληαη νξηζκέλεο απφ ηηο ζεκεηψζεηο θαη ηηο έλλνηεο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηηο επφκελεο ελφηεηεο. Σν αληίζηξνθν πξφβιεκα ζηνλ ηνκέα 

ησλ ειεθηξνληθψλ επηθνηλσληψλ έρεη λα θάλεη κε ηελ εθηίκεζε t, δεδνκέλνπ r ε 

νπνία ζπρλά ιακβάλεηαη κε ην ζφξπβν, ζπλήζσο ην πξφηππν είλαη πξνζζεηηθφ 

ιεπθφ Gaussian (AWG) ζηε θχζε. Σν ζχζηεκα επηθνηλσλίαο θαη ην θαλάιη 

κεηάδνζεο είλαη ηππηθά ζηνραζηηθά ραξαθηεξίζηκα θαη αληηπξνζσπεχνληαη απφ 

κία γξακκηθή κήηξα ηνπ ζπζηήκαηνο (Ζ). Σν πξφβιεκα, ζπλεπψο, είλαη λα ιχζεη 

γηα t ζην ζχζηεκα ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ:  

r=Ht+n,            (28.2) 

 

φπνπ δηάλπζκα n δειψλεη AWG ζφξπβν. Γχν δειεαζηηθέο ιχζεηο κπνξεί λα 

έξζνπλ ζην κπαιφ: αλ κήηξα H είλαη αληηζηξέςηκε, δειαδή, H-1πθίζηαηαη, ηφηε 

γηαηί λα κελ επηιχζεη γηα t σο 

 

t=H-1(r-n),           (28.3) 

 

ή αιιηψο γηαηί λα κελ ππνινγίζεη κία ιχζε ειάρηζηεο λφξκαο, φπσο ε 

ςεπδναληίζηξνθε ιχζε: 
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t=H†(r- n),          (28.4)                                              

 

 

φπνπ H† 

αλαθέξεηαη σο ε ςεπδναληίζηξνθε[5] H θαη νξίδεηαη σο [H'Ζ]
-1

H', φπνπ H' 

ππνδειψλεη ηε κεηαθνξά ησλ H. Τπάξρνπλ δηάθνξνη ιφγνη γηα ηνπο νπνίνπο νχηε 

ε ιχζε (εμίζσζε 28.3 ή 28.4) κπνξεί λα είλαη βηψζηκε. Έλαο ιφγνο είλαη φηη νη 

δηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα είλαη εμαηξεηηθά κεγάιεο, ηνπνζεηψληαο 

έλα κεγαιχηεξν ππνινγηζηηθφ θνξηίν απφ φ, ηη ζα κπνξνχζε λα είλαη πξνζηηφ. 

Έλαο άιινο ιφγνο είλαη φηη ην H είλαη ζπρλά πξνβιεκαηηθφ, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη 

φηη νη αλαζηξνθέο ή ςεπδναληηζηξνθέο κπνξεί λα κελ είλαη αμηφπηζηεο αθφκε θαη 

αλ άιιεο αμηφπηζηεο αξηζκεηηθέο δηαδηθαζίεο αλαζηξνθήο, φπσο ε απαινηθή 

Gauss ή παξαγνληνπνίεζε πηλάθσλ κε ηελ κέζνδν singular value decomposition 

[6,19], επξφθεηην λα ρξεζηκνπνηεζνχλ. Δπηπιένλ, αθφκε θαη αλ πξνξχζκηζε [6] 

ήηαλ δπλαηφ γηα ην ζχζηεκα ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ r=Ht+n ληνζηή, κε 

απνηέιεζκα κηα αξηζκεηηθή βειηίσζε ησλ ζπληειεζηψλ ηεο H, ππάξρεη έλα 

αθφκε πην θαηαζιηπηηθφ εκπφδην πνπ πξέπεη ζπρλά λα αληηκεησπηζηεί, θαη απηφ 

έρεη λα 
†
θάλεη κε ην γεγνλφο φηη ηα πξνβιήκαηα απηά είλαη ζπρλά θαθψο 

νξηζκέλα. ΢ε πξαθηηθνχο φξνπο,
†
απηφ ζεκαίλεη φηη κηθξέο αιιαγέο ζηηο εηζφδνπο 

κπνξεί λα νδεγήζνπλ ζε απζαίξεηα κεγάιεο αιιαγέο ζηηο εμφδνπο. Γηα φινπο 

απηνχο ηνπο ιφγνπο, νη πην δειεαζηηθέο ιχζεηο-πξνζεγγίζεηο ζπρλά απνθιείνληαη. 

΋πσο έρνπκε πεξηγξάςεη ζηελ επφκελε ελφηεηα, αληίζηξνθα πξνβιήκαηα κπνξεί 

λα αλαδηαηππσζνχλ σο πξνβιήκαηα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο. Δκείο ζηε 

ζπλέρεηα ζα δείμνπκε πψο πξνβιήκαηα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί λα 

ιπζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο έλα ηζρπξφ εξγαιείν πξνζνκνίσζεο(simulated 

annealing) [7], ην νπνίν έρεη εμειηρζεί κε ηελ βνήζεηα ηεο ζηαηηζηηθήο κεραληθήο 

[8]-[9].  

 

 

3.3  Αλαινγίεο κε ζηαηηζηηθή κεραληθή 

 

Καηαλνψληαο ηηο αλαινγίεο ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ ζε DSP κε 

πξνβιήκαηα ζηε ζηαηηζηηθή κεραληθή είλαη πνιχηηκε γηα εκάο, γηαηί κπνξνχκε 

ζηε ζπλέρεηα λα εκπλεπζηνχκε απφ ηα αλαιπηηθά θαη ππνινγηζηηθά εξγαιεία πνπ 

αλαπηχρζεθαλ ηνλ ηειεπηαίν αηψλα γηα ηελ επίιπζε ησλ αληίζηξνθσλ 

πξνβιεκάησλ ζηνλ ηνκέα ηεο ζηαηηζηηθήο κεραληθήο [8]. Ζ επξεία αλαινγία είλαη 
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φηη αθξηβψο φπσο ηα ιακβαλφκελα ζχκβνια R ζηελ Δμίζσζε 28.1 είλαη νη 

παξαηεξνχκελεο επηδξάζεηο ησλ θξπθψλ αηηηψλ (ηα κεηαδηδφκελα ζχκβνια t)-ε 

κεηξεζείο ζεξκνθξαζία θαη ε θαηάζηαζε (ζηεξεφ, πγξφ ή αέξην) ηεο θπζηθήο 

χιεο είλαη νη επηπηψζεηο ησλ ππνθεηκέλσλ αηηηψλ, φπσο ε νξκή θαη νη ηαρχηεηεο 

ησλ ζσκαηηδίσλ πνπ ζπλζέηνπλ ην ζέκα. Μηα πην ζπγθεθξηκέλε αλαινγία 

πξνέξρεηαη απφ ην ζπιινγηζκφ φηη, αλ ην αληίζηξνθν πξφβιεκα  

 

* Τπάξρνπλ δχν θαηεγνξίεο ησλ νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ ([4], ζει. 865.): (1) 

εάλ έρνπλ θαζνξηζηεί ηα φξηα ηεο νινθιήξσζεο, νη εμηζψζεηο αλαθέξνληαη σο 

αλαπφζπαζηεο εμηζψζεηο Fredholm  θαη (2) εάλ έλα απφ ηα φξηα είλαη κηα 

κεηαβιεηή , νη εμηζψζεηο αλαθέξνληαη σο αλαπφζπαζηεο εμηζψζεηο Volterra . 

Πεξαηηέξσ, αλ ε άγλσζηε ιεηηνπξγία εκθαλίδεηαη κφλν ζην εζσηεξηθφ ηνπ 

νινθιεξψκαηνο, ε εμίζσζε νλνκάδεηαη'' πξψην είδνο,'' αλ φκσο εκθαλίδεηαη ηφζν 

ζην εζσηεξηθφ φζν θαη έμσ απφ ην νινθιήξσκα, ε εμίζσζε νλνκάδεηαη'' δεχηεξν 

είδνο.'' 

† Γηα κηα πην νινθιεξσκέλε πεξηγξαθή βιέπε [1]. 

 

 

 

΢ΥΖΜΑ 28.1 Ζ άκεζε δηαδξνκή (a→d)γηα ηελ επίιπζε ηνπ αληίζηξνθνπ 

πξνβιήκαηνο ζπρλά δελ είλαη εθηθηή, δεδνκέλνπ φηη βαζίδεηαη ζηελ αλαζηξνθή 

ελφο πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο. Μηα βέιηηζηε ιχζε, σζηφζν, κπνξεί λα ιεθζεί κε 

κηα έκκεζε δηαδξνκή (a→b→c→d)  ε νπνία πεξηιακβάλεη ηελ αλαζχληαμε ηνπ 
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αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο σο ηζνδχλακν ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο 

ρξεζηκνπνηψληαο πξνζνκνησκέλε αλφπηεζε. 

 

έπξεπε λα αληηκεησπίδεηαη σο πξφβιεκα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο, φπνπ 

θάζε ππνςήθηα ιχζε είλαη κία πηζαλή δηακφξθσζε (ή ην ζπλδπαζκφ ησλ 

ζηνηρείσλ βαζκσηψλ t), ηφηε ζα κπνξνχζακε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην θξηηήξην 

πνπ αλαπηχρζεθε απφ Metropolisetal. [9] γηα ηα θπζηθά ζπζηήκαηα γηα λα 

επηιέμνπκε ηε βέιηηζηε ξχζκηζε. Σν θξηηήξην Metropolis βαζίδεηαη ζηελ ππφζεζε 

φηη νη ππνςήθηεο δηακνξθψζεηο έρνπλ πηζαλνινγηθέο θαηαλνκέο ηεο κνξθήο πνπ 

πεξηγξάθεθε αξρηθά απφ Gibbs [8] γηα λα εμαζθαιηζηεί ζηαηηζηηθή ηζνξξνπία 

ησλ ζπλφισλ ησλ ζπζηεκάησλ. Γηα λα εθαξκφζεη ην θξηηήξην επηινγήο 

Metropolis », πξέπεη λα θάλνπκε κηα ηειηθή αλαινγία: ζα πξέπεη λα 

αληηκεησπίδνπκε ην πξφβιεκα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο ζαλ λα ήηαλ ην 

απνηέιεζκα ελφο θαληαζηηθνχ θπζηθνχ ζπζηήκαηνο ζην νπνίν ζέκα έρεη 

παξαπεκθζεί λα βξάζεη. ΋ηαλ έλα ηέηνην θπζηθφ ζχζηεκα ςχρεηαη ζηαδηαθά (κηα 

δηαδηθαζία πνπ αλαθέξεηαη σο αλφπηεζε), ηφηε, εθφζνλ ν ξπζκφο ςχμεο είλαη 

νχηε πάξα πνιχ γξήγνξνο νχηε πνιχ αξγφο, ην ζχζηεκα ηειηθά ζα ζηεξενπνηεζεί 

ζε κηα ειάρηζηε δηακφξθσζε ηεο ελέξγεηαο. ΋πσο απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 28.1 

γηα ηελ επίιπζε ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ, πξψηα αλαδηαηππψλνπκε ην 

πξφβιεκα σο πξφβιεκα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο θαη ζηε ζπλέρεηα 

ιχλνπκε απηφ ην πξφβιεκα ρξεζηκνπνηψληαο αλαδηακνξθσκέλε πξνζνκνησκέλε 

αλφπηεζε-κηα δηαδηθαζία πνπ κηκείηαη αξηζκεηηθά ηελ αλαδηάηαμε ησλ θπζηθψλ 

ζπζηεκάησλ. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα πεξηγξάςνπκε ηηο βαζηθέο αξρέο ηεο 

ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο, «ην θξηηήξην γηα λα επηιέμεηε ή λα απνξξίςεηε 

πηζαλέο δηακνξθψζεηο, θαζψο θαη ηελ πξνέιεπζε ησλ Gibbs« Metropolis 

δηαλνκήο. Θα πεξηγξάςνπκε ηνλ αιγφξηζκν πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο ζηελ 

επφκελε ελφηεηα θαη ζα αθνινπζήζεη απηφ κε παξαδείγκαηα εθαξκνγήο θαη 

εθαξκνγέο.  

 

 

3.3.1  ΢ π λ δ π α ζ η η θ ή  β ε ι η η ζ η ν π ν ί ε ζ ε  
Ζ βέιηηζηε ιχζε γηα ην αληίζηξνθν πξφβιεκα (εμίζσζε 28.1), φπσο εμεγήζεθε 

παξαπάλσ, αλέξρεηαη ζε εθηίκεζε ηνπ θνξέα t. ΢χκθσλα κε ηηο παξαδνρέο πνπ 

απαξηζκνχληαη θαησηέξσ, ην αληίζηξνθν πξφβιεκα κπνξεί λα αλαδηαηππσζεί σο 

έλα ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα ε ιχζε ηνπ νπνίνπ ζηε ζπλέρεηα, απνδίδεη ηελ 

επηζπκεηή βέιηηζηε ιχζε γηα ην αληίζηξνθν πξφβιεκα. Οη παξαδνρέο πνπ 

απαηηνχληαη είλαη 
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1. Κάζε (κνλνδηάζηαην)ζηνηρείνt(i),1≤i ≤M,απφt∈ MR κπνξεί λα πάξεη κφλν έλα 

πεπεξαζκέλν ζχλνιν ησλ πεπεξαζκέλσλ αμηψλ. Απηφ είλαη-∞<tj(i)<∞;∀i 

θαηj,φπνπtj(i) νξίδεη ηεjζηε δπλαηή αμία φπνπ κπνξεί λα πάξεη ην ηνζηφ ζηνηρείν 

t, θαηj είλαη έλαο πεπεξαζκέλνο αμηφινγν δείθηε j≤ Ji< ∞; ∀i. 

Ji  δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ πηζαλψλ ηηκψλ ηνπ ηνζηνχ ζηνηρείν πνπ ην t κπνξεί 

λα πάξεη. 

 

 2. Αο ήηαλ θάζε ζπλδπαζκφο κε Μ βαζκσηέο ηηκέο t(i) ηνπ t λα αλαθέξεηαη σο 

έλαο θνξέαο ππνςήθηνο ή κηα εθηθηή δηακφξθσζε 
kt , φπνπ ν δείθηεο  k ≤ Κ<∞. 

΢πλεξγαδφκελνο κε ηνλ θάζε ππνςήθην θνξέα kt  πξέπεη λα έρνπκε έλα 

κεηξήζηκν κέηξν ηνπ ιάζνπο, ηνπ θφζηνπο, ή ηεο ελέξγεηαο (
kE ). 

 

Με δεδνκέλεο ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο, ε ζπλδπαζηηθή κνξθή ηνπ αληίζηξνθνπ 

πξνβιήκαηνο κπνξεί λα δεισζεί σο εμήο: απφ K πηζαλφο ππνςήθηνο θνξέαο 
kt , 1 

≤ k ≤ K, αλαδήηεζε γηα ην 
optkt  θνξέα κε ην ρακειφηεξν

optkE ζθάικα. Αλ θαη 

εχθνια αλαθέξζεθε, ν ρξφλνο θαη ε ππνινγηζηηθή απνηειεζκαηηθφηεηα κε ηελ 

νπνία ην δηάιπκα πνπ ιακβάλεηαη ελψλεηαη ζε ηνπιάρηζηνλ δχν ζεκαληηθνχο 

παξάγνληεο-ν ζρεδηαζκφο ηνπ ζθάικαηνο ιεηηνπξγίαο θαη ε επηινγή ηεο 

ζηξαηεγηθήο αλαδήηεζεο. Σν ζθάικα ιεηηνπξγίαο (
kE ) πξέπεη λα παξέρεη έλα 

κεηξήζηκν κέηξν ηεο αλνκνηφηεηαο ή ηελ απφζηαζε κεηαμχ κίαο εθηθηήο 

δηακφξθσζεο ( kt ) θαη ηελ πξαγκαηηθή (αιιά άγλσζηε) δηακφξθσζε (
truet ), 

δειαδή, 

 

 
 

 

φπνπ d ππνδειψλεη κηα ζπλάξηεζε απφζηαζεο. Ο ζηφρνο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο είλαη ε απνηειεζκαηηθή αλαδήηεζε κέζσ ηνπ 

ζπλδπαζηηθνχ ρψξνπ θαη λα ζηακαηήζεη ζην βέιηηζην, ειάρηζην-ζθάικα (
optE ), 

δηακφξθσζε-
optkt :  
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φπνπ optk  ππνδειψλεη ηελ ηηκή ηνπ δείθηε k πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε βέιηηζηε 

δηακφξθσζε. ΢ηελ ηδαληθή πεξίπησζε, φηαλ ην δ = 0, απφ ηελ εμίζσζε 28.5, 

έρνπκε φηη 
optkt = truet . ΢ηελ πξάμε, σζηφζν, ιφγσ ελφο ζπλδπαζκνχ παξαγφλησλ, 

φπσο ν ζφξπβνο (Δμίζσζε 28,2), ή ην ζχζηεκα (εμίζσζε 28.1) είλαη ππνηηκεκέλα, 

optE = δ> 0, ππνλνψληαο φηη 
optkt ≠ truet , αιιά φηη ε 

optkt  είλαη ε θαιχηεξε 

δπλαηή, δεδνκέλνπ ηνπ δηαιχκαηνο απηφ πνπ είλαη γλσζηφ γηα ην πξφβιεκα θαη 

ηηο ιχζεηο ηεο. ΢ε γεληθέο γξακκέο ην ζθάικα ιεηηνπξγίαο πξέπεη λα πιεξεί ηηο 

απαηηήζεηο κηαο ζπλάξηεζεο απφζηαζεο ή κεηξηθφ (πξνζαξκνζκέλν απφ ην [10], 

ζει. 237.): 

 

 

 

 

φπνπ 28.7a Δμίζσζε πξνθχπηεη απφ ηελ Δμίζσζε 28.5, θαη φπνπ, φπσο θαη k, ν 

δείθηεοj νξίδεηαη ζην εχξνο (1, Κ) θαη Κ<∞. 28.7a εμίζσζε δήισζε φηη εάλ ην 

ζθάικα είλαη κεδέλ, 
kt  είλαη ε πξαγκαηηθή δηακφξθσζε. Ζ επίπησζε ηεο 28.7b 

εμίζσζεο είλαη φηη ην ζθάικα είλαη κία ζπλάξηεζε ηεο απφιπηεο ηηκήο ηεο 

απφζηαζεο κηαο δηακφξθσζεο απφ ηελ πξαγκαηηθή δηακφξθσζε. 28.7c εμίζσζε 

ζεκαίλεη φηη ν λφκνο ηξηγσληθήο αληζφηεηαο ηζρχεη. 

Καηά ην ζρεδηαζκφ ηνπ ζθάικαηνο ιεηηνπξγίαο, κπνξεί θαλείο λα ηαμηλνκήζεη ηηο 

πεγέο ζθαικάησλ ζε δχν δηαθξηηέο θαηεγνξίεο: Ζ πξψηε θαηεγνξία ηνπ ιάζνπο, 

πνπ ζπκβνιίδεηαη κε 
signal

kE , παξέρεη έλα κέηξν ηνπ ζθάικαηνο (ή απφζηαζε) 

κεηαμχ ηνπ παξαηεξνχκελνπ ζήκαηνο (
kr ) θαη ην εθηηκψκελν ζήκα (

k̂r )-

ππνινγίδεηαη γηα ηελ ηξέρνπζα δηακφξθσζε kt  ρξεζηκνπνηψληαο Δμίζσζε 28.1. 

Ζ δεχηεξε θαηεγνξία, πνπ ζπκβνιίδεηαη κε ινγαξηαζκνχο 
constraints

kE , γηα ηελ ηηκή 

πνπ πξέπεη λα ''θαηαβιεζεί'' φηαλ έλα εθηηκψκελν ιχζεο παξεθθιίλεη απφ ηηο 

δεζκεχζεηο πνπ ζα ήζειε λα ηνπο επηβάιεη κε βάζε ηελ θαηαλφεζε ηνπ θπζηθνχ 

θφζκνπ. Ο θπζηθφο θφζκνο, γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνχζε λα ππνδειψλεη φηη 

θάζε ζηνηρείν ηνπ ζήκαηνο είλαη πνιχ πηζαλφλ ζεηηθή αμία. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, 

κία αξλεηηθή αμηφινγε εθηίκεζε ελφο ζηνηρείνπ ζήκαηνο ζα νδεγήζεη ζε κία 

ιάζνο ηηκή πνπ είλαη αλάινγε πξνο ην κέγεζνο αξλεηηθφηεηαο ηνπ ζήκαηνο. 

Απηφο ν πεξηνξηζκφο είλαη επξέσο γλσζηφο σο ν πεξηνξηζκφο κε αξλεηηθψλ. Έλαο 
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άιινο πεξηνξηζκφο κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηελ παξαδνρή φηη ε ιχζε πνπ 

αλακέλεηαη λα είλαη νκαιή [11]:  

  

 

ˆ ˆt St =δsmooth,                           (28.8)                                   

 

 

 

φπνπ 

S είλαη κία κήηξα εμνκάιπλζεο 

δsmooth είλαη ν βαζκφο νκαιφηεηαο ηνπ ζήκαηνο 

 

Σν ζθάικα-ιεηηνπξγία, σο εθ ηνχηνπ, παίξλεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 

 φπνπ 

φπνπ 

 

 θαη                                                    (28.9) 

 

 

 

 

φπνπ  

constraintsE  αληηπξνζσπεχνπλ ην ζπλνιηθφ ζθάικα απφ φινπο ηνπο άιινπο 

παξάγνληεο ή ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ κπνξεί λα επηβιεζνχλ γηα ηε ιχζε 

{C} αληηπξνζσπεχεη ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ πεξηνξηζκνχ 

c  θαη 
cE  αληηπξνζσπεχνπλ ην βάξνο θαη ην ζθάικα ιεηηνπξγίαο, 

αληίζηνηρα, πνπ ζπλδένληαη κε cth πεξηνξηζκφ. 

 

 

3.3.2 Κ ξ η η ή ξ η ν  Metropolis 
 

Σν βαζηθφ θαζήθνλ γηα ηελ επίιπζε ηεο ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο πνπ 
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πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ είλαη λα ςάμεη γηα κηα δηακφξθσζε 
kt γηα ηελ νπνία ην 

ζθάικα ιεηηνπξγίαο 
kE είλαη ειάρηζην. Πξφηππεο κέζνδνη θιίζεο θαζφδνπ [6,12,13] 

ζα ήηαλ ε θπζηθή επηινγή πνπ είρε ην 
kE  θαη ήηαλ κηα ιεηηνπξγία κε κία κφλν 

ειάρηζηε (ή κέγηζηε) αμία, αιιά απηή ε ιεηηνπξγία έρεη ζπλήζσο πνιιαπιέο 

minimas (ή Maximas)-θιίζεηο κεζφδνπο θαζφδνπ θαη ζα ηείλνπλ λα εγθισβίδνληαη 

ζε έλα ηνπηθφ ειάρηζην. Ζ δηαδηθαζία πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο (Δηθφλα 28.2- 

ζα ζπδεηεζεί ζην επφκελν 

 

 

 

/*Πξνζνκνησκέλε αλφπηεζε */ 

/*Οξηζκφο αξρηθψλ ζπλζεθψλ:*/ 

/*Θεξκνθξαζία: Tinitial=T0*/ 

/*Ρχζκηζεt0=tinitial*/ 

/*Ρχζκηζε ειάρηζηνπ θφζηνποtopt=t0*/ 

Δλψ (ην θξηηήξην ζηακαηήκαηνο δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθφ){ 

ελψ(ξχζκηζε δελ είλαη ζε ηζνξξνπία){ 

Γηαηάξαμε(tk→tk+1);  

Γηαθνξά ππνινγηζηηθνχ 

ζθάικαηνο(ΓEk+1=Ek+1Ek);   

    αλΓEk+1≤0 ηφηε δέρεζαη 

δηαθνξεηηθά 

                              εάλ exp(- 1

T


)>random(0,1] ηφηε δέρεζαη;  

                              εάλ(δέρεζαη)ηφηε{ 

Δλεκέξσζε (Eopt←Ek+1);/* ζπκήζνπ ηελ αμ ία  ηνπ 

κηθξφηεξνπ ζθάικαηνο */ 

Δλεκέξσζε(topt←tk+1) /* ζπκήζνπ ηε ξχζκηζε ηνπ 

κηθξφηεξνπ ζθάικαηνο*/ 

}ηέινο/* φηαλ έρε η  επηηεπρζεί  ε  

ηζνξξνπία*/; Cool(T←Tk) 

k=k+1 

}ηέινο/* φηαλ ην θξηηήξην ζηακαηήκαηνο είλαη ηθαλνπνηεηηθφ*/ 

επηζηξνθή( );/* ξχζκηζε ηνπ κ ηθξφηεξνπ παγθφζκηνπ ζθάικαηνο */ 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ 28.2  Σν πεξίγξακκα ηνπ 
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αιγφξηζκνπ αλφπηεζεο 

 

 

ηκήκα), πξνηάζεθε απφ Metropolisetal. [9] γηα ην πξφβιεκα ηεο εμεχξεζεο 

ζηαζεξψλ δηακνξθψζεσλ ηεο αιιειεπίδξαζεο αηφκσλ θαη πξνζαξκφζηεθε γηα 

ζπλδπαζηηθή βειηηζηνπνίεζε απφ Kirkpatrick [7], πξνβιέπεη έλα ζχζηεκα γηα λα 

δηαζρίζεη ηελ επηθάλεηα ηνπ 
kE , λα βγεη απφ ηηο ηνπηθέο minimas, θαη ηειηθά λα 

γίλεη δξνζεξφ ζε έλα νιηθφ ειάρηζην. Ζ ζπκβνιή ησλ Metropolisetal., Πνπ 

ζπλήζσο αλαθέξεηαη ζηελ βηβιηνγξαθία σο θξηηήξην Metropolis », βαζίδεηαη 

ζηελ ππφζεζε φηη ε δηαθνξά ηνπ ζθάικαηνο δχν δηαδνρηθψλ εθηθηψλ 

δηακνξθψζεσλ (πνπ ππνδειψλνληαη σο παίξλεη ηε κνξθή ηεο 

θαηαλνκήο Gibbs’ (Δμ. 28.11). Σν θξηηήξην πνπ νξίδεη φηη, αθφκε θαηαλ κηα 

ξχζκηζε επξφθεηην λα νδεγήζεη ζε απμεκέλν ιάζνο, δειαδή, ΓE> 0, κπνξεί 

θαλείο λα επηιέμεη ηε λέα ξχζκηζε, εάλ  

 

 ( 28.10) 

φπνπ 

ηπραία ππνδειψλεη έλαλ ηπραίν αξηζκφ πνπ ιακβάλεηαη απφ κία νκνηφκνξθε 

θαηαλνκή ζηελ θιίκαθα (0, 1) 

Τ ππνδειψλεη ηε ζεξκνθξαζία ηνπ ζπζηήκαηνο θπζηθήο  

 

 

3.3.3 Gibbs’  δηαλνκή 

 

΢ην γχξηζκα ηνπ εηθνζηνχ αηψλα, Gibbs [8], κε βάζε ην έξγν ηνπ Clausius, 

Maxwell, θαηBoltzmann ζηελ ζηαηηζηηθή κεραληθή, πξνηείλεηαη ε P θαηαλνκήο 

πηζαλφηεηαο: 

 

(28.11) 

 

΋πνπ  

ς θαηΘ ήηαλ ζπλερή 

ε νξίζηεθε ε ειεχζεξε ελέξγεηα ζε έλα ζχζηεκα 
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Ζ δηαλνκή ήηαλ θαηαζθεπαζκέλε γηα λα ηθαλνπνηήζεη ηελ πξνυπφζεζε ηεο 

ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο ([8], ζ. 32.) Γηα ηα ζχλνια ησλ 

(ζεξκνδπλακηθψλ) ζπζηεκάησλ:  

 

 
 

 

 

φπνπpiθαηqi αληηπξνζψπεπε ηε γεληθεπκέλε νξκή θαη ηαρχηεηα, αληίζηνηρα, ηνπ 

iνζηνχ βαζκνχ ειεπζεξίαο. Σν αξλεηηθφ πξφζεκν ζηελ ε ζηελ εμίζσζε 28.11 

φθεηιε λα πιεξνί ηελ πξνυπφζεζε 

 

 

 

 

 

3.4  Γ η αδ ηθ αζ ί α  π ξν ζν κν η σ κέλ ε ο  α λ φ π ηε ζε ο   
 

Ο αιγφξηζκνο πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο φπσο ζθηαγξαθείηαη ζην ΢ρήκα 28.2 

κηκείηαη ηελ αλφπηεζε (ή ειεγρφκελε ςχμε) ελφο θαληαζηηθνχ ζπζηήκαηνο 

θπζηθήο. Οη άγλσζηεο παξάκεηξνη αληηκεησπίδνληαη ζαλ ζσκαηίδηα ζε έλα θπζηθφ 

ζχζηεκα. Μηα πξψηε tinitial δηακφξθσζεο επηιέγεηαη καδί κε ηελ αξρηθή ('' βξάδεη'') 

ηηκή ζεξκνθξαζίαο (Tinitial). Ζ επηινγή ηνπ Tinitial γίλεηαη έηζη ψζηε λα 

εμαζθαιίδεηαη φηη ε ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία, δειαδή ην 90%, ησλ ζπλζέζεσλ είλαη 

απνδεθηέο αθφκε θαη αλ νδεγήζεη ζε αξλεηηθφ
 . Ζ αξρηθή δηακφξθσζε 

δηαηαξάζζεηαη, είηε ρξεζηκνπνηψληαο κηα γελλήηξηα ηπραίσλ αξηζκψλ ή κε 

δηαδνρηθή επηινγή, γηα λα δεκηνπξγήζεη κηα δεχηεξε δηακφξθσζε, θαη 
2

ππνινγίδεηαη. Σν θξηηήξην Metropolis εθαξκφδεηαη γηα λα απνθαζίζεη αλ ζα δερζεί 

ή φρη ηε λέα ξχζκηζε. Μεηά ηελ επίηεπμε ηζνξξνπίαο, δειαδή κεηά |
2 |≤ equilib , 

φπνπ equilib είλαη έλα κηθξφ επξεκαηηθψο επηιεγκέλν θαηψθιη, ε ζεξκνθξαζία 

κεηψλεηαη ζχκθσλα κε έλα ρξνλνδηάγξακκα ςχμεο θαη ε δηαδηθαζία 

επαλαιακβάλεηαη κέρξηο φηνπ 
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ΔΗΚΟΝΑ28.3   Σξηζδηάζηαηε αλάθηεζε ηνπ ζήκαηνο κε πξνζνκνησκέλε αλφπηεζε. 

Σν αληηθείκελν ζθάιαο πνπ εκθαλίδεηαη αληηζηνηρεί ζηελ επνρή 17 θαη αλαθηάηαη 

απφ κία εηθφλα εζηηάζεσο κε ηε δνθηκή ελφο αξηζκνχ εθηθηψλ δηακνξθψζεσλ θαη 

ηελ εθαξκνγή ηνπ θξηηεξίνπ Metropolis ζε κηα δηαδηθαζία πξνζνκνησκέλεο 

αλφπηεζεο. 

 

 

κία πξνεπηιεγκέλε θαηεςπγκέλε ζεξκνθξαζία έρεη επηηεπρζεί. Πνιιά 

δηαθνξεηηθά ρξνλνδηαγξάκκαηα ςχμεο έρνπλ πξνηαζεί ζηε βηβιηνγξαθία ([18], 

ζει. 59.). ΢ε έλα δεκνθηιέο πξφγξακκα [18,19] θάζε κεηέπεηηα
1kT 

ζεξκνθξαζία 

είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ ηξέρνπζα ζεξκνθξαζία
kT , θαηά έλα θαζνξηζκέλν 

πνζνζηφ ηεο 
kT , δειαδή, 

1kT 
=

k kT , φπνπ 
k  είλαη ηππηθά ζηελ θιίκαθα απφ 0,8 

έσο ελφηεηα. Με βάζε ηε ζπκπεξηθνξά ησλ θπζηθψλ ζπζηεκάησλ πνπ δηαζέηνπλ 

ηελ ειάρηζηε (δσξεάλ) ελέξγεηα (ή θαζνιηθφ ειάρηζην) αλαθέξεη, φηαλ παγψζεη 

ζην ηέινο ηεο δηαδηθαζίαο αλφπηεζεο, ε ππφζεζε βαζίδεηαη ζηε δηαδηθαζία 

πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο είλαη φηη ε optt  πνπ ηειηθά επηηπγράλεηαη, είλαη 

επίζεο, ζε παγθφζκην επίπεδν ειάρηζηε . 

  Σα απνηειέζκαηα απφ ηελ εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζία πξνζνκνησκέλεο 

αλφπηεζεο γηα ηα πξνβιήκαηα ησλ ηξηζδηάζηαησλ ζεκάησλαπνθαηάζηαζεο [14] 
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δείρλνληαη ζην ΢ρήκα 28.3. ΢ε απηφ ην πξφβιεκα, κηα εηθφλα εζηηάζεσο, 

δηάλπζκα r, απφ έλα αδηαθαλέο αληηθεηκέλνπ κε ζθάια νθηψ βεκάησλ παξέρεηαη 

καδί κε ην ρψξν ζε δηαθνξεηηθφ ζεκείν εμάπισζεο ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο κήηξαο 

(H), θαη κηα θαιά εζηηαζκέλε εηθφλα. Ο άγλσζηνο t θνξέαο αληηπξνζψπεπε ηηο 

εληάζεηο ησλ ζηνηρείσλ φγθνπ (voxels) κε ηα νξαηά voxels  λα αλαιακβάλνπλ 

ζεηηθέο αμίεο θαη ηα θξπθά voxels πνπ έρνπλ κεδεληθή αμία. Ο θνξέαο t ήηαλ 

ιεμηθνγξαθηθφ επξεηήξην, έηζη ψζηε γλσξίδνληαο πνηα ζηνηρεία ηνπ t ήηαλ ζεηηθά, 

ζα κπνξνχζε θαλείο λα αλαθαηαζθεπάζεη ηελ ηξηζδηάζηαηε δνκή. 

Υξεζηκνπνηψληαο πξνζνκνησκέλε αλφπηεζε θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο (αδηαθάλεηα, 

κε-αξλεηηθφηεηα ηεο έληαζεο, ε νκαιφηεηα ηεο έληαζεο θαη ην βάζνο, θαη ζθηρηφ 

φξηα γηα ηα voxel ηηκέο έληαζεο πνπ ιακβάλνληαη απφ ηελ θαιά εζηηαζκέλε 

εηθφλα), ην αξρηθφ αληηθείκελν αλαθαηαζθεπάζηεθε. 

 

Καζνξηζκφο ΋ξσλ 

΢ηνπο αθφινπζνπο νξηζκνχο, φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε ζπδήηεζε,t∈ MR ,r∈ NR

,θαηH∈ MxNR .  

 

  ΢πλδπαζηηθή Βειηηζηνπνίεζε: Ζ δηαδηθαζία ηεο επηινγήο ηεο βέιηηζηεο 

(ρακειφηεξν θφζηνο)  

  δηακφξθσζεο απφ έλα κεγάιν δηάζηεκα ηνπ ππνςεθίνπ ή εθηθηψλ δηακνξθψζεσλ. 

 

  Γηακφξθσζε: Κάζε δηάλπζκα t είλαη κηα δηακφξθσζε. Ο φξνο ρξεζηκνπνηείηαη 

ζηε ζπλδπαζηηθή    

  βηβιηνγξαθία βειηηζηνπνίεζεο. 

 

  Κφζηνο/ελέξγεηα/ζπλάξηεζε ζθάικαηνο: Σν θφζηνο φξνπο, ε ελέξγεηα, ή 

ζπλάξηεζε ζθάικαηνο   

  ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά σο αληαιιαγή-επηδέμηα ζηε βηβιηνγξαθία. ΢πλάξηεζε 

θφζηνπο ρξεζηκνπνηείηαη   

  ζπρλά ζηε βηβιηνγξαθία βειηηζηνπνίεζεο ψζηε λα εθπξνζσπεί ηελ ραξηνγξάθεζε 

ελφο θνξέα ζε κία  

  ππνςήθηα (βαζκσηή) ιεηηνπξγηθή αμία ησλ νπνίσλ είλαη ελδεηθηηθή ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο ηνπ ππνςεθίνπ θνξέα. Ζ ιεηηνπξγία ελέξγεηαο ρξεζηκνπνηείηαη 

ζπρλά ζηελ ειεθηξνληθή ζεσξία ηεο επηθνηλσλίαο σο ςεπδψλπκν γηα ην πξφηππν 

2L ή ξίδα κέζεο ηεηξαγσληθήο ηηκήο ελφο θνξέα. ΢πλάξηεζε ζθάικαηνο 

ρξεζηκνπνηείηαη ηππηθά γηα ηε κέηξεζε κίαο αλαληηζηνηρία κεηαμχ εθηηκψκελνπ 

(θνξέα) θαη ηελ αλακελφκελε αμία ηνπ. Γηα ηνπο ζθνπνχο απηήο ηεο ζπδήηεζεο 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο φξνπο θφζηνο, ελέξγεηα θαη ζπλάξηεζε ζθάικαηνο 
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ελαιιαθηηθά. 

 

Gibbs δηαλνκή »: Ζ δηαλνκή (ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κηα ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο [pdf]) ζηελ νπνία ην η ν δείθηεο ηεο πηζαλφηεηαο (Ρ) είλαη κηα 

γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο ελέξγεηαο, δειαδή, 

 

φπνπςθαηΘείλαηζπλερείο 

θαηεαπεηθνλίδεη ηελ ελέξγεηα, δίλνληαο ην γλσζηφpdf: 

 

 

 

 

Αληίζηξνθν πξφβιεκα: Γεδνκέλνπ ηνπ πίλαθα H θαη ηνπ 

θνξέα r, βξείηε t πνπ λα ηθαλνπνηεί  r=Ht. 

 

Κξηηήξην Metropolis »: Σν θξηηήξην πνπ  πξνηάζεθε πξψηα απφ Metropolisetal. [9] 

λα απνθαζίζεη αλ πξέπεη ή φρη λα δερηεί κηα ξχζκηζε πνπ νδεγεί ζε έλα απμεκέλε 

ζθάικα, φηαλ πξνζπαζείηε λα θάλεηε αλαδήηεζε γηα ηηο δηακνξθψζεηο κε ειάρηζηα 

ζθάικαηα ζε έλα ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. 

 

Διάρηζηε-λφξκα: Ο θαλφλαο κεηαμχ δχν δηαλπζκάησλ είλαη έλα (βαζκσηφ) κέηξν 

ηεο απφζηαζεο (φπσο ην 
1L ,

2L ) (ή Δπθιείδεηνο),  λφξκεο ή ε απφζηαζε 

Mahalanobis ([10], ζει. 24.), Ή ην Manhattan κεηξηθφ [7]) κεηαμχ ηνπο. Διάρηζηνο-

θαλφλαο, εθηφο αλ αλαθέξεηαη δηαθνξεηηθά, πνπ ζεκαίλεη ειάρηζην Δπθιείδεηνο 

 θαλφλαο (ζπκβνιίδεηαη κε║∙║): 

min 

amongallt
║Ht- r║.          (28.15)                                         

 

Φεπδναληίζηξνθν: Αο είλαη optt  ν κνλαδηθφ ειάρηζηνο 

θνξέαο, σο εθ ηνχηνπ 
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Ζ ςεπδναληηζηξνθή ηεο κήηξαοHνξίδεηαη απφH†∈ NxMR   είλαη ε κήηξα 

ραξηνγξάθεζεο φ ι σ λ  η σ λ rζε αληίζηνηρεο ηεο optt  

 

 

 «΢ηαηηζηηθή κεραληθή: φηη θιάδνο ηεο κεραληθήο ζηελ νπνία ην πξφβιεκα είλαη 

λα βξεζεί ε ζηαηηζηηθή θαηαλνκή ησλ παξακέηξσλ ησλ ζπλφισλ (κεγάινο 

αξηζκφο) ησλ ζπζηεκάησλ (ην θαζέλα δηαθνξεηηθά φρη κφλν απεηξνειάρηζηα, 

αιιά αγθαιηάδεη θάζε πηζαλφ ζπλδπαζκφ ησλ παξακέηξσλ) ζε κηα επηζπκεηή 

ζηηγκή ζην ρξφλν, δεδνκέλνπ απηέο ηηο θαηαλνκέο θαηά ηελ παξνχζα ζηηγκή. . Ο 

Maxwell, ζχκθσλα κε ηνλ Gibbs [8], επηλφεζε ηνλ φξν'' ζηαηηζηηθή κεραληθή'' Σν 

πεδίν απηφ νθείιεη ηελ χπαξμή ηνπ ηελ επηζπκία λα εμεγήζεη ηνπο λφκνπο ηεο 

ζεξκνδπλακηθήο, φπσο δήισζε ν Gibbs ([8], ζ. viii.): ''Οη λφκνη ηεο 

ζεξκνδπλακηθήο, φπσο πξνζδηνξίδνληαη εκπεηξηθά, εθθξάδνπλ ηελ πξνζέγγηζε 

θαη ηελ πηζαλή ζπκπεξηθνξά ησλ ζπζηεκάησλ ελφο κεγάινπ αξηζκνχ ησλ 

ζσκαηηδίσλ, ή, αθξηβέζηεξα, εθθξάδνπλ ηνπο λφκνπο ηεο κεραληθήο γηα ηέηνηα 

ζπζηήκαηα φπσο εκθαλίδνληαη φληα πνπ δελ έρνπλ ηελ ιεπηφηεηα ηεο αληίιεςεο 

πξνο ην λα κπνξέζνπλ λα εθηηκήζνπλ ηηο πνζφηεηεο ηεο ηάμεο κεγέζνπο εθείλσλ 

πνπ αθνξνχλ κεκνλσκέλα ζσκαηίδηα, θαη ν νπνίνο δελ κπνξεί λα επαλαιάβεη ηα 

πεηξάκαηά ηνπο αξθεηά ζπρλά γηα λα απνθηήζεη θάπνην, αιιά ην πην πηζαλφ 

απνηέιεζκα.» 

 

 

Δπηπιένλ αλάγλσζε 

 

.   Αληίζηξνθα πξνβιήκαηα: Σν θιαζηθφ απφ Tikhonov [15] παξέρεη κηα θαιή 

εηζαγσγή γηα ην ζέκα. 

Γηα κηα πεξηγξαθή ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ 

εθαξκνγή ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο ξαληάξ βιέπε [16]. 

. ΢ηαηηζηηθή κεραληθή: «Gibbs [8] εξγαζία είλαη ηζηνξηθφο ζεζαπξφο. 

. Γηαλπζκαηηθνί ρψξνη θαη βειηηζηνπνίεζε: Σα βηβιία απφ Leunberger [12] θαη 

Gill θαη Murray [13] παξέρνπλ έλα επξχ εηζαγσγηθφ ίδξπκα. 

 

.   . Πξνζνκνησκέλε αλφπηεζε: Γχν πξφζθαηα βηβιία ηνπ van Laarhoven θαη 

Aarts [17] θαη Aarts θαη Korst [18] πεξηέρνπλ κηα νινθιεξσκέλε θάιπςε 

ηεο ζεσξίαο θαη εθαξκνγήο ηεο πξνζνκνησκέλεο αλφπηεζεο. Έλαο ρξήζηκνο 

αιγφξηζκνο ηεο αλφπηεζεο, καδί κε ζπκβνπιέο γηα ηελ αξηζκεηηθή εθαξκνγή 

θαη ηελ παξαγσγή ηπραίσλ αξηζκψλ, κπνξεί λα βξεζεί ζε αξηζκεηηθέο 

ζπληαγέο ζην C [19]. Μηα ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία πξνζνκνησκέλεο 
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αλφπηεζεο (ζηελ νπνία ε ζεξκνθξαζία Σ δηαηεξείηαη ζηαζεξή) κπνξεί λα 

βξεζεί ζηελ πξναλαθεξζέλ επξέσο έξγν ηνπ Geman Geman θαη [20], πνπ 

εθαξκφδεηαη απφ ηελ απνθαηάζηαζε ηεο εηθφλαο.  
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Αληίζηξνθα πξνβιήκαηα ζε Array 
Processing 
 

 

 
 
 
 
 

4.1 Δ η ζ αγ σγ ή   
 

Ζ ιήςε ηνπ ζήκαηνο έρεη πνιιέο εθαξκνγέο ζηηο επηθνηλσλίεο, ξαληάξ, ζφλαξ, 

θαη Γεσινγία, κεηαμχ άιισλ. Δληνχηνηο, νη δπζκελείο επηπηψζεηο ηνπ ζνξχβνπ ζε 

απηέο ηηο εθαξκνγέο πεξηνξίδνπλ ηε ρξεζηκφηεηά ηνπο. Χο εθ ηνχηνπ, ε 

αλαδήηεζε γηα λέεο θαη βειηησκέλεο ηερληθέο αθαίξεζεο ζνξχβνπ είλαη έλα 

ζπλερέο ζέκα ηεο έξεπλαο έρεη κεγάιε ζεκαζία γηα έλαλ ηεξάζηην αξηζκφ ησλ 

αηηήζεσλ ιήςεο ηνπ ζήκαηνο. 

΋ηαλ είλαη γλσζηά νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζνξχβνπ, ηα απνηειέζκαηά 

ηνπο κπνξνχλ λα απνδεκησζνχλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ν ζφξπβνο είλαη γλσζηφ φηη 

έρεη νξηζκέλα θαζκαηηθά ραξαθηεξηζηηθά, ηφηε κηα πεπεξαζκέλε παικηθή 

απφθξηζε (FIR) ή άπεηξε θξνπζηηθή απφθξηζε θίιηξνπ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί γηα 

λα θαηαζηείιεη ηηο ζπρλφηεηεο ζνξχβνπ. Οκνίσο, αλ είλαη γλσζηέο νη ζηαηηζηηθέο 

ηνπ ζνξχβνπ, ηφηε έλα θίιηξν Weiner κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

αλαθνπθίζεη ηα απνηειέζκαηά ηεο. Σέινο, αλ ν ζφξπβνο είλαη ρσξνηαμηθά 

δηαρσξηζκέλνο απφ ην επηζπκεηφ ζήκα, ηφηε κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

ζπζηνηρίεο κε πνιινχο αηζζεηήξεο γηα ηελ θαηαζηνιή ηνπ ζνξχβνπ. Απηή ε 

ηειεπηαία ππφζεζε ζπδεηείηαη ζε απηφ ην άξζξν. 

Μία ζπζηνηρία πνιιαπιψλ αηζζεηήξσλ απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν ησλ 

κεηαηξνπέσλ, δειαδή, θεξαίεο, κηθξφθσλα, πδξφθσλα, ζεηζκφ-κέηξα, γεσινγηθά 

ηειέθσλα, θιπ., πνπ είλαη δηαηεηαγκέλα ζε έλα κνηίβν πνπ κπνξνχλ λα 

επσθειεζνχλ απφ ηε ρσξηθή ζέζε ησλ ζεκάησλ. Μία θεξαία ηειεφξαζεο δχν 

ζηνηρείσλ απνηειεί έλα θαιφ παξάδεηγκα. Γηα λα βειηηψζεηε ηε ιήςε ζήκαηνο 

and/or λα κεηξηάζεηε ηηο ζπλέπεηεο κηαο πεγήο ζνξχβνπ, ην ζρέδην ηεο θεξαίαο 

ξπζκίδεηαη κε ην ρέξη γηα λα θαηεπζχλεη έλα ζπζηαηηθφ ρακεινχ θέξδνπο ησλ 

θεξαηψλ πξνο ηελ πεγή ηνπ ζνξχβνπ. ΢πζηνηρίεο κε πνιιαπινχο αηζζεηήξεο 

επηηπγράλνπλ απηή ηε ξχζκηζε κε ηε ρξήζε ελφο αιγφξηζκνπ επεμεξγαζίαο 

ζπζηνηρίαο. Οη πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο κε ζπζηνηρίεο κε πνιινχο αηζζεηήξεο 

πεξηιακβάλνπλ έλα ζηαζεξφ κνηίβν ησλ κεηαηξνπέσλ, φπσο κία γξακκηθή 
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ζπζηνηρία. Οη πξνζαξκνγέο κε κνηίβν θεξαίαο γίλεηαη κε ηελ εθαξκνγή βάξνπο 

ζηηο εμφδνπο ηνπ θάζε κεηαηξνπέα. Αλ ν ζφξπβνο θηάλεη απφ κηα ζπγθεθξηκέλε 

κε κεηαβαιιφκελε ρσξηθή ηνπνζεζία, ηφηε ηα βάξε ζα πξέπεη λα 

πξνζαξκνζηνχλ. Γηαθνξεηηθά, αλ ν ζφξπβνο θηάλεη  ηπραία, αιιάδνληαο ζέζεηο 

ηφηε ηα βάξε πξέπεη λα είλαη πξνζαξκνζηηθά. Έηζη, ζε κηα ζηξαηησηηθή εθαξκνγή 

ησλ επηθνηλσληψλ, φπνπ έλα θαλάιη επηθνηλσλίαο ππφθεηηαη ζε παξεκβνιέο απφ 
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  ηπραίεο δηαζηεκηθέο πεξηνρέο, έλαλ αιγφξηζκν κε πξνζαξκνδφκελε ζπζηνηρία   

  επεμεξγαζίαο ζα ήηαλ ε θαηάιιειε ιχζε. Οη εκπνξηθέο εθαξκνγέο  ζπζηνηρηψλ      

  κηθξνθψλσλ πεξηιακβάλνπλ ηειεδηάζθεςε [6] θαη ηα αθνπζηηθά βνεζήκαηα [9]. 

Τπάξρνπλ δηάθνξεο κέζνδνη γηα ηελ απφθηεζε ηεο ελεκέξσζεο βάξνπο ησλ 

εμηζψζεσλ ζηελ επεμεξγαζία ζήκαηνο. Σα πεξηζζφηεξα απφ απηά πξνέξρνληαη 

απφ ζηαηηζηηθά βαζηζκέλεο ζπλζέζεηο. Σν πξνθχπηνλ βέιηηζην δηάλπζκα βάξνπο  

ηφηε εθθξάδεηαη γεληθά ζε φξνπο ηεο κήηξαο απηνζπζρέηηζεο εηζφδνπ. Μία 

ελαιιαθηηθή ζχλζεζε είλαη λα εθθξάζεη ην πξφβιεκα ηεο ζπζηνηρίαο 

επεμεξγαζίαο, φπσο έλα γξακκηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ ζηελ νπνία νη ηερληθέο 

επαλαιεπηηθήο αληηζηξνθήο ηεο κήηξαο κπνξεί λα εθαξκνζηνχλ. Ζ κήηξα 

αληίζηξνθεο ζχλζεζεο ζα είλαη ην επίθεληξν απηνχ ηνπ άξζξνπ. 

Σν αθφινπζν ηκήκα παξέρεη κηα επηζθφπεζε θφλην ηεο δηάδνζεο θπκάησλ, 

ρσξηθή δεηγκαηνιεςία, ρσξηθή θαη θηιηξάξηζκα. Αθνινχζσο, ζπζηνηρίεο ζηελήο 

θαη επξείαο δψλεο, πίλαθεο κε αθηίλεο, πεξηγξάθνληαη καδί κε ην πξφηππν 

αιγνξίζκσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα απηέο ηηο εθαξκνγέο. Οη ζηελήο θαη 

επξείαο δψλεο αιγφξηζκνη ζηε ζπλέρεηα ζα επαλαδηαηππσζνχλ φζνλ αθνξά έλα 

αληίζηξνθν πξφβιεκα θαη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ πνπ παξέρεηαη. Σέινο, ηα δηάθνξα παξαδείγκαηα 

δίλνληαη καδί κε κηα πεξίιεςε. 

 

4.2 Θεσξία ηζηνξηθνχ  
 

Οη πίλαθεο επεμεξγαζίαο ρξεζηκνπνηνχλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο ρσξηθέο 

ζέζεηο ησλ ζεκάησλ γηα λα βνεζήζνπλ ζηελ κείσζε ησλ παξεκβνιψλ θαη ηελ 

ελίζρπζε ηνπ ζήκαηνο. Οη ρσξηθέο ζέζεηο ησλ ζεκάησλ κπνξεί λα θαζνξίδνληαη 

απφ ηα κέησπα θχκαηνο πνπ πξνέξρνληαλ απφ ηηο πεγέο ζήκαηνο. Λίγε ζεσξία 

ππνβάζξνπ ζρεηηθά κε θχκα πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ είδνπο θαη ε ρσξηθή 

ζπρλφηεηα είλαη απαξαίηεηα γηα λα θαηαλνήζνπκε πιήξσο ηηο ηερληθέο 

θαηαζηνιήο παξεκβνιψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ επεμεξγαζία ζήκαηνο. Οη 

παξαθάησ ππνελφηεηεο παξέρνπλ απηφ ην πιηθφ ππφβαζξν. 

 

 

4.2.1 Γηάδνζε θπκάησλ 

 

  Μηα πξνζαξκνδφκελε δηάηαμε απνηειείηαη απφ έλαλ αξηζκφ απφ αηζζεηήξεο 

ηππηθά δηακνξθσκέλν  ζε έλα γξακκηθφ κνηίβν πνπ ρξεζηκνπνηεί ηα ρσξηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζεκάησλ γηα ηε βειηίσζε ηεο ιήςεο ελφο επηζπκεηνχ ζήκαηνο 

and/or αθχξσζε ησλ αλεπηζχκεησλ ζεκάησλ. Ζ αλάιπζε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην 

θεθάιαην απηφ ππνζέηεη φηη κία γξακκηθή ζπζηνηρία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη, ε νπνία 
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αληηζηνηρεί ζηνπο αηζζεηήξεο δηακνξθψλεηαη θαηά κήθνο κηαο γξακκήο.  

  ΢ήκαηα κπνξεί λα ραξαθηεξίδνληαη απφ ρσξηθά γσλία άθημήο ηνπο ζε ζρέζε κε ηε 

ζπζηνηρία. Ζ γσλία άθημεο ελφο ζήκαηνο νξίδεηαη σο ε γσλία κεηαμχ ηεο δηαδξνκήο 

κεηάδνζεο ηνπ ζήκαηνο θαη ηεο θαζέηνπ ηεο ζπζηνηρίαο. Δμεηάζηε ην κέησπν 

θχκαηνο πνπ πξνέξρεηαη απφ κηα πεγή ζεκείνπ, φπσο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 

30.1. Δδψ, ε γσλία άθημεο δείρλεηαη σο ζ. 

 

 

 
 

 

ΔΗΚΟΝΑ30.1  Σ ν  π ν ι ι α π ι α ζ η α ζ η η θ φ  κ ε η ψ π ν π  θ χ κ α η ν ο .  

 

 

 

΢εκείσζε ζην ΢ρήκα 30.1, φηη ηα κέησπα θχκαηνο πνπ πξνέξρνληαη απφ κηα 

ζεκεηαθή πεγή κπνξεί λα ραξαθηεξίδνληαη απφ επίπεδα θχκαηα (δειαδή, ν ηφπνο 

ηεο ζπλερνχο θάζεο απφ επζείεο γξακκέο) φηαλ πξνέξρνληαη απφ ην καθξηλφ 

πεδίν ή  ηε Fraunhofer, πεξηνρή. Ζ πξνζέγγηζε ηνκέα ηζρχεη γηα ηα ζήκαηα πνπ 

πιεξνχλ ηηο αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο: 
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φπνπ s είλαη ε απφζηαζε κεηαμχ ηνπ ζήκαηνο θαη ηνπ πίλαθα, ην ι είλαη ην κήθνο 

θχκαηνο ηνπ ζήκαηνο, θαη ην D είλαη ην κήθνο ηεο ζπζηνηρίαο. Σα κέησπα πνπ 

πξνέξρνληαη απφ πην θνληά απφ φ, ηη 2D / ι ζεσξείηαη φηη είλαη απφ ην θνληηλφ πεδίν 

ή ηε Fresnel, πεξηνρή. Μέησπα πνπ πξνέξρνληαη απφ ην θνληηλφ πεδίν εκθαλίδνπλ 

έλα θπξηφ ζρήκα φηαλ ρηππά ηε ζπζηνηρία αηζζεηήξσλ. Απηά ηα κέησπα δελ 

δεκηνπξγνχλ γξακκηθέο κεηαηνπίζεηο θάζεο κεηαμχ δηαδνρηθψλ αηζζεηήξσλ. 

Χζηφζν, ε θακππιφηεηα ηνπ κεηψπνπ θχκαηνο επηηξέπεη ηνπο αιγφξηζκνπο λα 

πξνζδηνξίζνπλ ην ζεκείν ζέζε πξνέιεπζεο εθηφο απφ ηελ θαηεχζπλζε ηεο άθημεο 

[1]. Σν ππφινηπν απηνχ ηνπ άξζξνπ πξνυπνζέηεη φηη φια ηα κέησπα θηάλνπλ απφ 

ην καθξηλφ ηνκέα. 

 

 

4.2.2  Υ σ ξ η θ ή  δ ε η γ κ α η ν ι ε ς ί α  
 

΢ην ΢ρήκα 30.1 κπνξεί λα θαλεί φηη ε θπκαηνκνξθή ηνπ ζήκαηνο βηψλεη κηα 

ρξνληθή θαζπζηέξεζε κεηαμχ ηεο δηέιεπζεο θάζε αηζζεηήξα, αλ ππνηεζεί φηη δελ 

θηάλεη θάζεηα πξνο ηε ζπζηνηρία. Ζ θαζπζηέξεζε ηνπ ρξφλνπ, η, ηεο 

θπκαηνκνξθήο ρηππά ηνπο πξψηνπο θαη ηνπο δεχηεξνπο ζηε ζπλέρεηα αηζζεηήξεο 

ζην ΢ρήκα 30.1 κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο  

 
φπνπ 

d  είλαη ε απφζηαζε κεηαμχ ηνπ αηζζεηήξα 

c είλαη ε ηαρχηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ ηεο δεδνκέλεο  θπκαηνκνξθήο  γηα έλα      

ζπγθεθξηκέλν κέζν  (δειαδή, 3×
8

10 m /s  γηα ειεθηξνκαγλεηηθά θχκαηα κέζσ  

    ηνπ αέξα, 1,5 × 310 m / s γηα ηα ερεηηθά  θχκαηα κέζσ ηνπ λεξνχ, θ.ιπ.) 

ζ  είλαη ε γσλία άθημεο ηνπ κεηψπνπ θχκαηνο 

 

Απηή ε ρξνληθή θαζπζηέξεζε αληηζηνηρεί ζε κηα κεηαηφπηζε θάζεο ηνπ ζήκαηνο, 

φπσο παξαηεξείηαη απφ θάζε αηζζεηήξα. Ζ κεηαηφπηζε θάζεο, θ, ή ε ειεθηξηθή 

γσλία παξαηεξήζεθε ζε θάζε αηζζεηήξα ιφγσ ηεο γσλίαο αθίμεσο ηνπ κεηψπνπ 

θχκαηνο θαη κπνξεί λα βξεζεί σο 
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Δδψ,ιoείλαη ην κήθνο θχκαηνο ηνπ ζήκαηνο κε ζπρλφηεηα foφπσο νξίδεηαη απφ 

 

 
 

 

Χο εθ ηνχηνπ, έλα ζήκα x(k) πνπ δηαζρίδεη ηε ζπζηνηρία αηζζεηήξσλ θαη 

παξνπζηάδεη κεηαηφπηζε θάζεο θ κεηαμχ νκνηφκνξθσλ απερφλησλ, νη δηαδνρηθνί 

αηζζεηήξεο κπνξεί λα ραξαθηεξίδνληαη απφ ην δηάλπζκα x(k), φπνπ 

 

 (30.5) Οκνηφκνξθε 

απφζηαζε αηζζεηήξα ππνηίζεηαη ζε φιν ην ππφινηπν απηνχ ηνπ άξζξνπ. 

 

 

4.2.3 Υσξηθή ζπρλφηεηα 
 

Ζ γσλία άθημεο ελφο κεηψπνπ θχκαηνο νξίδεη κηα πνζφηεηα πνπ είλαη γλσζηή σο 

ε ρσξηθή ζπρλφηεηα. Οη πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο ρξεζηκνπνηνχλ πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ηε ρσξηθή ζπρλφηεηα γηα ηελ θαηαζηνιή αλεπηζχκεησλ ζεκάησλ πνπ 

πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο απφ εθείλε ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ. Ζ 

ρσξηθή ζπρλφηεηα πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ πεξηνδηθφηεηα πνπ παξαηεξείηαη ζε 

φιε ηε ζπζηνηρία αηζζεηήξσλ ιφγσ ηεο κεηαηφπηζεο θάζεο ελφο ζήκαηνο πνπ 

θζάλεη ζε θάπνηα γσλία απφ ηελ άθημε. 

΢ήκαηα πνπ θζάλνπλ θάζεηα πξνο ηε ζπζηνηρία (γλσζηή σο boresight) 

δεκηνπξγνχλ ηαπηφζεκεο θπκαηνκνξθέο ζε θάζε αηζζεηήξα. Ζ ρσξηθή 

ζπρλφηεηα ησλ ζεκάησλ απηψλ είλαη κεδέλ. ΢ήκαηα πνπ δελ θηάλνπλ θάζεηα 

πξνο ηελ ζπζηνηρία δελ ζα δεκηνπξγήζνπλ θπκαηνκνξθέο πνπ είλαη 

παλνκνηφηππεο ζε θάζε έλα αηζζεηήξα ππνζέηνληαο φηη δελ ππάξρεη ρσξηθφ 

ςεπδψλπκν ιφγσ αλεπαξθψο θαηαλεκεκέλσλ αηζζεηήξσλ. ΢ε γεληθέο γξακκέο, 

θαζψο απμάλεη ε γσλία, ην ίδην θάλεη θαη ε ρσξηθή ζπρλφηεηα. Μπνξεί επίζεο λα 

ζπλαρζεί φηη ε δηαηήξεζε ζεκάησλ πνπ έρνπλ κία γσλία άθημεο ίζε κε κεδέλ 

βαζκνχο, ελψ θαηαζηέιιεη ζήκαηα απφ άιιεο θαηεπζχλζεηο είλαη ηζνδχλακε κε 

θηιηξάξηζκα ρακειήο δηέιεπζεο ηεο ρσξηθήο ζπρλφηεηαο. Απηφ παξέρεη ην 
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θίλεηξν γηα ηηο ζπκβαηηθέο ή νξηζκέλνπ βάξνπο ηερληθέο δηακφξθσζεο ζε δέζκε. 

Δδψ, νη ηηκέο ηνπ αηζζεηήξα κπνξεί λα ππνινγηζηνχλ κέζσ κηαο ηερληθήο 

παξαζχξσλ, φπσο έλα νξζνγψλην, Hamming, θιπ. γηα λα δψζεη κία ζηαζεξή 

θαηαζηνιή ηνπ κε boresight ζήκαηνο. Χζηφζν, νη πξνζαξκνζηηθέο ηερληθέο 

κπνξνχλ λα εληνπίζνπλ ηε ζπγθεθξηκέλε ρσξηθή ζπρλφηεηα ελφο ζήκαηνο 

παξεκβνιήο θαη λα ηνπνζεηήζνπλ έλα θελφ ζε απηφ αθξηβψο ην ζεκείν γηα λα 

επηηεπρζεί κεγαιχηεξε θαηαζηνιή. 

Τπάξρνπλ δχν ηχπνη δηακφξθσζεο ζε δέζκε, δειαδή ηηο ζπκβαηηθέο ή ''ζηαζεξνχ 

βάξνπο,'' beamforming θαη πξνζαξκνζηηθφ beamforming. Έλαο ζπκβαηηθφο 

δηακνξθσηήο δέζκεο κπνξεί λα ζρεδηαζηεί κε ηε ρξήζε ησλ παξαζχξσλ θαη ηεο 

ζεσξίαο ηνπ θίιηξνπ FIR. Υξεζηκνπνηνχλ ζηαζεξά βάξε θαη είλαη θαηάιιεια ζε 

εθαξκνγέο φπνπ είλαη γλσζηέο νη ρσξηθέο ζέζεηο ησλ πεγψλ ζνξχβνπ θαη δελ 

αιιάδνπλ. Οη πξνζαξκνζηηθνί beamformers δελ θάλνπλ ηέηνηεο ππνζέζεηο 

ζρεηηθά κε ηηο ζέζεηο ησλ πεγψλ ζήκαηνο. Σα βάξε πξνζαξκφδνληαη γηα λα 

θηινμελήζνπλ ην κεηαβαιιφκελν πεξηβάιινλ ηνπ ζήκαηνο. 

Οη πίλαθεο πνπ έρνπλ κηα νξαηή πεξηνρή ηνπ -90° έσο +90° (δειαδή, ε αδηκνχζηα 

πεξηνρή γηα ιήςε ζήκαηνο) απαηηεί φηη ε απφζηαζε ηνπ αηζζεηήξα ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε 

 
  

 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε γηα ηελ απφζηαζε ηνπ αηζζεηήξα είλαη αλάινγε κε ην ξπζκφ 

δεηγκαηνιεςίαο ηνπ Nyquist γηα ηελ αλάιπζε ζην πεδίν ησλ ζπρλνηήησλ. Γηα 

παξάδεηγκα, ζθεθηείηε έλα ζήκα πνπ εκθαλίδεη αθξηβψο έλα ρξνληθφ δηάζηεκα 

κεηαμχ δηαδνρηθψλ αηζζεηήξσλ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ε έμνδνο ηνπ θάζε 

αηζζεηήξα ζα είλαη ηζνδχλακε, δίλνληαο ηελ ςεπδή εληχπσζε φηη ην ζήκα θζάλεη 

θαλνληθά ζηε ζπζηνηρία. Απφ ηελ άπνςε ηνπ πξνηχπνπ ηεο θεξαίαο , αλεπαξθή 

απνηειέζκαηα ζα έρνπλ απφζηαζε  ζηνπο αηζζεηήξα ινβνχο. Οη αηζζεηήξεο 

ινβνί είλαη ινβνί άιινη εθηφο απφ ηνλ θχξην ινβφ πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ νξαηή 

πεξηνρή θαη κπνξεί λα εληζρχζεη αλεπηζχκεηα ζήκαηα θαηεχζπλζεο. 

Σα ρσξηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπρλφηεηαο ησλ ζεκάησλ επηηξέπνπλ πνιιέο 

επθαηξίεο βειηίσζεο κέζσ ηεο ζπζηνηρίαο αιγνξίζκσλ επεμεξγαζίαο. Οη 

αιγφξηζκνη επεμεξγαζίαο πηλάθσλ ζπλήζσο πινπνηνχληαη κε ηελ εθαξκνγή 

ζπζηνηρηψλ ζηελήο ή επξείαο δψλεο. Απηέο νη δχν ζπζηνηρίεο ζπδεηνχληαη ζηηο 

αθφινπζεο ελφηεηεο. 

 

 

4.3  Π ί λ α θ εο  ζ ηε λ ήο  δ ψ λε ο   
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Οη πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο ζηελήο δψλεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζε εθαξκνγέο 

φπνπ ηα ζήκαηα κπνξεί λα ραξαθηεξίδνληαη απφ κία ζπρλφηεηα θαη έηζη 

θαηαιακβάλνπλ έλα ζρεηηθά ζηελφ εχξνο δψλεο. Έλα ζήκα ηνπ νπνίνπ ν θάθεινο 

δελ αιιάδεη θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ρξφλνπ ηνπ κεηψπνπ θχκαηνο πξνζπίπηεη επί 

ησλ κεηαηξνπέσλ θαη ζεσξείηαη ζηελήο δψλεο. Μηα πξνζαξκνζηηθή ζπζηνηρία 

ζηελήο δψλεο απνηειείηαη απφ κηα ζεηξά αηζζεηήξσλ πνπ αθνινπζείηαη απφ έλα 

ζχλνιν απφ ξπζκηδφκελα θέξδε, ή βάξε. Οη έμνδνη ησλ ζηαζκηζκέλσλ 

αηζζεηήξσλ αζξνίδνληαη γηα λα παξάγνπλ ηελ έμνδν ζπζηνηρίαο. Μηα ζπζηνηρία 

ζηελήο δψλεο δείρλεηαη ζην ΢ρήκα 30.2. 

Σν δηάλπζκα εηζφδνπ x(k) απνηειείηαη απφ ην άζξνηζκα ηνπ επηζπκεηνχ ζήκαηνο 

s(k) θαη θνξείο ζνξχβνπ n(k) θαη νξίδεηαη σο 

 

 

x(k)=s(k)+n(k),                                                         (30.7) 

 

 

 

 
 

 

ΔΗΚΟΝΑ30.2   ΢ π ζ η ν η ρ ί α  ζ η ε λ ή ο  δ ψ λ ε ο  

 

 

 

φπνπ k ππνδειψλεη ηελ ρξνληθή ζηηγκή ηνπ δηαλχζκαηνο εηζφδνπ. Σν δηάλπζκα 

ζνξχβνπ n(k) ζα απνηειείηαη γεληθά απφ ζεξκηθφ ζφξπβν θαη παξεκβνιέο 

θαηεχζπλζεο. ΢ε θάζε ρξνληθή ζηηγκή, ην δηάλπζκα εηζφδνπ πνιιαπιαζηάδεηαη κε 

ηνλ θνξέα γηα λα ιεθζεί ην βάξνο ηε ζπζηνηρία εμφδνπ, ε νπνία δίλεηαη σο 
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y(k)=xT(k)w,x,w ∈CK,          (30.8) 

 

 

φπνπ CK είλαη ν πνιχπινθνο ρψξνο δηάζηαζεο Κ. Ζ ζπζηνηρία εμφδνπ θαηφπηλ 

πεξληέηαη ζηνλ επεμεξγαζηή ζήκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ πξνεγνχκελε ηηκή 

ησλ ηηκψλ εμφδνπ θαη ξεχκαηνο απφ ηηο εηζφδνπο γηα λα θαζνξίζεη ηε ξχζκηζε 

ψζηε λα θάλεη ηα βάξε. Σα βάξε ζηε ζπλέρεηα ξπζκίδνληαη θαη 

πνιιαπιαζηάδνληαη κε ην λέν δηάλπζκα εηζφδνπ γηα λα ιεθζεί ε επφκελε έμνδνο. 

Ο βξφρνο αλάδξαζεο εμφδνπ επηηξέπεη ηα βάξε λα ξπζκηζηνχλ, πξνζαξκνζηηθά, 

ζηεγάδνληαο έηζη κε ζηάζηκα πεξηβάιινληα. 

΢ηελ Δμίζσζε 30.8, είλαη επηζπκεηφ λα βξνχκε έλα δηάλπζκα βάξνπο πνπ ζα 

επηηξέςεη ηε έμνδν y λα ηζνχηαη θαηά πξνζέγγηζε κε ην πξαγκαηηθφ ζήκα ζηφρν. 

Γηα ηελ παξαγσγή ησλ εμηζψζεσλ ελεκέξσζεο βάξνο, είλαη απαξαίηεην λα 

γλσξίδνπκε φηη νη α εμ αξρήο πιεξνθνξίεο γίλνληαη δεθηέο. Μία κνξθή ησλ 

πξνηέξσλ γλσζηψλ πιεξνθνξηψλ ζα κπνξνχζε λα είλαη ε ρσξηθή ζέζε ηνπ 

ζήκαηνο ζηφρνπ, επίζεο γλσζηή σο ην'' βιέκκα-θαηεχζπλζε.'' Γηα παξάδεηγκα, 

πνιινί αιγφξηζκνη ζπζηνηρίαο επεμεξγαζίαο ππνζέηνπλ φηη ην ζήκα-ζηφρνο 

θζάλεη θαλνληθά ζηε ζπζηνηρία, εηδάιισο έλα ηηκφλη θνξέαο ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

λα θαίλεηαη σο ηέηνηα. Μηα άιιε κνξθή ησλ πξνηέξσλ γλσζηψλ πιεξνθνξηψλ 

είλαη λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα ζήκα ζην άθξν ιήςεο πνπ ζπζρεηίδεηαη κε ην ζήκα 

εηζφδνπ, δειαδή έλα πηινηηθφ ζήκα. Κάζε έλα απφ απηά ηα θξηηήξηα ζα ιεθζνχλ 

ππφςε ζηηο παξαθάησ ππνελφηεηεο. 

 

 

4.3.1  Π ε ξ η ν ξ η ζ κ φ ο  θ α η ε χ ζ π λ ζ ε ο  β ι έ κ κ α η ν ο  
 

Έλαο απφ ηνπο πξψηνπο αιγφξηζκνπο ζπζηνηρίαο ζηελήο δψλεο πξνηάζεθε απφ 

ηνλ Applebaum [2]. Απηφο ν αιγφξηζκνο είλαη γλσζηφο σο ν sidelobe αθπξσηήο 

θαη ππνζέηεη φηη ε θαηεχζπλζε ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ είλαη γλσζηή. Ο αιγφξηζκνο 

δελ επηρεηξεί λα κεγηζηνπνηήζεη ηελ απνιαβή ζήκαηνο, αιιά αλη 'απηνχ ξπζκίδεη 

ηνπο πιεπξηθνχο ινβνχο, έηζη ψζηε ηα ζήκαηα παξεκβνιήο λα  ζπκπίπηνπλ κε ηα 

κεδεληθά ζήκαηα ηνπ πξνηχπνπ θεξαίαο. Απηή ε έλλνηα απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 

30.3. 

Ο Applebaum βάζηζε ηελ ελεκεξσκέλε εμίζσζε βάξνπο κέζσ κεγηζηνπνίεζεο 

ηνπ ζήκαηνο ζε παξεκβνιέο ζπλ ην ζεξκηθφ ζφξπβν (SINR). ΋πσο πξνθχπηεη ζην 

[2], απηφ έρεη σο απνηέιεζκα ηε βειηηζηνπνίεζε ζην βέιηηζην δηάλπζκα βάξνπο, 

φπσο δίδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 30.9: 
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ΔΗΚΟΝΑ30.3   Α θ π ξ σ η ή ο  Sidelobe. 

 

 

φπνπ 

XXR είλαη ε κήηξα ζπλδηαθχκαλζεο ησλ εηζξνψλ 

κ  είλαη κηα ζηαζεξά πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ απνιαβή ζήκαηνο 

t είλαη έλα δηάλπζκα δηεχζπλζεο πνπ αληηζηνηρεί ζηε γσλία αθίμεσο ηνπ 

επηζπκεηνχ ζήκαηνο 

 

Απηφ ην δηάλπζκα δηεχζπλζεο είλαη ηζνδχλακν κε ην δηάλπζκα κεηαηφπηζεο 

θάζεο ηεο Δμίζσζεο 30.5. ΢εκεηψζηε φηη, αλ ε γσλία άθημεο ηνπ επηζπκεηνχ 

ζήκαηνο είλαη κεδέλ, ηφηε ην δηάλπζκα t απιά ζα πεξηέρεη απηά. 

Μηα δηαθξηηνπνηεκέλε εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Applebaum εκθαλίδεηαη σο 

εμήο: 

 

 

w(j+1) =w(j)+a(wqw(j)) - βx(k)y(k),                            (30.10) 

 

φπνπ 

wqαληηπξνζσπεχεη ην θνξέα εξεκίαο βάξνπο (δειαδή, φηαλ δελ ππάξρνπλ    

     παξεκβνιέο)  ν εθζέηεο j αλαθέξεηαη ζηελ επαλάιεςε 

α είλαη κία παξάκεηξνο θέξδνπο γηα ηνλ θνξέα ηνπ ζπζηήκαηνο δηεχζπλζεο 

β είλαη κηα παξάκεηξνο θέξδνπο πνπ ειέγρεη ην ξπζκφ πξνζαξκνγήο θαη ηε  

   δηαθχκαλζε γηα ηελ ιχζε κφληκεο θαηάζηαζεο 
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4.3.2 Πεξηνξηζκφο πηινηηθνχ ζήκαηνο 
 

Μηα άιιε κνξθή ησλ πξνηέξσλ γλσζηψλ πιεξνθνξηψλ είλαη ε ρξήζε ελφο 

πηινηηθνχ ζήκαηνο πνπ ζπζρεηίδεηαη κε ην ζήκα ζηφρν. Απηφ νδεγεί ζε έλαλ 

beamforming αιγφξηζκν πνπ ζα επηθεληξσζεί ζηε δηαηήξεζε κηαο δέζκεο πνπ 

θαηεπζχλεηαη πξνο ην ζήκα αληηθεηκεληθνχ ζηφρνπ, ζε αληίζεζε κε, ή 

επηπξνζζέησο, ηνπνζεηψληαο ηα κεδεληθά ζήκαηα, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

αθπξσηή sidelobe. Έλαο ηέηνηνο πξνζαξκνδφκελνο αιγφξηζκνο δηακφξθσζεο ζε 

δέζκε πξνηάζεθε απφ ην Widrow [20,21]. Ζ πξνθχπηνπζα εμίζσζε ελεκέξσζεο 

βάξνπο βαζίδεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο [y (k) - p(k)] 2  φπνπ ην  p(k) 

είλαη ην πηινηηθφ ζήκα. Ζ πξνθχπηνπζα εμίζσζε ελεκέξσζεο βάξνπο είλαη 

 

w(j+1) =w(j)+κε(k)x(k).                                        (30.11) 

 

Απηφ αληηζηνηρεί ζην ιηγφηεξνπ κέζνπ ηεηξαγψλνπ (LMS) αιγφξηζκν, φπνπ ε είλαη 

ην ηξέρνλ ζθάικα, δειαδή [y (k) - p(k)], θαη ην κ είλαη έλαο παξάγνληαο 

θιηκάθσζεο. 

 

 

4.4 Eπξπδσληθνί πίλαθεο 

 

Οη επξπδσληθνί πίλαθεο βαζίδνληαη ζηελ ππφζεζε φηη ηα κέησπα θαλνληθά ζηε 

ζπζηνηρία ζα δεκηνπξγήζνπλ παλνκνηφηππεο θπκαηνκνξθέο ζε θάζε αηζζεηήξα 

θαη κέησπα πνπ θηάλνπλ ζε γσλίεο πνπ δελ είλαη θπζηνινγηθά ζηε ζπζηνηρία θαη 

ζα δεκηνπξγήζνπλ κηα γξακκηθή κεηαηφπηζε θάζεο ζε θάζε αηζζεηήξα. ΢ήκαηα 

πνπ θαηαιακβάλνπλ έλα κεγάιν εχξνο δψλεο θαη δελ θζάλνπλ θαλνληθά ζηε 

ζπζηνηρία παξαβηάδνπλ απηήλ ηελ ππφζεζε δεδνκέλνπ φηη ε κεηαηφπηζε θάζεο είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ fₒ θαη κεηαβάιινληαο ηε ζπρλφηεηα ζα πξνθαιέζεη κηα πνηθίια 

κεηαηφπηζε θάζεο. Σα επξπδσληθά ζήκαηα πνπ θζάλνπλ θαλνληθά ζηε ζπζηνηρία δελ 

ζα ππφθεηληαη ζε εμαξηψκελεο απφ ηελ ζπρλφηεηα κεηαηνπίζεηο θάζεσο ζε θάζε 

αηζζεηήξα, φπσο ζα ππφθεηληαη ηα ζήκαηα επξείαο δψλεο πνπ δελ θηάλνπλ θαλνληθά 

ζηε ζπζηνηρία. Απηφ απνδίδεηαη ζηε ζπλεθηηθή άζξνηζε ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ ζε θάζε 

αηζζεηήξα, φπνπ ε κεηαηφπηζε θάζεσο ζα είλαη κηα νκνηφκνξθε ηπραία κεηαβιεηή 

κε κέζε ηηκή κεδέλ. Μηα ηξνπνπνηεκέλε δνκή πίλαθα, φκσο, είλαη απαξαίηεηε γηα 

ηελ αληηζηάζκηζε ησλ αζπλεπεηψλ θπκαηνκνξθήο παξεκβνιψλ πνπ πξνθαινχληαη 

απφ ηηο δηαθπκάλζεηο ζρεηηθά κε ηε ζπρλφηεηα θέληξνπ. Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί 
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έρνληαο ην βάξνο γηα έλαλ αηζζεηήξα σο ζπλάξηεζε ηεο ζπρλφηεηαο, δειαδή, έλα 

θίιηξν FIR, αληί απιψο λα είλαη κία βαζκσηή ζηαζεξά φπσο ζηελ πεξίπησζε ζηελήο 

δψλεο. Οη πξνζαξκνζηηθέο επξπδσληθέο ζπζηνηρίεο απνηεινχληαη απφ κηα ζεηξά 

αηζζεηήξσλ πνπ αθνινπζείηαη απφ θνριησηέο γξακκέο θαζπζηέξεζεο, ε νπνία είλαη 

ε θχξηα δηαθνξά κεηαμχ ηεο εθαξκνγήο κηαο ζπζηνηρίαο  επξείαο δψλεο θαη ζηελήο 

δψλεο. Μηα ζπζηνηρία επξείαο δψλεο δείρλεηαη ζην ΢ρήκα 30.4. 

Δμεηάζηε ηηο ιεηηνπξγίεο κεηαθνξάο γηα έλα ζπγθεθξηκέλν αηζζεηήξα ζπζηνηρίαο ηεο 

ζηελήο θαη επξείαο δψλεο , πνπ θαίλεηαη απφ  

 

Hnarrow(w)=w1                                                  (30.12) 

θαη 

Hbroad(w)=w1+w2e- jwT+w3e-2jwT+L +wJe
-j(J-1)wT.      (30.13)           

 

Ζ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζηελήο δψλεο έρεη κφλν έλα βάξνο πνπ είλαη ζηαζεξφ κε 

ηε ζπρλφηεηα. Χζηφζν, ε επξπδσληθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο, ε νπνία είλαη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα κηα επέθηαζε ζεηξάο Fourier, εμαξηάηαη απφ ηε ζπρλφηεηα θαη 

επηηξέπεη ηελ επηινγή ελφο δηαλχζκαηνο βάξνπο πνπ κπνξεί λα αληηζηαζκίζεη 

κεηαβνιέο θάζεσο ιφγσ ηνπ ζήκαηνο επξείαο δψλεο. Απηή ε ηδηφηεηα ησλ 

γξακκψλ θαζπζηέξεζεο παξέρεη ηελ αλαγθαία επειημία γηα ηελ επεμεξγαζία 

ζεκάησλ επξείαο δψλεο. ΢εκεηψζηε φηη ζπλήζσο ηέζζεξηο ή πέληε βξχζεο ζα 

είλαη επαξθείο γηα λα αληηζηαζκίζνπλ ηηο πεξηζζφηεξεο δηαθπκάλζεηο επξείαο 

δψλεο [14]. 

 

Ζ ζπζηνηρία επξείαο δψλεο δείρλεηαη ζην ΢ρήκα 30.4 θαη απνθηά ηηκέο ζε θάζε 

αηζζεηήξα θαη ζηε ζπλέρεηα απηέο ηηο ηηκέο ηηο δηαδίδεη δηακέζνπ ηεο ζπζηνηρίαο ζε 

θάζε ρξνληθφ δηάζηεκα. Χο εθ ηνχηνπ, αλ νη αμίεο 1x  κέζσ   εηζάγνληαη ζε κία 

ρξνληθή ζηηγκή, ζηε ζπλέρεηα, ζε ρξνληθή ζηηγκή δχν, κέζσ ζα έρνπλ ηηο 

ηηκέο πνπ θαηείρε πξνεγνπκέλσο ε 1x   κέζσ   κέζσ  ζα έρνπλ ηηο ηηκέο 

πνπ θαηείρε πξνεγνπκέλσο ε κέζσ , θιπ. Δπίζεο, ζε θάζε ζηηγκή 
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ΔΗΚΟΝΑ30.4  ΢πζηνηρία επξείαο δψλεο. 

 

 

ζηηγκηαία, κηα βαζκσηή ηηκή y ζα ππνινγίδεηαη σο ην εζσηεξηθφ γηλφκελν ηνπ 

δηαλχζκαηνο εηζφδνπ x θαη ηνπ δηαλχζκαηνο βάξνπο w. Απηή ε ζπζηνηρία εμφδνπ 

ππνινγίδεηαη σο  

 

y(k)=xT(k)w,x,w∈CJK,                                     (30.14) 

 

φπνπ CJK 

είλαη ν ζπγθξνηεκέλνο ρψξνο δηάζηαζεο JK. 

Αλ θαη δελ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 30.4, έλαο επεμεξγαζηήο ζήκαηνο πθίζηαηαη φπσο 

ζηε ζπζηνηρία ζηελήο δψλεο, ε νπνία ρξεζηκνπνηεί ηελ πξνεγνχκελε έμνδν θαη ηηο 

ησξηλέο εηζφδνπο ξεχκαηνο γηα λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο πξνζαξκνγέο γηα λα θηάζνπλ 

ζην βάξνο ηνπ θνξέα w. Σν ζήκα εμφδνπ y ζα πξνζεγγίζεη ηελ ηηκή ηνπ 

επηζπκεηνχ ζήκαηνο, φπσο ηα ζήκαηα παξεκβνιήο αθπξψλνληαη κέρξη λα 

ζπγθιίλεη ζην επηζπκεηφ ζήκα κε ηελ έλλνηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

Οη ζπζηνηρίεο επξείαο δψλεο έρνπλ αλαιπζεί απφ Widrow [21], Griffiths 

[10,12], θαη ην Frost [7]. Ο Widrow [21] πξφηεηλε έλα αιγφξηζκν LMS πνπ 

ειαρηζηνπνηεί ην ηεηξάγσλν ηεο δηαθνξάο κεηαμχ ηεο παξαηεξνχκελεο εμφδνπ 

θαη ηεο αλακελφκελεο εμφδνπ, ε νπνία εθηηκήζεθε κε έλα πηινηηθφ ζήκα. Απηή ε 
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πξνζέγγηζε πξνυπνζέηεη φηη ε γσλία άθημεο θαη έλα πηινηηθφ ζήκα είλαη 

δηαζέζηκα απφ πξηλ. Ο Griffiths [10] πξφηεηλε έλαλ LMS αιγφξηζκν, πξάγκα πνπ 

πξνυπνζέηεη ηε γλψζε ηεο κήηξαο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ηεο εηζφδνπ θαη ησλ 

δεδνκέλσλ εμφδνπ, αληί ηνπ πηινηηθνχ ζήκαηνο. Ζ κέζνδνο απηή ππνζέηεη φηη ε 

γσλία άθημεο θαη νη δεχηεξεο ηάμεο ζηαηηζηηθέο ζήκαηνο είλαη γλσζηά εθ ησλ 

πξνηέξσλ. Οη κέζνδνη πνπ πξνηείλνληαη απφ Widrow θαη Griffiths είλαη κνξθέο 

ηεο βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο. Ο Frost [7] πξφηεηλε έλαλ LMS 

αιγφξηζκν πνπ πξνυπνζέηεη εθ ησλ πξνηέξσλ γλψζε ηεο γσλίαο άθημεο θαη ηνπ 

εχξνπο ζπρλνηήησλ ελδηαθέξνληνο. Ο αιγφξηζκνο Frost ρξεζηκνπνηεί κία 

πεξηνξηζκέλε ηερληθή βειηηζηνπνίεζεο, ηελ νπνία ν Griffiths αξγφηεξα 

δηαηχπσζε ζαλ κηα αβίαζηε δηαηχπσζε πνπ ρξεζηκνπνηεί ηνπο ίδηνπο 

πεξηνξηζκνχο [12]. Ο αιγφξηζκνο Frost ζα είλαη ην επίθεληξν ηνπ παξφληνο 

ηκήκαηνο. 

Ο αιγφξηζκνο Frost πινπνηεί ηελ εκθάληζε-θαηεχζπλζε θαη πεξηνξηζκνχο 

απφθξηζε ζπρλφηεηαο σο εμήο. Γηα ηε ζπζηνηρία επξείαο δψλεο πνπ θαίλεηαη ζην 

΢ρήκα 30.4, κία θπκαηνκνξθή κε ζηφρν ην ζήκα πνιιαπιαζηάδεη θαλνληθά ηε 

ζπζηνηρία, ή θαηεπζχλεηαη λα εκθαλίδεηαη σο ηέηνηα, ζα δεκηνπξγήζεη 

ηαπηφζεκεο θπκαηνκνξθέο ζε θάζε αηζζεηήξα. Γεδνκέλνπ φηη νη βξχζεο ζε θάζε 

ζηήιε, δειαδή, 1w κέζσ ηεο w , δείηε ην ίδην ζήκα, απηή ε ζπζηνηρία κπνξεί λα 

θαηαξξεχζεη ζε έλα κνλαδηθφ θίιηξν FIR αηζζεηήξα. Χο εθ ηνχηνπ, λα 

πεξηνξίζνπλ ην εχξνο ζπρλφηεηαο ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ, ην έλα έρεη κφλν λα 

πεξηνξίζεη ην άζξνηζκα απφ ηηο βξχζεο γηα θάζε ζηήιε ψζηε λα είλαη ίζε κε ηελ 

αληίζηνηρε ηεο βξχζεο ζε έλα FIR θίιηξν έρνληαο βξχζεο J θαη ηελ επηζπκεηή 

απφθξηζε ζπρλφηεηαο γηα ην ζήκα ζηφρν. 

Απηνί νη πεξηνξηζκνί θαηεχζπλζεο θαη απάληεζεο ζπρλφηεηαο κπνξνχλ λα 

εθαξκνζηνχλ απφ ην αθφινπζν πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο: 

 

 

Διαρηζηνπνηνχλ :   wTRxxw(30.15) 

Τπφθεηληαη ζε:   CTw =h,           (30.16) 

 

 

φπνπ  

Rxx ε ί λαη  ε  κήηξα  ζπλδηαθχκαλζεο  ησλ ιακβαλφκελσλ  

      ζεκάησλ  

 

h  ε ίλα η  ην  δ ηάλπζκα ησλ  ζπληειεζηψλ  θ ίιηξνπ  FIR  πνπ   

   θαζνξ ί δνπλ  ηελ  επ ηζπκεηή απφθξηζε  ζπρλφηεηαο  
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CT ε ί λα η  ε  κήηξα π ίεζεο  πνπ  δ ί λεηαη  απφ  

 

 

 

 

Ο αξηζκφο ησλ γξακκψλ ζε CT είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ βξπζψλ ηεο 

ζπζηνηρίαο θαη ηνλ αξηζκφ ηνπο ζε θάζε ζεηξά πνπ ηζνχηαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

αηζζεηήξσλ. Σν βέιηηζην  δηάλπζκα βάξνπο optw  ζα ειαρηζηνπνηήζεη ηελ ηζρχ 

εμφδνπ ησλ πεγψλ ζνξχβνπ ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ην άζξνηζκα ησλ θάζε 

δηαλπζκάησλ ζηήιεο ησλ βαξψλ είλαη ίζν κε έλαλ ζπληειεζηή απφ έλα θίιηξν 

FIR πνπ θαζνξίδεη ηελ επηζπκεηή θξνπζηηθή απφθξηζε ηεο ζπζηνηρίαο.  

 

Ο αιγφξηζκνο Frost [7] είλαη κηα πεξηνξηζκέλε κέζνδνο LMS πνπ πξνθχπηεη απφ 

ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ 30.15 θαη 30.16 κέζσ πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange 

ψζηε λα απνθηήζνπλ κηα έθθξαζε ηνπ βέιηηζηνπ δηαλχζκαηνο βάξνπο, Frost [7], 

πνπ βαζίδεηαη ν πεξηνξηζκέλνο αιγφξηζκνο LMS γηα ηελ επεμεξγαζία ζήκαηνο 

επξείαο δψλεο κε πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange. Ζ ιεηηνπξγία πνπ πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηεζεί, κπνξεί λα νξηζηεί σο 

 

 

φπνπ 

ιείλαη έλαο πνιιαπιαζηαζηήοLagrange 

F είλαη έλα αληηπξνζσπεπηηθφ δηάλπζκα ηεο επηζπκεηήο απφθξηζεο 

ζπρλφηεηαο 

 

Διαρηζηνπνηψληαο ηε ιεηηνπξγίαH(w) κε ζεβαζκφ ζηνwζα ιάβεη ην αθφινπζν 

βέιηηζην δηάλπζκα βάξνπο 

 

 
 

 

Μηα επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ηνπ παξφληνο αιγφξηζκνπ πινπνηείηαη κέζσ ησλ 



 

97 
 

αθφινπζσλ εμηζψζεσλ: 

 

 

 φπνπκείλαη κία παξάκεηξνο κεγέζνπο ελφο βήκαηνο 

 

 

φπνπIείλαη ε κήηξα ηαπηφηεηαο 

 

 

 

 

4.5 Αληίζηξνθε καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε γηα ηελ 

Δπεμεξγαζία ΢πζηνηρίαο 

 

Οη αιγφξηζκνη επεμεξγαζίαο ηεο δηάηαμεο πνπ ζπδεηήζεθαλ κέρξη ζηηγκήο  

πξνέξρνληαη φιεο απφ ζηαηηζηηθή αλάιπζε and/or απφ πξνζαξκνζηηθέο ηερληθέο 

θηιηξαξίζκαηνο. Μηα ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα δείηε ηνπο πεξηνξηζκνχο σο 

εμηζψζεηο πνπ κπνξεί λα εθθξαζηνχλ κε ηε κνξθή κήηξαο-θνξέα. Απηφ επηηξέπεη 

γηα κηα απιή δηακφξθσζε ησλ αιγνξίζκσλ επεμεξγαζίαο  ζηελ νπνία νη επηπιένλ 

πεξηνξηζκνί κπνξνχλ εχθνια λα ελζσκαησζνχλ. Δπηπιένλ, απηή ε ζχλζεζε 

επηηξέπεη ηελ απνηειεζκαηηθή επαλαιεπηηθή αληηζηξνθή κήηξαο κε ηερληθέο πνπ 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ πξνζαξκνγή ησλ βαξψλ ζε πξαγκαηηθφ 

ρξφλν. 

 

 

 

4.5.1 Πίλαθεο ζηελήο δψλεο 
 

Γχν αιγφξηζκνη ζπδεηήζεθαλ γηα ζπζηνηρίεο ζηελήο δψλεο, δειαδή, νη sidelobe 

αθπξσηέο αιγφξηζκνη θαη νη αιγφξηζκνη κε πηινηηθφ ζήκα. Θα εμεηάζνπκε ην 

sidelobe αθπξσηή αιγφξηζκν εδψ. Ζ πξνέιεπζε ηνπ αθπξσηή sidelobe βαζίδεηαη 

ζηε βειηηζηνπνίεζε ηεο SINR θαη δίλεη κηα έθθξαζε γηα ην βέιηηζην δηάλπζκα 

βάξνπο σο ζπλάξηεζε ηεο κήηξαο απηνζπζρέηηζεο εηζφδνπ. Θα 
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ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο ίδηνπο πεξηνξηζκνχο φπσο ν αθπξσηήο sidelobe γηα λα 

δψζνπκε έλα ζχλνιν γξακκηθψλ εμηζψζεσλ πνπ κπνξεί λα ηεζεί ζε δηαλπζκαηηθή 

κνξθή κήηξαο. 

Δμεηάζηε ηελ πεξηγξαθή ηνπ πίλαθα ζηελήο δψλεο πνπ πξνβιέπεηαη ζηελ 

παξάγξαθν 30.3. ΢ηελ Δμίζσζε 30,7, s(k) είλαη ην δηάλπζκα πνπ αληηπξνζσπεχεη 

ην επηζπκεηφ ζήκα ηνπ νπνίνπ ην κέησπν θχκαηνο είλαη θπζηνινγηθφ ζηε 

ζπζηνηρία θαη n(k) είλαη ην άζξνηζκα ησλ παξεκβαιιφκελσλ ζεκάησλ πνπ 

θζάλνπλ απφ δηαθνξεηηθέο θαηεπζχλζεηο. Έλα δηάλπζκα βάξνπο είλαη ην 

επηζπκεηφ πνπ ζα επηηξέςνπλ ην δηάλπζκα ζήκαηνοs(k) λα πεξάζεη δηακέζνπ ηεο 

ζπζηνηρίαο ρσξίο ζηξεβιψζεηο, ελψ θάζε ζπλεηζθνξά κεδεληζκνχ ηνπ θνξέα ζνξχβνπ 

n(θ). Έλα βέιηηζην optw  δηάλπζκα βάξνπο πνπ πιεξεί απηέο ηηο πξνυπνζέζεηο 

αληηπξνζσπεχεηαη απφ 

 

T

optw  s(k)=s(k)                 (30.20) 

 

θαη 

 

 
 

 

 

φπνπ s(k) είλαη ε βαζκσηή ηηκή ηνπ επηζπκεηνχ ζήκαηνο. Γεδνκέλνπ φηη ν 

αθπξσηήο sidelobe δελ έρεη πξφζβαζε ζηελ s(k), πξέπεη λα ιεθζεί κία 

ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε  γηα λα εθαξκφζεη ηελ θαηάζηαζε ηεο εμίζσζεο 30.20. 

Μία κέζνδνο γηα ηελ εχξεζε απηνχ ηνπ πεξηνξηζκνχ είλαη λα ειαρηζηνπνηεζεί ε 

πξνζδνθία ηεο ηζρχνο εμφδνπ [7]. Ζ πξνζδνθία απηή κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί απφ 

ηελ πνζφηεηα 2y , φπνπ y =xT(k)w. Διαρηζηνπνηψληαο ην 2y ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ 

ηεο θαηεχζπλζεο βιέκκαηνο ζα ηείλεη λα αθπξψζεη ην δηάλπζκα ζνξχβνπ 

δηαηεξψληαο παξάιιεια ην δηάλπζκα ζήκαηνο. Απηφ ην θξηηήξην κπνξεί λα 

εθπξνζσπείηαη απφ ηελ γξακκηθή εμίζσζε: 

 

xT(k)w=0.                          (30.22) 

 

 ΢εκεηψζηε φηη ζηελ Δμίζσζε 30.22 ζπλεπάγεηαη φηη ην δηάλπζκα βάξνπο είλαη 

νξζνγψληα πξνο ην ζχλζεην δηάλπζκα εηζφδνπ, φπσο ζε αληίζεζε κε ην ζπζηαηηθφ 

ηνπ ζνξχβνπ. Χζηφζν, ε θαηεχζπλζε βιέκκαηνο ηνπ πεξηνξηζκνχ πνπ 

επηβάιιεηαη απφ ηελ αθφινπζε εμίζσζε ζα δηαηεξήζεη ην επηζπκεηφ ζήκα  
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                        [ 1  1  L 1]w=1.          (30.23)  

 

Ζ εμίζσζε απηή ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο θαηεχζπλζεο βιέκκαηνο φηη έλα 

ζήκα πνπ θζάλεη θάζεηα ζηελ παξάηαμε ζα έρεη απνθηήζεη ηελ ελφηεηα ζηελ 

έμνδν. Οη πεξηνξηζκνί πνπ επηβάιινληαη απφ ηηο Δμηζψζεηο 30.22 θαη 30.23 

κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ κε ηε κνξθή κήηξαο-θνξέα σο αθνινχζσο: 

 

 

 

 

 Ή, αληίζηνηρα, 

 

Aw=b. 

 

 

 

4.5.2 Δπξπδσληθνί πίλαθεο 
 

Ο επξπδσληθφο  πίλαθαο πνπ εμεηάδεηαη ζε απηφ ην ηκήκα ζα ρξεζηκνπνηήζεη 

ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ ζεσξνχληαη απφ  ην Frost [7], θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ 

θαηεχζπλζε βιέκκαηνο θαη ην εχξνο ζπρλνηήησλ ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ. Οη 

γξακκηθέο εμηζψζεηο πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηνλ αιγφξηζκν Frost είλαη παξφκνηεο 

κε εθείλεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε δηακφξθσζε ζηελήο δψλεο πνπ 

παξάγνληαη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα. Γηα άιιε κηα θνξά, ε ειαρηζηνπνίεζε 

ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο ζηελ Δμίζσζε 30,15 κπνξεί λα επηηεπρζεί απφ ηελ 

Δμίζσζε 30.22, ππνζέηνληαο φηη ην ζήκα-ζηφρνο θζάλεη θαλνληθά ζηε ζπζηνηρία. 

Ο πεξηνξηζκφο γηα ηελ επηζπκεηή απφθξηζε ζπρλφηεηαο ζηελ θαηεχζπλζε 

βιέκκαηνο κπνξεί επίζεο λα πινπνηεζεί θαηά ηξφπν παξφκνην κε εθείλν ηεο 

ζπζηνηρίαο ζηελήο δψλεο ζηελ Δμίζσζε 30.23. Αληί λα πεξηνξίδεη ην άζξνηζκα 

ησλ βαξψλ λα είλαη έλα, φπσο ζηε ζπζηνηρία ζηελήο δψλεο, ε εθαξκνγή 

επξπδσληθήο ζπζηνηρίαο ζα πεξηνξίζεη ην άζξνηζκα ηεο θάζε ζηήιεο ησλ βαξψλ 

ζην λα είλαη ίζν κε ηελ αληίζηνηρε ηηκή ηεο βξχζεο ζε έλα θίιηξν FIR κε ηελ 

επηζπκεηή απφθξηζε ζπρλφηεηαο γηα ην ζήκα ζηφρν. 

 Χο εθ ηνχηνπ, ην πξφβιεκα ηεο επξπδσληθήο ζπζηνηρίαο αληηπξνζσπεχεηαη απφ 

ηηο Δμηζψζεηο 30.15 θαη 30.16 θαη κπνξεί λα εθθξαζηεί σο έλα γξακκηθφ ζχζηεκα 

εμηζψζεσλ κε ηε δεκηνπξγία κηαο κήηξαο πνπ έρεη ηε ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη 
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δίδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 30.15 επαπμεκέλε κε ηηο γξακκηθέο εμηζψζεηο 

πεξηνξηζκνχ πνπ δίδεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 30.16. Σν πξφβιεκα κπνξεί ηψξα λα 

εθθξαζηεί σο 

 

 

 

ή 

 

 
 

φπνπ είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ θίιηξνπ FIR επαπμεκέλν κε έλα 

κεδεληθφ. 

 

 

4.5.3 Μέζνδνο πξνβνιήο κε ζεηξά- δξάζε 

 
Ζ ζχλζεζε κήηξαο- θνξέα γηα ην πξφβιεκα ζηελήο δψλεο, φπσο παξηζηάλεηαη ζηελ 

Δμίζσζε 30.24 ή ην πξφβιεκα επξπδσληθήο ζπζηνηρίαο πνπ δηαηππψζεθε ζηελ 

Δμίζσζε 30,25 κπνξεί ηψξα λα εθθξαζηνχλ σο αληίζηξνθν πξφβιεκα. Γηα 

παξάδεηγκα, εάλ ην Α είλαη n×n θαη rank [A|b] = rank [A], ζηε ζπλέρεηα, κηα 

κνλαδηθή ιχζε γηα ην w κπνξεί λα βξεζεί σο 
 

w=A- 1b.              (30.26)  

 

Αλ, αληίζεηα, ην Α είλαη m×n, ηφηε κία ιχζε ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ κπνξεί λα 

πινπνηεζεί σο   

w =(ATA)-1ATb.              (30.27) 

 

Μηα άιιε ιχζε κπνξεί λα ιεθζεί κε ηε ρξήζε ηνπ γεληθεπκέλνπ αληίζηξνθνπ 

Moore-Penrose, ή ςεπδν-αληίζηξνθν, ηνπ Α κέζσ  

 

w†=A†b.                (30.28) 
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   φπνπ A† θαη w† αληηπξνζσπεχνπλ ην ςεπδν-αληίζηξνθν ηνπ Α θαη ηελ ςεπδν-

αληίζηξνθε ιχζε γηα w, αληίζηνηρα. Απηέο νη κέζνδνη παξέρνπλ φιεο άκεζε 

ιχζε γηα ην δηάλπζκα βάξνπο, w, σζηφζν, εηο βάξνο ηεο απαηηείηαη αληηζηξνθή 

κήηξα καδί κε ηπρφλ αζηάζεηεο πνπ κπνξεί λα είλαη εκθαλείο, αλ ε κήηξα έρεη 

ιάζνο θιηκαηηζκφ. Μηα πην εχθνιε πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε ησλ 

ζπληειεζηψλ ζηάζκηζεο είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα επαλαιεπηηθή 

πξνζέγγηζε. Ζ κέζνδνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε εδψ είλαη γλσζηή σο ν 

αιγφξηζκνο πξνβνιήο γξακκψλ δξάζεο (RAP). Ο αιγφξηζκνο RAP είλαη κηα 

επαλαιεπηηθή ηερληθή γηα ηελ επίιπζε ελφο ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. 

Ζ κέζνδνο RAP έρεη βξεη πνιιέο εθαξκνγέο ζηελ ςεθηαθή επεμεξγαζία 

ζήκαηνο [16] θαη εθαξκφδεηαη εδψ σο πξνζαξκνζηηθή. 

Ζ κέζνδνο RAP γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο επαλαιεπηηθά ζηελ Δμίζσζε 

30.24 δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε ελεκέξσζεο: 

 

 
 

 

 φπνπεiείλαη ν φξνο ζθάικαηνο γηα ηε γξακκή πνπ νξίδεηαη σο εμήο: 

 

εi=bi -aiw
(k).                   (30.30)                                      
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ΔΗΚΟΝΑ30.5   Ο ξ ζ ν γ ψ λ η ε ο  π ξ ν β ν ι έ ο  ζ η ν  ρ ψ ξ ν  β ά ξ ν π ο . 
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΢ηηο εμηζψζεηο 30.29 θαη 30.30, ν εθζέηεο j ππνδειψλεη ηελ επαλάιεςε, ν δείθηεο 

i αλαθέξεηαη ζηνλ αξηζκφ ζεηξάο ηεο κήηξαο ή θνξέσο, θαη ην κ είλαη κία 

παξάκεηξνο θέξδνπο, ε νπνίν είλαη γλσζηφ φηη είλαη ζηαζεξή γηα ηηκέο κεηαμχ 

κεδέλ θαη δχν. Ζ επηινγή ηνπ κ είλαη ζεκαληηθή γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά απφδνζεο 

θαη έρεη ην δίιεκκα φηη έλα κεγάιν κ ζα παξέρεη ηαρχηεξε ζχγθιηζε, ελψ έλα 

κηθξφ κ. ζα παξέρεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα. Δπίζεο, ζεκεηψζηε φηη ε επηινγή m 

κεηαμχ ελφο θαη δχν κπνξνχλ, ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο, πξνιακβάλνπλ ηε 

ζχγθιηζε ζην δηάιπκα LMS. 

Ζ κέζνδνο RAP ιεηηνπξγεί κε ηε δεκηνπξγία νξζψλ πξνβνιψλ ζην ρψξν πνπ 

νξίδεηαη απφ ηελ κήηξα δεδνκέλσλ Α ζηελ Δμίζσζε 30.24. Μία γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ αιγνξίζκνπ RAP, φπσο εθαξκφδεηαη ζε κηα beamforming 

ζπζηνηρία κε ηξεηο αηζζεηήξεο, απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 30.5. 

΢ην ζρήκα 30.5, ε ππνδηαζηεκηθή ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ απνηειείηαη απφ ην 

επίπεδν πνπ εθπξνζσπείηαη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ βιέκκαηνο θαηεχζπλζεο 

, δειαδή   Ο ππφρσξνο ζήκαηνο εηζφδνπ, πνπ δίλεηαη απφ 

ζα απνηειείηαη απφ έλα δηαθνξεηηθφ επίπεδν γηα 

θάζε επηκέξνπο δείθηε k ρξφλν. Ζ κέζνδνο RAP δεκηνπξγεί γηα πξψηε θνξά κία 

νξζνγψληα πξνβνιή ηεο εηζφδνπ ηνπ ππνρψξνπ (δειαδή, ηθαλνπνηψληαο wTx (k) 

= 0). Μηα πξνβνιή γίλεηαη θαηφπηλ ζηνλ ππνρψξν ηνπ ζήκαηνο ζηφρνπ. Απηή ε 

δηαδηθαζία ζα πξέπεη λα επαλαιεθζεί γηα ηνλ επφκελν ππνρψξν εηζφδνπ, θιπ. 

Γηαηζζεηηθά, ε δηαδηθαζία απηή ζα βξεη κηα ιχζε σο'' νξζνγψληα φζν ην δπλαηφλ'' 

ζηηο δηάθνξεο εηζφδνπο ησλ ππνρψξσλ, ε νπνία βξίζθεηαη ζην ππνδηάζηεκα ηνπ 

ζήκαηνο ζηφρνπ. Γεδνκέλνπ φηη ε κέζνδνο RAP απνηειείηαη απφ κφλν 

ιεηηνπξγίεο γξακκήο, είλαη βνιηθφ γηα ηηο παξάιιειεο πινπνηήζεηο. Απηή ε 

ηερληθή, πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο 30.24, 30.29, θαη 30.30, 

πεξηιακβάλεη ηε κέζνδν RAP γηα ηελ επεμεξγαζία πίλαθα. 

 

 

 

4.6  Α π ν ηε ιέ ζ κα ηα  π ξνζ ν κν ίσ ζε ο  
 

Πνιιέο πξνζνκνηψζεηο έρνπλ γίλεη γηα λα ζπγθξηζεί ε αληίζηξνθε δηαηχπσζε κε ην 

πξφβιεκα επεμεξγαζίαο ζπζηνηρίαο κε ηηο πην παξαδνζηαθέο πξνζεγγίζεηο 

πξνζαξκνζηηθνχ θηιηξαξίζκαηνο. Οη πξνζνκνηψζεηο απηέο ζπγθξίλνπλ ηελ αληίζηξνθε 

δηαηχπσζε γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ αθπξσηή sidelobe ηνπ πίλαθα ζηελήο δψλεο θαη  
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ΠΗΝΑΚΑ΢30.1   ΢ ε λ ά ξ η ν  ε η ζ φ δ ν π  γ η α  π ε ί ξ α κ α  

ζ η ε λ ή ο  δ ψ λ ε ο  

 

 
 

 

4.6.1  Α π ν η ε ι έ ζ κ α η α  ζ η ε λ ή ο  δ ψ λ ε ο  
 

Ζ εθαξκνγή αθπξσηή sidelobe αμηνινγείηαη ηφζν κε ηνλ αιγφξηζκν Applebaum 

θαη ηελ αληίζηξνθε ζχλζεζε. Καη νη δχν πίλαθεο είλαη πξνζνκνίσζε γηα έλαλ 

πίλαθα ζηελήο δψλεο κε ελλέα αηζζεηήξεο. Ο αιγφξηζκνο RAP γηα ηελ 

αληίζηξνθε δηακφξθσζε ρξεζηκνπνηεί κηα ηηκή θέξδνπο κ=0.001 θαη ε ζπζηνηρία 

Applebaum ρξεζηκνπνηεί αμίεο κηαο α=0.25 θαη β=0.01. Σν πεξηβάιινλ ηνπ 

ζήκαηνο γηα ην ζελάξην απνηειείηαη απφ ήρνπο κνλαδηαίνπ πιάηνπο ηνπ νπνίνπ ηα 

θαζκαηηθά θαη ρσξηθά ραξαθηεξηζηηθά ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα 30.1. Σν 

θάζκα εηζφδνπ ηνπ ζελαξίνπ ζηελήο δψλεο παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 30.6. Σα 

θάζκαηα εηζφδνπ θαη εμφδνπ γηα ηελ αληίζηξνθε δηακφξθσζε θαη ν αιγφξηζκνο 

Applebaum πνπ θαίλεηαη ζηα ζρήκαηα 30.6 απφ 30.8. Ζ αληίζηξνθε δηακφξθσζε 

θαη νη αιγφξηζκνη Applebaum θαηαδεηθλχνπλ παξφκνηα απφδνζε γηα απηφ ην 

παξάδεηγκα. 

 

 

4.6.2  Δ π ξ π δ σ λ η θ ά  α π ν η ε ι έ ζ κ α η α  
 

Ζ εθαξκνγή επξπδσληθνχ πίλαθα αμηνινγείηαη επίζεο ηφζν κε ηελ αληίζηξνθε 

δηακφξθσζε φζν θαη κε ηνλ αιγφξηζκν Frost. Οη αιγφξηζκνη ηφζν αμηνινγνχληαη 

γηα κία ζπζηνηρία επξείαο δψλεο πνπ απνηειείηαη απφ ελλέα αηζζεηήξεο, ν θαζέλαο 

αθνινπζνχκελνο απφ πέληε βξχζεο. Σν πεξηβάιινλ ζήκα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ην ζελάξην απνηειείηαη απφ δηάθνξα ζήκαηα πνπ πνηθίινπλ ζε θαζκαηηθά θαη 

ρσξηθά ραξαθηεξηζηηθά φπσο ζπλνςίδεηαη ζηνλ πίλαθα 30.2. 
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ΔΗΚΟΝΑ30.6   Φ ά ζ κ α  π α ξ α γ σ γ ή ο  ζ η ε λ ή ο  δ ψ λ ε ο . 
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ΔΗΚΟΝΑ30.7   Φ ά ζ κ α  π α ξ α γ σ γ ή ο  γ η α  α λ η ί ζ η ξ ν θ ε  δ η α η χ π σ ζ ε . 
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ΔΗΚΟΝΑ30.8   Φ ά ζ κ α  π α ξ α γ σ γ ή ο  γ η α  π ί λ α θ α Applebaum. 

 

 

 

ΠΗΝΑΚΑ΢30.2   ΢ ε λ ά ξ η ν  ε η ζ φ δ ν π  γ η α  ε π ξ π δ σ λ η θ φ  

π ε ί ξ α κ α  

 

 

 

Ο αιγφξηζκνο RAP πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αληηζηξνθή, έρεη ηηκή κ=0.5 θαη ν 

αιγφξηζκνο Frost ρξεζηκνπνηεί ην θέξδνο αμίαο κ=0.05. Ο θνξέαο h θαζνξίδεη κηα 
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ρακειή απφθξηζε ζπρλφηεηαο κε πεξαηή δψλε έσο 4 kHz. Σα θάζκαηα ηνπ 

ζήκαηνο εηζφδνπ θαη εμφδνπ θαίλνληαη ζηα ζρήκαηα 30.9 κέζσ 30.11. Ζ 

αληίζηξνθε δηακφξθσζε θαη νη αιγφξηζκνη Frost δείρλνπλ θαη πάιη παξφκνηεο 

επηδφζεηο. 

Οη αιγφξηζκνη επξπδσληθήο ζπζηνηρίαο επεμεξγαζίαο αμηνινγνχληαη επίζεο γηα κηα 

εθαξκνγή ζπζηνηρίαο κηθξνθψλσλ [5]. Ζ πξνζνκνίσζε ρξεζηκνπνηεί κηα ζπζηνηρία 

κηθξνθψλσλ κε ελλέα ίζνπο εχξνπο κεηαηξνπείο θαζέλαο αθνινπζνχκελνο απφ 13 

βξχζεο. Ζ απφζηαζε ηνπ κηθξνθψλνπ επηιέγεηαη σο 4,3 εθαηνζηά θαη ν ξπζκφο 

δεηγκαηνιεςίαο γηα ηα ζήκαηα νκηιίαο είλαη 16 KHz. 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ30.9  Δ π ξ π δ σ λ η θ φ θ ά ζ κ α ε η ζ φ δ ν π . 
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ΔΗΚΟΝΑ30.10   Φ ά ζ κ α  π α ξ α γ σ γ ή ο  γ η α  α λ η ί ζ η ξ ν θ ν  π ί λ α θ α . 
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ΔΗΚΟΝΑ30.11   Φ ά ζ κ α  π α ξ α γ σ γ ή ο  γ η α  η ν λ  π ί λ α θ α Frost. 

 

Ο θνξέαο πεξηέρεη ζπληειεζηέο h γηα έλα βαζππεξαηφ θίιηξν FIR πνπ έρεη 

ζρεδηαζηεί κε έλα παξάζπξν Hamming γηα κία πεξαηή δψλε ησλ 0-4 KHz. Σν 

πεξηβάιινλ ζήκα απνηειείηαη απφ δχν ζήκαηα νκηιίαο. Σν ζήκα-ζηφρνο θζάλεη 

θαλνληθά ζηε ζπζηνηρία. Σν ζήκα παξεκβνιήο εθαξκφδεηαη ζηε ζπζηνηρία ζε 

νκνηφκνξθεο απέρνληεο γσλίεο πνπ θπκαίλνληαη απφ -90° σο +90°  ζε βήκαηα ηεο 

κίαο κνλάδαο. Ζ ηζρχο παξεκβνιήο είλαη 2.6 dB κεγαιχηεξε απφ ην επηζπκεηφ 

ζήκα. Ζ πξνθχπηνπζα θαηαζηνιή παξεκβνιψλ πνπ παξαηεξήζεθε ζηελ παξαγσγή 

ζπζηνηρίαο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 30.12. Ζ κέγηζηε θαηαζηνιή παξεκβνιψλ 

(π.ρ., γηα ηελ παξέκβαζε πνπ θζάλνπλ ζην ±90) είλαη 11,0 dB γηα ηε κέζνδν RAP 

θαη 11,2 dB γηα ηε κέζνδν Frost. 
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ΔΗΚΟΝΑ 30.12   Κ α η α ζ η ν ι ή  π α ξ ε κ β ν ι ψ λ
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4.7  Π ε ξ ί ιε ςε  

 

Απηφ ην θεθάιαην έρεη δηαηππψζεη ην πξφβιεκα επεμεξγαζίαο πίλαθα σο 

αληίζηξνθν πξφβιεκα. Αληίζηξνθα ζθεπάζκαηα γηα ηφζν ζηελήο θαη επξείαο δψλεο 

ζπζηνηρίεο ζπδεηήζεθαλ. ΢πγθεθξηκέλα, ν αθπξσηηθφο αιγφξηζκνο  ζηελήο δψλεο 

επεμεξγαζίαο ζήκαηνο θαη ν Frost αιγφξηζκνο γηα επεμεξγαζία ζήκαηνο επξείαο 

δψλεο αλαιχζεθαλ. Οη αληίζηξνθεο ηππνπνηήζεηο παξέρνπλ κηα επέιηθηε, 

δηαηζζεηηθή εθαξκνγή ησλ πεξηνξηζκψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη απφ θάζε 

αιγφξηζκν. Οη αληίζηξνθεο ηππνπνηήζεηο ζηε ζπλέρεηα επηιχνληαη κέζσ ηεο ρξήζεο 

ηεο κεζφδνπ RAP. Ζ κέζνδνο RAP είλαη κηα απιή ηερληθή γηα ηε δεκηνπξγία 

νξζνγψλησλ πξνεμνρψλ κέζα ζε έλα ρψξν πνπ νξίδεηαη απφ έλα ζχλνιν 

ππεξεπίπεδσλ. Ζ κέζνδνο RAP κπνξεί εχθνια λα εθαξκνζηεί ρσξίο πεξηνξηζκνχο 

θαη πεξηνξηζκνχο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ησλ νπνίσλ ε ιχζε βξίζθεηαη ζε 

έλα θπξηφ ζχλνιν (δειαδή, φρη ηνπηθά κέγηζηα ή ειάρηζηα). Πνιιέο ζπζηνηρίεο 

αιγφξηζκσλ επεμεξγαζίαο εκπίπηνπλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία θαη έρεη απνδεηρζεί φηη 

ε κέζνδνο RAP είλαη κηα βηψζηκε ιχζε γηα απηή ηελ εθαξκνγή. Γεδνκέλνπ φηη ε 

κέζνδνο RAP πεξηιακβάλεη κφλν ηηο πξάμεηο κε ζεηξά, είλαη επίζεο πην βνιηθφ γηα 

παξάιιειεο εθαξκνγέο επεμεξγαζίαο φπσο νη ζπζηνιηθέο ζπζηνηρίεο [15]. 

Απηνί νη αιγφξηζκνη έρνπλ επίζεο εθαξκνγέο  πξνζνκνίσζεο ηφζν ζηελήο θαη 

επξείαο δψλεο. Ζ πξνζνκνίσζε ζηελήο απνηεινχληαλ απφ έλα ζεη ησλ ήρσλ πνπ 

θζάλνπλ ζε δηαθνξεηηθέο ρσξηθέο ζέζεηο. Ζ επξπδσληθή ζπζηνηρία αμηνινγήζεθε 

γηα κηα πξνζνκνίσζε ησλ δηαθφξσλ ζεκάησλ κε δηαθνξεηηθέο ρσξηθέο ζέζεηο θαη 

εχξείαο δψλεο, εθηφο απφ κηα εθαξκνγή εμαξηήκαηνο νκηιίαο. Γηα φια ηα ζελάξηα, 

νη αληίζηξνθεο ζπλζέζεηο βξέζεθαλ λα είλαη ζπγθξίζηκεο κε ηηο παξαδνζηαθέο 

πξνζεγγίζεηο. 
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5 
Δμηζνξξφπεζεθαλαιηψλ 

σοηαθηνπνίεζεαληίζηξνθνπ 

πξνβιήκαηνο 

 

 

 

 

5.1 Δηζαγσγή 
 

΢ε απηφ ην θεθάιαην εμεηάδνπκε ην πξφβιεκα ηεο εμίζσζεο θαλαιηψλ επηθνηλσλίαο 

θαη πψο απηφ ζρεηίδεηαη κε ηελ αλαζηξνθή ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ. 

Δμίζσζε θαλαιηνχ είλαη ε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία ην απνηέιεζκα κηαο 

πεξηνξηζκέλεο δψλεο θαλαιηνχ κπνξεί λα είλαη κεησκέλε, ε νπνία, εμηζψλεηαη, ζην 

λεξνρχηε ελφο ζπζηήκαηνο επηθνηλσλίαο. Αλ θαη ππάξρνπλ πνιινί ηξφπνη γηα λα 

επηηεπρζεί απηφ, ζα επηθεληξσζνχκε ζε γξακκηθά θίιηξα θαη πξνζαξκνζηηθά 

θίιηξα. Δίλαη κέζα απφ ηελ πξνζέγγηζε γξακκηθνχ θίιηξνπ ην φηη ε αλαινγία ζηελ 

αληηζηξνθή κήηξαο είλαη εθηθηή. Ζ ηαθηνπνηεκέλε αληηζηξνθή αλαθέξεηαη ζε κηα 

δηαδηθαζία ζηελ νπνία ν ζφξπβνο θπξηάξρεζε ζε θάζεηο ηνπ παξαηεξνχκελνπ 

ζήκαηνο, νη νπνίεο είλαη εμαζζελεκέλεο. 
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5.2 Μνληέιν θαλαιηνχ δηαθξηηνχ ρξφλνπ κε ζχκβνια 

θαη παξεκβνιέο 
 

Γηαζπκβνιηθή παξεκβνιή (ISI) είλαη έλα θαηλφκελν πνπ παξαηεξείηαη απφ ηνλ 

αληηζηαζκηζηή πνπ πξνθαιείηαη απφ ηελ παξακφξθσζε ζπρλφηεηαο ηνπ 

εθπεκπφκελνπ ζήκαηνο. Απηή ε παξακφξθσζε ζπλήζσο πξνθαιείηαη απφ ηα 

επηιεθηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπρλφηεηαο ηνπ κέζνπ κεηάδνζεο. Χζηφζν, 

κπνξεί επίζεο λα νθείιεηαη ζε ζθφπηκε ρξνληθή δηαζπνξά ηνπ κεηαδηδφκελνπ 

παικνχ, λα επεξεάζεη ξεπζηνπνηήζηκεο πινπνηήζεηο ηνπ θίιηξνπ εθπνκπήο. ΢ε 

θάζε πεξίπησζε, ν ζθνπφο ηνπ αληηζηαζκηζηή είλαη λα αθαηξέζεη δειεηεξηψδε 

απνηειέζκαηα ηνπ ISI ζηελ αλίρλεπζε ζπκβφισλ. Ο κεραληζκφο παξαγσγήο ISI 

πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα κε κηα πεξηγξαθή ησλ ηερληθψλ εμίζσζεο πνπ ζα 

αθνινπζήζεη. Οη πιεξνθνξίεο πνπ κεηαδίδνληαη απφ έλα ςεθηαθφ ζχζηεκα 

επηθνηλσλίαο απνηεινχληαη απφ έλα ζχλνιν δηαθξηηψλ ζπκβφισλ. Οκνίσο, ε 

ηειηθή κνξθή ησλ ιακβαλφκελσλ πιεξνθνξηψλ ρπηεχεηαη ζε κία δηαθξηηή κνξθή. 

Χζηφζν, νη ελδηάκεζεο ζπληζηψζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ςεθηαθψλ επηθνηλσληψλ 

ιεηηνπξγνχλ κε ζπλερείο θπκαηνκνξθέο πνπ κεηαθέξνπλ ηελ πιεξνθνξία. Σα 

κείδνληα 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ31.1   Σν δηάγξακκα ξνήο ηνπ ζήκαηνο γηα ηελ αληίζηνηρε πεξηγξαθή 

ηνπ θαλαιηνχ. Ο ηζνζηαζκηζηήο παξαηεξεί x(nT), κία έθδνζε δείγκα ηεο εμφδνπ 

ηνπ θίιηξνπ ιήςεο x(t). 

 

ηκήκαηα ηνπ ζπλδέζκνπ επηθνηλσληψλ είλαη ν παικφο πνκπνχ δηακφξθσζεο 

θίιηξνπ, ν δηακνξθσηήο, ην θαλάιη, ν απνδηακνξθσηήο, θαη ην θίιηξν ηνπ δέθηε. 

Θα είλαη πιενλεθηηθφ λα κεηαηξέςνπκε ην ζπλερέο ηκήκα ηνπ ζπζηήκαηνο 

επηθνηλσλίαο ζε κία πεξηγξαθή θαλαιηνχ κε ηζνδχλακν δηαθξηηφ ρξφλν γηα ηνπο 

ζθνπνχο ηεο πξνζνκνίσζεο. Ζ δηαθξηηή ζχλζεζε πξέπεη λα είλαη δηαθαλήο ηφζν 

γηα ηελ πεγή ησλ πιεξνθνξηψλ θαη γηα ηνλ ηζνζηαζκηζηή θαηά ηελ αμηνιφγεζε 

ησλ επηδφζεσλ. Σν ηζνδχλακν κνληέιν θαλαιηνχ δηαθξηηνχ ρξφλνπ επηηπγράλεηαη 

κε ην ζπλδπαζκφ ηνπ θίιηξνπ εθπνκπήο, p(t), ην θίιηξν θαλαιηνχ, g(t), θαη ην 

θίιηξν ιήςεο, w(t), ζε έλα εληαίν ζπλερέο θίιηξν, δειαδή, 
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h(t)=w(t)*g(t)*p(t)              (31.1)                                          

 

Αλαηξέμηε ζην ΢ρήκα 31.1. Ζ επίδξαζε ηνπ δεηγκαηνιήπηε πξνεγείηαη ηεο 

απνθαζηζκέλεο ζπζθεπήο είλαη λα δηαθξηηνπνηνχκε ην ζπλνιηθφ θίιηξν. 

  Σν πξνηεηλφκελν ηζνδχλακν δηαθξηηνχ ρξφλνπ θαλάιη σο κέζν γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε ηεο απφδνζεο ησλ ζπζηεκάησλ ςεθηαθψλ επηθνηλσληψλ πνπ 

πξνσζήζεθε απφ ηνλ Proakis [1], θαη έρεη βξεζεί κεηέπεηηα  λα ρξεζηκνπνηείηε ζε 

φιε ηε βηβιηνγξαθία επηθνηλσληψλ [2,3]. 

  Έρεη απνδεηρζεί φηη έλα δσλνπεξαηφ κεηαδηδφκελνο παικφο έρεη ηζνδχλακε 

βαζππεξαηή παξάζηαζε: [1] 

 

 
φπνπ 

{An } είλαη ην ξνπιεκάλ πιεξνθνξηψλ ζπλφινπ ζπκβφισλ 

p(t) είλαη ε ηζνδχλακε βαζππεξαηε κεηάδνζε παικνχ κε ηε κνξθή θπκάησλ 

T είλαη ν ξπζκφο ζπκβφινπ  

 

 

Σν παξαηεξεζέλ ζήκα ζηελ είζνδν ηνπ δέθηε είλαη 

 

 

 

 

 

φπνπ ην g(t) είλαη ε ηζνδχλακε βαζππεξαηε θξνπζηηθή απφθξηζε ηνπ δηαχινπ θαη 

ηνπ ζνξχβνπ ηνπ δηαχινπ, n(t), κνληεινπνηείηαη σο ιεπθφο ζφξπβνο Gaussian. Σν 

βέιηηζην θίιηξν δέθηε, w(t), είλαη ην πξνζαξκνζκέλν θίιηξν ην νπνίν έρεη 

ζρεδηαζηεί γηα λα δψζεη ηε κέγηζηε ζπζρέηηζε κε ην ιακβαλφκελν παικφ [4]. Ζ 

έμνδνο ηνπ θίιηξνπ ηνπ δέθηε, δειαδή, ην ζήκα πνπ θαίλεηαη απφ ην 

δεηγκαηνιήπηε, κπνξεί λα γξαθηεί σο 
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¼ 

 

 

 

 

 
 

 

φπνπ 

h(t) είλαη ε απφθξηζε ηνπ θίιηξνπ δέθηε ζηνλ ιακβαλφκελν παικφ, πνπ 

αληηπξνζσπεχεη ηε ζπλνιηθή θξνπζηηθή απφθξηζε κεηαμχ ηνπ πνκπνχ θαη ηνπ 

δεηγκαηνιήπηε  

 

 είλαη ε θηιηξαξηζκέλε έθδνζε ηνπ ζνξχβνπ ηνπ            

           θαλαιηνχ 

 

 

 

 

Ζ είζνδνο ζηνλ ηζνζηαζκηζηή απνηειεί δείγκα ηεο Δμίζσζεο 31,4, δειαδή, ε 

δεηγκαηνιεςία ζε ρξφλνπο t = kT 

 

 

 

 

 
 

 

 

σο ζπκβνιή ζηνλ ηζνζηαζκηζηή δηαθξηηφπ ρξφλνπ. Με ηελ νκαινπνίεζε ζε 

ζρέζε κε ην δηάζηεκα δεηγκαηνιεςίαο θαη αλαδηαηάζζνληαο ηνπο φξνπο, ε 
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Δμίζσζε 31.7 γίλεηαη 

 

 

 
 

 

 

5.3 Καλάιη εμίζσζεο θηιηξαξίζκαηνο 
 

5.3.1 Διαηύπυζη Matrix ηος πποβλήμαηορ ιζοζηάθμιζηρ 

Σν έξγν ηεο εμεχξεζεο ησλ βέιηηζησλ ζπληειεζηψλ γξακκηθήο ηζνζηάζκηζεο 

κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε ρχηεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ 

εμηζψζεσλ, 

 

 
 

 

φπνπ ν εθζέηεο Σ ππνδειψλεη ηε ιεηηνπξγία κεηαθνξάο. Σν ιακβαλφκελν δείγκα 

ζε k ρξφλν είλαη kx , ην νπνίν απνηειείηαη απφ ην θαλάιη εμφδνπ θαηεζηξακκέλν 

απφ πξνζζεηηθφ ζφξπβν. Σα ζηνηρεία N × 1 ηνπ θνξέα kc  είλαη νη ζπληειεζηέο 

ηνπ θίιηξνπ ηζνζηάζκηζεο θαηά k ρξφλν. Ο ηζνζηαζκηζηήο ιέγεηαη φηη είλαη ζηελ 

απφθαζε θαηεπζπλφκελεο ιεηηνπξγίαο φηαλ ην  ιακβάλεηαη σο ε έμνδνο ηεο κε 

γξακκηθήο δηαηαγήο απνθάζεσο. Ο ηζνζηαζκηζηήο είλαη ζηελ εθπαίδεπζε, ή ζηελ 

αλαθνξά ζθελνζεηεκέλνο, 

ιεηηνπξγία φηαλ ην  ξεηά γίλεηαη ηαπηφζεκν κε ηελ κεηαδηδφκελε ζεηξά kA . ΢ε 

θάζε πεξίπησζε, ke είλαη ην ζθάικα 

κεηαμχ ηεο επηζπκεηήο εμφδνπ ηζνζηαζκηζηή, ,θαη ε πξαγκαηηθή έμνδνο ηνπ 

ηζνζηαζκηζηή ,
1[X X] 

΢πκπεξαίλνπκε φηη ηφηε ν 
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ζπκβνιηζκφο ζηελ εμίζσζε 31.9 κπνξεί λα γξαθηεί ζε ζπκπαγή κνξθή,  

 

 

d=Xc + e(31.11) 

 

 

 

 

νξίδνληαο 1,...,

T

Ld d d   
% %

θαη θάλνληαο πξνθαλείο ζπλεηξκνχο κε ηελ εμίζσζε 

31.9. ΢εκεηψζηε φηη ε L παξάκεηξνο θαζνξίδεη ηνλ αξηζκφ ησλ γξακκψλ ηνπ 

κεηαβιεηνχ ρξφλνπ κήηξαο Υ. Δπνκέλσο, επηιέγνληαο L είλαη αλάινγε κε ηελ 

επηινγή ελφο δηαζηήκαηνο παξαηήξεζεο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ ζπληειεζηψλ 

θίιηξνπ. 

 

 

 

5.4  Καλνληθνπνίεζε 
 

Δπηδηψθνπκε κηα ιχζε γηα ηνπο ζπληειεζηέο θίιηξνπ ηεο κνξθήο c = Yd, φπνπ ην 

Τ είλαη θαηά θάπνην ηξφπν κηα αληηζηξνθή ηεο κήηξαο δεδνκέλσλ X. Ζ ιχζε 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ απαηηεί  

 

Y=[XTX]-1XT(31.12) 

 

φπνπ  

αληηπξνζσπεχεη ην Moore-Penrose (Μ-Ρ) αληίζηξνθν ηνπ Υ. 

Δάλ κία ή πεξηζζφηεξεο απφ ηηο ηδηνηηκέο ηεο κήηξαο  είλαη κεδέλ, ηφηε ην 

Μ-Ρ αληίζηξνθν δελ ππάξρεη. 

Γηα λα δηεξεπλεζεί ε ζπκπεξηθνξά ηνπ αληηζηξφθνπ, ζα απνζπληεζεί ε κήηξα 

δεδνκέλσλ ζε κνξθή  φπνπ  Xs είλαη ην ζπζηαηηθφ ζήκαηνο θαη 

XN είλαη ε ζπληζηψζα ζνξχβνπ. Γεληθψο, ν ζφξπβνο δεδνκέλσλ κήηξαο είλαη 

πιήξεο ζε βαζκφ θαη ην ζήκα δεδνκέλσλ κήηξαο κπνξεί λα ηαμηλνκήζεη 

ζρεδφλ  ηα θαζκαηηθά κεδεληθά ζην θαλάιη κεηάδνζεο. Απηφ θαίλεηαη απφ ηελ 

εμέηαζε ηεο κηθξφηεξεο ηδηνηηκήο ηνπ XST XS 

 
 

φπνπ 
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 είλαη ε ζπλερήο θαζκαηηθή ππθλφηεηα ηζρχνο (PSD) ηνπ ιακβαλφκελνπ 

δεδνκέλσλ kx
 

 είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο PSD 

    k  είλαη ν αξηζκφο ησλ κε εμαθαληζκέλσλ παξαγψγσλ ηεο RS
 ζην R minS

 

    Ν  ην κήθνο ηνπ θίιηξνπ ηζνζηάζκηζεο 

 

Κάζε θαζκαηηθή απψιεηα ζην ζήκα πνπ πξνθαιείηαη απφ ην θαλάιη άκεζα 

κεηαθξάδεηαη ζε αληίζηνηρε κείσζε ηεο ειάρηζηεο ηδηνηηκή ηνπ ιακβαλφκελνπ 

ζήκαηνο. Αλ ιmin γίλεηαη κηθξφ, αιιά κε κεδεληθφ, ηα δεδνκέλα ζπζρέηηζεο 

κήηξαο XTX έξρεηαη ζε άξξσζηε θαηάζηαζε θαη αληηζηξνθή ηεο γίλεηαη 

επαίζζεηε ζην ζφξπβν. Ζ επαηζζεζία εθθξάδεηαη ζηελ πνζφηεηα 

 

 
 

 

φπνπ ε αζφξπβε ιχζε θίιηξνπ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ ζπληειεζηή ηνπ θνξέα , 

c, έρεη δηαηαξαρζεί κε ηελ πξνζζήθε ελφο ιεπθνχ ζνξχβνπ ζηα δεδνκέλα κε 

δηαθχκαλζε  , γηα λα παξάγεη ην ιηγφηεξν c δηάιπκα ηεηξαγψλσλ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ Δμίζσζε 

31.13 ζηελ εμίζσζε 31.14 απνδίδεη 

 

 

 

 

Ζ ζρέζε ζηελ Δμίζσζε 31.15 είλαη έλαο δείθηεο ησλ πηζαλψλ αξηζκεηηθψλ 

πξνβιεκάησλ ζηελ επίιπζε γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηζνζηαζκηζηή θίιηξνπ φηαλ ηα 

δεδνκέλα είλαη θαζκαηηθά ειιηπή. 

Βιέπνπκε φηη ε άκεζε αλαζηξνθή ηεο κήηξαο δεδνκέλσλ δελ ζπληζηάηαη φηαλ ην 

θαλάιη έρεη ζνβαξά θαζκαηηθά κεδεληθά. Ζ θαηάζηαζε απηή είλαη ηζνδχλακε κε 

ηε δήισζε φηη ην αξρηθφ πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο d = Xcείλαη θαθψο νξηζκέλν. 

Γειαδή, ν ηζνζηαζκηζηήο θαιείηαη λα αλαπαξάγεη ζπληζηψζεο ηνπ θαλαιηνχ 

εηζφδνπ πνπ είλαη κε παξαηεξήζηκεο ζηελ έμνδν θαλαιηνχ ή επηζθηάδνληαη απφ 

ηνλ ζφξπβν. Έηζη, είλαη ινγηθφ λα εμαθξηβψζεη ηνπο ηξφπνπο εηζφδνπ πνπ 

θπξηαξρείηαη απφ ην ζφξπβν θαη λα ηνπο δψζνπκε ιίγν βάξνο, ζε ζρέζε κε ηηο 

θπξίαξρεο ζπληζηψζεο ζήκαηνο, θαηά ηελ επίιπζε ησλ  ζπληειεζηψλ 
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ηζνζηαζκηζηή ηνπ θίιηξνπ. Απηή ε δηαδηθαζία ηεο ζηάζκηζεο νλνκάδεηαη 

ηαθηνπνίεζε. 

Σαθηνπνίεζε κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε  ηε ζηήξημε ζε κηα γελίθεπζε ηεο M-P 

αληίζηξνθν πνπ εμαξηάηαη απφ ηνλ πίλαθα 

ηδηαδνπζψλ ηηκψλ (SVD) δεδνκέλσλ. 

 

 
 

 

φπνπ 

UείλαηκίαL ×N εληαία κήηξα 

Vείλαη κίαN×Nεληαία κήηξα 

 είλαη κία δηαγψληα κήηξα απφ κνλαδηθέο αμίεο 

φπνπ  

 

Τπνηίζεηαη ζηελ Δμίζσζε 31.16 φηη ε L> Ν, ην νπνίν είλαη 

ραξαθηεξηζηηθφ γηα ην πξφβιεκα εμηζνξξφπεζεο. Οξίδνπκε ηε 

γεληθεπκέλε ςεπδν-αληίζηξνθν ηνπ X σο  

 
 

 φπνπ                     

 
 

ΖM–Pαληηζηξνθε κπνξεί λα αλαδηακνξθσζεί ρξεζηκνπνηψληαο ην SVD φπσο 

αθνινπζεί: 

 

 

 

Μεηά ηελ εμέηαζε ησλ εμηζψζεσλ 31.17 θαη 31.19, ζεκεηψλνπκε φηη ην  

κφλνλ εάλ φιεο νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ X είλαη κε κεδεληθέο, ζi ≠ 0. Έλα άιιν 

ζηνηρείν πνπ πξέπεη λα ζεκεησζεί είλαη φηη ε  είλαη ε ηδηνηηκή απνζχλζεζε 

, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη νη ηδηνηηκέο ηνπ  είλαη ηα ηεηξάγσλα ησλ 
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ηδηαδφλησλ ηηκψλ ηεο X.  Ζ γεληθεπκέλε ςεπδναληίζηξνθε ζηελ Δμίζσζε 31.17 

παξέρεη κηα ηδηνηηκή θαζκαηηθήο ζηάζκηζεο πνπ δίλεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 31.18, 

ην νπνίν δηαθέξεη απφ ηε Μ-Ρ αληίζηξνθε κφλν φηαλ κία ή πεξηζζφηεξεο απφ ηηο 

ηδηνηηκέο  είλαη παλνκνηφηππα κεδέλ. Χζηφζν, απηή ε κνξθή ηεο 

ηαθηνπνίεζεο είλαη κάιινλ πεξηνξηζηηθή απφ ηελ πιήξε εμφλησζε ησλ 

θαζκαηηθψλ ζηνηρείσλ, πνπ είλαη ζπάληα λα ζπλαληψληαη ζηελ πξάμε. Μηα πην 

πηζαλή πξνυπφζεζε γηα ηηο ηδηνηηκέο  είλαη φηη έλα κηθξφ ζπγθξφηεκα 

ηδηνκνξθψλ ζήκαηνο είλαη πνιχ κηθξφηεξν ζε κέγεζνο απφ ηηο αληίζηνηρεο 

ιεηηνπξγίεο ηνπ ζνξχβνπ. Άκεζε αλαζηξνθή απηψλ ησλ ηδηνκνξθψλ, αλ θαη 

ζαθψο θαζνξηζκέλα κε καζεκαηηθφ ηξφπν, νδεγεί ζε αχμεζε ηνπ ζνξχβνπ ζηελ 

έμνδν ηζνζηαζκηζηή θαη ζε επαηζζεζία ηνπ ζνξχβνπ ζηε ιχζε ηνπ ζπληειεζηή 

θίιηξνπ. Μηα ελαιιαθηηθή ιχζε γηα ηε γεληθεπκέλε ςεπδναληίζηξνθε είλαη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί κηα ηαθηνπνηεκέλε αληίζηξνθνο φπνπ νη ηδηνκνξθέο λα 

ζηαζκίδνληαη πξηλ απφ ηελ αλαζηξνθή. [5] Απηή ε πξνζέγγηζε νδεγεί ζε κία 

αληαιιαγή κεηαμχ ηεο αζπιίαο ηνπ ζνξχβνπ ηνπ βάξνπο ηνπ ηζνζηαζκηζηή  ησλ 

θίιηξσλ θαη ηελ πηζηφηεηα ηνπ ζήκαηνο ζηνλ ηζνζηαζκηζηή θίιηξνπ εμφδνπ. Γηα 

λα απνδεηρζεί απηε ε αληαιιαγή, επηηξέςηε 

 

 

λα είλαη ε ιχζε ησλ ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ. Δπηηξέςηε ηελ ηαθηνπνηεκέλε 

αλίζηξνθν λα είλαηYnφπσο  Ζ ηαθηνπνηεκέλε εθηίκεζε γηα κηα 

παξαηήξεζε πνπ δηαηαξάζζεηαη απφ έλα ηπραίν δηάλπζκα ζνξχβνπ, n, είλαη  

 

 
 

 

Σα απνηειέζκαηα ηεο ηαθηνπνηεκέλεο αληηζηξφθνπ, θαη ην δηάλπζκα ζνξχβνπ 

ππνδεηθλχνληαη κε  

 
 

Ο φξνο ║Ynn║είλαη ην κέξνο ηνπ ζπληειεζηή ζθάικαηνο ιφγσ ηνπ ζνξχβνπ θαη 

είλαη πηζαλφ λα απμεζεί, θαζψο n→ ∞. Ο φξνο  αληηπξνζσπεχεη ηε 

ζπλεηζθνξά ιφγσ ηεο ιάζνο ηαθηνπνίεζεο ζηελ πξνζέγγηζε ηεο 

ςεπδναληίζηξνθεο. Απηφ ην ζθάικα νδεγεί  ζε κεδέλ φπσο n→ ∞. Ζ 

αληαιιαγή κεηαμχ ηεο εμαζζέληζεο ηνπ ήρνπ θαη ηεο ιάζνο ηαθηνπνίεζεο είλαη 

εκθαλήο θαηά ηε δηάξθεηα επηζεψξεζεο ηεο Δμίζσζεο 31.22, ε νπνία επίζεο 

επηζεκαίλεη κηα ηδηνζπγθξαζηαθή ηδηνθηεζία ηεο δηαδηθαζίαο ηαθηνπνίεζεο. Καηά 

ηελ πξψηε, ην ζθάικα εμφδνπ ηζνζηαζκηζηή ηείλεη λα κεησζεί, ιφγσ ηεο κείσζεο 
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ησλ ζθαικάησλ ηαθηνπνίεζεο, . ΢ηε ζπλέρεηα, θαζψο ην n απμάλεη 

πεξαηηέξσ ην ζθάικα εμφδνπ είλαη πηζαλφ λα απμεζεί ιφγσ ηνπ ζπζηαηηθνχ 

ελίζρπζεο ηνπ ζνξχβνπ, ║Ynn║. Απηή ε ζπκπεξηθνξά νδεγεί ζην εξψηεκα 

ζρεηηθά κε ηελ θαιχηεξε επηινγή γηα ηελ παξάκεηξν n. Μία επξέσο απνδεθηή 

δηαδηθαζία είλαη ε ρξήζε ηεο αξρήο ηεο αζπκθσλίαο, ε νπνίν αλαθέξεη φηη ε ζα 

πξέπεη λα πιεξεί 

 

 
 

 

Αθήλνληαοn>nʹζπλήζσο νδεγεί ζε κεγηζηνπνίεζε ζνξχβνπζηελ έμνδν ηνπ 

ηζνζηαζκηζηή. 

 

 

 

5.5  Πξνζαξκνζηηθφ θηιηξάξηζκα δηαθξηηνχ ρξφλνπ  
 

Θα εμεηάζνπκε αξγφηεξα ηξείο πξνζαξκνζηηθνχο αιγνξίζκνπο φζνλ αθνξά ηηο 

ηδηφηεηεο λνκηκνπνίεζεο ζην λα πξνθχπηεη ην θίιηξν ηζνζηαζκηζηή. Απηνί νη 

αιγφξηζκνη είλαη ν νκαινπνηεκέλνο αιγφξηζκνο ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ  (NLMS) 

, ν αλαδξνκηθφο αιγφξηζκνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (RLS), θαζψο θαη ν 

αιγφξηζκνο επαλαιεπηηθψλ κπινθ NLMS (BINLMS). Απηνί νη αιγφξηζκνη είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθνί ηεο επξχηεξεο θαηεγνξίαο ησλ πξνζαξκνζηηθψλ αιγνξίζκσλ 

ζηνπο νπνίνπο αλήθνπλ. 

 

5.5.1  Π ξ ν ζ α ξ κ ν ζ η η θ ή  α λ α θ ε θ α ι α ί σ ζ ε  α ι γ φ ξ η ζ κ ν π  

 

5.5.1.1  NLMS 

 

Ζ ελεκέξσζε NLMS αιγφξηζκνπ δίλεηαη απφ 

 

 
 

 

γηαn=1,. . .,L.Απηφ μαλαγξάθεηαη σο 
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΋ξηζε     ηφηε ε εμίζσζε 

31.25γίλεηαη 

 
 

 

΋πνπ 

 

 

 

θαη 

 

 

 

5.5.1.2  BINLMS 

 

Ο αιγφξηζκνοBINLMSβαζίδεηαη ζην λα παξαηεξεί νιφθιεξν ηα κπινθ ησλ 

δηαλπζκάησλ θίιηξνπ xn,1≤n≤L, ζηελ εμίζσζε 

 

 

31.9.Ζ ελεκεξσκέλε δηαδηθαζίαBINLMS είλαη 

 

 

 

΋πνπ j=nmodL. Ζ ελεκέξσζε ζηελ εμίζσζε 31.29 ζπλδέεηαη ζηελ ελεκέξσζε 

NLMSπαίξλνληαο ππφςηλ ηελ εμίζσζε 

31.26. Απηφ είλαη, ε εμίζσζε 31.29 
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ηζνχηαη κε  

 
 

φπνπ L ελεκεξψζεηο ηεο Δμίζσζεο 31.29 ζπκππθλψλνληαη ζε κηα εληαία 

ελεκέξσζε ζηελ εμίζσζε 31.30. ΢εκεηψζηε φηη κφλν νη ελεκεξψζεηο L είλαη 

δπλαηέο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ Δμίζσζε 31.24 ζε ζχγθξηζε κε έλαλ απζαίξεην 

αξηζκφ ελεκεξψζεσλ ζηελ Δμίζσζε 31.29. 

 

 

 

5.5.1.3  RLS 

 

Ζ ελεκεξσκέλε δηαδηθαζία γηα ηνλ 

αιγφξηζκν RLSείλαη      

 
 

΋πνπ  

gnθαιείηαη ην δηάλπζκα θέξδνπο 

Yn είλαηε εθηίκεζε ηνπ ρξεζηκνπνηψληαοηελ αληηζηξνθή ηεο κήηξαο   

lemma 

xnαληηπξνζσπεχεη ηηο πξψηεο n ζεηξέοηνπ X ζηελ εμίζσζε 31.9 

 

 

Ο ζπληειεζηήο ιήζεο 0 <ι ≪1 επηηξέπεη ηνλ αιγφξηζκν RLS λα ζηαζκίζεη πην 

πξφζθαηα δείγκαηα πνπ παξέρνπλ κηα ηθαλφηεηα εληνπηζκνχ γηα ρξνληθά 

κεηαβαιιφκελα θαλάιηα. Ζ αλαδξνκή αληηζηξνθή κήηξαο μεθηλά κε 

φπνπ 0 < δ ≪ 1. Ζ πξνεηνηκαζία ζηαζεξά κεηαηξέπεη ηε κήηξα ζπζρέηηζεο 

δεδνκέλσλ ζε 
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   φπνπ 

 
 

 

5.5.2 Σαθηνπνίεζε αθηλήησλ ησλ πξνζαξκνζηηθψλ 

αιγφξηζκσλ.  

 

΢ηελ ελφηεηα απηή εμεηάδνπκε πσο θάζε έλα απφ ηνπο πξνζαξκνζηηθνχο 

αιγνξίζκνπο επίηπγράλεη ηε ηαθηνπνίεζε ηεο ιχζεο ηζνζηαζκηζηήο θίιηξνπ. 

Ξεθηλάκε κε ηηο BINLMS θαη ζα ιάβνπκε ζηε ζπλέρεηα ηηο NLMS σο εηδηθή 

πεξίπησζε. Ζ ελεκέξσζε BINLMS ηεο Δμίζσζεο 31.30 είλαη ηζνδχλακε κε 

 

 

φπνπ κηα αχμεζε ζε l ηζνδπλακεί κε L απμήζεηο ηεο n ζηελ εμίζσζε 31.29. Ζ 

αλαδξνκή ζηελ εμίζσζε 31,36 είλαη επίζεο ηζνδχλακε κε 

 

 

 

φπνπ . Άζε λα αληηπξνζσπεχζεη ηηο εληθέο αμίεοηνπBl, κεηά  

ν η  ζρέζε ηο  κεηαμχ  ησλ ελ ηθψλ αμ ηψλ ηνπ  Blθαη ησλ εληθψλ αμηψλ 

ηνπXείλαη [6] 

 
 

 

Σν αθίλεην ηαθηνπνίεζεο ησλ BINLMS εμαξηάηαη ηφζν ζην κ θαη l. Γεδνκέλνπ 

φηη ην κέγεζνο ηνπ βήκαηνο  ηεο παξακέηξνπ m επηιέγεηαη λα εγγπεζεί ηε 

ζχγθιηζε, δειαδή,  , ε ηαθηνπνίεζε ειέγρεηαη θπξίσο απφ ην 

δείθηε επαλάιεςεο l. Ζ ζπκπεξηθνξά ηαθηνπνίεζεο ησλ BINLMS δίδεηαη απφ 

ηελ Δμίζσζε 31,38 είλαη φηη νη θπξίαξρνη ηξφπνη ζήκαηνο αληηζηξέθνληαη πξψηνη, 

αθνινπζνχκελνη απφ ηηο αζζελέζηεξεο ιεηηνπξγίεο ηνπ θπξίαξρνπ ζνξχβνπ, 
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θαζψο απμάλεηαη ν δείθηεο l. Ζ ζπκπεξηθνξά ηαθηνπνίεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ 

NLMS πξνέξρεηαη άκεζα απφ ηηο BINLMS ζέηνληαο 

l =1 ζηελ εμίζσζε 31.38. Βιέπνπκε φηη ν κφλνο έιεγρνο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

ηαθηνπνίεζεο γηα ηνλ αιγφξηζκν NLMS είλαη 

γηα λα κεηψζεηε ην κέγεζνο ηνπ βήκαηνο κ. Χζηφζν, απηφ νδεγεί ζε κηα δπλεηηθά 

αλεπηζχκεηε κείσζε ηνπ ξπζκνχ ζχγθιηζεο ηνπ πξνζαξκνδφκελνπ θίιηξνπ 

ηζνζηάζκηζεο. 

Ζ ζηάζκηζε ηνπ αιγφξηζκνπ RLS απφ ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο πνπ πξνθχπηνπλ θαηά 

ηνλ έιεγρν ηεο Δμίζσζεο 31.35. Ζ εθηίκεζε ηνπ ζπληειεζηή θίιηξνπ RLS είλαη 

 

 
 

 Άζε λα αληηπξνζσπεχεη ηηο εληθέο αμίεοηεο απνηειεζκαηηθήο αληηζηξφθνπ 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ αιγφξηζκνRLS, ηφηε  

 
 

Τπάξρνπλ αξθεηά ζεκεία λα ζπκάζηε ζρεηηθά κε ηελ εμίζσζε 31.40. Καηά ηελ 

απνπζία ηνπ παξάγνληα μερλάκε, ι = 1, θαη ε αξρηθνπνίεζε ζηαζεξά, δ = 0, ν 

αιγφξηζκνο RLS παξέρεη ην αθξηβέο αληίζηξνθν ησλ εληθψλ αμηψλ, φπσο 

αλακελφηαλ. Ζ ζηαζεξά δ εκπνδίδεη ηελ θπξίαξρν ηεο Δμίζσζεο 31.40 απφ ην λα 

πάξεη πάξα πνιχ κηθξή. Χζηφζν, απηή ε ηαθηνπνίεζε ράλεηαη αλ  ε νπνία 

είλαη ε πεξίπησζε φηαλ ην L δηαζηήκαηνο παξαηήξεζεο γίλεηαη κεγάιν. 

Ζ ζπκπεξηθνξά ησλ ιεηηνπξγηψλ ηαθηνπνίεζεο (Δμηζψζεηο 31.38 θαη 31.40) 

απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 31.2. 
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ΔΗΚΟΝΑ31.2   Ο η  ι ε η η ν π ξ γ ί ε ο  η α θ η ν π ν ί ε ζ ε ο  η σ λ  

α ι γ φ ξ η ζ κ σ λ NLMS,BINLMS,θαη RLS. 
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ΔΗΚΟΝΑ31.3   Φ α ί λ ε η α η  ε  ζ π κ π ε ξ η θ ν ξ ά  η α θ η ν π ν ί ε ζ ε ο  η σ λ  

πξνζαξκνζηηθψλ αιγφξηζκσλNLMS,BINLMS,θαηRLS. Οη θακπχιεο 

BINLMSαληηπξνζσπεχνπλ επαλαιήςεηο κπινθ ησλ 5,10,15,θαη 20.Ο 

αιγφξηζκνοRLSρξεζηκνπνηείι=1.0θαη ι=0.96. 
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5.6  Α ξ η ζ κε η ηθά  α πν ηε ιέ ζ κα ηα  
 

Έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηαθηνπνίεζεο ησλ 

πξνζαξκνζηηθψλ αιγνξίζκσλ εμηζνξξφπεζεο πνπ ζπδεηήζεθαλ, παξνπζηάδεηαη 

ηψξα. Μηα κήηξα δεδνκέλσλ XX είλαη θαηαζθεπαζκέλε κε δηαζηάζεηο L = 50 θαη 

Ν = 11, ε νπνία έρεη ηελ κνλαδηθή κήηξα αμίαο΢=diag(1.0,0.9,. . .,0.1,0.0). Σν 

κέγεζνο βήκαηνοκ =0.2 έρεη επηιερζεί. Γεδνκέλνπ φηη ν αιγφξηζκνο RLS 

ππνινγίδεη κηα εθηίκεζε ηεο 1[X X]  , είλαη επαίζζεηνο ζηηο ηδηνηηκέο ηνπXTX. 

Έλα γξάθεκα παξφκνην κε ην ΢ρήκα 31.2 παξάγεηαη κε ηελ εμαίξεζε φηη νη 

αληίζηξνθεο ηδηνηηκέο ηνπ XTX ζρεδηάδνληαη γηα ηνλ αιγφξηζκν RLS. Απηά ηα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ΢ρήκα 31.3 ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ X 

δίλεηαη απφ  γηα 1≤ i ≤10 θαη  

Ο αιγφξηζκνο RLS παξνπζηάδεη κεγάιν δπλακηθφ εχξνο ζην αληίζηξνθν ησλ 

ηδηνηηκψλ ρξεζηκνπνηψληαο ην ιήκκα αληηζηξνθήο κήηξαο, ε νπνία κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε αζηάζεηα ζηε ιεηηνπξγία ηνπ πξνζαξκνζηηθνχ θίιηξνπ 

ηζνζηαζκηζηή.  

 

 

 

5.7  ΢π κπ έ ξα ζ κα   
 

Μηα ζχληνκε εηζαγσγή ζηηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο αλάιπζεο ηαθηνπνίεζεο 

παξνπζηάδνληαη ζε απηφ ην θεθάιαην. Μεξηθέο πεξαηηέξσ αλαπηχμεηο θαηά ηελ 

εθαξκνγή απηήο ηεο αλάιπζεο γηα ηελ εμίζσζε απφθαζεο-αλαηξνθνδφηεζεο 

κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζην [6]. Ζ επηινγή ηνπ πνηφο πξνζαξκνζηηθφο αιγφξηζκνο 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηείηαη είλαη εμαξηψκελε απφ ηελ εθαξκνγή θαη ην θαζέλα 

έξρεηαη κε ζπλδεδεκέλα ηα πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηά ηνπ. ΟΗ LMS-

ηχπνπ αιγφξηζκνη είλαη ρακειήο πνιππινθφηεηαο ιχζεηο πνπ έρνπλ ζρεηηθά αξγή 

ζχγθιηζε. Οη RLS ηχπνπ αιγφξηζκνη έρνπλ πνιχ ηαρχηεξε ζχγθιηζε, αιιά  

ζπλήζσο καζηίδνληαη απφ πξνβιήκαηα ζηαζεξφηεηαο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ 

δηάδνζε ζθαικάησλ θαη κε νκαιή αληηζηξνθή πίλαθα. Παξαθάκπηνληαο ηα 

πξνβιήκαηα ζηαζεξφηεηαο ηείλεη λα νδεγήζεη ζε πην ζχλζεην αιγφξηζκν 

εθαξκνγήο. Ο αιγφξηζκνο BINLMS είλαη κία αληαιιαγή αλάκεζα ζηελ ηαρχηεηα 

ζχγθιηζεο ησλ RLS ηχπνπ αιγνξίζκσλ θαη ηε ζηαζεξφηεηα ησλ LMS ηχπνπ 
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αιγνξίζκσλ. Έλα κεηνλέθηεκα ηνπ αιγνξίζκνπ BINLMS είλαη φηη ε ζηηγκηαία 

απφδνζε κπνξεί λα είλαη πςειή ιφγσ ηεο απαηηνχκελεο επεμεξγαζίαο ησλ κπινθ. 
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6 
Αληίζηξνθαπξνβιήκαηαζεδ

ηαηάμεηοκηθξνθψλσλ 
 

 

 

 

6.1 Δηζαγσγή:Απναληήρεζε κε ηε ρξήζε κηθξνθσληθήο 

δηάηαμεο 
Έλα αθνπζηηθφ πεξίβιεκα ζπλήζσο κεηψλεη ηελ θαηαιεπηφηεηα ηνπ ιφγνπ πνπ 

κεηαδίδεηαη  κέζα απφ απηφ, επεηδή ε δηαδξνκή κεηάδνζεο δελ είλαη ηδαληθή. Δθηφο 

απφ ην απεπζείαο ζήκα απφ ηελ πεγή, ν ήρνο αλαθιάηαη επίζεο ζε  κία ή 

πεξηζζφηεξεο επηθάλεηεο (ζπλήζσο ηνίρνπο) πξηλ θζάζεη ζηνλ δέθηε. Σν πξνθχπηνλ 

ζήκα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε έμνδνο κηαο ζπλέιημεο ζην ρξνληθφ πεδίν ηνπ 

ζήκαηνο νκηιίαο θαη ηελ σζηηθή αληίδξαζε ηνπ δσκαηίνπ. Σν θαηλφκελν απηφ 

επεξεάδεη ηελ πνηφηεηα ηνπ κεηαδηδφκελνπ ήρνπ ζε ζεκαληηθέο εθαξκνγέο φπσο ε 

ηειεδηάζθεςε, ε θηλεηή ηειεθσλία, θαζψο θαη απηφκαηε θσλεηηθή ελεξγνπνίεζε 

ζπζηεκάησλ (νκηιεηήο θαη ζηνηρεία αλαγλψξηζεο νκηιίαο). Ζ αληήρεζε δσκαηίνπ 

κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο. Ζ πξφσξε ερψ ζε δσκάηην 

εθδειψλεηαη σο παξαηππία ή'' θπκαηηζκφο'' ζην θάζκα πιάηνπο. Απηφ ην θαηλφκελν 

θπξηαξρεί ζε κηθξά δσκάηηα, ζπλήζσο γξαθεία. Ζ  καθξνρξφληα αληήρεζε ζπλήζσο 

παξνπζηάδεηαη σο ερψ '' νπξά'' πνπ έπεηαη ηνπ απεπζείαο ζήκαηνο. 

 

Δάλ ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο G(z) ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη γλσζηή, κπνξεί λα είλαη 

δπλαηφ λα απνκαθξπλζνχλ νη πνιιαπιήο δηαδξνκήο επηδξάζεηο  κε αληίζηξνθν 

θηιηξάξηζκα ηνπ εμαγφκελνπ ήρνπ ρξεζηκνπνηψληαο έλα θίιηξν Ζ(z) φπνπ 

 

 
 

Σππηθά G(z) είλαη ν κεηαζρεκαηηζκφο ηεο παικηθήο απνθξίζεσο ηνπ δσκαηίνπ g(n). 

΢ε γεληθέο γξακκέο, ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ελφο πεξηβάιινληνο αληήρεζεο είλαη 
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κηα ζπλάξηεζε κε ειάρηζηεο θάζεο, δειαδή, φια ηα κεδεληθά ηεο ζπλάξηεζεο δελ 

πξέπεη απαξαίηεηα λα βξίζθνληαη κέζα  ζην |z| = 1. Μηα  ζπλάξηεζε ειάρηζηεο  

θάζεο έρεη έλα ζηαζεξφ αηηηψδε αληίζηξνθν, ελψ ην αληίζηξνθν κηαο ζπλάξηεζεο 

κε ειάρηζηεο θάζεο είλαη αλαηηηψδεο θαη, ζε γεληθέο γξακκέο, άπεηξν ζε κήθνο. 

 

΢ε γεληθέο γξακκέο ,ην  G(z) κπνξεί λα εθθξαζηεί σο απνηέιεζκα κηαο ζπλάξηεζεο 

ειαρίζησλ θάζεσλ θαη κηαο κε-ειαρίζησλ θάζεσλ : 

 
 

   Πνιιέο πξνζεγγίζεηο έρνπλ πξνηαζεί γηα απναληερφκελα ζήκαηα. Ο ζηφρνο 

φισλ ησλ ζπζηεκάησλ  αληηζηάζκηζεο είλαη λα έξζεη  ε θξνπζηηθή απφθξηζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο κεηά απφ απναληήρεζε  φζν ην δπλαηφλ πιεζηέζηεξα ζε κηα 

ζπλάξηεζε ψζεζεο. Οκνκνξθηθέο ηερληθέο θηιηξαξίζκαηνο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

λα εθηηκεζεί ην ειάρηζην κέξνο ηεο θάζεο G(z) [2,3]. ΢ην [2], ε ειάρηζηε 

ζπληζηψζα θάζεσο εθηηκήζεθε κε κεδεληζκφ ηεο ζαθκαηηθήο γηα αξλεηηθέο 

ζπρλφηεηεο. ΢ηε ζπλέρεηα, ην ζήκα εμφδνπ δηεζήζεθε κε ην αληίζηξνθν ηεο 

ειάρηζηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο θάζεο. Αιιά απηή ε ηερληθή δελ  θαηάξγεζε  

ηελ αληήρεζε απφ ην ηκήκα κέγηζηεο θάζεο ηεο απφθξηζεο ηνπ δσκαηίνπ. ΢ην [3], 

ην αληίζηξνθν ηνπ ηκήκαηνο κέγηζηεο θάζε, επίζεο, εθηηκάηαη απφ ηελ 

θαζπζηεξεκέλε  θαη πεξηθνκκέλε έθδνζε ηνπ αλαηηηψδνπο  αληηζηξφθνπ. ΋κσο, ε 

θαζπζηέξεζε κπνξεί λα είλαη ππέξκεηξε θαη πξέπεη λα ιακβάλεηαη κέξηκλα γηα ηελ 

απνθπγή ρξνληθψλ ζπζρεηίζεσλ ςεπδσλχκσλ. 

    Μηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ηεο απναληήρεζε είλαη ν ππνινγηζκφο ,κε 

νξηζκέλε κνξθή, ηεο εθηίκεζεο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ αληίζηξνθνπ ηεο 

δηαδξνκήο κεηάδνζεο,πρ.,ν ππνινγηζκφο ηεο  ιχζεο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηεο 

εμίζσζεο 

 

 
 

φπνπ 

d(n)είλαη ε ζπλάξηεζε ψζεζεο  

*ππνδειψλεη ζπλέιημε 

 

Τπνζέηνληαο φηη ην ζχζηεκα κπνξεί λα δηακνξθσζεί απφ έλα θίιηξν FIR, ε 

Δμίζσζε 32.3 κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε κνξθή πίλαθα , σο εμήο 
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ή  

 
φπνπ D είλαη ν πίλαθαο ελφηεηαο θαη G, H, θαη D είλαη πίλαθεο θαηάιιεισλ  

δηαζηάζεσλ , φπσο θαίλεηαη ζηελ 

Δμίζσζε 32.4. Ζ κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ βξίζθεη κηα πξνζεγγηζηηθή 

ιχζε πνπ δίλεηαη απφ 

 

 

(32.6)  

 

Έηζη, ην δηάλπζκα ζθάικαηνο κπνξεί λα γξαθεί σο 

 

 

 

φπνπ    Σν κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα ή ε ελέξγεηα ζηνλ θνξέα 

ζθάικαηνο είλαη 

 

 

 

φπνπ  

|E|ν θαλφλαο ηεο E 

ιmaxθαη ιminαπνηεινχλ ηε κέγηζηε θαη ηελ  ειάρηζηεηδηνηηκή ηνπ E 
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Ζ αλαινγία κεηαμχ ησλ κέγηζησλ θαη ειάρηζησλ ηδηνηηκψλ  θαιείηαη αξηζκφο 

θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα θαη θαζνξίδεη ηελ ελίζρπζε ηνπ ζνξχβνπ θαηά ηε 

δηαδηθαζία αληηζηξνθήο [4]. 

Σππηθά, ε ιεηηνπξγία γίλεηαη ζηελ πιήξε δψλε ζήκαηνο. Οη πξνζεγγίζεηο πνπ 

δελ βξίζθνληαη ζε απηή ηε δψλε  έρνπλ πξνηαζεί ζηελ [5-8]. ΋ιεο απηέο νη 

πξνζεγγίζεηο ρξεζηκνπνηνχλ έλα κφλν κηθξφθσλν. 

Σν θάζκα εχξνπο ηεο απάληεζεο δσκάηην έρεη'' θπκαηηζκνχο'' πνπ παξάγνπλ 

έληνλεο εγθνπέο ζην θάζκα ηνπ ζήκαηνο εμφδνπ. Γεδνκέλνπ φηη ε ζέζε ηνπ 

κηθξνθψλνπ ζηηο αιιαγέο δσκαηίνπ, ε  απφθξηζε δσκαηίνπ γηα ηελ  ίδηα  πεγή 

κεηαβάιιεηαη  θαη, σο εθ ηνχηνπ, ε ζέζε ησλ εγθνπψλ ζην θάζκα πιάηνπο 

πνηθίιιεη. Απηή ε ηδηφηεηα ρξεζηκνπνηείηαη επσθειψο ζην [1]. ΢ηε κέζνδν απηή, 

πνιιαπιά κηθξφθσλα βξίζθνληαλ ζην δσκάηην. ΢ηε ζπλέρεηα, ε έμνδνο ηνπ θάζε 

κηθξνθψλνπ ρσξίζηεθε ζε πνιιαπιέο δψλεο ίζνπ εχξνπο δψλεο. Γηα θάζε δψλε, 

επηιέγνληαο ην κηθξφθσλν ηνπ νπνίνπ ε παξαγσγή ήρνπ έρεη ην κέγηζην ηεο 

ελέξγεηαο, νη θπκαηηζκνί ήηαλ κεησκέλνη. ΢ην [9], ηα ζήκαηα απφ φια ηα 

κηθξφθσλα ζε θάζε δψλε πξψηα ζπγρξνλίζηεθαλ, θαη ζηε ζπλέρεηα 

ζηαζκίζηεθαλ  κε θέξδνο ην νπνίν ππνινγίζηεθε  απφ κηα θαλνληθνπνηεκέλε 

ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  βαζηζκέλε  ζηνπο παξαγφκελνπο ήρνπο ησλ δηαθφξσλ 

κηθξνθψλσλ. Γεδνκέλνπ φηη είλαη αζπζρέηηζηεο νη νπξέο αληήρεζεο, ε ζπζρέηηζε 

κε βάζε ην θέξδνο απελεξγνπνίεζε ηελ νπξά ηνπ ζήκαηνο. Οη ηερληθέο απηέο 

είραλ κφλν κέηξηα επηηπρία ζηελ θαηαπνιέκεζε ηεο αληήρεζεο. 

 

Σα ηειεπηαία ρξφληα, κεγάιε πξφνδνο έρεη ζεκεησζεί φζνλ αθνξά ηελ πνηφηεηα, ηε 

δηαζεζηκφηεηα θαη ην θφζηνο ησλ κηθξνθψλσλ  πςειήο απφδνζεο. Γηαζέηνπλ 

γξήγνξνπο επεμεξγαζηέο ςεθηαθνχ ζήκαηνο πνπ επηηξέπνπλ πνιχπινθνπο 

αιγφξηζκνπο πνπ ιεηηνπξγνχλ ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν λα αλαπηπρζνχλ. Απηέο νη 

πξφνδνη επέηξεςαλ ηε ρξήζε ησλ κεγάισλ ζπζηνηρηψλ κηθξνθψλσλ πνπ 

αλαπηχζζνπλ πην εμειηγκέλνπο αιγφξηζκνπο γηααπναληήρεζε.Σν ζρήκα 32.1 

δείρλεη έλα γεληθφ ζχζηεκα δηάηαμεο κηθξνθψλσλ  πνπ κπνξεί λα αλαζηξέςεη ηελ  

αθνπζηηθή ηνπ ρψξνπ. Γηαθνξεηηθέο επηινγέο νδεγνχλ ζε δηαθνξεηηθνχο 

αιγφξηζκνπο, ε θαζεκία κε ηα δηθά ηεο πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηά . ΢ηελ 

έθζεζε απηή, ζα ζπδεηήζνπκε γηα απιή  θαη πνιιαπιή  δηακφξθσζεο δέζκεο, 

πξνζαξκνζκέλν θηιηξάξηζκα θαη Γηνθαληηθφ αληίζηξνθν θηιηξάξηζκα κέζσ 

πνιιαπιψλ κνληέισλ εηζξνψλ-εθξνψλ (MINT). ΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, 

ππνζέηνπκε φηη ε ζέζε πεγήο θαη ε δηακφξθσζε δσκαηίνπ ή, ελαιιαθηηθά, ην   

είλαη γλσζηά. 
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ΔΗΚΟΝΑ32.1  Μνληεινπνίεζε ελφο δσκαηίνπ κε κηα ζπζηνηρία κηθξνθψλσλ σο 

έλα ζχζηεκα πνιιαπιψλ FIR εμφδνπ.  

 

 

6.2Απινί Γηακνξθσηέο Γέζκεο Καζπζηέξεζεο-Αζξνίζκαηνο 

 

Οη ζπζηνηρίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ κηα εληαία δέζκε θαηεπζπλφκελε πξνο ηελ πεγή ηνπ 

ήρνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί θαη θαηαζθεπαζηεί 

[11]. ΢ε απηνχο ηνπο απινχο δηακνξθσηέο δέζκεο θαζπζηέξεζεο-θαη-αζξνίζκαηνο, 

ε επεμεξγαζία θίιηξνπ έρεη ηελ θξνπζηηθή απφθξηζε 

 

 
 

 

φπνπ  είλαη ε απφζηαζε ηνπ κηθξνθψλνπ i απφ ηελ πεγή θαη c είλαη ε 

ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ ζηνλ αέξα. Ζ Μεηάδνζε ηνπ ήρνπ ζην δσκάηην κπνξεί λα 

δηακνξθσζεί απφ έλα ζχλνιν δηαδνρηθψλ αληαλαθιάζεσλ  απφ ηηο επηθάλεηεο 

(ζπλήζσο ηνποηνίρνπο ) [10]. Σν ζρήκα 32.2 απεηθνλίδεη ηελ θξνπζηηθή απφθξηζε 

ελφο εληαίνπ δηακνξθσηή δέζκεο. Ζ θαζπζηέξεζε ζηελ έμνδν ηνπ θάζε 

κηθξνθψλνπ ζπγθιίλεη ηνλ ήρν πνπ θηάλεη ζην κηθξφθσλν απεπζείαο απφ ηελ 

πεγή. Μπνξεί λα θαλεί απφ ην ΢ρήκα 32.2 φηη ζηελ πξνθχπηνπζα απάληεζε, ε 

αληνρή ηνπ ζπλεθηηθνχ παικνχ είλαη Ν θαη ππάξρνπλ Ν(Κ - 1) πνπ δηαλέκνπλ 

παικνχο. Έηζη, ζηελ ηδαληθή πεξίπησζε, ην ζήκα πνπ αληερεί (SRNRπνπ 

κεηξάηαη σο ν ιφγνο ηνπ αλφζεπηνπ ηζρχνληνο ζήκαηνο πξνο ηελ ηζρχ ηνπ 

ζνξχβνπ αληήρεζεο) είλαη 2 / ( 1)N N K   [13]. ΢ε έλα άθξσο αληήρνχκελν  

δσκάηην, θαζψο ν αξηζκφο ησλ εηθφλσλ Κ απμάλεη πξνο ην άπεηξν, ν ιφγνο ηνπ 
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ζήκαηνο πξνο ηνλ ζφξπβν (SNR), Ν / K - 1, πέθηεη ζην κεδέλ. 

Σν ζχζηεµα εληαίαο δηακφξθσζεο δέζκεο πνπ αλαθέξζεθε ζην [11] κπνξεί λα 

πξνζδηνξίζεη απηφκαηα ηελ θαηεχζπλζε ηεο πεγήο θαη γξήγνξα λα θαηεπζχλεη 

ηνλ πίλαθα. ΋κσο, θαζψο ε αθηίλα θαηεπζχλεηαη καθξηά απφ ηελ νκνβξνληία, ην 

ζχζηεκα εκθαλίδεη κηα κείσζε ζηε ρσξηθή δηάθξηζε, επεηδή ε δέζκε θσηφο 

δηεπξχλεηαη [12]. 

 
 

ΔΗΚΟΝΑ32.2  Έλακνλφδηακνξθσηή..(From Flanagan,J.L.,Surendran, A.C.,and 

Jan,E.-E.,SpeechCommn.,13,207,1993.Withpermission.) 

 

 

Δπηπιένλ , ην εχξνο δέζκεο πνηθίιιεη  αλάινγα κε ηε ζπρλφηεηα, έηζη   ψζηε έλαο πίλαθαο λα έρεη 

έλα θαηά πξνζέγγηζε ρξήζηκν εχξνο δψλεο  πνπ δίλεηαη απφ ηηο αλψηεξεο θαη ηηο θαηψηαηεο 

ζπρλφηεηεο [12]: 
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Καη 

 

 

 

φπνπ  

cείλαη ε ηαρχηεηα ηνπ ήρνπ ζηνλ αέξα 

Nείλαη ν αξηζκφο ησλ αηζζεηήξσλ ζηελ δηάηαμε  

d είλαη ε απφζηαζε ηνπ αηζζεηήξα  

  είλαη ε γσλία δηεχζπλζεο ππνινγηζκέλε ζε ζρέζε κε ηνλ άμνλα ηεο     

            ζπζηνηρίαο 

είλαη ε θαηεχζπλζε ηεο πεγήο 

 

 Γηα παξάδεηγκα, ζθεθηείηε έλαλ πίλαθα κε επηά κηθξφθσλα θαη έλα αηζζεηήξα 

απφζηαζεο 6,5 εθαηνζηά. Δπηπιένλ, αο ππνζέζνπκε φηη ην επηζπκεηφ εχξνο ηεο 

δηεχζπλζεο είλαη ±30° απφ ηελ νκνβξνληία. ΢ηε ζπλέρεηα, 

  θαη  σο εθ ηνχηνπ ε αλψηαηε ζπρλφηεηα είλαη  

 θαη  Έηζη, γηα λα θαιπθζεί  ην εχξνο δψλεο 

ηνπ ιφγνπ, δειαδή απφ 250 Hz έσο 7 kHz, ηξεηο αξκνληθά έλζεηεο ζπζηνηρίεο 

απφζηαζεο 3,25, 6,5, θαη 13 cm κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ. επίζεο , ην εχξνο 

δέζκεο εμαξηάηαη απφ ηελ ζπρλφηεηα ηνπ ζήκαηνο, θαζψο θαη ηελ θαηεχζπλζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο δηεχζπλζεο. Δάλ ε δέζκε θαηεπζχλεηαη ζε γσλία , ηφηε ε 

θαηεχζπλζε ηεο πεγήο γηα ηελ νπνία ε απφθξηζε δνθνχ πέθηεη ζην ήκηζπ ε ηζρχο 

ηνπ είλαη [12] 

 

 
 

φπνπ σ=2πf  θαη f είλαη ε ζπρλφηεηα ηνπ ζήκαηνο. 

Ζ Δμίζσζε 32.11 δείρλεη φηη φζν κηθξφηεξε είλαη ε ζεηξά, ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε 

αθηίλα. Γεδνκέλνπ φηη ην κεγαιχηεξν κέξνο ηεο ελέξγεηαο ελφο ηππηθνχ δσκαηίνπ 

παξεκβνιήο ζνξχβνπ βξίζθεηαη ζε ρακειφηεξεο ζπρλφηεηεο, ζα είλαη πιενλεθηηθφ γηα ηελ 

θαηαζθεπή ζπζηνηρηψλ πνπ έρνπλ πςειφηεξε θαηεπζπληηθφηεηα  (κηθξφηεξν εχξνο δέζκεο) 

ζε ρακειφηεξεο ζπρλφηεηεο. Απηφ, ζε ζπλδπαζκφ κε ην γεγνλφο φηη ε απφζηαζε  ηεο  
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. 

ζπζηνηρίαο είλαη κεγαιχηεξε γηα ρακειφηεξεο δψλεο ζπρλνηήησλ, δίλεη έλαλ αθφκε ιφγν 

ψζηε νη ζπζηνηρίεο λα  βξίζθνληαη αξκνληθά (βι. ΢ρήκα 32.3). 

 

 
 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ32.3  Αξκνληθά έλζεηε ζεηξά πνπ θαιχπηεη ηξεηο πεξηνρέο ζπρλνηήησλ. 

 

 

 

 

 

 

Αθξηβψο φπσο νη γξακκηθά κνλνδηάζηαηεο ζπζηνηρίεο εκθαλίδνπλ ζεκαληηθή 

πάρπλζε ησλ δνθψλ, φηαλ θαηεπζχλνληαη πξνο ηνλ άμνλα ηεο ζπζηνηρίαο, έηζη νη 

δηζδηάζηαηεο παξαηάμεηο εκθαλίδνπλ δηαπιάηπλζε ησλ δνθψλ, φηαλ θαηεπζχλνληαη 

ζε νμείεο γσλίεο σο πξνο ην επίπεδν ηνπ πίλαθα. Σξηζδηάζηαηεο ζπζηνηρίεο 

κηθξνθψλσλ κπνξνχλ  λα θαηαζθεπαζηνχλ [13] νη  νπνίεο έρνπλ νπζηαζηηθά έλα 

ζηαζεξφ εχξνο δέζκεο πάλσ ζε 4π ζηεξαθηίληα. Ζ Πνιιαπιή δηακφξθσζε δέζκεο 

κε ηε ρξήζε ηξηζδηάζηαησλ ζπζηνηρηψλ  αηζζεηήξσλ φρη κφλν παξέρεη 

εθιεθηηθφηεηα ζην αδηκνχζην θαη ηελ αλχςσζε, αιιά επίζεο θαη εθιεθηηθφηεηα 

πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο δέζκεο, δειαδή, παξέρεη εθιεθηηθφηεηα θάζκαηνο. 

Ζ απφδνζε ηνπ εληαίνπ δηακνξθσηή δέζκεο κπνξεί λα ππνβαζκίζεη ζνβαξά ηελ 

παξνπζία άιισλ πεγψλ ζνξχβνπ παξεκβνιήο, εηδηθά αλ πέζνπλ ζηελ θαηεχζπλζε 

ησλ πιεπξηθψλ ινβψλ. Απηφ ην πξφβιεκα κπνξεί λα κεηξηαζηεί κε ηε ρξήζε 

πξνζαξκνζηηθψλ ζπζηνηρηψλ. Οη πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο ζπδεηνχληαη ελ 

ζπληνκία ζηελ επφκελε ελφηεηα. 

 



 

140 
 

 

6.2.1 Μηα ζχληνκε καηηά ζηηο  πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο  
 

Πξνζαξκνζηηθέο ηερληθέο επεμεξγαζίαο ζήκαηνο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

γηα λα ζρεκαηίζνπλ κηα δέζκε θαηά ηελ επηζπκεηή πεγή, ελψ ηαπηφρξνλα 

κπνξνχλ λα ζρεκαηίζνπλ κηα κεδεληθή ζηελ θαηεχζπλζε ηεο πεγήο ζνξχβνπ 

παξεκβνιήο. Σέηνηεο δηαηάμεηο νλνκάδνληαη '' πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο.'' Αλ 

θαη νη πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο δελ είλαη απνηειεζκαηηθέο ππφ ζπλζήθεο 

ζνβαξήο αληήρεζεο, πνπ πεξηιακβάλνληαη εδψ, δηφηη ηα πξνβιήκαηα ζηηο  

πξνζαξκνζηηθέο ζπζηνηρίεο κπνξνχλ λα δηακνξθσζνχλ σο αληίζηξνθα 

πξνβιήκαηα. Χο εθ ηνχηνπ, ζα ζπδεηήζνπκε ελ ζπληνκία γηα ηηο πξνζαξκνζηηθέο  

ζπζηνηρίεο ρσξίο πνζνηηθή αλάιπζε απηψλ. Οη ζπζηνηρίεο Δπξείαο Εψλεο 

αλαιχζεθαλ ζηα θεθάιαηα  [14-19]. ΢ε φιεο απηέο ηηο κεζφδνπο, ε θαηεχζπλζε 

ηεο άθημεο ηνπ ζήκαηνο ππνηίζεηαη φηη είλαη γλσζηφ. 

Ζ ζπζηνηρία έρεη  Ν αηζζεηήξεο θαη Mtaps θαζπζηέξεζεο αλά αηζζεηήξα. Δάλ ην 

(βι.΢ρήκα 32.4) είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκάησλ πνπ 

παξαηεξήζεθαλ ζηα ζεκείαtaps, ηφηε ην Υ(k) = S(k) + N(k), φπνπ S (k) είλαη ε 

ζπκβνιή ηνπ επηζπκεηνχ ζήκαηνο ζηα ζεκεία ηεο taps θαη N(k) είλαη ε ζπκβνιή 

ηνπ άγλσζηνπ ζνξχβνπ παξεκβνιήο. Οη είζνδνη ζηνπο αηζζεηήξεο, ( jM 1)x   (k), j = 

0,. .., (Ν - 1), είλαη νη ζνξπβψδεηο εθδφζεηο ηεο g(k), ην πξαγκαηηθφ ζήκα ζηελ 

πεγή. Σψξα, ην θίιηξν εμφδνπ  

φπνπ  είλαη ην ζχλνιν ησλ 

βαξψλ ζηα ζεκεία taps. Ο ζηφρνο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη λα δηεπθνιχλεη ηελ έμνδν 

y(k), φζν ην δπλαηφλ πιεζηέζηεξα πξνο ηελ πεγή g(k). Έλαο ηξφπνο λα γίλεη απηφ 

είλαη λα ειαρηζηνπνηεζεί ην ζθάικα Δ {[g(k) -y(k)] 2 }.Σν βάξνο W* π ν π  θ ά λε η  

α π η φ  η ν  ζ θ άι κ α  ει α ρ ί ζ η σ λ  κέ ζ σ λ  η ε η ξ α γ ψ λ σλ  ( L M S )  θ αι ε ί η α η  ε π ί ζ ε ο  

θ ίι ηξ ν  W e i ne r ,  θ α η  δ ί λ ε η α η  α π φ  ην λ  η χ π ν  
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ΔΗΚΟΝΑ32.4  Γεληθή κνξθή ελφο πξνζαξκνδφκελνπ θίιηξνπ. 

 

φπνπ 

XXR  είλαη ε απηνζπζρέηηζε ησλ Υ(k) 

gXC  είλαη ην ζχλνιν ησλ ζπζρεηίζεσλ  κεηαμχ ησλ  

         g(k)θαη θάζε ζηνηρείν ηνπ Υ(k).  

Αλ ηα  g(k)θαη N(k)είλαη αζπζρέηηζηα ,ηφηε  

 
 

θαη  

 

 

 
 

φπνπ 
SSR θαη 

NNR  είλαη νη ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο γηα ην ζήκα θαη ην 

ζφξπβν. ΢πλήζσο ε 
NNR  δελ είλαη γλσζηή. ΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ην αθξηβέο 

αληίζηξνθν δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί θαη κηα επαλαιεπηηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ  

ελεκέξσζε ησλ βαξψλ  είλαη απαξαίηεηε. ΢ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Widrow [15], έλα 

γλσζηφ ζήκα πηιφηνο- g(k) εγρέεηαη κέζα ζηνλ πίλαθα. ΢ηε ζπλέρεηα, νη 

ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο ελεκεξψλνληαη ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ αιγφξηζκν Widrow-

Hopf πνπ απμάλεη ην δηάλπζκα βάξνπο ζηελ θαηεχζπλζε ηεο αξλεηηθήο θιίζεο ηνπ 

ζθάικαηνο:  
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φπνπ 

 είλαη ην δηάλπζκα βάξνπο κεηά ηελ k-ηνζηή  ελεκέξσζε 

κ είλαη ην κέγεζνο ηνπ βήκαηνο 

 

 

 

Ζ Μέζνδνο Griffiths ρξεζηκνπνηεί επίζεο ηελ  πξνζέγγηζε LMS, αιιά 

ειαρηζηνπνηεί ην κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα κε βάζε ηελ απηνζπζρέηηζε  θαη ηε 

ζπζρέηηζε ηηκψλ κεηαμχ ηεο εηζφδνπ θαη ηεο εμφδνπ, αληί ησλ ζεκάησλ ηνπο. 

Γεδνκέλνπ φηη ην κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα κπνξεί λα γξαθεί σο 

 

 

 

 φπνπ  

Rggείλαη ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο ηνπ g(k) 

CgSείλαη ε ζεηξά αιιεινζρεηηδφκελνπ πίλαθα κεηαμχ ηνπ g(k)θαη θάζε 

ζηνηρείνπ ηνπ S(k) 

ε ελεκέξσζε βάξνπο κπνξεί λα γίλεη 

 

 
 

 

΢ηηο αλσηέξσ κεζφδνπο, ζεκαληηθή παξακφξθσζε παξαηεξείηαη ζηελ πξσηνγελή 

δέζκε ιφγσ κεδεληθήο δηεχζπλζεο. Πεξηνξηζκέλεο  ηερληθέο LMS πνπ ζέηνπλ 

πεξηνξηζκνχο ζρεηηθά κε ηελ απφδνζε ηνπ θχξηνπ ινβνχ κπνξνχλ  λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ  γηα λα κεησζνχλ νη ζηξεβιψζεηο [18,19]. Καζνξίδνληαο ηελ 

επξπδσληθή απφθξηζε θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά πνξείαο σο πεξηνξηζκνχο, πην 

ηζρπξέο δέζκεο κπνξνχλ  λα δεκηνπξγεζνχλ.Σν πξφβιεκα ηψξα κπνξεί λα 

ηππνπνηεζεί σο κηα ηερληθή βειηηζηνπνίεζεο πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ ηζρχ εμφδνπ 

ηνπ ζπζηήκαηνο. Γεδνκέλνπ φηη ε ηζρχο εμφδνπ είλαη 
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Δάλ W κπνξεί λα επηιεγεί έηζη ψζηε  ν ζφξπβνο κπνξεί λα 

εμαιεηθζεί. Πξνηάζεθε [18] φηη φηαλ ε ζπζηνηρία θαηεπζχλεηαη  πξνο ηελ πεγή κε 

θαηάιιειεο θαζπζηεξήζεηο, ειαρηζηνπνηψληαο ηελ ηζρχ εμφδνπ είλαη ηζνδχλακε κε 

ηελ αθαίξεζε θαηεπζπληηθήο παξεκβνιήο, δεδνκέλνπ φηη ζήκαηα ζην εζσηεξηθφ 

ηεο θάζεο  πξνζηίζεληαη ζπλεθηηθά. ΢ε κηα ζπζηνηρία κε αθξηβή θαηεχζπλζε, ηα 

κέησπα θχκαηνο πνπ θζάλνπλ απφ ηελ θαηεχζπλζε ηεο δηεχζπλζεο δεκηνπξγνχλ 

παλνκνηφηππα ζήκαηα ζε θάζε αηζζεηήξα. Χο εθ ηνχηνπ, ε ζπζηνηρία κπνξεί λα 

θαηαξξεχζεη ζε κία κφλν εθαξκνγή ηνπ αηζζεηήξα ην νπνίν είλαη ηζνδχλακν κε έλα 

θίιηξν FIR [18], δειαδή, νη ζηήιεο ηεο επξπδσληθήο ζπζηνηρίαο ζπγθεληξψλνληαη 

ζε έλα θίιηξν FIR. Δπηπξφζζεηνη πεξηνξηζκνί κπνξνχλ λα ηνπνζεηεζνχλ ζε απηφ ην 

FIR θίιηξν. Δάλ ηα βάξε ησλ θίιηξσλ κπνξνχλ  λα γξαθνχλ σο πίλαθαο: 

 

 
 

ηφηε κπνξεί λα πξνζδηνξίδεηαη φηη  φπνπ fj, j = 1,. . . , M 

είλαη νη taps ελφο θίιηξνπ FIR πνπ παξέρεη ηελ επηζπκεηή αληαπφθξηζε θίιηξνπ. Χο 

εθ ηνχηνπ, κε ηε ρξήζε απηήο ηεο κεζφδνπ, ε θαηεπζπληηθή παξεκβνιή κπνξεί λα 

θαηαζηαιεί κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ηζρχνο εμφδνπ θαη ηεο  θαζκαηηθήο 

παξεκβνιήο πεξηνξίδνληαο ηηο ζηήιεο ησλ ζπληειεζηψλ βάξνπο. 

 

΢πλεπψο ην πξφβιεκα κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εμήο  

 

                  ειαρηζηνπνίεζε: WTRXXW(32.16) 

 

                   ππφθεηληαη ζε :   CTW=F,                                                   (32.17) 

 

 

 

΋πνπ Fείλαη ην επηζπκεηφ θίιηξν FIRθαη 
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Σν C έρεη M ζεηξέο κε θαηαρσξήζεηο NM ζε θάζε ζεηξά. Ζ πξψηε γξακκή ηνπ C 

ζηελ εμίζσζε 32.18 έρεη θαηαρσξήζεηο ζηηο  ζέζεηο 1, (Μ + 1), ..., (Ν- 1) ∗ Μ +1; Ζ 

δεχηεξε ζεηξά έρεη θαηαρσξήζεηο ζηηο ζέζεηο 2, (Μ + 2), .. ., (N - 1) ∗ Μ + 2, θιπ. Ζ  

Δμίζσζε 32.17 κπνξεί λα ιπζεί κε ηε ρξήζε πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange [18]. 

Απηφ ην πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί ελαιιαθηηθά λα ηεζεί σο αληίζηξνθν 

πξφβιεκα. 

 

 

6.2.2Πεξηνξηζκέλε Πξνζαξκνζηηθή Γηακφξθσζε 

Γέζκεο ΢ρεδηαζκέλε σο Αληίζηξνθν Πξφβιεκα  

Υξεζηκνπνηψληαο κηα παξφκνηα ιεηηνπξγία θφζηνπο θαη ηνλ ίδην πεξηνξηζκφ, ην 

ζχζηεκα κπνξεί λα ηππνπνηεζεί σο έλα αληίζηξνθν πξφβιεκα [19]. Ζ ιεηηνπξγία 

πνπ πξέπεη λα βειηηζηνπνηεζεί,  κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί απφ  

Απηφ, ζε ζπλδπαζκφ κε ηνλ πεξηνξηζκφ ζηελ Δμίζσζε 32.17, γξάθεηαη σο εμήο  

 
 

Απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα επηιπζεί κε νπνηαδήπνηε ηερληθή πνπ κπνξεί λα 

αλαζηξέςεη έλαλ πίλαθα. Τπάξρνπλ δηάθνξα πξνβιήκαηα ζηελ επίιπζε ηεο 

Δμίζσζεο 32.20. ΢ε γεληθέο γξακκέο, ε εμίζσζε κπνξεί λα είλαη αζπλεπήο. 

Δπηπιένλ, ην ζχζηεκα είλαη αλεπαξθέο ζε επίπεδν θαηάηαμεο . Πεξαηηέξσ, 

παξαδνζηαθέο κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίιπζε ηεο Δμίζσζεο 32.20 
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δελ είλαη αλζεθηηθέο ζε ζθάικαηα, φπσο ζηξνγγπινπνίεζε ζθαικάησλ ζε 

ςεθηαθνχο ππνινγηζηέο, ζθάικαηα κεηξήζεσλ, θαη δηαθζνξά ηνπ ζνξχβνπ. ΢ηελ 

ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (Δμίζσζε 32.6), ε ελίζρπζε ηνπ ζνξχβνπ 

ππαγνξεχεηαη απφ ηνλ αξηζκφ θαηάζηαζεο ηνπ ιάζνο πίλαθα, δειαδή, ε αλαινγία 

ηεο πςειφηεξεο θαη ηεο ρακειφηεξεο ηδηνηηκήο ηνπ Δ. ΢ηελ αθξαία πεξίπησζε, 

φηαλ  ην ζχζηεκα είλαη αλεπαξθέο ζε επίπεδν θαηάηαμεο . ΢ε ηέηνηεο 

πεξηπηψζεηο, ε ςεπδν-αληίζηξνθε ιχζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί.Κάζε πίλαθαο Α 

κπνξεί λα γξαθεί ρξεζηκνπνηψληαο ηελ απνζχλζεζε κνλαδηαίαο αμίαο 

 
΋πνπ 

 
 

 

 

ηφηε

  

 

A-1=VD-1UT, 

 

΋πνπ  

 
 

είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ .νη πίλαθεο Uθαη Vαπαξηίδνληαη απφ 

ηα ηδηνδηαλχζκαηα  

θαη ATA,αληίζηνηρα. 

Δπεθηείλνληαο απηφλ ηνλ νξηζκφ ζε πίλαθεο αλεπαξθνχο θαηάηαμεο ,ην 

ςεπδναληίζηξνθνκπνξεί λα γξαθεί σο εμήο  
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΋πνπ 

 
 

 

φπνπ rείλαη ε θαηάηαμε ηνπ 

πίλαθα A. 

Σν  ζχζηεκα αλεπαξθνχο θαηάηαμεο έρεη άπεηξεο ιχζεηο. Ζ  ςεπδν-αληίζηξνθε  

ιχζε κπνξεί λα απνδεηρζεί φηη είλαη ε ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κε ηελ ειάρηζηε 

ελέξγεηα. Μπνξεί επίζεο λα ζεσξεζεί σο ε πξνεμνρή ηεο ιχζεο ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ ζην ρψξν θάζκαηνο  ηνπ Α. Μηα επαλαιεπηηθή ηερληθή πνπ 

νλνκάδεηαη αιγφξηζκνο πξνβνιήο δξάζεο γξακκήο (RAP) [4,19] κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ηεο Δμίζσζεο  32.20. 

 

6.2.2.1 ΢εηξά πξνβνιήο δξάζεο 
 

Έλαο απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο γηα λα βξεζεί κηα ιχζε γηα ηελ Δμίζσζε 32.20 

είλαη ε ρξήζε  ηεο κεζφδνπ RAP [4], ε νπνία έρεη απνδεηρζεί φηη είλαη 

απνηειεζκαηηθή ζην λα παξέρεη κηα γξήγνξε θαη ζηαζεξή ιχζε ζε έλα ζχζηεκα 

εμηζψζεσλ. Παξαδνζηαθέο κέζνδνη ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ρξεηάδνληαη θάπνηα 

δεδνκέλα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο εθηίκεζεο. Οη πεξηζζφηεξεο απφ απηέο ηηο 

κεζφδνπο απαηηνχλ πνιιή κλήκε θαη ηελ επεμεξγαζηηθή ηζρχ. Ζ κέζνδνο RAP 

ιεηηνπξγεί κε κφλν κία γξακκή θάζε θνξά, πνπ ηελ θαζηζηά κηα ρξήζηκε κέζνδν 

ζηελ πξνζαξκνζηηθή επεμεξγαζία ζήκαηνο. Δπηπιένλ , ν πίλαθαο  Α ζηελ 

Δμίζσζε 32.20 είλαη έλα αξαηφ πιέγκα. Ζ RAP έρεη απνδεηρζεί φηη είλαη 

απνηειεζκαηηθή ζηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ ηέηνηνπ είδνπο [4]. 

Γηα έλα δεδνκέλν 

ζχζηεκα εμηζψζεσλ 
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θάζε εμίζσζε κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα ''ππεξεπίπεδν'' ζην NM ηξηζδηάζηαην 

ρψξν. Δάλ κηα κνλαδηθή ιχζε ππάξρεη, ηφηε είλαη ζην ζεκείν ηεο ηνκήο ηνπ 

ζπλφινπ ησλ ππεξεπίπεδσλ. Αλ νη εμηζψζεηο είλαη αζπλεπείο ή αζαθήο, ηφηε ην 

ζχλνιν ιχζεσλ  είλαη κηα πεξηνρή ζην πεδίν. 

Ζ κέζνδνο RAP νξίδεη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν γηα λα θηάζεη ζε έλα ζεκείν 

ζην ζχλνιν επίιπζεο θαη έρεη σο εμήο: Ξεθηλψληαο απφ κηα αξρηθή εηθαζία  0W , ν 

αιγφξηζκνο επαλαιακβάλεηαη ζε φιεο ηηο εμηζψζεηο επαλεηιεκκέλα πξνβάιινληαο 

ηελ επίιπζε ζηα ππεξεπίπεδα πνπ εθπξνζσπνχληαη απφ ηηο εμηζψζεηο. ΢ην βήκα 

i+ 1 ην δηάλπζκα βάξνπο γίλεηαη 

 

 
 

 

φπνπ apείλαη ε p-ηνζηή ζεηξά ηνπ A,ι είλαη ην κέγεζνο ηνπ βήκαηνο,θαη 

 

 

είλαη ην ζθάικα ζηελ i-ηνζηή επαλάιεςε .Δδψ ,ρξεζηκνπνηνχκε ηελ p-ηνζηή  

ζεηξά ,φπνπ p=imod(M+1) 

Ζ  κέζνδνο RAPείλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε πξνβνιήο πάλσ ζηνλ αιγφξηζκν 

θπξηψλ ζπλφισλ. Ζ γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ  αλσηέξσ αιγφξηζκνπ 

δίλεηαη  ζην ΢ρήκα 32.5.Κάζε εμ ίζσζε δηακνξθψλεηαη  σο έλα 

ππεξεπίπεδν 
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   ΔΗΚΟΝΑ 32.5 Γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ RAP. 

 

ζην ρψξν ιχζεο. ΢ην ζρήκα ,θαίλεηαη ζαλ κηα γξακκή. Ζ αξρηθή ππφζεζε 

πξνβάιιεηαη ζην πξψην ππεξεπίπεδν πνπ ηθαλνπνηεί ηε δεχηεξε 

εηθαζία. Απηφ ην ζεκείν θαη πάιη πξνβάιιεηαη ζην επφκελν 

ππεξεπίπεδν γηα λα ηθαλνπνηήζεη ηελ ηξίηε εηθαζία. Μπνξεί λα 

δεηρζεί φηη κε ηελ επαλαιακβαλφκελε πξνβνιή ζρεηηθά κε ηα 

ππεξεπίπεδα, ην ζεκείν ζπγθιίλεη ζηελ επίιπζε [4]. ι (0 ≤ ι ≤ 1) 

νλνκάδεηαη ε παξάκεηξνο ραιάξσζεο. Απηή ππαγνξεχεη πφζν καθξηά 

πξέπεη λα πξνρσξήζνπκε πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο εθηίκεζεο. Δίλαη 

επίζεο έλα κέηξν εκπηζηνζχλεο ζηελ εθηίκεζε, δειαδή, αλ νη 

κεηξήζεηο είλαη ζνξπβψδεηο, ηφηε ζπλήζσο ζην ι δίλεηαη κηα κηθξή 

ηηκή. Δάλ νη ηηκέο είλαη ζρεηηθά ιηγφηεξν ζνξπβψδεηο, ζηε ζπλέρεηα, 

κηα κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ L κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

επηηάρπλζε ηεο ζχγθιηζεο. Ο αιγφξηζκνο εγγπάηαη ηε ζχγθιηζε πξνο 

ηελ πξαγκαηηθή ιχζε (αλ ππάξρεη). Αλ ε ιχζε δελ ππάξρεη, ηφηε ε 

εηθαζία εγγπεκέλα ζπγθιίλεη  ζηελ  ςεπδν -αληίζηξνθε ιχζε. Ζ 

ςεπδναληίζηξνθε ιχζε είλαη ε ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ε νπνία 

ειαρηζηνπνηεί ηελ ελέξγεηα ζηνλ θνξέα επίιπζεο . Ζ κέζνδνο RAP 

παξέρεη ζηαζεξέο εθηηκήζεηο ζε θάζε επαλάιεςε. Γεδνκέλνπ φηη ε 

κέζνδνο ρξεζηκνπνηεί κφλν κία γξακκή θάζε θνξά, ην ζχζηεκα 

κπνξεί λα γίλεη πξνζαξκνζηηθφ, δειαδή, θαζψο ε πεγή θηλείηαη γχξσ 

ζην δσκάηην, ε απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα πνηθίιεη. Γηα 
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κηα ιεπηνκεξή ζπδήηεζε ησλ πξνζαξκνζηηθψλ ζπζηνηρηψλ, ν 

αλαγλψζηεο παξαπέκπεηαη ζην [20].  

 

6.2.3 Πνιιαπιή δηακφξθσζε Γεζκψλ  
΢ε έλα πεξηβάιινλ πςειήο αληήρεζεο, πνιιέο εηθφλεο ηεο  πεγήο ήρνπ πέθηνπλ 

θαηά κήθνο ηεο νπήο ηεο δέζκεο ελφο κφλν δηακνξθσηή δέζκεο. Χο εθ ηνχηνπ, νη 

κνλνί δηακνξθσηέο δέζκεο θαζπζηέξεζεο-αζξνίζκαηνο έρνπλ πεξηνξηζκέλε 

επηηπρία ζηελ θαηαπνιέκεζε ηεο αληήρεζεο [13]. ΋πσο θάλεθε πξνεγνπκέλσο, ε 

βειηίσζε SNR είλαη θαθή ππφ ζνβαξή αληήρεζε. Αληί ηνπ ζρεκαηηζκνχ κηαο 

εληαίαο πνξείαο ηεο δέζκεο ζηελ πεγή, πνιιέο δέζκεο κπνξνχλ λα ζρεκαηίδνληαη, ε 

θαζεκία λα  θαηεπζχλεηαη πξνο ηελ πεγή θαη ζεκαληηθέο εηθφλεο ηεο [13]. Απηφ 

νλνκάδεηαη πνιιαπιή δηακφξθσζε δέζκεο. ΢ε έλα πνιιαπιφ δηακνξθσηή δέζκεο 

(΢ρήκα 32.6), ην SRNR είλαη   Χο Β, ν αξηζκφο ησλ δεζκψλ, 

πξνζεγγίδεη Κ, ν αξηζκφο ησλ εηθφλσλ, ην SNR πξνζεγγίδεη ην N, ή ηνλ αξηζκφ ησλ 

κηθξνθψλσλ. Πνιιαπιέο δηακνξθψζεηο δεζκψλ , φηαλ ε Β=K, κπνξεί λα 

απνδεηρζεί φηη είλαη ηζνδχλακεο  κε ην πξνζαξκνζκέλν  θηιηξάξηζκα. 

 

 

6.3Πξνζαξκνζκέλν Φηιηξάξηζκα  
Σερληθέο πξνζαξκνζκέλνπ θηιηξαξίζκαηνο κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζε 

κηθξνθσληθέο δηαηάμεηο γηααπναληήρεζε.΢ηελ ηερληθή απηή, θάζε ήρνο πνπ 

εμέξρεηαη απφ ην κηθξφθσλν θηιηξάξεηαη απφ κηα αηηηψδε πξνζέγγηζε ηνπ  

αληίζηξνθνπ ρξφλνπ ηεο παικηθήο απνθξίζεσο ζην ελ ιφγσ κηθξφθσλν [13]. Έηζη, 

αλ gi(n) είλαη ε παικηθή απφθξηζε ζην  κηθξνθψλνπ i,ηφηε 
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ΔΗΚΟΝΑ32.6 Έλαο  πνιιαπιφο δηακνξθσηήο 

(FromFlanagan,J.L.,Surendran,A.C.,andJan,E.-

E.,SpeechCommn.,13,207,1993.Withpermission.) 

 

 

θαη  
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Γεδνκέλνπ φηη είλαη επηζπκεηφ γηα ηελ θαζπζηέξεζε 0n  λα είλαη θαηαιιήισο 

κηθξή, ε αλεζηξακκέλνπ ρξφλνπ απφθξηζε ηππηθά πεξηθφπηεηαη. Αιιά ε 

πξνζεθηηθή επηινγή ησλ 0n νδεγεί ζε έλαλ θαιφ ζπκβηβαζκφ κεηαμχ ηεο 

θαζπζηέξεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη πςεινχ  SNR. Σν πξνζαξκνζκέλν θίιηξν 

κπνξεί επίζεο λα ζεσξεζεί σο κηα εηδηθή πεξίπησζε ελφο πνιιαπινχ δηακνξθσηή 

δέζκεο, φηαλ κία δέζκε θαηεπζχλεηαη ζε θάζε εηθφλα, θαη φηαλ     ε έμνδνο ηνπ i- 

νζηνχ κηθξνθψλνπ πνπ ζπκβάιιεη ζηελ δέζκε ε νπνία θαηεπζχλεηαη πξνο ηελ j-

νζηή εηθφλα ζηαζκίδεηαη κε ην 
1

ijd
, φπνπ ijd  είλαη ε απφζηαζε ηνπ i-νζηνχ 

κηθξνθψλνπ απφ ηελ j-νζηή εηθφλα. Σνζρήκα32.7 
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ΔΗΚΟΝΑ 32.7  Α ξ ρ ή  ε λ φ ο  π ξ ν ζ α ξ κ ν ζ κ έ λ ν π  

θ ί ι η ξ ν π .(FromFlanagan,J.L.,Surendran,A.C.,andJan,E.-E.,SpeechCommn., 

13,207,1993.Withpermission.) 

 

 

δείρλεη ηελ αξρή ελφο πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ. Ζ αλάιπζε SNR ελφο 

πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ είλαη παξφκνηα κε ην δηακνξθσηή δέζκεο πνιιαπιψλ 

φηαλ B=K. 

Δηζη, γηα κηα πεγή s(n) πνπ βξίζθεηαη ζην εζηηαθφ ζεκείν, ε έμνδνο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη 

 

 
θαη ε έμνδνο γηα κηα πεγή καθξηά απφ ην επίθεληξν είλαη 

 
 

φπνπ  είλαη ε θξνπζηηθή απφθξηζε γηα κηα πεγή πνπ βξίζθεηαη καθξηά απφ ην 

επίθεληξν. Έηζη, επηπιένλ απφ ηνλ κεηξηαζκφ ηεο αληήρεζεο, ηα πξνζαξκνζκέλα 

θίιηξα παξέρνπλ επηιεθηηθφηεηα φγθνπ, δειαδή, έλα θνκβηθφ φγθν αλάθηεζεο, ε 

νπνία εμαξηάηαη απφ ηε ρσξηθή ζπζρέηηζε ησλ απνθξίζεσλ  ψζεζεο gi(n). 

Υξεζηκνπνηψληαο ζπζηνηρίεο κηθξφθσλσλ αληί γηα έλα κφλν κηθξφθσλν δελ 

παξέρεη κφλν κηα νκαιφηεξε απφθξηζε ζπρλφηεηαο [22], αιιά επίζεο θαη κηα 

πςειφηεξε βειηίσζε SNR, ε νπνία, αθφκε θαη ζηε ρεηξφηεξε πεξίπησζε, 

πξνζεγγίδεη αζπκπησηηθά ην Ν, ηνλ αξηζκφ ησλ αηζζεηήξσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

[13]. Γεδνκέλνπ φηη θάζε κεκνλσκέλν, πξνζαξκνζκέλν θίιηξν επηδηψθεη λα 

εμνκαιχλεη ηα θαζκαηηθά ειάρηζηα ιφγσ άιισλ πξνζαξκνζκέλσλ θίιηξσλ, είλαη 

επηζπκεηφ φηη ηα πξνζαξκνζκέλα θίιηξα ζε θάζε κηθξφθσλν λα είλαη φζν ην 

δπλαηφλ πην δηαθνξεηηθά . Απηφ είλαη έλα θίλεηξν γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί  κηα 

ηπραία θαηαλνκή αηζζεηήξσλ [22]. 

Ο ζθνπφο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ είλαη λα κεγηζηνπνηεζεί ε ηζρχο ηεο εμφδνπ 

ηεο ζπζηνηρίαο γηα κηα πεγή πνπ βξίζθεηαη ζην επίθεληξν θαη λα ειαρηζηνπνηεζεί ε 

δχλακε ησλ  εθηφο εζηίαζεο πεγψλ. Απηή είλαη κηα ζεκαληηθή ηδηφηεηα, ε νπνία ζα 

πξέπεη λα έξζεη ζε αληίζεζε κε ην αθξηβψο  αληίζηξνθν πνπ ζα  ζπδεηεζεί ζην 
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επφκελν ηκήκα. 

Ζ δχλακε ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ θηιηξαξίζκαηνο ζηνλ κεηξηαζκφ ηεο αληήρεζεο θαη 

ηελ θαηαζηνιή ηνπ ζνξχβνπ παξεκβνιήο απνδεηθλχεηαη κέζα απφ παξαδείγκαηα 

ζην ηκήκα 32.5. Σν ΢ρήκα 32.11 δείρλεη ηελ απφθξηζε ελφο πξνζαξκνζκέλνπ 

θίιηξνπ ζπζηήκαηνο. Δίλαη ζαθέο φηη ε απφθξηζε πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ είλαη 

παξφκνηα, αιιά δελ κπνξεί λα είλαη αθξηβψο, κε έλαλ  ηδαληθφ παικφ, δειαδή, δελ 

κπνξεί λα παξάζρεη ην αθξηβψο  αληίζηξνθν ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο ηνπ 

δσκαηίνπ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα ζπδεηήζνπκε κηα κέζνδν πνπ κπνξεί λα παξέρεη κηα 

αθξηβψο  αληίζηξνθε ιχζε ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο ηνπ δσκαηίνπ. 

 

6.4 Γηνθαληηθφ Αληίζηξνθν Φηιηξάξηζκα κε ηε Υξήζε 

Σνπ πνιιαπινχ κνληέινπ Μ ν λ η έ ι ν π Δ η ζ φ δ ν π -

Δ μ φ δ ν π  
 

Οη MiyoshiθαηKaneda[23] πξφηεηλαλ κηα λέα κέζνδν γηα λα βξεζεί ην αθξηβέο 

αληίζηξνθν ελφο ζεκείνπ ζε έλα δσκάηην, ρξεζηκνπνηψληαο πνιιαπιέο εηζφδνπο θαη 

εμφδνπο, θάζε δεχγνο απηψλ λα αλήθεη ζε έλα ζχζηεκα FIR. Γηα παξάδεηγκα, έλα ζχζηεκα  

δηπιήο εηζφδνπ αιιά κνλήο εμφδνπ πεξηγξάθεηαη απφ απνθξίζεηο δχν ερείσλ/νκηιεηψλ -

πξνο-έλα  κηθξφθσλν, G1(z) θαη G2(z). Οη εηζξνέο/είζνδνη πξέπεη λα πξν-επεμεξγάδνληαη  

απφ ηηο δχν θίιηξα FIR, H1(z) θαη H2(z),ηέηνηα ψζηε 

 

 

 

Απηή είλαη κηα δηνθαληηθή εμίζσζε ε νπνία έρεη έλαλ αηειή αξηζκφ ιχζεσλ .Απηφ 

ζεκαίλεη , εάλH1(z)θαη H2(z) ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε 32.27,ηφηε 

 
 

 

΋πνπ K(z) είλαη έλα απζαίξεην πνιπψλπκν, είλαη επίζεο κηα ιχζε γηα ηελ 

Δμίζσζε 32.27. Αιιά, αλ G1(z) θαη G2(z) δελ έρνπλ θνηλά κεδεληθά ζην z-

επίπεδν, θαη αλ νη ζεηξέο H1(z) θαη H2(z) είλαη κηθξφηεξεο απφ εθείλεο ηνπ G2(z) 

θαη G1(z), αληίζηνηρα, απφ ην ζεψξεκα ηνπ Δπθιείδε, κηα κνλαδηθή ιχζε είλαη 

εγγπεκέλε γηα λα ππάξρεη [23,24]. 

Σν παξαπάλσ ζχζηεκα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε κηα κηθξνθσληθή δηάηαμε 

γηα d απναληήρεζε(΢ρήκα 32.1).Σν πξφβιεκα είλαη λα βξεζεί 

Hi(z),i=1,2,...,Nηέηνην ψζηε  
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Καζψο ν αξηζκφο  ησλ κηθξνθψλσλ ζηε δηάηαμε απμάλεηαη ,νη επθαηξίεο πνπ φιεο 

νη κνηξάδνληαη έλα θνηλφ κεδελ ζην πιάλν – zκεηψλεηαη. Απηφ 

επηβεβαηψλεη φηη ην πνιιαπιφ ζχζηεκα κηθξνθψλνπ δίλεη κηα θαη κνλαδηθή ιχζε. 

 

΢ην πεδίν ηνπ ρξφλνπ,ε πξνεγνχκελε έθθξαζε κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο 

 

 

 

 

φπνπ N ν αξηζκφο ησλ κηθξνθψλσλ. Σψξα, 

 

 

΢πλεπψο, 

 
 

 

Ο αιγφξηζκνο RAP πνπ πεξηγξάθεηαη ζην ηκήκα 32.2.2.1 είλαη κηα 

απνηειεζκαηηθή κέζνδνο γηα ηελ επίιπζε ηεο Δμίζσζεο 32.34. ΢ηε 

κνληεινπνίεζεMINT, αθφκε θαη αλ νη δηαθνξεηηθέο ηηκέο  Gi(Ε) 's κνηξάδνληαη 

ην κεδέλ, ν RAP κπνξεί λα παξέρεη έλα ζηαζεξφ αληίζηξνθν. Αθφκε θαη αλ ηα 

δεδνκέλα είλαη'' ζνξπβψδε'', ή αλ ην ζχζηεκα δελ παξνπζηάδεη θαιέο ζπλζήθεο , ν 

αιγφξηζκνο εγγπάηαη ηε ζχγθιηζε. Απφ πξνζνκνηψζεηο ζε ππνινγηζηή, κπνξεί λα 
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απνδεηρζεί φηη ε ιχζε ζπγθιίλεη πνιχ γξήγνξα (βιέπε ζρήκα 32.8). Χο εθ ηνχηνπ, 

ην ζχζηεκα κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί ζηηο κεηαβαιιφκελεο ζπλζήθεο, ρσξίο λα 

ρξεηάδεηαη λα ππνινγίζεη εθ λένπ ηα FIR θίιηξα. 

Σν ζρήκα 32.8 δείρλεη ην πνζνζηφ ηεο ζχγθιηζεο ηνπ αιγνξίζκνπ RAP φηαλ ν 

αξηζκφο ησλ κηθξνθψλσλ ζηε ζεηξά πνηθίιεη. Σα απνηειέζκαηα ππνδεηθλχνπλ φηη 

ε αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ κηθξνθψλσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε ζπζηνηρία 

απμάλεη ηελ ηαρχηεηα ηεο ζχγθιηζεο θαη επίζεο παξέρεη πην αθξηβή 

απνηειέζκαηα. 

 

 

6.5 Απνηειέζκαηα 
 

΢ηελ ελφηεηα απηή, νη πξνζνκνηψζεηο ζε ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή πνπ 

παξνπζηάδνληαη γηα λα απνδεηρζεί ε επίδξαζε ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ 

θηιηξαξίζκαηνο  θαη ηεο  κεζφδνπ θηιηξαξίζκαηνο Γηνθαληηθνχ  αληηζηξφθνπ. 

Έλα δσκάηην (20 × 16 × 5 m ζε κέγεζνο) πξνζνκνηψζεθε ρξεζηκνπνηψληαο ην 

κνληέιν εηθφλαο [10]. Ζ πεγή βξηζθφηαλ ζην (14, 9.5, 1.7) m. Δηθφλεο ηεο 

πέκπηεο ζεηξάο είραλ ιεθζεί ππφςε  θαη ε αλαθιαζηηθφηεηα ηνίρνπ ππνηίζεηαη 

φηη ήηαλ α = 0.1. Ζ απφζηαζε ηνπ αηζζεηήξα ζεσξήζεθε φηη είλαη 40 cm. Μηα 

κεγάιε απφζηαζε κεηαμχ ησλ αηζζεηήξσλ επηιέρηεθε γηα λα θάλεη ηηο παικηθέο 

απνθξίζεηο φζν ην δπλαηφλ πην αλφκνηεο.  

   Σν SNRηεο εθξνήο ππνινγίζηεθε κε ηε ρξήζε ηεο θφξκνπιαο :
 

 

 

φπνπ 

s(n)ην ζήκα ηνπ εηζεξρφκελνπ ιφγνπ 

y(n)ην ζήκα ηνπ εμεξρφκελνπ ιφγνπ 

 

Σα δχν ζήκαηα θιηκαθψλνληαη επαξθψο γηα λα κεηξήζνπλ ηελ θαζπζηέξεζε ζηε 

δηαδηθαζία . 
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ΔΗΚΟΝΑ 32.8  Ρ π ζ κ φ ο  ζ χ γ θ ι η ζ ε ο  η ε ο  R A P  γ η α  η ν λ  π π ν ι ν γ η ζ κ φ  

η σ λ α θ ξ η β ψ ο  α λ η ί ζ η ξ ν θ σ λ  θ ί ι η ξ σ λ .  

 

Σα SNRs ππνινγίζηεθαλ σο εμήο: 

 
 

Γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο, ηα θέξδε SNR κηαο εληαίαο δηακφξθσζεο δέζκεο, 

πνιιαπιψλ δηακνξθψζεσλ δέζκεο, θαη πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ γξακκηθψλ  

δηαηάμεσλ  πνπ ρξεζηκνπνηνχλ πέληε κηθξφθσλα παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. Ο 

πνιιαπιφο δηακνξθσηήο δέζκεο έρεη κηα δέζκε πνπ θαηεπζχλεηαη ζε θάζε εηθφλα 

ηεο πεγήο. 
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Ζ εηθφλα  32.9 δείρλεη ηελ παικηθή απφθξηζε ηνπ δσκαηίνπ ρξεζηκνπνηψληαο 

έλα ζχζηεκα ρσξίο θαηεχζπλζε ζπζηνηρίαο πνπ απνηειείηαη απφ ηέζζεξα 

κηθξφθσλα. Σα ΢ρήκαηα 32.10 θαη 32.11 είλαη νη απνθξίζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ελφο  κεκνλσκέλνπ δηακνξθσηή δέζκεο θαη ελφο πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ. Ζ 

απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ είλαη κηα πνιχ θαιχηεξε 

πξνζέγγηζε ελφο ηδαληθνχ παικνχ απφ ην δηακνξθσηή δέζκεο. Αιιά ην ηέινο ηεο 

απφθξηζεο εμαθνινπζεί λα είλαη ζεκαληηθή ζε ζχγθξηζε κε ην ζχζηεκα αθξηβνχο  

αληηζηξφθνπ (εηθφλα  32.12) ηνπ νπνίνπ ε ηειηθή απφθξηζε είλαη πνιχ θνληά ζε 

κηα ηδαληθή ψζεζε.  

 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ 32.9  Κ ξ ν π ζ η η θ ή  α π φ θ ξ η ζ ε  ε λ φ ο  δ σ κ α η ί ν π  ( ε η θ φ λ ε ο  

ζ η ε λ  π έ κ π η ε  ζ ε η ξ ά  ρ ξ ε ζ η κ ν π ν η ν χ λ η α η ). 
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ΔΗΚΟΝΑ 32.10  Απφθξηζε ελφο εληαίνπ κνξθνπνηεηή δέζκεο αθηηλνβνιίαο γηα 

κηα πεγή πνπ βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα 

 

Γηα λα ιεθζεί ην ίδην θέξδνο SNR, ην αθξηβέο αληίζηξνθν απαηηεί κηθξφηεξν 

αξηζκφ κηθξνθψλσλ είηε απφ ην πξνζαξκνζκέλν θίιηξν είηε  απφ ηνλ πνιιαπιφ 

δηακνξθσηή δέζκεο. Ζ Γηνθαληηθή αληίζηξνθε κέζνδνο θηιηξαξίζκαηνο δελ 

αληηκεησπίδεη ην πξφβιεκα ηνπ ρσξηθνχ ςεχδνπο πνπ κπνξεί λα επεξεάζεη ηνπο 

παξαδνζηαθνχο δηακνξθσηέο δέζκεο ρξεζηκνπνηψληαο κηθξφθσλα πεξηνδηθψλ 

δηαζηεκάησλ . Ζ εχξεζε ηνπ αθξηβψο αληηζηξφθνπ έρεη επίζεο πην ππνινγηζηηθή 

ηζρχ απφ ην πξνζαξκνζκέλν θηιηξάξηζκα ή ηελ πνιιαπιή δηακφξθσζε δέζκεο. 
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ΔΗΚΟΝΑ32.11  Α π φ θ ξ η ζ ε  ε λ φ ο  ε λ α ξ κ ν λ η ζ κ έ λ ν π  ζ π ζ η ή κ α η ν ο  

θ η ι η ξ α ξ ί ζ κ α η ν ο  ζ π κ θ σ λ ε κ έ λ α  γ η α  κ η α  π ε γ ή  π ν π  β ξ ί ζ θ ε η α η  

ζ η ε λ  ε ζ η ί α .  
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ΔΗΚΟΝΑ32.12  Απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο θηιηξαξίζκαηνο αληίζηξνθεο 

Γηνθαληηθήο (ε θαζπζηέξεζε πνπ εκπιέθνληαη δελ εκθαλίδεηαη). 

 

 

6.5.1  Α λ α γ λ ψ ξ η ζ ε  ν κ η ι ε η ή  
 

Έλα απιφ πείξακα αλαγλψξηζεο νκηιεηή έγηλε γηα λα ειεγρζεί ε αθνπζηηθή πηζηφηεηα ηνπ 

αθξηβνχο αληηζηξφθνπ ζπζηήκαηνο. Οη δηαζηάζεηο ηνπ πξνζνκνηνχκελνπ  δσκαηίνπ, ε ζέζε 

ηεο πεγήο θαη ησλ άιισλ ζπλζεθψλ ήηαλ ηαπηφζεκεο  κε ην πείξακα πνπ αλαθέξζεθε  ζην 

πξνεγνχκελν ηκήκα. Έλα κέξνο ηεο βάζεο δεδνκέλσλ TIMIT 38 νκηιεηψλ , φινη  απφ ηελ 

πεξηνρή ηεο Νέαο Αγγιίαο, ρξεζηκνπνηήζεθε . Πέληε πξνηάζεηο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

θαηάξηηζε θαη πέληε  γηα δνθηκή. Γψδεθα ζαθκαηηθνί  θνξείο ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη έλαο 

θνξέαο κάζεζεο θβαληηζκνχ  ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ ηαπηνπνίεζε-αλαγλψξηζε  [25]. 

 

 
 

 

 

Ζ αθξίβεηα αλαγλψξηζεο, φηαλ εθπαηδεχεηαη θαη εμεηάδεηαη ζε θαζαξή νκηιία 

πνπ θαηαγξάθεηαη κέζα απφ κηθξφθσλν (CLS) ήηαλ 91,6%. Ζ απφδνζε κεηψζεθε 

ζε 36,3%, φηαλ ην ίδην ζχζηεκα δνθηκάζηεθε ζε έλα κφλν κηθξφθσλν πνπ 

βξηζθφηαλ ζην θέληξν ηνπ πίλαθα. Μφιηο ην Γηνθαληηθφ αληίζηξνθν θηιηξάξηζκα 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα θαζαξίζεη ηελ νκηιία ηνπ, ε απφδνζε αλέβεθε θαη πάιη 

ζην 90%. Ζ αθξίβεηα αλαγλψξηζεο φηαλ ην ζχζηεκα θηηαρλφηαλ θαη εμεηαδφηαλ  

ζηελ δηνθαληηθή εθξνή κε αληίζηξνθν θίιηξν ήηαλ 92,6%. 

Αιιά ε απφδνζε ήηαλ θαθή, αθφκε θαη κε ηελ παξνπζία  κέηξησλ  

παξεκβνιψλ. ΋ηαλ κηα πεγή ζνξχβνπ Gauss ζε  επίπεδα 15dB ζηελ αλαινγία 

ζήκαηνο θαη αληαγσληζηηθνχ ήρνπ εηζήρζε ζην (3.0, 5.0, 1.0), m, ε επίδνζε ζηελ 
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έμνδν ηνπ αθξηβψο ο αληίζηξνθνπ  ζπζηήκαηνο  θηιηξαξίζκαηνο (9,5%) ήηαλ 

ρεηξφηεξε απφ φ, ηη ην  κεκνλσκέλν κηθξφθσλν (14,2%). Τπφ  ζπλζήθεο 

πξνζαξκνζκέλεο  εθπαίδεπζεο  θαη δνθηκήο , ε απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

αθξηβνχο αληηζηξφθνπ ήηαλ ζεκαληηθά ρακειφηεξε (49%). 

Πξφζθαηα, αλαθέξζεθαλ ηα απνηειέζκαηα ηαπηνπνίεζεο νκηιεηή ζρεηηθά κε 

ηελ παξαγσγή ελφο- ζπζηήκαηνο πξνζαξκνζκέλνπ θηιηξαξίζκαηνο [26]. Οη 

δηαζηάζεηο ηνπ ρψξνπ θαη νη ζπλζήθεο ήηαλ παξφκνηεο κε απηέο ζηελ παξνχζα 

έθζεζε θαη ηα ζχλνια δεδνκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ θαηάξηηζε θαη 

ηνλ έιεγρν ήηαλ  ίδηα. Ζ απφδνζε θάησ απφ πξνζαξκνζκέλεο πξνυπνζέζεηο γηα 

ην κηθξφθσλν θνληηλήο νκηιίαο ήηαλ 94,7% θαη γηα ηελ εθξνή πξνζαξκνζκέλνπ 

θίιηξνπ  ήηαλ 88,4%. Με ηελ παξνπζία κηαο πεγήο πνπ παξάγεη ζνξχβνπο Gauss 

κε αλαινγία ζήκαηνο πξνο ηνλ αληαγσληζηηθφ ζφξπβν ζην  επίπεδν ηνπ  15 dB , ε 

επίδνζή ,φηαλ ε εθπαίδεπζε γίλεηαη ζε κηθξφθσλν θνληηλήο νκηιίαο  θαη ε δνθηκή 

ζηελ εθξνή  πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ ήηαλ 80%. Ζ απφδνζε φηαλ ε εθπαίδεπζε 

θαη ε δνθηκή γίλνληαη ζηελ εθξνή  πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ ππφ ηελ παξνπζία 

ζνξχβνπ ήηαλ πεξίπνπ 88% [26]. 

Απφ απηά ηα απνηειέζκαηα, είλαη ζαθέο φηη αλ θαη ην αθξηβέο αληίζηξνθν 

θηιηξάξηζκα ππεξηεξεί ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ θίιηξνπ ππφ θαζαξέο ζπλζήθεο, 

εθηειεί ζεκαληηθά θησρφηεξα φηαλ ππάξρνπλ πεγέο παξεκβνιήο ζνξχβνπ. Απηφ 

κπνξεί λα απνδνζεί ζην γεγνλφο φηη ην  ζχζηεκα αθξηβνχο αληηζηξφθνπ επηρεηξεί 

λα κεγηζηνπνηήζεη ηελ SRNR γηα κηα πεγή ζην επίθεληξν. Αλ θαη κεγηζηνπνηεί 

ηελ SRNR γηα κηα πεγή ζην επίθεληξν θαη κεηψλεη ην SRNR γηα θάζε πεγή πνπ 

βξίζθεηαη καθξηά απφ ην επίθεληξν, δελ εγγπάηαη φηη ε ζπκβνιή ηεο παξεκβνιήο 

πεγή γηα ηελ ηζρχ εμφδνπ ζα  κεησζεί επίζεο. Σν ΢ρήκα 32.13 δείρλεη ηελ παικηθή 

απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο  αθξηβνχο αληηζηξφθνπ γηα ηελ ζέζε ηεο πεγήο ηνπ 

ζνξχβνπ παξεκβνιήο. Δίλαη ζαθέο φηη ην SNR ηεο πεγήο ζηε ζέζε απηή ζα είλαη 

θησρφ (ε απνηειεζκαηηθή αληηκεηψπηζε δελ κνηάδεη κε ηδαληθφ παικφ). Αιιά ην 

ζήκα εληζρχεηαη απνηειεζκαηηθά. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ην πξνζαξκνζκέλν 

θίιηξν κεγηζηνπνηεί ηελ ηζρχ εμφδνπ γηα κηα πεγή πνπ βξίζθεηαη ζην επίθεληξν 

θαη ειαρηζηνπνηεί ηελ ηζρχ εμφδνπ γηα φιεο ηηο άιιεο πεγέο, παξέρνληαο έηζη ηε 

βειηίσζε ρακειφηεξεο αλαινγίαο SNR, αιιά  πςειφηεξσλ επηπέδσλ  ρσξηθήο 

δηάθξηζεο. 
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ΔΗΚΟΝΑ32.13  Α π φ θ ξ η ζ ε  η ν π  ζ π ζ η ή κ α η ν ο  θ η ι η ξ α ξ ί ζ κ α η ν ο  

α λ η ί ζ η ξ ν θ ε ο  Γ η ν θ α λ η η θ ή ο  γ η α  κ η α  π ε γ ή  π ν π  β ξ ί ζ θ ε η α η  

κ α θ ξ η ά  α π φ  η ε λ  ε ζ η ί α .  

 

6.6 Πεξίιεςε 

 

΢πζηνηρίεο κηθξνθψλσλ  κπνξνχλ  λα ρξεζηκνπνηεζνχλ  κε επηηπρία ζε 

αλεζηξακκέλεο αθνπζηηθέο δσκαηίνπ. Έλαο απιφο δηακνξθσηήο δέζκεο δελ είλαη 

απνηειεζκαηηθφο  ζηελ θαηαπνιέκεζε ηεο αληήρεζεο ελφο δσκαηίνπ, εηδηθά κε ηελ 

παξνπζία πεγψλ παξεκβαιιφκελσλ ζνξχβσλ. Πξνζαξκνζηηθνί αιγφξηζκνη  πνπ 

πξνβάιινπλ ην απφιπην κεδέλ πξνο ηελ θαηεχζπλζε ησλ παξεκβνιψλ κπνξνχλ  λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ , αιιά εηζάγνπλ ζεκαληηθέο παξακνξθψζεηο ζην θχξην ζήκα. 

΢πζηνηρίεο πεξηνξηζκέλεο πξνζαξκνζηηθφηεηαο  κεηξηάδνπλ απηφ ην πξφβιεκα, 

αιιά έρνπλ πεξηνξηζκέλε ηθαλφηεηα ζε πεξηβάιινληα ζνβαξήο αληήρεζεο. 

Αιγφξηζκνη επεμεξγαζίαο φπσο πνιιαπινχ ζρεκαηηζκνχ δέζκεο θαη 

πξνζαξκνζκέλνπ θηιηξαξίζκαηνο, ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ηξηζδηάζηαηε ζπζηνηρία 

αηζζεηήξσλ, αλ θαη κφλν παξέρνπλ  κηα πξνζέγγηζε πξνο ην αληίζηξνθν, δίλνπλ 

ηζρπξά ζπζηήκαηα απναληήρεζεο  πνπ παξέρνπλ εθιεθηηθφηεηα ζε έλα ρσξηθφ 

φγθν θαη ζπλεπψο αλνζία παξεκβνιήο απφ ηηο πεγέο ζνξχβνπ. Έλα αθξηβέο 

αληίζηξνθν ρξεζηκνπνηψληαο Γηνθαληηθφ αληίζηξνθν θηιηξάξηζκα 

ρξεζηκνπνηψληαο ην κνληέιν MINTκπνξεί λα βξεζεί. Αλ θαη ε κέζνδνο απηή 
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παξέρεη πςειφηεξν SNR γηα κηα πεγή ζην επίθεληξν, δελ παξέρεη αλνζία ζηηο 

παξεκβνιέο ζνξχβνπ πνπ ην πξνζαξκνζκέλν θηιηξάξηζκα κπνξεί λα πξνζθέξεη. Σα 

απνηειέζκαηα ηεο αλαγλψξηζεο νκηιεηή ηεθκεξηψλνπλ ηελ αλάιπζε ησλ 

επηδφζεσλ ησλ ζπζηεκάησλ απηψλ. 
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7 
Αιγφξηζκνηξαληάξ 

ζπλζεηηθνχαλνίγκαηνο 
 

 

 

 

 

 

7.1  Δ η ζ αγ σγ ή  
 

Έλα ξαληάξ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο (SAR) είλαη έλαο αηζζεηήξαο ξαληάξ πνπ 

παξέρεη αλάιπζε αδηκνχζηνπ  αλψηεξε απφ  εθείλε πνπ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ 

πξαγκαηηθή ηνπ αθηίλα ζπλζέηνληαο έλα κεγάιν άλνηγκα κε ηε ρξήζε ηεο θίλεζεο 

ηεο πιαηθφξκαο. Ζ γεσκεηξία γηα ηελ παξαγσγή ηεο εηθφλαο SAR δείρλεηαη ζην 

΢ρήκα 33.1. Σν SAR ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξάγεη έλα ειεθηξνκαγλεηηθφ ράξηε 

ηεο επηθάλεηαο ηεο γεο απφ κηα ελαέξηα ή δηαζηεκηθή πιαηθφξκα. Απηφο ν 

ειεθηξνκαγλεηηθφο ράξηεο ηεο επηθάλεηαο πεξηέρεη πιεξνθνξίεο πνπ κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα δηαθξίλνπλ δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο αληηθεηκέλσλ πνπ 

απαξηίδνπλ ηελ επηθάλεηα. Ο αηζζεηήξαο νλνκάδεηαη SAR επεηδή έλα ζπλζεηηθφ 

δηαθξάγκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα επηηεπρζεί ην ζηελφ εχξνο δέζκεο πνπ είλαη 

αλαγθαίν γηα λα παξζεί  κηα  πςειή αλάιπζε cross-range. ΢ε εηθφλεο SAR νη δχν 

δηαζηάζεηο είλαη range (θάζεηα πξνο ηνλ αηζζεηήξα) θαη cross-range(παξάιιεια 

πξνο ηνλ αηζζεηήξα). Ζ αλάιπζε θάζκαηνο επηηπγράλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο κηα 

πςεινχ εχξνπο παικηθή θπκαηνκνξθή. Ζ range αλάιπζε επηηπγράλεηαη θάλνληαο 

ρξήζε ηεο πξνο ηα εκπξφο θίλεζεο ηεο πιαηθφξκαο ξαληάξ ψζηε λα ζπληεζεί έλα 

καθξχ άλνηγκα δίλνληαο έλα ζηελφ εχξνο δέζκεο θαη πςειή εγθάξζηα πεξηνρή 

αλάιπζεο. Οη παικνί πνπ  ζπιιέγνληαη  πίζσ θαηά κήθνο απηνχ ηνπ ζπλζεηηθνχ 

αλνίγκαηνο ζπλδπάδνληαη ζπλεθηηθά ψζηε  λα δεκηνπξγήζνπλ  ηελ πςεινχ cross-

rangeεηθφλα αλάιπζεο.  

Έλαο αηζζεηήξαο SAR έρεη πεξηζζφηεξα πιενλεθηήκαηα ζε ζχγθξηζε κε έλα νπηηθφ 

αηζζεηήξα, επεηδή κπνξεί λα ιεηηνπξγεί εκέξα θαη λχρηα κέζα απφ ζχλλεθα, 

νκίριε, θαη βξνρή, θαζψο θαη ζε πνιχ κεγάιεο απνζηάζεηο. ΢ε πνιχ ρακειέο 
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νλνκαζηηθέο ζπρλφηεηεο ιεηηνπξγίαο, ιηγφηεξν απφ ην 1 GHz, ην ξαληάξ δηεηζδχεη 

αθφκε θαη ην θχιισκα θαη κπνξεί λα απνηππψζεη αληηθείκελα θάησ απφ ην 

θχιισκα ηνπ δέληξνπ. Ζ αλάιπζε ελφο SAR ράξηε εδάθνπο επίζεο δελ 

πεξηνξίδεηαη ζεκειησδψο απφ ηελ απφζηαζε ηνπ αηζζεηήξα απφ ην έδαθνο. Δάλ κηα 

δεδνκέλε αλάιπζε είλαη επηζπκεηή ζε κηα κεγαιχηεξε θιίκαθα, ην ζπλζεηηθφ 

δηάθξαγκα κπνξεί απιά λα γίλεη κεγαιχηεξν ψζηε λα επηηεπρζεί ε επηζπκεηή 

αλάιπζε cross-range. 

Μηα εηθφλα SAR κπνξεί λα πεξηέρεη'' ζεκάδη'' ή ζφξπβν, γηαηί είλαη απνηέιεζκα 

κηαο ζπλεθηηθήο επεμεξγαζίαο ησλ δεδνκέλσλ. Απηφ ην ζεκάδη ζνξχβνπ είλαη έλα 

θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ εηθφλσλ SAR πςειήο ζπρλφηεηαο θαη ε κείσζε ηνπ 

ζεκαδηνχ ή ε θαηαζθεπή αιγνξίζκσλ πνπ ειαρηζηνπνηνχλ ην ζεκάδη, απνηειεί έλα 

ζεκαληηθφ κέξνο ηεο επεμεξγαζίαο εηθφλσλ SAR πέξα απφ ην ζηάδην ζρεκαηηζκνχ 

ηεο εηθφλαο. Παξαδνζηαθέο ηερληθέο κεηξίαδαλ  ηελ έληαζε ησλ παξαθείκελσλ 

pixel, κε απνηέιεζκα κηα νκαιφηεξε αιιά ρακειφηεξε αλάιπζε εηθφλαο. 

Πξνεγκέλνη αηζζεηήξεο SAR κπνξνχλ λα ζπιιέμνπλ πνιιαπιά πνισζηκεηξηθά 

θαλάιηα and/orθαλάιηα ζπρλφηεηαο, φπνπ θάζε θαλάιη πεξηέρεη κνλαδηθέο 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ επηθάλεηα. Πξφζθαηα ζπζηήκαηα έρνπλ επίζεο 

ρξεζηκνπνηήζεη πνηθηινκνξθία αλπςσηηθήο  γσλίαο γηα ηελ παξαγσγή ηξηψλ 

δηαζηάζεσλ (3-D) εηθφλεο SAR ρξεζηκνπνηψληαο ζπκβνινκεηξηθέο ηερληθέο. ΢ε 

φιεο απηέο ηηο ηερληθέο, θάπνην είδνο κεηξηαζκνχ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ κείσζε  

ηνπ ζεκαδηνχ. 
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ΔΗΚΟΝΑ 33.1 SAR γεσκεηξθή απεηθφληζε 

 

 

  Οη κεγαιχηεξνη θαηαλαισηέο αηζζεηήξσλ SAR θαη πξντφλησλ είλαη νη ακπληηθέο 

ππεξεζίεο   θαη νη ππεξεζίεο πιεξνθνξηψλ. Απηέο ρξεζηκνπνηνχλ SAR γηα λα 

εληνπίζνπλ θαη λα ζηνρεχζνπλ  κεηαθηλνχκελα θαη ζηαζεξά αληηθείκελα. 

Αλζξσπνγελή  αληηθείκελα, εηδηθά απηά κε αηρκεξέο γσλίεο, έρνπλ πνιχ θσηεηλά 

ζήκαηα ζε εηθφλεο SAR, θαζηζηψληαο απηά ηα αληηθείκελα ηδηαίηεξα εχθνια ζην λα 

εληνπηζηνχλ κε αηζζεηήξα SAR. Μηα ηερλνινγία παξφκνηα κε ηελ SAR είλαη απηή 

ελφο ξαληάξ αληίζηξνθνπ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο (ISAR), ε νπνία ρξεζηκνπνηεί ηελ 

θίλεζε ηεο πιαηθφξκαο γηα ηελ απνηχπσζε ηνπ ζηφρνπ ζεcross-range. Σα δεδνκέλα 

ISAR κπνξνχλ λα ζπιιέγνληαη απφ κηα ζηαζεξή πιαηθφξκα ξαληάξ επεηδή ε 

θίλεζε ηνπ ζηφρνπ δεκηνπξγεί ηελ πνηθηινκνξθία ηεο νπηηθήο γσλίαο αλαγθαία γηα 
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ηελ επίηεπμε κηαο  δεδνκέλεο cross-rangeαλάιπζεο. Σα ζπζηήκαηα ISAR έρνπλ 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ απνηχπσζε  εηθφλσλ πινίσλ, αεξνζθαθψλ, θαη νρεκάησλ  

εδάθνπο . 

  Δθηφο απφ ηηο ακπληηθέο εθαξκνγέο θαη ηελ επθπΐα ηνπ SAR, ππάξρνπλ πνιιέο 

εκπνξηθέο εθαξκνγέο ηειεπηζθφπεζεο. Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη έλαο αηζζεηήξαο SAR 

κπνξεί λα ιεηηνπξγεί κέξα θαη λχρηα θαη ζε φιεο ηηο θαηξηθέο ζπλζήθεο, παξέρεη ηε 

δπλαηφηεηα ζπιινγήο δεδνκέλσλ ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα ρσξίο δηαθνπή απφ 

ηηο θπζηθέο επηξξνέο. Απηή ε ζηαζεξή πεγή πιεξνθνξηψλ ραξηνγξάθεζεο ηνπ 

εδάθνπο είλαη αλεθηίκεηε ζηελ παξαθνινχζεζε ηεο γεσξγίαο θαη άιισλ θπζηθψλ 

πφξσλ. Οη αηζζεηήξεο SAR έρνπλ επίζεο ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλίρλεπζε 

πεηξειαηνθειίδσλ (ην λεξφ κε ιεπηφ ζηξψκα  ιαδηνχ έρεη δηαθνξεηηθή 

νπηζζνζθέδαζε απφ ην θπζηθφ λεξφ), ηελ απνηχπσζε  ππνγείσλ  πεηξσκάησλ (ζε 

νξηζκέλεο ζπρλφηεηεο, ην ξαληάξ ζα δηεηζδχζεη θάπνηα εδάθε), ηελ  αλίρλεπζε 

ζπλζεθψλ πάγνπ ζηελ Αξθηηθή, θαζψο θαη ηε ζπιινγή  δεδνκέλσλ ςεθηαθήο 

απνηχπσζεο  ηνπ χςνπο ηνπ εδάθνπο. 

   Ραληάξ είλαη ε ζπληνκνγξαθία γηα ηελ ξαδηνθσληθή αλίρλεπζε θαη εκβέιεηα. Σν 

Ραληάξ αλαπηχρζεθε ζηε δεθαεηία ηνπ 1930 θαη1940 γηα ηελ αλίρλεπζε θαη ηελ 

παξαθνινχζεζε  πινίσλ θαη αεξνζθαθψλ. Απηά ηα ξαληάξ επηηήξεζεο θαη 

εληνπηζκνχ ζρεδηάζηεθαλ έηζη ψζηε έλαο ζηφρνο λα πεξηέρεηαη ζε έλα θχηηαξν 

κνλήο αλάιπζεο . Σν κέγεζνο ηνπ θπηηάξνπ απηνχ ήηαλ κία θξίζηκε παξάκεηξνο 

ζρεδηαζκνχ. Μηθξφηεξα θχηηαξα αλάιπζεο επηηξέπνπλ ζε θάπνηνλ λα θαζνξίζεη ηε 

ζέζε ελφο ζηφρνπ κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα θαη απμάλνπλ  ηελ αλαινγία ζηφρνπ -

δηαζθνξπηζκνχ , βειηηψλνληαο ηε δπλαηφηεηα αλίρλεπζεο ελφο  ζηφρνπ. 

΢ηε δεθαεηία ηνπ 1950 παξαηεξήζεθε φηη κπνξνχζε θαλείο λα ραξηνγξαθήζεη ην 

έδαθνο (έλα εθηεηακέλν ζηφρν πνπ θαηαιακβάλεη πεξηζζφηεξεο απφ κία θπηηαξηθή 

αλάιπζε) απφ ηελ ηνπνζέηεζε ηνπ ξαληάξ ζηελ πιεπξά ηνπ αεξνζθάθνπο θαη ηελ 

νηθνδφκεζε ελφο ράξηε επηθάλεηαο απφ ηηο πεξηζηξνθέο  ηνπ ξαληάξ. Μηα πςειή 

αλάιπζε θάζκαηνο επηηεχρζεθε ρξεζηκνπνηψληαο έλα ζχληνκν παικφ ή κηα 

θπκαηνκνξθή πςεινχ εχξνπο δψλεο. Ζ cross-range αλάιπζε ήηαλ πεξηνξηζκέλε 

απφ ην κέγεζνο ηεο θεξαίαο, κε ηελ αλάιπζε πνιιαπινχ εχξνπο ρνλδξηθά αλάινγε 

κε R/La φπνπ R είλαη ην εχξνο απφ ηνλ αηζζεηήξα έσο ην έδαθνο θαη La είλαη ην 

κήθνο ηεο θεξαίαο. Σν θπζηθφ κήθνο ηεο θεξαίαο ήηαλ πεξηνξηζκέλν, πεξηνξίδνληαο 

ηελ αλάιπζε. 

Σν 1951, ν CarlWiley ηεο GoodyearAircraftCorporation δηαπίζησζε φηη νη 

αλαθιάζεηο απφ δχν ζηαζεξνχο ζηφρνπο ζηελ δέζκε ηεο  θεξαίαο, αιιά ζε 

δηαθνξεηηθέο γσληαθέο ζέζεηο ζε ζρέζε κε ην δηάλπζκα ηεο  ηαρχηεηαο ηεο 

πιαηθφξκαο, ζα κπνξνχζε λα επηιπζεί κε αλάιπζε ζπρλφηεηαο ηνπ θαηά (ή 

εγθάξζηαο εκβέιεηαο) θάζκαηνο ηνπ ζήκαηνο θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο. Ο Wiley 

απιψο παξαηήξεζε φηη θάζε ζηφρνο είρε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά Doppler 

ιφγσ ηεο ζρεηηθήο ζέζεο ηνπ ζηελ πιαηθφξκα ξαληάξ θαη φηη ζα κπνξνχζε θαλείο 
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λα εθκεηαιιεπηεί ην Doppler γηα λα δηαρσξίζεη ηνπο ζηφρνπο. Σν θαηλφκελν 

Doppler είλαη, θπζηθά, ε κεηαβνιή ηεο ζπρλφηεηαο ελφο ζήκαηνο πνπ εθπέκπεηαη ή 

ιακβάλεηαη απφ κία θηλνχκελε πιαηθφξκα θαη αλαθαιχθζεθε απφ ηνλ ChristianJ. 

Doppler ην 1853: 

 
φπνπ 

fdε κεηαηφπηζε Doppler 

ν ε αθηηληθή ηαρχηεηα κεηαμχ ηνπ ξαληάξ θαη ηνπ ζηφρνπ 

ι ην κήθνο θχκαηνο ηνπ ξαληάξ 

 

Δλψ ην θαηλφκελν Doppler είρε ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ επεμεξγαζία ξαληάξ πξηλ απφ 

ηε δεθαεηία ηνπ 1950 γηα ην δηαρσξηζκφ θηλνχκελσλ ζηφρσλ απφ ζηαζεξνχο 

δηαζθνξπηζκνχο εδάθνπο, ε ζπκβνιή ηνπ Wiley ήηαλ ε αλαθάιπςε απηνχ  φηη κε 

έλα  ελαέξην ξαληάξ (SLAR), ηνDoppler ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε 

βειηίσζε ηε  ρσξηθή αλάιπζε πνιιαπινχ θάζκαηνο ηνπ ξαληάξ. Άιιεο  εξγαζίεο 

γηα ηα SAR έγηλαλ αλεμάξηεηα απφ ηνλ Wiley ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Ηιιηλφηο θαη ην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Michigan θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1950. Ζ πξψηε 

επίδεημε ηεο ραξηνγξάθεζεο ηνπ SAR έγηλε ην 1953 απφ ην Παλεπηζηήκην ηνπ 

Illinois εθηειψληαο αλάιπζε ζπρλφηεηαο ησλ δεδνκέλσλ πνπ ζπιιέρζεθαλ  απφ έλα 

ξαληάξ πνπ ιεηηνπξγνχζε ζε κήθνο θχκαηνο 3 cm απφ έλα αεξνζθάθνο C-46. 

΢εκαληηθφ έξγν έρεη νινθιεξσζεί γηα ηελ ηειεηνπνίεζε ηνπ πιηθνχ SAR  θαη ηελ 

επεμεξγαζία αιγφξηζκσλ απφ ηελ πξψηε επίδεημε. Γηα κηα πην ιεπηνκεξή 

πεξηγξαθή ηεο ηζηνξίαο ηνπ SAR ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο αλάπηπμεο ηνπ 

εζηηαζκέλνπ SAR, ηερληθψλ  αληηζηάζκηζεο θάζεο, ηερληθψλ βαζκνλφκεζεο, θαη 

απηφκαηεο εζηίαζεο, βι. ην πξφζθαην βηβιίν ηνπ Curlander θαη McDonough [1]. 

Πξηλ απφ κηα ζχληνκε πεξηγξαθή κεξηθψλ πξνζεγγίζεσλ επεμεξγαζίαο γηα ηε 

δηακφξθσζε, ηελ ελίζρπζε, ηελ εξκελεία εηθφλσλ SAR, παξαηίζεληαη δχν 

παξαδείγκαηα ήδε ππαξρφλησλ ζπζηεκάησλ SAR θαη ησλ εθαξκνγψλ ηνπο. Σν 

πξψην ζχζηεκα είλαη ην Ραληάξ ΢πλερνχο Απνηχπσζεο(SIR), πνπ αλαπηχρζεθε 

απφ ην εξγαζηήξην ηεοNASΑ (JPL) θαη πέηαμε ζε δηάθνξεο απνζηνιέο ηνπ 

δηαζηεκηθνχ ιεσθνξείνπ. Σν ζχζηεκα απηφ έρεη ζρεδηαζηεί γηα κε ζηξαηησηηθή 

ζπιινγή γεσγξαθηθψλ δεδνκέλσλ. Σν δεχηεξν παξάδεηγκα είλαη Ο αηζζεηήξαο 

Πξνεγκέλεο Σερλνινγίαο Αλίρλεπζεο (ADTS) πνπ θαηαζθεπάζηεθε απφ ηελ 

LoralCorporation γηα ην Δξγαζηήξην MIT ηνπ Λίλθνιλ. Ο αηζζεηήξαο ADTS 

ζρεδηάζηεθε γηα λα δείμεη ηελ ηθαλφηεηα ελφο SAR λα αληρλεχζεη θαη λα 

ηαμηλνκήζεη ζηξαηησηηθνχο ζηφρνπο. Ο Πίλαθαο 33.1 πεξηέρεη ηηο βαζηθέο 

παξακέηξνπο γηα ηα ζπζηήκαηα ADTS θαη SIRSAR καδί κε ιεπηνκέξεηεο ζρεηηθά 

κε δηάθνξα άιια ζπζηήκαηα SAR. 
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Σν ΢ρήκα 33.2 δείρλεη ην παξάδεηγκα κηαο εηθφλαο θηηαγκέλεο απφ ηα δεδνκέλα πνπ 

ζπιιέρζεθαλ απφ ην ζχζηεκα SIRSAR. Οη  κεραληθνί ηνπ JPL πεξηγξάθνπλ απηή 

ηελ εηθφλα σο εμήο: 

 

Απηή είλαη κηα εηθφλα ηνπ ξαληάξ MountRainier ζηελ πνιηηεία ηεο Οπάζηλγθηνλ.  Ζ 

εηθφλα απνθηήζεθε απφ ην δηαζηεκηθφ Radar-C θαη X-band ξαληάξ ζπλζεηηθνχ 

αλνίγκαηνο (SIR-C / X-SAR) πνπ βξίζθνληαλ ζην ιεσθνξείν Endeavor ζην 20ν ηνπ 

ηαμίδη ηελ 1ε Οθησβξίνπ 1994. Ζ πεξηνρή πνπ θαίλεηαη ζηελ εηθφλα είλαη πεξίπνπ 

ζηα 59  απφ ηα 60 ρηιηφκεηξα (36.5 απφ 37 κίιηα). Ο Βνξάο είλαη πξνο ην πάλσ 

αξηζηεξφ κέξνο ηεο εηθφλαο, ζηελ νπνία απεηθνλίδεηαη κε θφθθηλν θαη πξάζηλν 

ρξψκα ην L-band πνπ κεηαδίδεηαη νξηδφληηα θαη ιακβάλεηαη θάζεηα . Σν Μπιε 

ρξψκα  δείρλεη ην C-band, ην νπνίν κεηαδίδεηαη νξηδφληηα θαη ιακβάλεηαη θάζεηα. 

Δθηφο απφ ηελ αλάδεημε ηνπνγξαθηθψλ θιίζεσλ πνπ θαηά κέησπν ηνπ δηαζηεκηθνχ 

ιεσθνξείνπ, ην SIR-C θαηαγξάθεη ηηο απφθξεκλεο πεξηνρέο, κε θσηεηλή απφρξσζε  

θαη ηηο πην νκαιέο  πεξηνρέο κε πην ζθνχξα απφρξσζε. Σν ζεκείν θσηίδνληαλ απφ 

ην ξαληάξ ηνπ δηαζηεκηθνχ ιεσθνξείνπ απφ ηα βνξεηνδπηηθά, έηζη ψζηε νη 

βνξεηνδπηηθέο πιαγηέο λα είλαη πην θσηεηλέο θαη νη λνηηναλαηνιηθέο πην  ζθνχξεο. 

Οη δαζσκέλεο πεξηνρέο  
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ΔΗΚΟΝΑ 33.2 Δηθφλα SAR ηνπ βνπλνχ Mt. Rainier ζηελ πνιηηεία ηεο Οπάζηγθηνλ 

πνπ ιακβάλνληαη απφ ηα ξαληάξ απεηθφληζεο. 

 

απνηππψλνληαη κε αλνηρηφ πξάζηλν, ελψ κε κπιε ή κνβ θαίλνληαη νη θαζαξηζκέλεο 

πεξηνρέο ή νη πεξηνρέο κε γπκλφ έδαθνο. Ο πάγνο είλαη κε ζθνχξν πξάζηλν θαη 

ιεπθφ. Ο θψλνο ζην θέληξν ηεο εηθφλαο είλαη ην ελεξγφ εθαίζηεην MountRainier 

ζηα 14,435 πφδηα (4,399 κ.). ΢ηηο ρακειφηεξεο πιαγηέο είλαη κηα δψλε βξάρνπ απφ 

θνξπθνγξακκέο θαη κπάδα (κσβ / θνθθηλσπφ) πάλσ απφ θσλνθφξα δάζε (κε 

θίηξηλν/ πξάζηλν). Σν δπηηθφ φξην ηνπ Δζληθνχ Πάξθνπ MountRainier ζεσξείηαη σο 
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κηα κεηάβαζε απφ ην πξνζηαηεπκέλν, απφ παιηά αλαπηπγκέλν δάζνο, ζην πην ππθλφ 

θαη,έλα κσζατθφ ηεο πξφζθαηα πινηνκεκέλεο πεξηνρήο  (κε έληνλν κσβ/κπιε 

ρξψκα) θαη ηεο ελ κέξεη αλαδαζσκέλεο πεξηνρήο (κε γαιάδην ρξψκα ). 

 
 

ΔΗΚΟΝΑ 33.3 SAR εηθφλα θνληά ζην Stockbridge, Νέα Τφξθε, πνπ ζπιιέγνληαη 

απφ ηα ADTS. 

 

 

 

   Ζ εηθφλα 33.3 είλαη έλα παξάδεηγκα εηθφλαο πνπ ζπιιέρζεθε  απφ ην ζχζηεκα 

ADTS. Σν ζχζηεκα ADTS ιεηηνπξγεί ζηελ νλνκαζηηθήζπρλφηεηα ησλ 33 GHz θαη 

ζπιιέγεη πιήξσο πνισζηκεηξηθά δεδνκέλα , αλάιπζεο 1 ft. Ζ εηθφλα 

δεκηνπξγήζεθε κε ηελ ρξήζε ελφο ζπλδπαζκνχ πνισζηκεηξηθνχ θίιηξνπ 

ιεχθαλζεο (PWF) ηξηψλ πνισζηκεηξηθψλ  θαλαιηψλ  γηα ηε κείσζε  ηνπ ζνξχβνπ 

ηνπ ζεκαδηνχ. Ζ έμνδνο ηνπ PWF είλαη κηα εθηίκεζε ηεο έληαζεο νπηζζνδηαζπνξάο 

ηνπ ξαληάξ. Ζ εηθφλα πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ εηθφλα 33.3 βαζίδεηαη ζε ράξηε 

ιαλζαζκέλσλ ρξσκάησλ πνπ ραξηνγξαθεί ηελ ρακειή έληαζε κε  καχξν θαη 

αθνινπζείηαη απφ πξάζηλν, θίηξηλν, θαη ηέινο ιεπθφ. Ο ράξηεο ρξσκάησλ απιά 

δίλεη ςεπδή ρξψκαηα ζηνλ άρξσκν αηζζεηήξα ξαληάξ πνπ θάλεη ηηο ρακειήο 

έληαζεο ζθηέο λα θαίλνληαη καχξεο, ην γξαζίδη λα θαίλεηαη πξάζηλν, ηα δέληξα λα 

θαίλνληαη θίηξηλα, θαη ηα θσηεηλά αληηθείκελα λα θαίλνληαη ιεπθά. Ζ εηθφλα απηή  

ζπιιέρζεθε θνληά ζην Stockbridge, ζηε Νέα Τφξθε, θαη απεηθνλίδεηαη  έλα ζπίηη 

κε κηα ππεξπςσκέλε πηζίλα θαη πνιιά  παξαηεκέλα απηνθίλεηα ζηελ απιή. Σν 
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ξαληάξ είλαη ζηελ θνξπθή ηεο εηθφλαο θνηηάδνληαο πξνο ηα θάησ ππφ γσλία 20° 

κνηξψλ. Ζ ζθελή πεξηιακβάλεη κεγάιεο πεξηνρέο πξαζίλνπ ή θαιιηεξγεηψλ θαη 

θάπνηα θπιιψκαηα. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη θσηεηλέο απνδφζεηο απφ 

ηα αλζξσπνγελή αληηθείκελα, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο θπθιηθήο ππέξγεηαο 

πηζίλαο, θαη ν αλαθιαζηήξαο κεγάιεο γσλίαο απφ κεξηθά απφ ηα απηνθίλεηα πνπ 

βξίζθνληαλ ζηελ απιή. Δπίζεο, ζεκεηψζηε ηε ζρεηηθά ηζρπξή απφδνζε απφ ην ζφιν 

ηνπ θπιιψκαηνο. ΢ηε ζπρλφηεηα απηή ην ξαληάξ δελ δηεηζδχεη ην ζφιν ηνπ 

θπιιψκαηνο. ΢εκεηψζηε ηηο ζθηέο πίζσ απφ ηα δέληξα, φπνπ δελ ππάξρεη θσηηζκφο 

ξαληάξ. 

    ΢ε απηφ ην θεθάιαην γηα ηνπο αιγφξηζκνπο SAR , δίλεηαη  κηα ζχληνκε εηζαγσγή 

ζηε δηαδηθαζία ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο ζην Κεθάιαην 33.2. Δμεηάδνληαη  κεξηθνί 

απινί  αιγφξηζκνη γηα ηε κείσζε ησλ ζεκείσλ  ζνξχβνπ ζε εηθφλεο SAR θαη 

απηφκαηε αλίρλεπζε ησλ αλζξσπνγελψλ αληηθεηκέλσλ ζην Κεθάιαην 33.3. 

Δμεηάδνληαη κεξηθνί απινί αιγφξηζκνη απηφκαηεο ηαμηλφκεζεο αληηθεηκέλσλ γηα 

εηθφλεο SAR ζην Κεθάιαην 33.4. Απηή ε ζχληνκε εηζαγσγή ζηα SAR πεξηέρεη 

κφλν κεξηθά παξαδείγκαηα αιγνξίζκσλ. ΢ηελ ελφηεηα ''Πεξηζζφηεξεο 

Πιεξνθνξίεο,'' πξνηείλνληαη  θάπνηα ζεκεία εθθίλεζεο γηα πεξαηηέξσ αλάγλσζε 

ζρεηηθά κε αιγφξηζκνπο SAR, θαη ζπδεηνχληαη δηάθνξα αλνηρηά δεηήκαηα πνπ 

απνηεινχλ αληηθείκελν ηξερνπζψλ  εξεπλψλ ζηελ θνηλφηεηα SAR. 

 

7.2 Γηακφξθσζε Δηθφλαο 
 

΢ε απηφ ην ηκήκα, ζα ζπδεηεζνχλ κεξηθέο βαζηθέο αξρέο ηνπ ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο 

απφ SAR. Γηα πην ιεπηνκεξείο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην ζρεκαηηζκφ εηθφλσλ 

SAR, ν αλαγλψζηεο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηηο παξαπνκπέο νη νπνίεο παξαηίζεληαη 

ζην ηέινο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ. Έλα ζεκειηψδεο ζελάξην ζχκθσλα κε ην νπνίν 

ηα δεδνκέλα ηνπ SAR ζπιιέγνληαη θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 33.1. Έλα αεξνζθάθνο πεηά 

ζε επζεία δηαδξνκή κε ζηαζεξή ηαρχηεηα θαη ζπιιέγεη δεδνκέλα ξαληάξ κε 

ζθφπεπζε  90°. ΢ηελ πξάμε, είλαη αδχλαην γηα έλα αεξνζθάθνο λα πεηάμεη ζε κηα 

ηέιεηα επζεία γξακκή ζε κηα ζηαζεξή ηαρχηεηα (ηνπιάρηζηνλ εληφο ελφο κήθνπο 

θχκαηνο), έηζη ε απνδεκίσζε θίλεζεο ηνπ ιακβαλφκελνπ ζήκαηνο ξαληάξ 

απαηηείηαη ψζηε λα ιακβάλνληαη ππφςε νη δηαηαξαρέο αεξνζθαθψλ. 

 

Σν ξαληάξ επί ηνπ αεξνζθάθνπο κεηαδίδεη κηα ζχληνκε παικηθή θπκαηνκνξθή ή 

ρξεζηκνπνηεί δηακφξθσζε ζπρλφηεηαο γηα λα επηηχρεη πςειήο αλάιπζεο 

απεηθφληζε ηεο επηθάλεηαο. Οη παικνί πνπ ζπιιέγνληαη απφ δηάθνξεο ζέζεηο θαηά 

κήθνο ηεο ηξνρηάο ηνπ αεξνζθάθνπο ζπλδπάδνληαη ζπλεθηηθά γηα λα ζπλζέζνπλ έλα 

καθξχ ζπλζεηηθφ δηάθξαγκα πξνθεηκέλνπ λα επηηεπρζεί έλα πςειφ επίπεδν cross-

rangeαλάιπζεο επί ηεο επηθαλείαο. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, πξψηα ζα ζπδεηεζεί  ην 

SLAR φπνπ γίλεηαη κφλν επεμεξγαζία range. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα ζπδεηεζεί ην 
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αφξηζην SAR, φπνπ εθηειείηαη ηφζν επεμεξγαζία rangeandcross-range. Σέινο, ζα 

ζπδεηεζεί ην εζηηαζκέλν SAR, φπνπ ε εζηίαζε γίλεηαη εθηφο απφ ηελ ζεηξά θαη 

εγθάξζηα ζεηξά επεμεξγαζίαο γηα λα επηηχρεη ηελ πςειφηεξε αλάιπζε θαη ηελ 

θαιχηεξε πνηφηεηα εηθφλαο. ΢ην ηέινο απηήο ηεο ελφηεηαο, ζα αλαθεξζνχλ  ελ 

ζπληνκία πνιιά άιια ζεκαληηθά ζέκαηα SAR ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο  φπσο ε 

απνδεκίσζε θάζεο, θιείδσκα δηαζθνξπηζκνχ, απηφκαηε εζηίαζε, πξνζθήληνSAR 

θαη ISAR. Οη ιεπηνκέξεηεο απηψλ ησλ ζεκάησλ κπνξνχλ  λα βξεζνχλ  ζην [1-3]. 

 

 

7.2.1  Α ε ξ ν κ ε η α θ ε ξ φ κ ε λ ν  π ι ε π ξ η θ φ  ξ α λ η ά ξ  
 

Σν SLAR είλαη ην πξψην ζχζηεκα ξαληάξ γηα ηελ εμ απνζηάζεσο παξαθνινχζεζε 

ηεο επηθάλεηαο. Απηά ηα ζπζηήκαηα ξαληάξ κπνξνχζαλ κφλν λα εθηεινχλ ηελ 

επεμεξγαζία εχξνπο γηα ηνλ ζρεκαηηζκφ 2-D ράξηε αλαθιαζηηθφηεηαο ηεο 

επηθάλεηαο δπν δηαζηάζεσλ, έηζη ψζηε ε εγθάξζηα πεξηνρή αλάιπζεο λα 

πεξηνξίδεηαη απφ ην εχξνο δέζκεο ηεο πξαγκαηηθήο θεξαίαο. Απηά ηα ζπζηήκαηα 

SLAR ηππηθά ιεηηνπξγνχζαλ ζε πςειέο ζπρλφηεηεο (κηθξνθχκαηα ή θχκαηα 

ρηιηνζηνχ) γηα λα κεγηζηνπνηεζεί ε αλάιπζε cross-range. Καιχπηνπκε ηα 

ζπζηήκαηα SLAR επεηδή ην ζχζηεκα SLAR εθηειεί ηελ ίδηα επεμεξγαζία φπσο ην 

SAR, θαη νη πεξηνξηζκνί ηνπ SLAR παξαθηλνχλ ηελ αλάγθε γηα επεμεξγαζία SAR. 

    Ζ αλάιπζε ελφο SLAR ζπζηήκαηνο πεξηνξίδεηαη απφ ην πιάηνο παικνχ ξαληάξ 

ζηε δηάζηαζε εχξνπο, θαη ην εχξνο δέζκεο θαη πιάγηαο εκβέιεηαο ζηελ cross-range 

δηάζηαζε: 

 

 
 

 

φπνπ 

ι/Laαληηπξνζσπεχεη ην θαηά πξνζέγγηζε εχξνο δέζκεο 3 dB ηεο θεξαίαο 

δrείλαη ε αλάιπζε εχξνπο. 

δcrείλαη ε cross-range αλάιπζε 

c είλαη ε ηαρχηεηα ηεο δηάδνζεο θπκάησλ 

T είλαη ην πιάηνο ηνπ ζπκπηεζκέλνπ παικνχ 

ε είλαη ε γσλία κεηαμχ ηεο δέζκεο ηνπ ξαληάξ θαη ηεο επηθάλεηαο 

Rείλαη ην ινμφ εχξνο πξνο ηελ επηθάλεηα  

ιείλαη ην κήθνο θχκαηνο 

La είλαη ην κήθνο ηεο θεξαίαο 
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    Ο ζηφρνο είλαη λα ζρεδηαζηεί έλα SLAR κε έλα ζηελφ εχξνο δέζκεο, κηθξή 

θιίζε, θαη έλα ζχληνκν πιάηνο παικνχ γηα ηελ επίηεπμε πςειήο αλάιπζεο. ΢ηελ 

πξάμε, ην παικηθφ πιάηνο ηνπ ξαληάξ πεξηνξίδεηαη απφ θαλφλεο πιηθνχ θαη ηελ 

πνζφηεηα ηεο ζηνρεπφκελεο ελέξγεηαο πνπ απαηηείηαη γηα λα παξζεί κηα επαξθήο 

αλαινγία ζήκαηνο-ήρνπ ψζηε λα ιεθζεί κηα θαιή εηθφλα. Γηα λα επηηεπρζεί κηα 

πςειήο rangeαλάιπζε ρσξίο έλαλ κηθξφ παικφ ,ε δηακφξθσζε ζπρλφηεηαο  κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε ζχλζεζε ελφο απνηειεζκαηηθά κηθξνχ παικνχ. Απηή ε 

δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ελφο ζηελνχ ζπλζεηηθνχ πιάηνπο παικψλ θαιείηαη 

ζπκπίεζε παικψλ. 

Ζ πξνζέγγηζε απνζθνπεί ζην λα εηζαγάγεη κηα δηαθνξνπνίεζε ζηνλ  κεηαδηδφκελν 

παικφ, θαη ζηε ζπλέρεηα λα πεξάζεη ην ιακβαλφκελν ζήκα δηακέζνπ ελφο θίιηξνπ 

ηαηξηαζκέλνπ  κε ηελ δηακφξθσζε κεηαδηδφκελνπ  ζήκαηνο. Οη  πην γλσζηέο 

κεηαθεξφκελεο θπκαηνκνξθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ζπκπίεζε παικνχ είλαη 

γξακκηθά FM θαη θσδηθνπνηεκέλα  αλά θάζε. Μεξηθά  ξαληάξ ρξεζηκνπνηνχλ κηα 

ςεθηαθή έθδνζε ηνπ γξακκηθνχ FM πνπ νλνκάδεηαη θιηκαθσηή θπκαηνκνξθή 

ζπρλφηεηαο. 

    Ζ  ζπκπίεζε παικνχ απεηθνλίδεηαη κε ηελ ηδαληθή εθαξκνγή ηεο γξακκηθήο 

θπκαηνκνξθήο FM. Ο ηεηξαγσληθφο παικφο είλαη δηακνξθσκέλνο απφ έλα 

γξακκηθφ ζήκα FM, θαη ην πξνθχπηνλ ζήκα κεηάδνζεο είλαη 

 

 
 

 

 

φπνπ ην εχξνο δψλεο (απφθιηζε ζπρλφηεηαο) πνπ εηζήρζε απφ ην γξακκηθφ FM 

είλαη 

 

 
 

Δάλ απηή ε κεηάδνζε  παικνχ αληαλαθιάηαη απφιπηα απφ έλα ζηαηηθφ ζεκεηαθφ  

ζηφρν, νη απψιεηεο εχξνπο αγλννχληαη , θαη γίλεηαη κεηαηφπηζε ρξφλνπ γηα λα 

απνκαθξπλζεί ε ακθίδξνκε θαζπζηέξεζε. Σν ιακβαλφκελν ζήκα είλαη αθξηβψο ην 

ίδην κε ην κεηαδηδφκελν ζήκα. Ζ αληίζηνηρε απφθξηζε θίιηξνπ γηα ην κεηαδηδφκελν 

ζήκα είλαη 
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Ζ έμνδνο  ηνπ ιακβαλφκελνπ ζήκαηνο πνπ εθαξκφδεηαη ζην πξνζαξκνζκέλν 

θίιηξν είλαη 

 
 

Απηή ε έμνδνο έρεη έλα θχξην ινβφ πνπ έρεη έλα εχξνο δέζκεο 4 dB ηνπ 1/ Γf. Ο 

πξνθχπησλ ζπκπηεζκέλνο παικφο κπνξεί λα είλαη ζεκαληηθά ζηελφηεξνο απφ ην 

πιάηνο ηνπ κεηαδηδφκελνπ παικνχ κε κηα αλαινγία ζπκπίεζεο παικνχ TΓf. Σν  

αλάιπζε εχξνπο ηνπ ξαληάξ έρεη απμεζεί απφ απηφλ ηνλ παξάγνληα ζπκπίεζεο 

παικνχ θαη δίλεηαη  απφ ηνλ ηχπν 

 

 
 

΢εκεηψζηε φηη ε αλάιπζε θάζκαηνο ζηελ ηδαληθή πεξίπησζε είλαη  εληειψο 

αλεμάξηεηε απφ ην θπζηθφ πιάηνο ηνπ κεηαδηδφκελνπ παικνχ. Με ηελ Δθηέιεζε 

ζπκπίεζεο εχξνπο ελάληηα ζηνπο πξαγκαηηθνχο ζηφρνπο ξαληάξ πνπ αιιάδνπλ ηα 

Doppler εηζάγνληαη αζάθεηεο κε απνηέιεζκα πξφζζεηα ζέκαηα επεμεξγαζίαο 

ζήκαηνο πνπ πξέπεη λα αληηκεησπηζηνχλ. Τπάξρεη έλαο ζπκβηβαζκφο κεηαμχ ηεο 

ηθαλφηεηαο κηαο θπκαηνκνξθήο ξαληάξ λα αλαιχεη έλαλ ζηφρν  ζε εχξνο θαη 

ζπρλφηεηα. Ζ απφδνζε κηαο θπκαηνκνξθήο ζην ρψξν εχξνπο –ζπρλφηεηαο θαίλεηαη 

απφ ηελ αζάθεηά ηνπ. Ζ ιεηηνπξγία αζάθεηαο είλαη ε έμνδνο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ 

θίιηξνπ γηα ην ζήκα γηα ην νπνίν ζπλδπάδεηαη θαη γηα εθδφζεηο κεηαηνπηζκέλεο 

ζπρλφηεηαο απηνχ ηνπ ζήκαηνο. Οη αλαθνξέο πεξηέρνπλ κηα πην ιεπηνκεξή 

πεξηγξαθή ησλ ιεηηνπξγηψλ αζάθεηαο θαη ζρεδηαζκνχ ηεο θπκαηνκνξθήο ηνπ  

ξαληάξ. 

Υξεζηκνπνηψληαο ζπκπίεζε παικνχ, έλα ζχζηεκα SLAR κπνξεί λα επηηχρεη κηα 

πνιχ πςειή αλάιπζε εχξνπο ηεο ηάμεο ηνπ 1 ft ή ιηγφηεξν, αιιά ε αλάιπζε (cross-

rangeresolution )ηνπ SLAR πεξηνξίδεηαη απφ ην θπζηθφ εχξνο δέζκεο ηεο θεξαίαο, 

ηε ζπρλφηεηα ιεηηνπξγίαο, θαη ην θεθιηκέλν θάζκα. Απηφο ν πεξηνξηζκφο ηεο 

αλάιπζεο cross-rangeηνπ SLAR θηλεηνπνηεί ηε ρξήζε κηαο ζπλζεηηθήο δηάηαμεο 

θεξαίαο γηα ηελ αχμεζε ηελ αλάιπζε cross-range.  
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7.2.2  Ραληάξ Με Δζηηαζκέλνπ ΢πλζεηηθνχ Αλνίγκαηνο 
 

Σν ΢ρήκα 33,1 παξέρεη κηα θαιή γεσκεηξηθή πεξηγξαθή ηνπ SAR. ΋πσο θαη κε 

SLAR, ε πιαηθφξκα ξαληάξ θηλείηαη θαηά κήθνο κηαο επζείαο γξακκήο 

ζπιιέγνληαο  δεδνκέλα ξαληάξ απφ ηελ επηθάλεηα. Σν ζχζηεκα SAR πεγαίλεη έλα 

βήκα παξαπέξα απφ ην SLAR ζπλδπάδνληαο κε ζσζηφ ηξφπν  παικνχο πνπ 

ζπιιέγνληαη θαηά κήθνο ηεο δηαδξνκήο ηεο πηήζεο γηα λα ζπλζέζεη κηα καθξά 

ζπλζεηηθή ζεηξά. Σν εχξνο δέζκεο απηνχ ηνπ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο είλαη 

ζεκαληηθά ζηελφηεξν απφ ην θπζηθφ εχξνο δέζκεο (πξαγκαηηθή δέζκε) ηεο 

πξαγκαηηθήο θεξαίαο. Σν ηδαληθφ ζπλζεηηθφ εχξνο δέζκεο απηνχ ηνπ ζπλζεηηθνχ 

αλνίγκαηνο είλαη 

                                                   ζB=ι/2Lζ 

 

Ο παξάγνληαο δχν πξνέξρεηαη  απφ ηνλ ακθίδξνκν πνιιαπιαζηαζκφ απφ ηελ 

θηλνχκελε πιαηθφξκα. Σν αφξηζην SAR κπνξεί λα πινπνηεζεί κε ηελ εθηέιεζε 

επεμεξγαζίαο FFT ζηελ εγθάξζηα δηάζηαζε γηα ηα δείγκαηα ζε θάζε ρψξν 

ζπζζψξεπζεο εχξνπο. (rangebin) Απηφο είλαη απιά ν ζπκβαηηθφο δηακνξθσηήο 

δέζκεο γηα κηα παξαηεηαγκέλε θεξαία. Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ ξαληάξ SAR θαη ηνπ  

ξαληάξ πξαγκαηηθήο δέζκεο είλαη φηη ηα δείγκαηα αλνίγκαηνο πνπ απνηεινχλ ην 

SAR ζπιιέγνληαη ζε δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο ζηηγκέο απφ κηα θηλνχκελε πιαηθφξκα. 

Τπάξρνπλ δηάθνξνη πεξηνξηζκνί ζρεδηαζκνχ γηα έλα ζχζηεκα SAR, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ  

 ∙ Ζ ηαρχηεηα ηεο πιαηθφξκαο θαη ν ξπζκφο επαλάιεςεο παικψλ (PRF) ηνπ ξαληάξ 

πξέπεη λα επηιέγνληαη      

  ακνηβαία έηζη ψζηε ηα ζεκεία δείγκαηνο ηεο  ζπλζεηηθήο  ζπζηνηρίαο λα είλαη 

δηαρσξηζκέλα θαηά  

  ιηγφηεξν απφ ι / 2 γηα ηελ απνθπγή ινβψλ κε θηγθιηδψκαηα. 

. Σν PRF ζα πξέπεη λα επηιέγεηαη έηζη ψζηε ην πιάηνο ηνπ δξεπαληνχ δεηγκαηίδεηαη 

ρσξίο δπζθνιία . 

. Έλα ζεκείν επί ηνπ εδάθνπο πξέπεη λα είλαη νξαηφ απφ ην ξαληάξ ζε φιν ην κήθνο 

ηεο ζπλζεηηθήο ζπζηνηρίαο. Απηφ πεξηνξίδεη ην κέγεζνο ηεο πξαγκαηηθήο θεξαίαο. Ο 

πεξηνξηζκφο απηφο νδεγεί ζηελ παξαηήξεζε φηη κε ην SAR, φζν κηθξφηεξε είλαη  ε 

πξαγκαηηθή δέζκε ηεο θεξαίαο, ηφζν θαιχηεξε είλαη ε αλάιπζε, ελψ κε ην SLAR 

φζν κεγαιχηεξε είλαη ε πξαγκαηηθή δέζκε ηεο θεξαίαο, ηφζν θαιχηεξε είλαη ε 

αλάιπζε. 

. Σν SAR ππνζέηεη φηη έλαο ζηφρνο ζην έδαθνο έρεη έλα ηζνηξνπηθφ ζήκα ζε 

νιφθιεξε ηελ γσλία ζπιινγήο ηεο πιαηθφξκαο ξαληάξ θαζψο πεηά θαηά κήθνο ηεο 

ζπλζεηηθήο ζπζηνηρίαο. 
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Ζ αλάιπζε ηνπ αφξηζηνπ SAR είλαη πεξηνξηζκέλε, δηφηη ην εχξνο θιίζεο ζε έλα 

ζθεδαζηή ζε ζηαζεξή ζέζε ζηελ επηθάλεηα αιιάδεη  θαηά κήθνο ηνπ ζπλζεηηθνχ 

αλνίγκαηνο. Αλ πεξηνξίζνπκε ην άλνηγκα ηνπ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο  θαηά έλα 

κήθνο έηζη ψζηε ην εχξνο απφ θάζε ζεκείν ζπζηνηρίαο κέρξη κία ζηαζεξή 

ηνπνζεζία ηεο επηθάλεηαο δηαθέξεη θαηά ιηγφηεξν απφ ι/8, ηφηε ε cross-

rangeresolutionαλάιπζε ηνπ αφξηζηνπ SAR πεξηνξίδεηαη ζε 

 

 
 

 

 

7.2.3 Ραληάξ Δζηηαζκέλνπ ΢πλζεηηθνχ αλνίγκαηνο 

 

Ο πεξηνξηζκφο ηεο cross-range ελφο αφξηζηνπ SAR κπνξεί λα απνκαθξπλζεί κε ηελ 

εζηίαζε ζηα δεδνκέλα, φπσο ζηελ νπηηθή. Ζ δηαδηθαζία εζηίαζεο γηα ην SAR 

πεξηιακβάλεη πξνζαξκνγή ηεο θάζεο ηνπ ιακβαλφκελνπ ζήκαηνο γηα θάζε δείγκα 

εχξνπο ζηελ εηθφλα, έηζη ψζηε φια ηα ζεκεία πνπ ππνβάιινληαη ζε επεμεξγαζία ζε 

cross-rangeκέζσ ηνπ ζπλζεηηθνχ δηακνξθσηή δέζκεο θαίλεηαη λα είλαη ζηελ ίδηα 

πεξηνρή. Σν ζθάικα θάζεο ζε θάζε δείγκα εχξνπο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ην 

ζρεκαηηζκφ ηεο εηθφλαο SAR είλαη 

 
φπνπ 

dn είλαη ε απφζηαζεcross-range απφ ην θέληξν ηεο αθηίλαο 

R είλαη ην εχξνο θιίζεο ζην ζεκείν ζην έδαθνο απφ ηελ θεληξηθή δέζκε  

ι είλαη ην κήθνο θχκαηνο 

 

Σα δείγκαηα εχξνπο κπνξνχλ  λα εζηηαζηνχλ πξηλ απφ ηελ επεμεξγαζία cross-

rangeαθαηξψληαο απηφ ην ζθάικα θάζεο απφ ηα δεδνκέλα ηνπ ηζηνξηθνχ θάζεο. 

΢εκεηψζηε φηη θάζε ζεκείν δεδνκέλσλ έρεη δηαθνξεηηθή δηφξζσζε θάζεο κε βάζε 

ηε ζέζε θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο ηνπ αηζζεηήξα θαη ην εχξνο ηνπ ζεκείνπ απφ ηνλ 

αηζζεηήξα. 

΋ηαλ εθηειείηαη εζηίαζε, ε πξνθχπηνπζα αλάιπζε εηθφλαο SAR είλαη αλεμάξηεηε 

ηνπ ππφ γσλία εχξνπο κεηαμχ ηνπ αηζζεηήξα θαη ηνπ εδάθνπο. Απηφ κπνξεί λα 

απνδεηρζεί σο εμήο: 

 

                                                      δcr=Rζs 
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φπνπ  

 
θαη  

 
 

σο εθ ηνχηνπ  δcr ≈ La/2 

 

    Σν απνηειεζκαηηθφ εχξνο δέζκεο ηνπ ζπλζεηηθνχ αλνίγκαηνο είλαη πεξίπνπ ι/2Le 

φπνπ ν ζπληειεζηήο δχν πξνέξρεηαη απφ ηνλ ακθίδξνκν πνιιαπιαζηαζκφ ηεο 

ελέξγεηαο (ην αθξηβέο απνηειεζκαηηθφ εχξνο δέζκεο εμαξηάηαη απφ ηελ ζπλζεηηθή 

θσληθφηεηα ζπζηνηρία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ έιεγρν s ησλ πιεπξηθψλ ινβψλ). 

Σν κήθνο ηνπ απνηειεζκαηηθνχ αλνίγκαηνο (Le) είλαη πεξηνξηζκέλν απφ ην γεγνλφο 

φηη έλαο  δεδνκέλνο ζθεδαζηήο επί ηεο επηθαλείαο πξέπεη λα είλαη ζηε θεληξηθή 

δέζκε ηνπ πξαγκαηηθνχ ξαληάξ γηα θάζε  ζέζε θαηά κήθνο ηνπ ζπλζεηηθνχ 

αλνίγκαηνο. Σν απνηέιεζκα είλαη φηη ε αλάιπζε ηνπ SAR φηαλ ηα δεδνκέλα είλαη 

εζηηαζκέλα είλαη  θαηά πξνζέγγηζε La/2. 

    Ζ επεμεξγαζία SAR κπνξεί  επίζεο λα αλαπηπρζεί κε ηελ εμέηαζε ηνπ Doppler 

ηνπ ζήκαηνο ηνπ ξαληάξ απφ ηελ επηθάλεηα φπσο  έγηλε αξρηθά απφ ηνλ Wiley ην 

1951. ΋ηαλ ην πξαγκαηηθφ εχξνο δέζκεο ηνπ SAR είλαη κηθξφ, έλα ζεκείν επί ηεο 

επηθαλείαο έρεη κία πεξίπνπ γξακκηθά θζίλνπζα ζπρλφηεηα Doppler θαζψο πεξλά 

κέζα απφ ηελ θχξηα δνθφ ηνπ πξαγκαηηθνχ εχξνπο δέζκεο SAR. Απηή ε κεηαβιεηή 

Doppler ζπρλφηεηα έρεη απνδεηρζεί φηη είλαη πεξίπνπ 

 

 
φπνπ 

   λ  είλαη ε ηαρχηεηα ηεο πιαηθφξκαο 

ot  είλαη ν ρξφλνο πνπ ν ζθεδαζηήο ηνπ ζεκείνπ είλαη ζην θέληξν ηεο θχξηαο 

δέζκεο 

 

Ζ αιιαγή ζηελ ζπρλφηεηα Doppler,θαζψο  ην ζεκείν δηέξρεηαη δηακέζνπ ηεο θχξηαο 

δέζκεο  είλαη   θαη dT  είλαη ν ρξφλνο ζηνλ νπνίν ην ζεκείν είλαη ζηελ 

θχξηα δνθφ. ΋πσο θαη κε ηε γξακκηθή ζπκπίεζε παικνχ FM, θαιχθζεθε ζην 

Κεθάιαην 33.2.1, απηφ ην ζήκα Doppler κπνξεί λα ππνβιεζεί ζε επεμεξγαζία κέζσ 

ελφο θίιηξνπ γηα λα παξαρζεί έλα πςειφηεξεο  εγθάξζηα εχξνο αλάιπζεο ζήκα ην  

νπνίν πεξηνξίδεηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ πξαγκαηηθνχ αλνίγκαηνο αθξηβψο φπσο θαη 
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κε ηελ εξκελεία ηεο ζπλζεηηθήο θεξαίαο (δcr = La/2). ΢ε έλα ζχγρξνλν ζχζηεκα 

SAR, ζπλήζσο ηφζν ε ζπκπίεζε παικνχ (ζπλζεηηθή επεμεξγαζία θάζκαηνο) φζν 

θαη ε δηαδηθαζία ζπλζεηηθήο cross-rangeκειεηψληαη . ΢ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο, απηνί νη κεηαζρεκαηηζκνί κπνξνχλ λα δηαρσξηζηνχλ φηαλ ε 

επεμεξγαζία ζεηξάο αλαθέξεηαη σο επεμεξγαζία γξήγνξνπ ρξφλνπ θαη cross-range 

επεμεξγαζία αλαθέξεηαη σο επεμεξγαζία αξγνχ  ρξφλνπ. 

Έλα ζχγρξνλν ζχζηεκα SAR απαηηεί πνιινχο επηπιένλ αιγφξηζκνπο επεμεξγαζίαο 

ζήκαηνο γηα ηελ επίηεπμε απνηχπσζεο ηεο εηθφλαο κε πςειή αλάιπζε. ΢ηελ πξάμε, 

ε πιαηθφξκα δελ αθνινπζεί  κηα  επζεία  θαη επίπεδε δηαδξνκή, θη έηζη ε θάζε ηνπ 

αθαηέξγαζηνπ ζήκαηνο ιήςεο πξέπεη λα ξπζκίδεηαη ζε ζρέζε κε ηηο δηαηαξαρέο 

αεξνζθαθψλ, κηα δηαδηθαζία πνπ νλνκάδεηαη αληηζηάζκηζε θίλεζεο. Δπηπιένλ, 

δεδνκέλνπ φηη είλαη δχζθνιν λα εθηηκεζνχλ κε αθξίβεηα νη παξάκεηξνη ηεο 

πιαηθφξκαο πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ εζηίαζε ζηελ εηθφλα SAR, 

ρξεζηκνπνηείηαη έλαο αιγφξηζκνο απηφκαηεο εζηίαζεο. Ο αιγφξηζκνο απηφο αληιεί 

ηηο παξακέηξνπο ηεο πιαηθφξκαο απφ ηα πξψηα αθαηέξγαζηα  δεδνκέλα SAR γηα 

λα  εζηηάζνπλ ζηηο εηθφλεο. Τπάξρεη επίζεο έλαο αιγφξηζκνο παξεκβνιήο πνπ 

κεηαηξέπεη ηα ζρήκαηα απφ πνιηθά ζε νξζνγψληα γηα ηελ νζφλε απεηθφληζεο. Σα 

πεξηζζφηεξα ζχγρξνλα ζπζηήκαηα SAR ζρεκαηίδνπλ ηελ απεηθφληζε ςεθηαθά 

ρξεζηκνπνηψληαο είηε έλα FFT ή κηα ηξάπεδα ζπλδπαζκέλσλ θίιηξσλ. ΢πλήζσο, 

έλα SAR ιεηηνπξγεί είηε ζε ιεηηνπξγία ηαηλίαο  (stripmap)  είηε ζε ιεηηνπξγία 

επηθέληξσζεο. ΢ηε ιεηηνπξγία ηαηλίαο , ε θεξαία SAR ζπλήζσο δείρλεη θάζεηα πξνο 

ηελ δηαδξνκή πηήζεο (αλ θαη κπνξεί λα θνηηά/γπξλά  ειαθξά πξνο ηε κία πιεπξά). 

Έλα SAR ηαηλίαο  δηαηεξεί ζηαζεξή ηε ζέζε ηεο θεξαίαο ηνπ θαη ζπιιέγεη εηθφλεο 

SAR θαηά κήθνο κηαο ισξίδαο ζηε κία πιεπξά ηεο πιαηθφξκαο. Έλα SAR 

επηθέληξσζεο  κπνξεί λα θηλήζεη ηελ θεξαία ηνπ λα δείρλεη πξνο κηα ζέζε ζην 

έδαθνο γηα κεγαιχηεξν ρξνληθφ δηάζηεκα (επηηπγράλνληαο αλάιπζε cross-ζεηξά 

αθφκε κεγαιχηεξε απφ ην άλνηγκα κήθνο επί δχν). Πνιιά ζπζηήκαηα SAR 

ππνζηεξίδνπλ ηφζν ηε ιεηηνπξγία ηαηλίαο  φζν θαη απηή ηεο επηθέληξσζεο, κε ηελ  

ιεηηνπξγία ηαηλίαο  γηα λα θαιχςεη κεγάιεο εθηάζεηο ηεο επηθάλεηαο ζε κηα ειαθξψο 

ρακειφηεξε ξχζκηζε αλάιπζεο, θαη ηε ξχζκηζε επηθέληξσζεο γηα λα εθηειέζεη 

απεηθφληζε πνιχ πςειήο αλάιπζεο ησλ πεξηνρψλ πςεινχ ελδηαθέξνληνο. 

 

 

7.3 Δλίζρπζε ΔηθφλαοSAR 
 

΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα αλαζεσξήζνπκε  κεξηθέο ηερληθέο γηα ηελ αθαίξεζε 

ζνξχβνπ ζήκαηνο απφ εηθφλεο SAR. Αθαηξψληαο  ην ζηίγκα  κπνξεί λα θάλεη πην  

εχθνιε ηελ  απφζπαζε  πιεξνθνξηψλ απφ εηθφλεο SAR θαη λα βειηηψζεη ηελ 

πνηφηεηα ηεο εηθφλαο. 

   Έλαο ΢πλεθηηθφο ζφξπβνο ή έλα ζηίγκα κπνξεί λα είλαη κηα ζεκαληηθή ζηξέβισζε 
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ζε εηθφλεο πςειήο ζπρλφηεηαο SAR. Σν ζηίγκα πξνθαιείηαη φηαλ ε έληαζε ελφο 

θπηηάξνπ πξνέξρεηαη απφ ην ζπλεθηηθφ ζπλδπαζκφ πνιιψλ κεηψπσλ θχκαηνο απφ 

ηπραία πξνζαλαηνιηζκέλεο άηαθηεο επηθάλεηεο εληφο ελφο θπηηάξνπ αλάιπζεο. 

Απηά ηα κέησπα θχκαηνο κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ επνηθνδνκεηηθά ή 

θαηαζηξνθηθά κε απνηέιεζκα κεηαβνιέο ηεο έληαζεο ζε φιε ηελ εηθφλα. ΋ηαλ ν 

αξηζκφο ησλ κεηψπσλ θχκαηνο πξνζεγγίδεη ην άπεηξν (δειαδή, κεγάιν θχηηαξν 

αλάιπζεο ζπιιεγκέλν απφ έλα ξαληάξ πςειήο ζπρλφηεηαο) ην κνληέιν Rayleigh 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα αληηπξνζσπεχεη ην ζηίγκα ππφ ηηο ζσζηέο 

ζηαηηζηηθέο παξαδνρέο. ΋ηαλ ν αξηζκφο ησλ κεηψπσλ θχκαηνο είλαη κηθξφηεξε απφ 

ην άπεηξν, ε Κ-δηαλνκή θαη άιια κνληέια ηνπ πξντφληνο θάλνπλ θαιχηεξε δνπιεηά 

ζεσξεηηθήο θαη εκπεηξηθήο κνληεινπνίεζεο ηνπ δηαζθνξπηζκνχ. 

  

 

 

   ΋ηαλ ν ζπλδπαζκφο ηνπ ζρεδηαζκνχ ηνπ ζπζηήκαηνο ξαληάξ θαη ησλ ηδηνηήησλ 

ηνπ δηαζθνξπηζκνχ ζε εηθφλεο πνπ πεξηέρνπλ κεγάιεο πνζφηεηεο ζηηγκάησλ , είλαη 

επηζπκεηφ λα εθηειείηαη  επηπξφζζεηε επεμεξγαζία γηα λα κεησζνχλ  ηα ζηίγκαηα. 

Μία πξνζέγγηζε γηα ηε κείσζε ησλ ζηηγκάησλ/ζεκαδηψλ  είλαη λα κεηξηαζηνχλ κε 

ζπλεθηηθά θαη ρσξηθά  ηα  θειηά παξαθείκελεο αλάιπζεο, ζπζηάδνληαο ηελ αλάιπζε 

γηα ηελ κείσζε ησλ ζηηγκάησλ. Απηφο ν ρσξηθφο κεηξηαζκφο κπνξεί λα 

πξαγκαηνπνηεζεί σο κέξνο ηνπ ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο αλάινγεο κε ηελ κέζνδν ηεο 

θαζκαηηθήο εθηίκεζεο ηνπ Bartlett. Μηα άιιε πξνζέγγηζε γηα ηε κείσζε ησλ 

ζηηγκάησλ είλαη ν κεηξηαζκφο ζε φια ηα πνισζηκεηξηθά θαλάιηα εάλ απηά είλαη 

δηαζέζηκα. 

  Ζ PWF κεηψλεη ηα ζηίγκαηα δηαηεξψληαο παξάιιεια ηελ αλάιπζε ηεο εηθφλαο. 

Σν PWF πξνήιζε απφ ηνλ Novak [5] σο έλα  ηεηξαγσληθφ θίιηξν πνπ ειαρηζηνπνηεί 

κηα ζπγθεθξηκέλε κεηξηθή ζηηγκάησλ (πνπ νξίδεηαη σο ν ιφγνο ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο ηνπ δηαζθνξπηζκνχπξνο ην κέζν ηεο). Σν PWF πξψηα ιεπθαίλεη ηα  

πνισζηκεηξηθά δεδνκέλα ζε ζρέζε κε ηε πνισζηκεηξηθή ζπλδηαθχκαλζε ηνπ 

δηαζθνξπηζκνχ θαη, ζηε ζπλέρεηα κεηξηάδεη κε κε ζπλεθηηθφ ηξφπν φια ηα 

πνισζηκεηξηθά θαλάιηα. Απηφ ην θίιηξν  ιεχθαλζεο ηέκλεη δηαγψληα ηνλ πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο ηνπ ζχλζεηνπ θνξέα νπηζζνζθέδαζεο [HH, HV, VV]  , έηζη ψζηε ε 

πξνθχπηνπζα λέα βάζε γξακκηθήο πφισζεο [HHʹ, HVʹ, VVʹ ]   λα  έρεη ίζε δχλακε 

ζε θάζε ζπζηαηηθφ, φπνπ 
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φπνπ 

 

 
 

 

Ο πίλαθαο ζθέδαζεο πφισζεο (ρξεζηκνπνηψληαο βάζε γξακκηθήο-πφισζεο) κπνξεί 

ηφηε λα εθθξάδεηαη σο 

 
 

 

 

Ζ έληαζε ησλ pixel (δχλακε) ηφηε πξνθχπηεη κέζσ κε ζπλεθηηθνχ κεηξηαζκνχ ηεο 

δχλακεο ζε θάζε έλα απφ ηα λέα ζηνηρεία πφισζεο: 

 

 

δίδνληαο έλα ειάρηζην ζεκαδάθη ζηελ αξρηθή αλάιπζε ηεο εηθφλαο. Οη Novaketal. 

[5] απέδεημαλ φηη γηα ηα δεδνκέλα ADTsSAR, ε PWF κεηψλεη ηελ ηππηθή 

απφθιηζε ηνπ δηαζθνξπηζκνχ απφ 2.0 έσο 2.7 dB ζε ζχγθξηζε κε ηελ ηππηθή 

απφθιηζε ησλ δεδνκέλσλ αηνκηθνχ –πνισζηκεηξηθνχ -θαλαιηνχ. Ζ PWF έρεη κηα 

δξακαηηθή επίδξαζε ζηελ νπηηθή πνηφηεηα ησλ εηθφλσλ SAR θαη ηελ απφδνζε 

ηεο απηφκαηεο αλίρλεπζεο θαη ηεο ηαμηλφκεζεο ησλ αιγνξίζκσλ πνπ 

εθαξκφδνληαη  ζε εηθφλεο SAR. Ζ PWF δελ ιακβάλεη ππφςε ηελ επίδξαζε ηεο 

ιεηηνπξγίαο κείσζεο ζηηγκάησλ ζε ζήκαηα- ζηφρνπο. Σν κφλν ειαρηζηνπνηεί ηνλ 
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δηαζθνξπηζκφ . Έρεη γίλεη πξφζθαηε κειέηε πάλσ ζηα θίιηξα κείσζε 

πνισζηκεηξηθψλ ζηηγκάησλ πνπ κεηψλνπλ ην ζεκάδη ηνπ δηαζθνξπηζκνχ ελψ ην 

ζήκα ζηφρνο δηαηεξείηαη. Ζ εηθφλα  33.4 δείρλεη ηα ηξία πνισζηκεηξηθά θαλάιηα 

θαη ηελ πξνθχπηνπζα εηθφλα PWF ελφο ηζίπ ADTSSAR 

 

 

ΔΗΚΟΝΑ 33.4 Πνισζηκεηξηθή επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ SAR γηα ηε κείσζε ησλ 

θειίδσλ 
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7.4 Απηφκαηε Αλίρλεπζε θαη Καηεγνξηνπνίεζε 

Αληηθεηκέλσλ ζηελ Απνηχπσζε SAR 

΢ηνπο αιγφξηζκνπο SAR ηα θαζήθνληα κεγάινπ ελδηαθέξνληνο γηα ηελ ππεξάζπηζε 

ησλ ππεξεζηψλ πιεξνθνξηψλ πεξηιακβάλνπλ ηελ απηφκαηε αλίρλεπζε θαη 

αλαγλψξηζε ζηφρσλ (ATD/R). Απφ ηε ζηηγκή πνπ νη εηθφλεο SAR έρνπλ πνιχ 

δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά ζηφρσλ θαη δηαζθνξπηζκνχ , ζε ζχγθξηζε κε νπηηθέο 

θαη ππέξπζξεο εηθφλεο, απαηηνχληαη κνλαδηθά ζρεδηαζκέλνη αιγφξηζκνη ATD/R γηα ηα 

δεδνκέλαSAR. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα πεξηγξάςνπκε κεξηθνχο βαζηθνχο 

αιγφξηζκνπο ATD/R πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα  πςειή αλάιπζε, εηθφλεο πςειήο 

ζπρλφηεηαο SAR (10 GHz ή παξαπάλσ) [6-8]. 

Ζ εθηέιεζε αλίρλεπζεο ζηφρνπ θαη ηαμηλφκεζεο έλαληη  εηθφλσλ ηειεπηζθφπεζεο 

θαη, εηδηθφηεξα, εηθφλσλ SAR είλαη πνιχ δηαθνξεηηθή απφ ην θιαζηθφ πξφβιεκα 

αλαγλψξηζεο πξνηχπνπ. ΢ην θιαζζηθφ πξφβιεκα αλαγλψξηζεο πξνηχπσλ, έρνπκε 

κνληέια πνπ θαζνξίδνπλ Ν ηάμεηο, θαη ν ζηφρνο είλαη λα ζρεδηάζνπκε έλαλ 

ηαμηλνκεηή ν νπνίνο ζα δηαρσξίδεη ηα δεδνκέλα ηνπ αηζζεηήξα ζε κία απφ ηηο 

θαηεγνξίεο Ν. ΢ηελ ηαμηλφκεζε ζηφρσλ SAR, ε απεηθφληζε πεξηιακβάλεη ηηο 

πεξηθέξεηεο ηνπ δηάρπηνπ δηαζθνξπηζκνχ πνπ κπνξνχλ λα αληηπξνζσπεπζνχλ σο  έλα 

βαζκφ απφ κνληέια, αιιά νη εηθφλεο πεξηέρνπλ επίζεο έλα ελδερνκέλσο αλαξίζκεην 

ζχλνιν άγλσζησλ θαη ρσξίο ζπγθεθξηκέλν κνληέιν αληηθεηκέλσλ .O ζηφρνο είλαη λα 

απνξξηθζνχλ θαη λα δηαρπζνχλ  ηα άγλσζηα δηαθξηηά αληηθείκελα θαη λα 

ηαμηλνκεζνχλ ηα αληηθείκελα-ζηφρνη.Απηή ε αλάγθε λα ρεηξηζηεί ην άγλσζην 

αληηθείκελν ζεκαίλεη φηη ν ηαμηλνκεηήο πξέπεη λα έρεη ηελ άγλσζηε ηάμε σο έλα 

πηζαλφ απνηέιεζκα ηνπ ηαμηλνκεηή. Γεδνκέλνπ φηη ε άγλσζηε ηάμε δελ κπνξεί 

λα κνληεινπνηεζεί, ηα πεξηζζφηεξα ζπζηήκαηα SAR ATR ιχλνπλ  ην πξφβιεκα 

κε ηε ρξεζηκνπνίεζε κεηξηθήο απφζηαζεογηα λα ζπγθξίλεη ηα δεδνκέλα ηνπ 

αηζζεηήξα κε κνληέια γηα θάζε ζηφρν ελδηαθέξνληνο, θαη εάλ ε απφζηαζε είλαη 

πνιχ κεγάιε, ην δεδνκέλν ηαμηλνκείηαη  σο έλα άγλσζην αληηθείκελν. 

      Έλα άιιν ζέκα ζρεδηαζκνχ γηα έλα ζχζηεκα SAR ATD/R είλαη ε αλάγθε 

επεμεξγαζίαο εθαηνληάδσλ ηεηξαγσληθψλ ρηιηνκέηξσλ απφ δεδνκέλα 

ρξεζηκνπνηψληαο ην πιενλέθηεκα ηνπ ζρεδφλ πξαγκαηηθνχ ρξφλνπ. Μηα επξέσο 

ρξεζηκνπνηνχκελε πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ ππνινγηζηηθνχ 

πξνβιήκαηνο είλαη ε ρξήζε ελφο  αιγνξίζκνπ απιήο εζηίαζεο ή πξν-αλίρλεπζεο 

γηα ηελ απφξξηςε ηνπ κεγαιχηεξνπ κέξνπο ηνπ δηαζθνξπηζκνχ   θαη ην πέξαζκα 

κφλν απφ πεξηνρέο ελδηαθέξνληνο (ROIs), ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ φισλ ησλ 

ζηφρσλ. Απηέο νη πεξηνρέο ζηε ζπλέρεηα πθίζηαληαη επεμεξγαζία απφ κία ζεηξά πην 

πεξίπινθσλ ππνινγηζηηθά ηαμηλνκεηψλ πνπ ηαμηλνκνχλ αληηθείκελα ζηηο ROIs σο 

απφ ζηφρνπο ή σο έλα άγλσζηα αληηθείκελα. 

     ΢ηηο εηθφλεο SAR πςειήο ζπρλφηεηαο νη πεξηζζφηεξεο ππνγξαθέο ζηφρσλ 

έρνπλ εμαηξεηηθά θσηεηλέο θνξπθέο πνπ πξνθαινχληαη απφ θπζηθέο γσλίεο ζην 
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ζηφρν. Μηα απνηειεζκαηηθή πξν-αλίρλεπηηθή ηερληθή πεξηιακβάλεη ηελ εθαξκνγή 

ελφο αληρλεπηή κνλψλ pixel ψζηε λα βξεζνχλ ηα θσηεηλά pixel πνπ πξνθαινχληαη 

απφ γσληαθνχο αλαθιαζηήξεο πάλσ ζηνπο ζηφρνπο. Γεδνκέλνπ φηη ε ηζρχο ηνπ 

δηαζθνξπηζηή  πνπ βξίζθεηαη ζην θφλην είλαη άγλσζηε θαη πνηθίιιεη θαηά κήθνο 

ηεο εηθφλαο, δελ κπνξνχκε απιά λα ρξεζηκνπνηήζεηε κηα ιεηηνπξγία γηα λα βξνχκε 

απηά ηα θσηεηλά pixels. Μία πξνζέγγηζε γηα ηε δηαρείξηζε ηεο δχλακεο απηνχ ηνπ 

άγλσζηνπ δηαζθνξπηζκνχ είλαη λα εθηηκεζεί απφ δείγκαηα δηαζθνξπηζκνχ πνπ 

πεξηβάιινληαη απφ  έλα δνθηκαζηηθφ pixel. Απηή ε πξνζέγγηζε γηα ηελ αλίρλεπζε 

ζηφρνπ αλαθέξεηαη σο έλαο ζπλερήο αληρλεπηήο ηνπ πνζνζηνχ ησλ  ςεπδψλ 

ζπλαγεξκψλ (CFAR), επεηδή κε ηνλ θαηάιιειν δηαζθνξπηζκφ θαη ηα θαηάιιεια 

κνληέια ζηφρσλ, κπνξεί λα απνδεηρζεί φηη ε έμνδνο ηνπ αληρλεπηή έρεη έλα CFAR 

παξνπζία άγλσζησλ παξακέηξσλ δηαζθνξπηζκνχ. Σν ΢ρήκα 33.5 απεηθνλίδεη έλα 

ζρεδηαζκφ γηα έλα πξφηππν CFAR. Οη παξάκεηξνη δηαζθνξπηζκνχ  ππνινγίδνληαη  

ρξεζηκνπνηψληαο ηα βνεζεηηθά δείγκαηα θαηά κήθνο ελφο θνπηηνχ κε έλα 

δνθηκαζηηθφ δείγκα ζην θέληξν. Απηφ ην δνθηκαζηηθφ δείγκα κπνξεί λα είλαη πάλσ 

ζηνλ ζηφρν αιιά κπνξεί θαη φρη. Σν κέγεζνο ηνπ θνπηηνχ πνπ πεξηέρεη ηα 

βνεζεηηθά δείγκαηα είλαη ηέηνην ψζηε ηα βνεζεηηθά δείγκαηα δελ επηθαιχπηνπλ  

έλα ζηφρν φηαλ ην δνθηκαζηηθφ δείγκα είλαη επί ηνπ ζηφρνπ. Πξέπεη επίζεο λα 

θξαηεζεί  ην κέγεζνο ηνπ πιαηζίνπ πνπ πεξηέρεη ηα βνεζεηηθά δείγκαηα φζν ην 

δπλαηφλ πην κηθξφ, έηζη ψζηε λα έρνπκε κηα θαιή ηνπηθή εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ δηαζθνξπηζκνχ . Με απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο  ζρεδηαζκνχ, κηα 

θαιή επηινγή γηα ην πξφηππν CFAR είλαη κφιηο δχν θνξέο πάλσ απφ ηε κέγηζηε 

δηάζηαζε ησλ ζηφρσλ  ελδηαθέξνληνο. 
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ΔΗΚΟΝΑ33.5 CFAR πξφηππν. 

 

 

Έλαο απφ απηνχο ηνπο αιγφξηζκνπο CFAR, πνπ αξρηθά αλαπηχρζεθε απφ ηνλ 

Goldstein [9], αλαθέξεηαη σο CFAR δχν παξακέηξσλ 

ή ην log –t ηέζη: 

 

 

 

 

 

φπνπ 

x είλαη ην δνθηκαζηηθφ δείγκα  

1,..., Ny y  είλαη ηα βνεζεηηθά δείγκαηα 

Ζ δνθηκή απηή πξαγκαηνπνηείηαη γηα θάζε pixel ζηελ ζθελή SAR θαη ε έμνδνο είλαη 

νξηνζεηεκέλε  κε ην φξηνt. ΋ηαλ ην Ν είλαη κεγάιν, ην ζηαηηζηηθφ απνηέιεζκα ηεο 

δνθηκήο είλαη πεξίπνπ ίδηα κε ηνπ Gauss αλ ηα δεδνκέλα SAR είλαη ινγαξηζκηθά 

θαλνληθά θαηαλεκεκέλα. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ηα ζηαηηζηηθά ηνπ Gauss κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ νξίνπ γηα κηα δεδνκέλε πηζαλφηεηα 

εζθαικέλνπ ζπλαγεξκνχ. ΢ηελ πξάμε, είλαη πνιχ πην αθξηβέο  λα πξνζδηνξίζνπκε  

ην φξην κε έλα ζχλνιν εθπαηδεπηηθψλ δεδνκέλσλ. Απηφο είλαη θαηά θχξην ιφγν έλαο 

αληρλεπηήο γσληαθνχ αλαθιαζηήξα, θαη ε έμνδνο ζρεδφλ πάληα ζα πάξεη 

πεξηζζφηεξεο απφ κηα αλίρλεπζε αλά ζηφρν. ΢ηελ πξάμε, έλαο αιγφξηζκνο απιήο 

νκαδνπνίεζεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί βαζηζκέλνο ζην κέγεζνο ησλ ζηφρσλ θαη 

ηελ αλακελφκελε απφζηαζε ησλ ζηφρσλ γηα λα πάξεη  κία αλίρλεπζε αλά ζηφρν θαη 

λα κεηψζεη ηνλ αξηζκφ ησλ ςεπδψλ ζπλαγεξκψλ πνπ είλαη ζπλήζσο 

ζπγθεληξσκέλν. Ζ δνθηκή CFAR δχν παξακέηξσλ είλαη έλα παξάδεηγκα ελφο 

απινχ αληρλεπηή ζηφρνπ SAR. Οη εξεπλεηέο έρνπλ αλαπηχμεη, επίζεο, πην 

εμειηγκέλνπο δηέηαμε ζηαηηζηηθνχο αληρλεπηέο, πνιιαπιν-πνισζηκεηξηθνχο  

αληρλεπηέο θαλαιηψλ, θαη δηαρσξηζηέο κε βάζε ηα ραξαθηεξηζηηθά κε απνηέιεζκα 

βειηησκέλε  επίδνζε ησλ αληρλεπηψλ ζηφρνπ SAR [6-8]. 
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Απηφο ν απιφο πξν-αληρλεπηήο παίξλεη έλα κεγάιν αξηζκφ ιαλζαζκέλσλ 

ζπλαγεξκψλ (εθαηνληάδεο αλά ηεηξαγσληθφ ρηιηφκεηξν ζε έλα πνισζηκεηξηθφ 

θαλάιη, εηθφλεο αλάιπζεο 1 ft) . Πξνθεηκέλνπ λα κεησζεί πεξαηηέξσ ην πνζνζηφ 

ςεπδψλ ζπλαγεξκψλ θαη λα ηαμηλνκεζνχλ νη ζηφρνη, πεξαηηέξσ επεμεξγαζία είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηελ έμνδν ηνπ πξν-αληρλεπηή. Μία επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελε 

πξνζέγγηζε γηα ηελ εθηέιεζε απηήο ηεο ιεηηνπξγίαο ηαμηλφκεζεο είλαη ε εθαξκνγή 

ελφο ηαμηλνκεηή γξακκηθνχ θίιηξνπ ζηελ πεξηνρή ROIs πξνζδηνξηζκέλνπ  απφ ηελ 

πξν-αληρλεπηή. Δξεπλεηέο έρνπλ αλαπηχμεη έλα κεγάιν αξηζκφ πξνζεγγίζεσλ γηα ην 

ζρεδηαζκφ απηψλ ησλ ηαμηλνκεηψλ γξακκηθνχ θίιηξνπ, φπνπ πεξηιακβάλνληαη 

ρσξηθά ηαηξηαζκέλα θίιηξα[7], ζπλζεηηθά δηαθξίλνπζεο ζπλαξηήζεηο [7], θαη 

δηαλπζκαηηθή θβάλησζε/εθκάζεζε θνξέα θβαληηζκνχ [8]. Ζ απινχζηεξε 

πξνζέγγηζε είλαη λα νηθνδνκήζνπκε ηα ρσξηθά ηαηξηαζκέλα θίιηξα κε ην ζπάζηκν 

ηνπ ζηφρνπ ζε γσληαθέο  ππνθαηεγνξίεο, θαη λα κεηξηάζνπκε  ηηο ππνγξαθέο 

εθπαίδεπζεο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε γσληαθή ππνθαηεγνξία γηα λα απνηππψζεη ηελ 

ππνθαηεγνξία. ΢ηελ πξάμε, ηα πξφηππα πξέπεη λα νκαινπνηεζνχλ επεηδή ε 

απφιπηε ελέξγεηα κηαο ππνγξαθήο δεδνκέλνπ ζηφρνπ είλαη άγλσζηε. Ζ αθξηβήο 

ζέζε ελφο ζηφρνπ ζηελ πεξηνρή  ROIs είλαη επίζεο άγλσζηε, νπφηε ην 

πξνζαξκνζκέλν θίιηξν πξέπεη λα εθαξκφδεηαη γηα θάζε δπλαηή  ζέζε ηνπ ζηφρνπ. 

Απηφ πξαγκαηνπνηείηαη πην απνηειεζκαηηθά ζην πεδίν ησλ ζπρλνηήησλ σο εμήο: 

 

 
 

 

 

φπνπ 

ρ είλαη κηα πεξηνρή ROI 

ijt είλαη ην ρσξηθά πξνζαξκνζκέλν θίιηξν πνπ αληηπξνζσπεχεη ηνλ i-νζηφζηφρν 

θαη ηελ j-νζηή γσληαθή ππνθαηεγνξία απηνχ ηνπ ζηφρνπ. 

 

Σν ij ππνινγίδεηαη γηα θάζε γσληαθή ππνθαηεγνξία ηνπ θάζε  ζηφρνπ, θαη ε 

κέγηζηε ηηκή  αληηπξνζσπεχεη ηελ εθηίκεζε ηεο ζσζηήο ππνθαηεγνξίαο ζηφρνπ θαη 

γσλίαο . Ζ έμνδνο κπνξεί λα απνξξίςεη ςεπδείο ζπλαγεξκνχο. ΢ηελ πξάμε, ην 

επίπεδν ηνπ νξίνπ θαζνξίδεηαη απφ δνθηκέο θαη ζε δεδνκέλα ζηφρσλ θαη ςεπδψλ  

ζπλαγεξκψλ. 

 

   ΢ε απηφ ην ηκήκα, έρνπκε αμηνινγήζακε  κεξηθέο βαζηθέο έλλνηεο SARATD/R. 

Γηα κηα πνιχ πην ιεπηνκεξή κεηαρείξηζε  απηνχ ηνπ ζέκαηνο, ζπκβνπιεπηείηε ηηο 

αλαθνξέο θαη ηε ζπληζηψκελε πεξαηηέξσ βηβιηνγξαθία πνπ δίλεηαη παξαθάησ. 
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Πξνηεηλφκελε Βηβιηνγξαθία θαη Αλνηρηά Θέκαηα Έξεπλαο 

Δδψ δίλεηαη κηα πνιχ ζχληνκε επηζθφπεζε ηνπ SAR κε κεξηθά παξαδείγκαηα 

αιγνξίζκσλ. Σα ζηνηρεία ζηε ιίζηα αλαθνξάο δψζεη κηα πην ιεπηνκεξή 

επεμεξγαζία ησλ ζεκάησλ πνπ θαιχπηνληαη ζε απηφ ην θεθάιαην. Σα SAR απνηειεί 

έλα ελεξγφ εξεπλεηηθφ ζέκα. Σα άξζξα ζρεηηθά κε αιγφξηζκνπο SAR 

δεκνζηεχνληαη ηαθηηθά ζε πνιιά επηζηεκνληθά πεξηνδηθά θαη ζπλέδξηα, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ 

 

. Πεξηνδηθά: 

IEEETransactionsonAerospaceandElectronicSystems,IEEETransactionsonGeoscience 

andRemoteSensing,IEEETransactionsonAntennasandPropagation,IEEETransactionson

Signal Processing,andIEEETransactionsonImageProcessing. 

. ΢πλέδξηα: IEEENationalRadarConference, IEEEInternational RadarConference 

,  

InternationalSocietyforOpticalEngineering(SPIE) 

Τπάξρνπλ πνιιέο αλνηθηέο πεξηνρέο έξεπλαο γηα ηνπο αιγφξηζκνπο επεμεξγαζίαο 

ζήκαηνο SAR πνπ  

 

. Δμαθνινπζνχλ λα αλαπηχζζνπλ ηελ θαηαλφεζε ηεο ρξεζηκφηεηαο θαη ησλ 

εθαξκνγψλ ησλ πνιιαπιψλ πνισζηκεηξηθψλ, πνιιαπιψλ ζπρλνηήησλ, θαη 3-

DSAR 

. Απφδνζε / ε επξσζηία ηνπ ζρεκαηηζκνχ  εηθφλαο κε βάζε θάπνηα κνληέια  δελ 

είλαη πιήξσο θαηαλνεηή 

. Απφδνζε / ε επξσζηία  δηάθνξσλ αιγνξίζκσλ  αλίρλεπζεο, δηάθξηζεο , θαη 

ηαμηλφκεζεο δελ είλαη πιήξσο θαηαλνεηή 

. Γελ ππάξρεη ζεκειηψδεο ζεσξεηηθή θαηαλφεζε ησλ πεξηνξηζκψλ απφδνζεο (πρ. 

ζεσξία Shannon) 
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1.Curlander,J.C.andMcDonough,R.N.,SyntheticAperture 

Radar:SystemsandSignalProcessing, JohnWiley&Sons,NewYork,1991. 

2.Wehner,D.R.,HighResolutionRadar,2nded.,ArtechHouse,Boston,MA,1995. 

3.Stimson,G.W.,IntroductiontoAirborneRadar,HughesAircraftCompany,ElSegun

do,CA,1983. 

4.Skolnik,M.,IntroductiontoRadarSystems,2nded.,McGraw-Hill,NewYork,1980. 

5.Novak,L.,Burl,M.,andIrving,B.,Optimalpolarimetricprocessingforenhancedtarge

tdetection, 



 

190 
 

IEEETrans.Aerosp.Electron.Syst.,29(1),234–244,Jan.1993. 

6.Stewart,C., Moghaddam,B.,Hintz,K.,andNovak,L.,FractionalBrownian 

motionforsynthetic 

apertureradarimageryscenesegmentation,Proc.IEEE,81(10),1511–

1522,Oct.1993. 

7.Novak,L.,Owirka,G., andNetishen,C., 

Radartargetidentificationusingspatialmatchedfilters, 

PatternRecognit.,27(4),607–617,Apr.1994. 

8.Stewart,C.,Lu,Y.-C.,andLarson,V.,Aneural 

clusteringapproachforhighresolutionradartarget 

classification,PatternRecognit.,27(4),503–513,Apr.1994. 

9.Goldstein,G.,False-alarmregulationinlog-normaland 

Weibullclutter,IEEETrans.Aerosp.Electron.Syst.,9,84–92,1972 

 

 

 

 

 

 

 



 

191 
 

 

8 
Αιγφξηζκνηεπαλαιεπηηθήο 

απνθαηάζηαζεοεηθφλαο 
 

 

 

 

 

8.1 Δ η ζ αγ σγ ή  
 

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζεσξνχκε κηα ζεηξά αιγνξίζκσλ επαλαιεπηηθήο 

απνθαηάζηαζεο. Αλ y είλαη ην παξαηεξνχκελν ζνξπβψδεο θαη ζνιφ ζήκα , D ν 

ρεηξηζηήο πνπ πεξηγξάθεη ην ζχζηεκα ππνβάζκηζεο, x ε είζνδνο ζην ζχζηεκα, θαη 

n ν ζφξπβνο πνπ πξνζηίζεηαη ζην ζήκα εμφδνπ, ε ζρέζε εηζφδνπ-εμφδνπ 

πεξηγξάθεηαη απφ [3,51] 

 

y=Dx+n.                                           (34.1)  

 

 

΢ην εμήο, ηα πεδά γξάκκαηα κε έληνλε γξαθή αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο θνξείο θαη ηα 

θεθαιαία γξάκκαηα έληνλεο γξαθήο αληηπξνζσπεχνπλ έλαλ γεληθφ ρεηξηζηή ή έλαλ 

πίλαθα. Σν πξφβιεκα, ζπλεπψο, πνπ πξέπεη λα επηιπζεί είλαη ην αληίζηξνθν 

πξφβιεκα ηεο αλάθηεζεο ηνπ x  απφ ηε γλψζε ηνπ y, D θαη n. Παξά ην γεγνλφο φηη 

ε παξνπζίαζε ζα αλαθέξεηαη θαη ζα εθαξκφδεηαη ζε ζήκαηα θάζε δηάζηαζεο, ε 

απνθαηάζηαζε ησλ εηθφλσλ θιίκαθαο ηνπ γθξη είλαη ε θχξηα εθαξκνγή ηνπ 

ελδηαθέξνληνο. 
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   Τπάξρνπλ πνιπάξηζκεο εθαξκνγέο απεηθφληζεο πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηελ 

Δμίζσζε 34.1 [3,5,23,36,52]. Σν D, γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνχζε λα απνηειέζεη 

κνληέιν ηεο ηαξαγκέλεο αηκφζθαηξαο ζε αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο κε 

ηειεζθφπηα εδάθνπο, ή έλα κνληέιν απφ ηελ ππνβάζκηζε πνπ εηζήρζεθε κηα 

ζπζθεπή απεηθφληζεο εθηφο εζηίαζεο. 

 

Σν D κπνξεί λα αληηπξνζσπεχεη επίζεο ηελ θβάλησζε πνπ εθηειείηαη ζε έλα ζήκα, 

ή έλα κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ, γηα ηε κείσζε ηνπ αξηζκνχ ησλ bit πνπ απαηηνχληαη γηα 

ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ ζήκαηνο (εθαξκνγή ζπκπίεζεο). 

    Ζ επηηπρία ζηελ επίιπζε νπνηνπδήπνηε πξνβιήκαηνο αλάθηεζεο εμαξηάηαη απφ 

ηελ πνζφηεηα ησλ δηαζέζηκσλ πξνεγνχκελσλ πιεξνθνξηψλ. Απηέο νη πιεξνθνξίεο 

αλαθέξνληαη ζε ηδηφηεηεο ηνπ αξρηθνχ ζήκαηνο, ζην ζχζηεκα απνηθνδφκεζεο (ε 

νπνία είλαη ζε γεληθέο γξακκέο κφλν κεξηθψο γλσζηή), θαη ζηε δηαδηθαζία 

ζνξχβνπ. Σέηνηεο πξνεγνχκελεο πιεξνθνξίεο κπνξνχλ, γηα παξάδεηγκα, λα 

αληηπξνζσπεχνληαη απφ ην γεγνλφο φηη ην αξρηθφ ζήκα είλαη έλα δείγκα ελφο 

ζηνραζηηθνχ πεδίνπ, ή φηη ην ζήκα είλαη'' ιείν,'' ή φηη ην ζήκα παίξλεη κφλν κε 

αξλεηηθέο ηηκέο. Δθηφο απφ ηνλ θαζνξηζκφ ησλ πξνεγνχκελσλ πιεξνθνξηψλ , ε 

επθνιία ηεο ελζσκάησζεο ζε απηφ ηνλ αιγφξηζκν αλάθηεζεο είλαη εμίζνπ θξίζηκε. 

   Μεηά ηελ εγθαηάζηαζε ηνπ κνληέινπ απνηθνδφκεζεο , ην βήκα πνπ αθνινπζεί 

είλαη ε δηακφξθσζε κηαο πξνζέγγηζεο επίιπζεο. Απηφ ζα κπνξνχζε λα 

πεξηιακβάλεη ηε ζηνραζηηθή κνληεινπνίεζε ηνπ ζήκαηνο εηζφδνπ (θαη ηνπ 

ζνξχβνπ), ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, θαζψο θαη ηε 

δηακφξθσζε ελφο θξηηεξίνπ βειηηζηνπνίεζεο. Δλαιιαθηηθά ζα κπνξνχζε λα 

πεξηιακβάλεη ηε ζχλζεζε ελφο ιεηηνπξγηθνχ ζπζηήκαηνο πνπ ζα κπνξνχζε λα  

βειηηζηνπνηεζεί ελψ ππφθεηληαη ζε πεξηνξηζκνχο πνπ επηβιήζεθαλ  απφ ηελ 

πξνεγνχκελε ελεκέξσζε. ΢ηελ απινχζηεξε δπλαηή πεξίπησζε, ε εμίζσζε 

απνηθνδφκεζεο θαζνξίδεη άκεζα ηελ πξνζέγγηζε επίιπζεο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ην 

D είλαη έλαο   ηεηξάγσλνο αληηζηξέςηκνο  πίλαθαο , θαη ν ζφξπβνο αγλνείηαη ζηελ 

Δμίζσζε 34.1,
1x D y  είλαη ε επηζπκεηή κνλαδηθή ιχζε. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο, σζηφζν, ε επίιπζε ηεο Δμίζσζεο 34.1 παξηζηά έλα θαθψο δνζκέλν 

πξφβιεκα [56]. Ζ Δθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ηεο θαλνληθφηεηαο ην κεηαηξέπεη ζε έλα 

θαιψο νξηζκέλν πξφβιεκα ην νπνίν παξέρεη νπζηαζηηθέο ιχζεηο  ζην αξρηθφ 

πξφβιεκα. 

Τπάξρεη έλαο κεγάινο αξηζκφο πξνζεγγίζεσλ πνπ παξέρνπλ ιχζεηο ζην πξφβιεκα 

απνθαηάζηαζεο εηθφλαο. Πξφζθαηεο αμηνινγήζεηο απηψλ ησλ πξνζεγγίζεσλ 

αλαθέξνληαη , γηα παξάδεηγκα, ζην [5,23]. Ζ πξφζεζε απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη λα 

επηθεληξσζεί κφλν ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ηχπν επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ, ηνλ 

αιγφξηζκν δηαδνρηθήο πξνζέγγηζεο, θαη ζηελ εθαξκνγή ηνπ ζην ζήκα θαη ζην 

πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο. Ζ βαζηθή κνξθή ελφο ηέηνηνπ αιγνξίζκνπ 

παξνπζηάδεηαη θαη αλαιχεηαη ιεπηνκεξψο ψζηε λα εηζαγάγεη ηνλ αλαγλψζηε ζην 
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ζέκα θαη λα ηνπ απεπζχλεη ηα δεηήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ.. Πην εμειηγκέλεο κνξθέο 

ηνπ αιγνξίζκνπ απηνχ παξνπζηάδνληαη ζηηο επφκελεο ελφηεηεο. 

 

 

8.2 Αιγφξηζκνη Δπαλαιεπηηθήο Αλάθηεζεο 
 

Οη Δπαλαιεπηηθνί αιγφξηζκνη απνηεινχλ έλα ζεκαληηθφ κέξνο ηεο ζεσξίαο 

βειηηζηνπνίεζεο θαη αξηζκεηηθή αλάιπζε. Θα ρξνλνινγνχληαη ηνπιάρηζηνλ ζηα 

ρξφληα Gauss, αιιά αληηπξνζσπεχνπλ επίζεο έλα ζέκα ηεο ελεξγνχ έξεπλαο. Έλα 

κεγάιν κέξνο ηεο θάζε βηβιίν γηα ηε ζεσξία βειηηζηνπνίεζεο ή αξηζκεηηθή 

αλάιπζε αζρνιείηαη κε επαλαιεπηηθή ή ηερληθέο βειηηζηνπνίεζεο αιγνξίζκσλ 

[43,44]. ΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα επαλεμεηαζηνχλ νξηζκέλνη αιγφξηζκνη πνπ έρνπλ 

εθαξκνζηεί γηα ηελ επίιπζε ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ αλάθηεζεο ζήκαηνο 

θαηά ηα ηειεπηαία 15-20 ρξφληα. Θα παξνπζηάζνπκε ελ ζπληνκία κεξηθά απφ ηα 

πην βαζηθνχο αιγνξίζκνπο θαη επίζεο ζα επαλεμεηάζνπκε  νξηζκέλεο απφ ηηο 

πξφζθαηεο εμειίμεηο. 

  Μηα πνιχ πεξηεθηηθή εξγαζία πνπ πεξηγξάθεη ηα δηάθνξα αληίζηξνθα 

πξνβιήκαηα επεμεξγαζίαο ζήκαηνο ηα νπνία κπνξνχλ λα επηιπζνχλ κε ηνπο 

επαλαιεπηηθνχο αιγφξηζκνπο δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ είλαη ε εξγαζία ησλ 

Schafer et. al. [49]. Ζ βαζηθή ηδέα πίζσ απφ έλα ηέηνην αιγφξηζκν είλαη φηη ε 

ιχζε ζην πξφβιεκα ηεο αλάθηεζεο ελφο ζήκαηνο πνπ ηθαλνπνηεί νξηζκέλνπο 

πεξηνξηζκνχο απφ ηελ ππνβαζκηζκέλε παξαηήξεζε ηνπ κπνξεί λα βξεζεί απφ ηελ 

ελαιιαθηηθή εθαξκνγή ηεο ππνβάζκηζεο θαη ηνπ πεξηνξηζηηθνχ ρεηξηζηή. 

Πξνβιήκαηα πνπ αλαθέξζεθαλ ζην [49], ηα νπνία κπνξνχλ λα ιπζνχλ κε έλαλ 

ηέηνην επαλαιεπηηθφ αιγφξηζκν είλαη ην πξφβιεκα αλάθηεζεο θάζεσλ, ην 

πξφβιεκα αλάθηεζεο κεγέζνπο, ην θξαγκέλo ζε θάπνηα δψλε πξφβιεκα 

παξέθηαζεο, ην πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο, θαη ην ζρεδηαζηηθφ πξφβιεκα 

θίιηξνπ [10]. Σα ζρφιηα ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ απνθαηάζηαζεο επίζεο 

παξνπζηάδνληαη ζην [7,22]. Τπάξρνπλ νξηζκέλα πιενλεθηήκαηα πνπ ζπλδένληαη 

κε επαλαιεπηηθέο ηερληθέο απνθαηάζηαζεο, φπσο ζην [22,49] (1) δελ ππάξρεη 

αλάγθε λα θαζνξίζεη ή λα εθαξκφζεη ην αληίζηξνθν ελφο ρεηξηζηή, (2) ε γλψζε 

ζρεηηθά κε ηελ επίιπζε κπνξεί λα ελζσκαησζεί ζηε δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο 

κε έλα ζρεηηθά απιφ ηξφπν, (3) ε δηαδηθαζία επίιπζεο κπνξεί λα 

παξαθνινπζείηαη, θαζψο πξνρσξά, θαη (4) ην ελ κέξεη απνθαηαζηεκέλν  ζήκα 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ θαζνξηζκφ άγλσζησλ παξακέηξσλ πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ην δηάιπκα. 

  ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηελ αλάπηπμε θαη ηελ αλάιπζε δχν απιψλ 

αιγφξηζκσλ απνθαηάζηαζεο. Σέηνηνη αιγφξηζκνη βαζίδνληαη ζε έλα απινχζηεξν 

κνληέιν ππνβάζκηζεο, φηαλ ε ππνβάζκηζε είλαη γξακκηθή θαη ρσξηθά 

ακεηάβιεηε, θαη ν ζφξπβνο αγλνείηαη. Ζ πεξηγξαθή απηψλ ησλ αιγνξίζκσλ έρεη 
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σο ζηφρν ηελ παξνρή κηαο θαιήο θαηαλφεζεο ησλ δηαθφξσλ ζεκάησλ ζρεηηθψλ κε  

ηελ επίιπζε  επαλαιεπηηθψλ αιγφξηζκσλ. Αθνινπζεί αλαπαξάζηαζε ηνπ πίλαθα -

δηαλχζκαηνο ηνπ κνληέινπ απνηθνδφκεζεο θαη ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ.  

 

Απηά ηα ζπζηήκαηα ππνβάζκηζεο είλαη γξακκηθά αιιά φρη απαξαηηήησο 

ακεηάβιεηα ζην ρψξν. Ζ ζρέζε κεηαμχ ηεο απεηθφληζεο ηνπ πίλαθα-δηαλχζκαηνο 

θαη ησλ αλπζκάησλ ηεο εμίζσζεο ππνβάζκηζεο θαζψο θαη ε  επίιπζε 

παξνπζηάδνληαη. Δπίζεο, παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά δηάθνξεο κνξθέο επηιχζεσλ 

θαη νη  επαλαιήςεηο πνπ πξνθχπηνπλ. ΋πσο ζα θαηαζηεί ζαθέο, ε βαζηθή 

επαλάιεςε είλαη ε βάζε γηα νπνηαδήπνηε απφ ηηο επαλαιήςεηο πνπ ζα 

παξνπζηαζηνχλ. 

 

 

8.3  Υ σ ξ η θ ά Ακεηάβιεηε Τπνβάζκηζε 
 

8.3.1  Μνληέιν ππνβάζκηζεο 

 

Αο εμεηάζνπκε ην αθφινπζν κνληέιν ππνβάζκηζεο 

 

 
 

φπνπ 

 

ηα y(i,j) θαη x(i,j) αληηπξνζσπεχνπλ, αληίζηνηρα, ηελ 

παξαηεξνχκελε απνηθνδφκεζε θαη ηελ αξρηθή εηθφλα, d(i,j) είλαη 

ε παικηθή απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο ππνβάζκηζεο 

* Τπνδειψλεη δχν δηαζηάζεσλ (2D) ζπλέιημε 

 

Θα μαλαγξάςνπκε ηελ εμίζσζε 34,2 σο εμήο: 

 

 

 
 

 

Σν πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο, θαηά ζπλέπεηα, εχξεζεο κίαο ηηκήο  ηνπ x(i, j) κε 

δεδνκέλα y (ij) θαη το d (i, j) γίλεηαη ην 

πξφβιεκα  εχξεζεο ηεο  ξίδαο Φ[x (i, j)] = 0. 
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8.3.2Β α ζ η θ φ ο  ε π α λ α ι ε π η η θ φ ο  α ι γ φ ξ η ζ κ ν ο  Α π ν θ α η ά ζ η α ζ ε ο  

 

Ηζρχεη ε αθφινπζε ηαπηφηεηα γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ β: 

 
 

Ζ Δμίζσζε 34.4 δεκηνπξγεί ηε βάζε γηα ηε δηαδνρηθή πξνζεγγηζηηθή επαλάιεςε 

εξκελεχνληαο ην x(i, j) ζηελ αξηζηεξή 

πιεπξά ζαλ ηε ιχζε ζην ηξέρνλ ζηάδην επαλάιεςεο θαη x(i, j) ζηελ δεμηά πιεπξά, 

ζαλ ηελ επίιπζε θαηά ην πξνεγνχκελν ζηάδην επαλάιεςεο. Γειαδή, 

 

 
 

φπνπ 

  δ(i, j) είλαη ε δηαθξηηή ζπλάξηεζε δέιηα  

  β είλαη ε παξάκεηξνο ραιάξσζεο ε  νπνία ειέγρεη ηελ ζχγθιηζε θαζψο επίζεο θαη 

ηελ  ηαρχηεηα ζχγθιηζεο ηεο επαλάιεςεο 

 

Ζ επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.5 είλαη ε βάζε ελφο κεγάινπ αξηζκνχ 

επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ αλάθηεζεο, κεξηθνί απφ ηνπο νπνίνπο  ζα 

παξνπζηαζηνχλ ζηα επφκελα θεθάιαηα[1,14,17,31,33,38]. Απηφο είλαη θαη ν ιφγνο 

πνπ ζα γίλεη αλάιπζε κε αξθεηέο ιεπηνκέξεηεο. Απηφ πνπ δηαθνξνπνηεί ηνπο 

δηάθνξνπο επαλαιεπηηθνχο αιγφξηζκνπο είλαη ε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο Φ[x (i, j)]. 

Ίζσο ε παιαηφηεξε αλαθνξά ζε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.5 έγηλε απφ ηνλ 

VanCittert [61] ην 1930. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ην απνηέιεζκα β είλαη ίζν κε έλα. 

Οη Janssonetal.. [17], ηξνπνπνίεζαλ ηνλ  αιγφξηζκν VanCittert αληηθαζηζηψληαο ην 

β κε κηα παξάκεηξν ραιάξσζεο πνπ εμαξηάηαη απφ ην ζήκα. Δπίζεο νη Kawataetal. 

[31,33] ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ εμίζσζε 34,5 γηα ηελ απνθαηάζηαζε ηεο εηθφλαο κε 

κηα ζηαζεξή ή κηα κεηαβαιιφκελε παξάκεηξν β.  

 

 

8.3.3 ΢χγθιηζε 

 

Δίλαη πξνθαλέο φηη αλ κηα ξίδα ηνπ Φ[x (i, j)] ππάξρεη, απηή ε ξίδα είλαη έλα 

ζηαζεξφ ζεκείν επαλάιεςεο ηεο Δμίζσζεο 34,5, δειαδή 1( , ) ( , )k kx i j x i j  . Γελ 

εγγπάηαη , σζηφζν, φηη ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.5 ζα ζπγθιίλεη αθφκα θαη αλ 

ε  Δμίζσζε 34.3 έρεη κηα ή πεξηζζφηεξεο ιχζεηο. Αο εμεηάζνπκε ππφ πνηεο 
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πξνυπνζέζεηο (επαξθείο ζπλζήθεο) ζπγθιίλεη ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.5. Αο 

μαλαγξάςνπκε γηα πξψηε θνξά ζην δηαθξηηφ πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο, ιακβάλνληαο 

ηνλ δηαθξηηφ κεηαζρεκαηηζκφ Fourier δπν δηαζηάζεσλ (DFT) θαη ησλ δχν πιεπξψλ. 

Θα πξέπεη λα αλαθεξζεί εδψ φηη νη ζπζηνηρίεο πνπ εκπιέθνληαη ζηελ επαλάιεςε 

ζηελ Δμίζσζε 34.5 είλαη θαηάιιεια εληζρπκέλεο κε κεδεληθά έηζη ψζηε ην 

απνηέιεζκα ησλ  δηζδηάζηαησλ θπθιηθψλ  ζπλειίμεσλ λα ηζνχηαη κε ην απνηέιεζκα 

ηεο  δηζδηάζηαηεο γξακκηθήο  ζπλέιημεο ζηελ Δμίζσζε 34.2. Ζ απαηηνχκελε 

πξνζζήθε κεδεληθψλ θαζνξίδεη ην κέγεζνο ηνπ δηζδηάζηαηνπ DFT. Ζ Δπαλάιεςε 

ζηελ εμίζσζε 34.5 ηφηε γίλεηαη 

 

 
 

φπνπ Xk(u, ν), Υ(u, ν), θαη D (u, ν) αληηπξνζσπεχνπλ ην 2DDFT ησλ xk(i, j), y(i, j), 

θαη d(i, j), αληηζηνίρσο , θαη 

(π, λ), ην δηζδηάζηαην δηαθξηηφ πιέγκα  ζπρλφηεηαο. Δθθξάδνπκε ην Xk(u, ν), κε 

φξνπο X0(u,v). ΢αθψο, 

 

 

 

 

αλ D (u, ν) ≠ 0. Γηα  D (u, ν)=0, 

 

 
 

Δθφζνλ Υ(u, ν)= 0 ζηηο δηαθξηηέο ζπρλφηεηεο  (u, λ) γηα ηηο νπνίεο D (u, ν)  = 0. Απφ 

ηελ Δμίζσζε 34,7 εάλ 
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ηφηε 

 
 

Ρίρλνληαο κηα πην πξνζεθηηθή καηηά ζην ηθαλή ζπλζήθε γηα ζχγθιηζε, ε 

εμίζσζε34.9, κπνξεί λα μαλαγξαθεί σο 

 

 

 

 

 

 

Ζ Δμίζσζε 34.11 θαζνξίδεη ηελ πεξηνρή κέζα ζε έλαλ θχθιν αθηίλαο 1 / β πνπ 

επηθεληξψλεηαη ζην c = (1 / β, 0) ζηνλ ηνκέα (Re {D (u, ν)}, Im {D (u, ν)}), φπσο 

δείρλεηαη ζην ΢ρήκα 34.1.Απφ απηφ ην ζρήκα είλαη ζαθέο φηη ην αξηζηεξφ 

 

 
 

 

ΔΗΚΟΝΑ34.1  Γεσκεηξηθή Δξκελεία ηεο επαξθνχο ζπλζήθεο γηα ζχγθιηζε ηεο 

βαζηθήο επαλάιεςεο φπνπ c = (1 / β, 0). 

 

εκηεπίπεδν δελ πεξηιακβάλεηαη ζηελ πεξηνρή ηεο ζχγθιηζεο. Γειαδή, αθφκε θαη αλ 
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κεηψλνληαο ην β ην κέγεζνο ηεο πεξηνρήο ηεο ζχγθιηζεο απμάλεηαη, εάλ ην 

πξαγκαηηθφ ηκήκα ηνπ D(u, ν) είλαη αξλεηηθφ, ε επαξθήο πξνυπφζεζε γηα ζχγθιηζε 

δελ κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί. Δπνκέλσο, γηα ηελ θαηεγνξία ησλ ππνβαζκίζεσλ πνπ 

ππφθεηληαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε , φπσο ε ππνβάζκηζε ιφγσ ηεο θίλεζεο, νη 

επαλαιήςεηο ζηελ Δμίζσζε 34.5 δελ εγγπψληαη ηε ζχγθιηζε. 

Ζ αθφινπζε κνξθή απνηειεζκάησλ ηεο Δμίζσζεο 34.11 φηαλ Im {D (u, ν)} = 0, ην 

νπνίν ζεκαίλεη φηη ην d (i, j) είλαη ζπκκεηξηθφ 

 

 
 

φπνπ ην maxD (u,λ) δειψλεη ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ D(u, ν) ζε φιεο ηηο ζπρλφηεηεο (u, 

ν). Αλ επίζεο ιάβνπκε  ππφςε φηη d(i, j) είλαη ηππηθψο θαλνληθφ, δειαδή, 

 θαη αληηπξνζσπεχεη κηα  ππνβάζκηζε, ηφηε ην D(0, 0) = maxD (u,λ)=1. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ε  Δμίζσζε 34.11 γίλεηαη  

 

                                                       0<β<2.                                              (34.13) 

 

Απφ ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, φηαλ ηθαλνπνηείηαη ε επαξθήο ζπλζήθε γηα ηε 

ζχγθιηζε, ε επαλάιεςε ζπγθιίλεη κε ην αξρηθφ ζήκα. Απηή είλαη επίζεο ε 

αληίζηξνθε ιχζε  πνπ ιακβάλεηαη απεπζείαο απφ ηελ εμίζσζε ππνβάζκηζεο. 

Γειαδή, μαλαγξάθνληαο ηελ Δμίζσζε 34.2 ζην δηαθξηηφ πεδίν ζπρλνηήησλ 

 

Y(u,v)=D(u,v) ∙X(u,v),                                              (34.14) 

 

Παίξλνπκε ,γηα D(u, ν) ≠ 0 

 

 
 

Έλα ζεκαληηθφ ζεκείν πνπ πξέπεη λα ηνληζηεί εδψ είλαη φηη, ζε αληίζεζε κε ηελ 

επαλαιεπηηθή ιχζε, ε αληίζηξνθε ιχζε ηεο  Δμίζσζεο  34.15 κπνξεί λα επηηεπρζεί 

ρσξίο ηελ επηβνιή απαηηήζεσλ γηα D (u, v). Γειαδή, αθφκε θαη αλ Δμίζσζε 34.2 ή 

34.14 έρεη κηα κνλαδηθή ιχζε, δειαδή, D (u, v) ≠ 0 γηα φινπο (u, v), ε επαλάιεςε 

ζηελ Δμίζσζε 34.5 δελ κπνξεί λα ζπγθιίλεη, αλ ε ηθαλή ζπλζήθε γηα ηε ζχγθιηζε 

δελ ηθαλνπνηείηαη. Γελ είλαη, ζπλεπψο, ε θαηάιιειε επαλάιεςε γηα ηελ επίιπζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε  επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.5 κπνξεί 

λα κελ δηαζέηεη πιενλεθηήκαηα ζε ζρέζε κε ηελ άκεζε εθαξκνγή ηνπ αληηζηξφθνπ 
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θίιηξνπ ηεο Δμίζσζεο 34.15, εάλ δελ ρξεζηκνπνηνχληαη άιια ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ, φπσο ζα εμεγεζεί αξγφηεξα. Σν κφλν δπλαηφ 

πιενλέθηεκα ηεο επαλάιεςεο ζηελ Δμίζσζε 34.5 έλαληη ηεο Δμίζσζεο 34.15 είλαη 

φηη ε ελίζρπζε ηνπ ζνξχβνπ ζηελ απνθαηεζηεκέλε εηθφλα κπνξεί λα ειέγρεηαη κε 

ηελ πεξάησζε ηεο επαλάιεςεο πξηλ ηε ζχγθιηζε, πνπ αληηπξνζσπεχεη κηα άιιε 

κνξθή   ζπζηεκαηνπνίεζεο. Ζ επίδξαζε ηνπ ζνξχβνπ ζρεηηθά κε ηελ πνηφηεηα ηεο 

απνθαηάζηαζεο έρεη κειεηεζεί πεηξακαηηθά ζην [47]. Μηα επαλάιεςε πνπ ζα 

ζπγθιίλεη  πξνο ηελ αληίζηξνθε ιχζε ηεο Δμίζσζεο 34.2 γηα θάζε d(i, j) 

πεξηγξάθεηαη ζηελ επφκελε ελφηεηα. 

 

 

8.3.4 Δπαλαζφισκα  
 

Ζ Δμίζσζε απνηθνδφκεζεο 34.2 κπνξεί λα ηξνπνπνηεζεί έηζη ψζηε ε δηαδνρηθή 

πξνζεγγηζηηθή επαλάιεςε ζπγθιίλεη γηα κία κεγαιχηεξε ηάμε ππνβαζκίζεσλ. 

Γειαδή, ηα παξαηεξνχκελα δεδνκέλα y(i, j) θηιηξάξνληαη πξψηα (reblurred) απφ 

έλα ζχζηεκα κε παικηθή απφθξηζε d* (-i,- j), φπνπ ην * δειψλεη ζχλζεηε ζχδεπμε 

[32]. Ζ εμίζσζε 34.2, επνκέλσο, γίλεηαη 

 

 
 

Αλ αθνινπζήζνπκε ηα ίδηα βήκαηα φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα 

αληηθαζηζηψληαο y(i, j) κε y%(i, j) θαη ην d(i, j) απφ d%(i, j), ε επαλάιεςε πνπ παξέρεη  

κηα ιχζε κε ηελ Δμίζσζε 34.16 θαζίζηαηαη 

 

 

 

Σψξα, ε ηθαλή ζπλζήθε γηα ζχγθιηζε, πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζπλζήθε  ζηελ 

Δμίζσζε 34.9, γίλεηαη 

 

 

 

ε νπνία κπνξεί λα είλαη πάληα ηθαλή  γηα 
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Ζ παξνπζίαζε κέρξη ζήκεξα έρεη αθνινπζήζεη κηα κάιινλ απιή θαη δηαηζζεηηθή 

πνξεία, ε νπνία επηδεηθλχεη κεξηθά απφ ηα δεηήκαηα πνπ εκπιέθνληαη ζηελ 

αλάπηπμε θαη εθαξκνγή ελφο επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ. Πξνρσξνχκε ζηε 

ζπλέρεηα ζηελ ηππνπνίεζε κήηξαο-θνξέα ηεο δηαδηθαζίαο ππνβάζκηζεο θαη ηελ 

επαλάιεςε απνθαηάζηαζεο. Γαλεηδφκαζηε απνηειέζκαηα απφ ηελ αξηζκεηηθέο 

αλαιχζεηο γηα ηε ιήςε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο ζχγθιηζεο ηεο πξνεγνχκελεο 

ελφηεηαο, αιιά θαη πην γεληθψλ απνηειεζκάησλ. 

 

 

8.4 Γηαηχπσζε Πίλαθα-Γηαλχζκαηνο 
 

Απηφ πνπ θαηέζηε ζαθέο απφ ηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα είλαη φηη 

θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο επαλάιεςεο δηαδνρηθήο πξνζέγγηζεο ην 

πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο πνπ πξέπεη λα ιπζεί θέξεηαη πξψηα 

ζηε κνξθή  εχξεζεο ηεο ξίδαο κηαο ζπλάξηεζεο (βιέπε εμίζσζε 

34.3). Με άιια ιφγηα, κηα ιχζε ζην πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο 

δεηείηαη ψζηε λα ηθαλνπνηεί 

 

                                    Φ(x)=0,                                                        (34.20) 

 

φπνπ 

x∈ NR  είλαη ε δηαλπζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ζήκαηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηε 

ζηνίβαμε ή ηελ ηνπνζέηεζε  ηνπ αξρηθνχ ζήκαηνο 

Φ(x) παξηζηά γεληθά κία κε γξακκηθή ιεηηνπξγία  

 

Ζ θαηά ζεηξά, απφ αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά ζηνίβαμε κηαο εηθφλαο x(i, j) ζπλήζσο 

αλαθέξεηαη σο ιεμηθνγξαθηθή ηνπνζέηεζε. 

    ΢ηε ζπλέρεηα, ε επαλάιεςε δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ πνπ ζα κπνξνχζε λα καο 

δψζεη κηα ιχζε ζηελ εμίζσζε 34.20 δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
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΢αθψο εάλ x* είλαη έλα δηάιπκα κε Φ(x) = 0, δειαδή,  Φ(x*) = 0, ηφηε x* είλαη 

επίζεο έλα ζηαζεξφ ζεκείν ζηελ παξαπάλσ επαλάιεςε εθφζνλ 1 *k kx x x   . 

Χζηφζν, φπσο ζπδεηήζεθε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, αθφκε θαη αλ ε x* είλαη ε 

κνλαδηθή ιχζε ζηελ Δμίζσζε 34.20, απηφ δελ ζπλεπάγεηαη φηη επαλάιεςε ζηελ 

Δμίζσζε 34,21 ζα ζπγθιίλεη. Απηφ ηνλίδεη θαη πάιη ηε ζεκαζία ηεο ζχγθιηζεο ζε 

ζρέζε κε επαλαιεπηηθνχο αιγφξηζκνπο. Ζ επαλάιεςε κνξθήο ζηελ Δμίζσζε 34.21 

γηα δηάθνξεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο  Φ(x) ζα εμεηαζηεί ζηηο αθφινπζεο ελφηεηεο. 

 

 

8.4.1 Βαζηθή Δπαλάιεςε 
 

Απφ ηελ εμίζσζε απνηθνδφκεζεο 34,1, ε απινχζηεξε δπλαηή κνξθή πνπ ε Φ(x) 

κπνξεί λα πάξεη, φηαλ ν ζφξπβνο αγλνείηαη, είλαη 

                   Φ(x)=y–Dx.                                                    (34.22)  

 

΢ηε ζπλέρεηα, ε εμίζσζε 34.21 γίλεηαη 

 
 

φπνπ I είλαη ν δηαρεηξηζηήο  ηαπηφηεηαο.  

 

 

8.4.2Δπαλάιεςε Διαρίζησλ Σεηξαγψλσλ  
 

Μηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ πξνζέγγηζε αθνινπζεζεί γηα ηελ επίιπζε ηεο 

Δμίζσζεο 34.1.Γειαδή, δεηείηαη κηα ιχζε ε νπνία ειαρηζηνπνηεί 

 

 
 

Μηα αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα έρεη έλα ειάρηζην ε Μ(x) είλαη φηη ε θιίζε ηεο ζε 

ζρέζε κε ην x πξέπεη λα είλαη ίζν κε κεδέλ, πνπ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηηο θαλνληθέο 

εμηζψζεηο 

 

                                        DTDx=DTy                                                           (34.25) 
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ή 

 

 
 

φπνπ ν εθζέηεο Σ ππνδειψλεη ηελ κεηαθνξά ελφο πίλαθα ή ελφο δηαλχζκαηνο. Ζ  

Δθαξκνγή ηεο επαλάιεςεο ζηελ Δμίζσζε 34.21 έρεη σο απνηειέζκαηα  

 
 

Αλαθέξεηαη εδψ φηη ε αλαπαξάζηαζε πίλαθα-δηαλχζκαηνο κηαο επαλάιεςεο δελ 

θαζνξίδεη απαξαηηήησο ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν πινπνηείηαη ε επαλάιεςε. Με άιια 

ιφγηα, ε ζεκεηαθή εθδνρή ηεο επαλάιεςεο κπνξεί λα είλαη πην απνηειεζκαηηθή ζε 

επίπεδν εθαξκνγήο απφ ηε κνξθή πίλαθα-δηαλχζκαηνο ηεο επαλάιεςεο. 

 

 

8.5 Πίλαθαο-δηάλπζκα θαη Αλαπαξαζηάζεηο Γηαθξηηήο 

΢πρλφηεηαο 
 

΋ηαλ νη εμηζψζεηο 34.22 θαη 34.26 πξνθχπηνπλ απφ ηελ Δμίζσζε 34.2, νη 

πξνθχπηνπζεο επαλαιήςεηο ζηηο Δμηζψζεηο 34.23 θαη 34.27 ζα πξέπεη λα 

είλαη ηαπηφζεκεο κε ηηο επαλαιήςεηο ζηηο Δμηζψζεηο 34.5 θαη 34.17, 

αληίζηνηρα. Σν ζέκα απηφ, ηεο αληηπξνζψπεπζεο  κηαο εμίζσζεο πίλαθα-

δηαλχζκαηνο ζην δηαθξηηφ πεδίν ζπρλφηεηαο, εμεηάδεηαη ζηε ζπλέρεηα. 

   Κάζε πίλαθαο  κπνξεί λα δηαγσληνπνηείηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ απνζχλζεζε ησλ 

κνλψλ ηηκψλ ηνπ. Ζ Δχξεζε, ζε γεληθέο γξακκέο, ησλ κνλψλ  ηηκψλ  απφ έλαλ 

πίλαθα ρσξίο εηδηθή δνκή είλαη έλα εμαηξεηηθά δχζθνιν έξγν, δεδνκέλνπ επίζεο ηνπ 

κεγέζνπο ησλ πηλάθσλ πνπ εκπιέθνληαη ζηελ απνθαηάζηαζε ηεο εηθφλαο. Γηα 

παξάδεηγκα, γηα κηα εηθφλα 256 × 256, ην D είλαη κεγέζνπο 64 K × 64 Κ. Ζ 

θαηάζηαζε απινπνηείηαη , σζηφζν, εάλ ην κνληέιν απνηθνδφκεζε ηεο Δμίζσζεο 

34.2, ην νπνίν αληηπξνζσπεχεη κηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ απνηθνδφκεζεο 

ηεο Δμίζσζεο 34.1, είλαη εθαξκφζηκν . ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε ππνβάζκηζε πίλαθα 

D είλαη κπινθ circulant [3]. Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηνπ D είλαη νη 

ηηκέο DFT ηνπ d(i,j), θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα είλαη νη ζχλζεηεο εθζεηηθέο 

ζπλαξηήζεηο βάζεο ηνπ DFT. ΢ηελ αξρηθή κνξθή , απηή ε ζρέζε κπνξεί λα 

εθθξαζηεί απφ 
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φπνπ 

D% είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο κε θαηαρσξεκέλεο  ηηο  ηηκέο DFT ηνπ d(i, j) 

W είλαη ν αξρηθφο πίλαθαο πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηα ηδηνδηαλχζκαηα D 

 

Σν πξντφλ 1W  z, φπνπ ην z είλαη νπσζδήπνηε δηάλπζκα, καο παξέρεη έλα δηάλπζκα 

πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ιεμηθνγξαθηθή ηνπνζέηεζε ησλ ηηκψλ DFT ηνπ z(i, j). 

Αληηθαζηζηψληαο ην D απφ ηελ εμίζσζε 34,28 ζε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34,23 

θαη πνιιαπιαζηάζεη ηηο δχν πιεπξέο κε 1W  , ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34,5 έρεη 

απνηειέζκαηα. Ζ ίδηα επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.17 πξνθχπηεη απφ επαλάιεςε 

ζηελ Δμίζσζε 34.27. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ην επαλαζφινκα , φπσο νλνκάζηεθε, 

φηαλ είρε πξνηαζεί αξρηθά, δελ είλαη ηίπνηα άιιν απφ ηελ ιχζε ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ γηα ην αληίζηξνθν πξφβιεκα. ΢ε γεληθέο γξακκέο, αλ ζε κηα εμίζσζε 

πίλαθα –δηαλχζκαηνο  φιεο νη αξρηθέο κνξθέο  πνπ εκπιέθνληαη είλαη circulant 

κπινθ, κηα ηζνδχλακε έθθξαζε ελφο δηαθξηηνχ δηζδηάζηαηνπ  πεδίνπ ζπρλνηήησλ 

κπνξεί λα ιεθζεί. ΢αθψο, κηα απεηθφληζε ελφο πίλαθα -δηαλχζκαηνο  πεξηιακβάλεη 

κηα ζεκαληηθά κεγαιχηεξε ηάμε ππνβάζκηζεο απ’ φηη ε γξακκηθή ρσξηθά 

ακεηάβιεηε ππνβάζκηζε. 

 

 

8.6΢χγθιηζε 
 

Γηα ηελ αληηκεηψπηζε επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ, ε ζχγθιηζή ηνπο, θαζψο θαη ην 

ξπζκφο ζχγθιηζήο ηνπο είλαη πνιχ ζεκαληηθά δεηήκαηα. Μεξηθά γεληθά 

απνηειέζκαηα ζχγθιηζεο ζα παξνπζηαζηνχλ ζε απηή ηελ ελφηεηα. Απηά ηα 

απνηειέζκαηα ζα παξνπζηαζηνχλ γηα γεληθνχο ρεηξηζηέο, αιιά θαη ηζνδχλακεο 

αλαπαξαζηάζεηο ζην δηαθξηηφ πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ αλ 

φινη νη πίλαθεο πνπ ζπκκεηέρνπλ είλαη circulant κπινθ. 

Σν ζεψξεκα ραξηνγξάθεζεο ζπζηνιήο ρξεζηκεχεη ζπλήζσο σο βάζε γηα ηνλ 

θαζνξηζκφ ηεο ζχγθιηζεο ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ. ΢χκθσλα κε απηφ, ε 

επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.21 ζπγθιίλεη ζε έλα κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν x*, 

δειαδή, έλα ζεκείν ηέηνην ψζηε Φ(x*) =x*  γηα θάζε αξρηθφ δηάλπζκα εάλ ν 

ρεηξηζηήο ή κεηαζρεκαηηζκφο Φ(x) είλαη κηα ζπζηνιή. Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα 

νπνηαδήπνηε δχν δηαλχζκαηα 1z  θαη 2z ζηνλ ηνκέα ηνπ Φ(x) γηα ηελ αθφινπζε 

ζρέζε ηζρχεη: 
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φπνπ 

η είλαη απζηεξά κηθξφηεξν ηνπ ελφο 

║∙║ ππνδειψλεη νπνηνδήπνηε θαλφλα 

 

Αλαθέξεηαη εδψ φηη ε πξνυπφζεζε ζηελ Δμίζσζε 34.29 εμαξηάηαη απφ ηνλ θαλφλα, 

δειαδή, κηα ραξηνγξάθεζε κπνξεί λα είλαη ζπζηαιηηθή ζχκθσλα κε έλαλ θαλφλα , 

αιιά κε ζπζηαιηηθή ζχκθσλα κε θάπνηνλ άιιν. 

 

 

8.6.1 Βαζηθή Δπαλάιεςε 
 

Γηα επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.23 ε ηθαλή ζπλζήθε ζχγθιηζεο ζηελ Δμίζσζε 

34.29 έρεη σο απνηέιεζκα  

 
 

Δάλ ρξεζηκνπνηείηαη ν θαλφλαο 2l , ηφηε ε ζπλζήθε ζηελ Δμίζσζε 34.30 είλαη 

ηζνδχλακε κε ην εξψηεκα  φηη 

 
 

φπνπ |ζi ( 1G )|  είλαη ε απφιπηε ηηκή ηεο i-νζηήο κνλαδηθήο ηηκήο ηνπ 1G  [54]. 

   Ζ αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα ζπγθιίλεη ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 

34.23 ζε έλα κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν είλαη  

 

 

φπνπ | 1 (Α)| j αληηπξνζσπεχεη ην κέγεζνο ηεο i-νζηήο  ηδηνηηκήο ηνπ πίλαθα Α. 

΢αθψο γηα έλαλ   ζπκκεηξηθφ πίλαθα D νη ζπλζήθεο ζηηο Δμηζψζεηο 34.30 θαη 34.32 

είλαη ηζνδχλακεο. Οη ζπλζήθεο ζηηο εμηζψζεηο 34.29 κε  34.32 ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ εχξνπο ησλ ηηκψλ ηνπ b γηα ην νπνίν ε ζχγθιηζε ηεο 

επαλάιεςεο ζηελ Δμίζσζε 34.23 είλαη εγγπεκέλε. 

Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ν πίλαθαο D είλαη 

κνλαδηθφο (ν D έρεη ηνπιάρηζηνλ κία κεδεληθή ηδηνηηκή), δεδνκέλνπ φηη 

αληηπξνζσπεχεη κηα ζεηξά απφ ηππηθέο ζηξεβιψζεηο ηνπ ελδηαθέξνληνο (π.ρ., νη 

ζηξεβιψζεηο πνπ νθείινληαη ζηελ θίλεζε, απνεζηίαζε, θιπ.). Έηζη, δελ ππάξρεη 

αμία ηνπ β γηα ηηο νπνίεο πιεξνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ζηελ Δμίζσζε 34,31 ή ηελ 

34,32. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ην 
1G είλαη  ραξηνγξάθεζε πνπ δελ επεθηείλεηαη (ην 
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η ζηελ Δμίζσζε 34.29 είλαη ίζν κε έλα). Ζ ραξηνγξάθεζε κπνξεί λα έρεη 

νπνηνδήπνηε αξηζκφ  ζηαζεξψλ ζεκείσλ (κεδέλ ζε απείξσο πνιιά). Χζηφζν, έλα 

πνιχ ρξήζηκν απνηέιεζκα ιακβάλεηαη εάλ πεξηνξίζνπκε πεξαηηέξσ ηηο ηδηφηεηεο 

ηνπ D (απηφ έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα κελ ππάξμεη απψιεηα γεληθφηεηαο, φπσο ζα 

θαηαζηεί ζαθέο ζηηο αθφινπζεο ελφηεηεο). Γειαδή, εάλ ην D είλαη έλαο  

ζπκκεηξηθφο, εκη-ζεηηθφο  νξηζκέλνο πίλαθαο(φιεο νη  ηδηνηηκέο ηνπ είλαη κε 

αξλεηηθέο), ηφηε ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Bialy [6], ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 

34,23 ζα ζπγθιίλεη  ζηνλ ειάρηζην θαλφλα επίιπζεο  ηεο Δμίζσζεο 34.1, εάλ 

ππάξρεη ιχζε, ζπλ  ηε πξνβνιή ηεο x0 επί ηνπ κεδεληθνχ ρψξνπ D γηα  

0 <β <2∙║D║ 1 . Σν ζεψξεκα καο παξέρεη ηα κέζα γηα ηελ ελζσκάησζε 

πιεξνθνξηψλ ζρεηηθά κε ην αξρηθφ ζήκα εληφο ηεο ηειηθήο ιχζεο  κε ηε ρξήζε ηεο 

αξρηθήο ζπλζήθεο. 

Πξνθαλψο, φηαλ D είλαη circulant κπινθ νη ζπλζήθεο γηα ηε ζχγθιηζε πνπ 

θαίλνληαη  παξαπάλσ κπνξνχλ λα γξαθηνχλ ζην δηαθξηηφ πεδίν ζπρλφηεηαο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, νη ζπλζήθεο ζηηο Δμηζψζεηο 34.31 θαη 34.9 είλαη ηαπηφζεκεο ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε. 

 

 

8.6.2 Δπαλάιεςε κε Δπαλαζφισκα  
 

Σα απνηειέζκαηα ηεο ζχγθιηζεο πνπ παξνπζηάζηεθαλ παξαπάλσ ηζρχνπλ θαη γηα 

επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.27, αληηθαζηζηψληαο ην 
1G  κε 

2G  ζηηο Δμηζψζεηο 

34.30 κέρξη 34.32. Αλ ην TD D  είλαη κνλαδηθφ, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Bialy, ε 

επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.27 ζα ζπγθιίλεη ζηνλ ειάρηζην θαλφλα ειαρίζησλ 

ηεηξαγσληθψλ ιχζεσλ  ηεο Δμίζσζεο 34.1, πνπ ππνδειψλεηαη κε x , γηα  

0 <β <2 ∙║D║ 2  , δεδνκέλνπ ην 
TD y  είλαη ζηελ πεξηνρή ηνπ TD D .  

   Ο ξπζκφο ζχγθιηζεο ησλ επαλαιήςεσλ ζηελ εμίζσζε 34.27 είλαη γξακκηθή. Αλ 

ζπκβνιίδνπκε κε D ηε γεληθεπκέλε αληίζηξνθε κνξθή ηνπ D, ε νπνία είλαη, x =

D y, ηφηε ν ξπζκφο ηεο ζχγθιηζεο ηεο Δμίζσζεο 34.27 πεξηγξάθεηαη απφ ηε 

ζρέζε [24] 

 

 

 

φπνπ 
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Ζ έθθξαζε ηνπ c ζηελ Δμίζσζε 34.34 ζα ρξεζηκνπνηεζεί επίζεο ζην θεθάιαην  

34.8, φπνπ παξνπζηάδνληαη πςειφηεξνπ βαζκνχ επαλαιεπηηθνί αιγφξηζκνη. 

 

 

8.7 Υξήζε ησλ Πεξηνξηζκψλ 
 

Οη Δπαλαιεπηηθνί αιγφξηζκνη απνθαηάζηαζεο ζήκαηνο έγηλαλ θαη πάιη δεκνθηιείο 

ζηε δεθαεηία ηνπ 1970, ιφγσ ηεο ζπλεηδεηνπνίεζεο φηη βειηησκέλεο ιχζεηο 

κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ κε ηελ ελζσκάησζε πξνηέξσλ γλψζεσλ γηα ηε ιχζε ζηε 

δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί λα γλσξίδνπκε εθ ησλ 

πξνηέξσλ φηη ην x έρεη πεξηνξηζκέλν εχξνο ή ρψξν, ή κπνξεί λα γλσξίδνπκε φηη ην 

x κπνξεί λα έρεη κφλν κε αξλεηηθέο ηηκέο. Έλαο βνιηθφο ηξφπνο έθθξαζεο ηέηνηαο  

πξνεγνχκελεο γλψζεο είλαη λα θαζνξίζνπκε  έλαλ C πεξηνξηζηηθφ ρεηξηζηή , ψζηε 

 

x=Cx,                                                               (34.35) 

 

αλ θαη κφλν αλ ην x ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ. ΢ε γεληθέο γξακκέο, ην C 

αληηπξνζσπεχεη ηελ αιιεινπρία πεξηνξηζηηθψλ ρεηξηζηψλ . Με ηε ρξήζε 

πεξηνξηζκψλ, ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.21 γίλεηαη [49] 

 

 
 

Ζ πξφζθαηε δεκνζηφηεηα  ησλ πεξηνξηζηηθψλ αιγνξίζκσλ απνθαηάζηαζεο 

νθείιεηαη επίζεο ζην γεγνλφο φηη νη ιχζεηο ζε κηα ζεηξά πξνβιεκάησλ 

απνθαηάζηαζεο, φπσο ην πξφβιεκα θξαγκέλν ζε θάπνηα δψλε παξέθηαζε [48,49] 

θαη ε αλνηθνδφκεζε απφ ην πξφβιεκα θάζεο ή κεγέζνπο[49,57]δίλνληαλ κε ηε 

ρξήζε αιγνξίζκσλ ηεο κνξθήο ηεο Δμίζσζεο 34.36 πεξηγξάθνληαο θαηάιιεια ηνπο 

ρεηξηζηέο παξακφξθσζεο θαη πεξηνξηζκνχ. 

  Απηνί  νη ρεηξηζηέο νξίδνληαη ζηνπο ηνκείο δηαθξηηνχ ρψξνπ ή ζπρλφηεηαο. Μηα 

αλαζθφπεζε ησλ πξνβιεκάησλ πνπ κπνξνχλ λα ιπζνχλ απφ έλαλ αιγφξηζκν ηεο 

κνξθήο ηεο Δμίζσζεο 34.36 παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο Schaferetal.[49]. 

Σν ζεψξεκα ζπζηνιηθήο ραξηνγξάθεζεο κπνξεί θαη πάιη λα ρξεζηκνπνηεζεί σο 

βάζε γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζχγθιηζεο ησλ πεξηνξηζηηθψλ αιγνξίζκσλ 

επαλάιεςεο. Ζ πξνθχπηνπζα επαξθήο ζπλζήθε γηα ζχγθιηζε είλαη φηη ηνπιάρηζηνλ 

έλαο απφ ηνπο ρεηξηζηέο C θαη Φ είλαη ζπζηαιηηθφο ελψ ν άιινο είλαη κε 

επεθηαηηθφο. ΢πλήζσο είλαη πην δχζθνιν λα απνδεηρζεί ζχγθιηζε θαη λα θαζνξηζηεί 

ν ξπζκφο ζχγθιηζεο ηνπ πεξηνξηζηηθνχ επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ, ιακβάλνληαο 
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επίζεο ππφςε ην γεγνλφο φηη νξηζκέλνη απφ ηνπο πεξηνξηζηηθνχο ρεηξηζηέο είλαη κε 

γξακκηθνί, φπσο ν ρεηξηζηήο πεξηνξηζκνχ ζεηηθφηεηαο. 

 

 

8.7.1 Μέζνδνο Πξνβνιήο πάλσ ζε Κπξηά ΢χλνια 
 

Ζ κέζνδνο πξνβνιήο επάλσ ζε θπξηά ζχλνια (POCS) πεξηγξάθεη κηα ελαιιαθηηθή 

πξνζέγγηζε ελζσκάησζεο πξνεγνχκελεο γλψζεο ζρεηηθά κε ηε ιχζε ζηε 

δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο. Δπαλεκθαλίζηεθε  ζηελ βηβιηνγξαθία ηεο κεραληθήο 

ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1980 [64], θαη απφ ηφηε εθαξκφδεηαη κε επηηπρία γηα 

ηε ιχζε δηαθφξσλ πξνβιεκάησλ απνθαηάζηαζεο (π.ρ., απφ ηελ αλνηθνδφκεζε απφ 

ηε θάζε ή ην κέγεζνο [52], έσο ηελ αθαίξεζε  ησλ ηερλεκάησλ κπινθαξίζκαηνο[62 , 

63]). ΢χκθσλα κε ηε κέζνδν ηνπ POCS ε ελζσκάησζε πξνεγνχκελεο γλψζεο ζηε 

ιχζε κπνξεί λα εξκελεπζεί σο  πεξηνξηζκφο ηεο ιχζεο γηα λα γίλεη κέινο ελφο 

θιεηζηνχ θπξηνχ  ζπλφινπ πνπ νξίδεηαη σο ην ζχλνιν δηαλπζκάησλ ηα νπνία 

ηθαλνπνηνχλ κία ζπγθεθξηκέλε ηδηφηεηα. Δάλ ηα ζχλνια πεξηνξηζκνχ έρνπλ κηα κε 

θελή δηαζηαχξσζε, ηφηε κηα ιχζε πνπ αλήθεη ζην ηεηκεκέλν ζχλνιν κπνξεί λα 

βξεζεί κε ηελ κέζνδν ηνπ POCS. Πξάγκαηη, νπνηαδήπνηε ιχζε ζην ηεηκεκέλν 

ζχλνιν είλαη ζχκθσλν κε ηνπο α εμ αξρήο πεξηνξηζκνχο θαη, ζπλεπψο, είλαη κηα 

εθηθηή ιχζε. 

   Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα γίλνληαη θιεηζηά θπξηά ζχλνια ζε έλα 

πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν, θαη 
1, 2 ,..., mP P P νη αληίζηνηρεο  

πξνβνιέο ηνπο. ΢ηε ζπλέρεηα, ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία, 

 

 
ζπγθιίλεη ζε έλα θνξέα πνπ αλήθεη ζηελ ηνκή ησλ ζπλφισλ Qi, i = 1, 2,. . . , m, γηα 

θάζε εθθίλεζε  

δηαλχζκαηνο 0x . Δίλαη ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί φηη ην πξνθχπηνλ ζχλνιν ηνκήο 

είλαη επίζεο έλα θιεηζηφ θπξηφ ζχλνιν.  

  ΢αθψο, ε εθαξκνγή ελφο θνξέα πξνβνιήο Ρ θαη ν πεξηνξηζκφο C, πνπ 

ζπδεηήζεθαλ ζην πξνεγνχκελν  

ελφηεηα, εθθξάδνπλ ηελ ίδηα ηδέα. Φνξείο πξνβνιήο αληηπξνζσπεχνπλ 

nonexpansive αληηζηνηρίζεηο. 

 

 

8.8 Καηεγνξίεο Δπαλαιεπηηθψλ ΑιγνξίζκσλΤςειφηεξνπ 

Βαζκνχ  
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Έλα απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ πνπ παξνπζηάδνληαη 

ζηηο πξνεγνχκελεο ελφηεηεο είλαη ν γξακκηθφο ξπζκφ ζχγθιηζήο ηνπο. ΢ην [24], 

παξνπζηάδεηαη κηα εληαία πξνζέγγηζε ζηελ απφθηεζε κηαο θαηεγνξίαο 

επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ κε δηαθνξεηηθνχο ξπζκνχο ζχγθιηζεο, βαζηζκέλσλ  ζε 

κηα αλαπαξάζηαζε ηνπ γεληθεπκέλνπ αληίζηξνθνπ ηχπνπ ελφο πίλαθα. Γειαδή, ν 

αιγφξηζκνο, 

 

 
 

 

ζπγθιίλεη ζηνλ ειάρηζην θαλφλα ειαρίζησλ ηεηξαγσληθψλ ιχζεσλ ηεο Δμίζσζεο 

34.1, κε n = 0. Δάλ ε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.38 ζεσξεζεί φηη αληηζηνηρεί 

ζηελ επαλάιεςε ηεο  Δμίζσζεο 34.27, ηφηε πξνθχπηεη κηα επαλάιεςε παξφκνηα κε 

ηελ Δμίζσζε 34.38 πνπ αληηζηνηρεί ζε επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.23 [24, 41]. 

  

   Ο Αιγφξηζκνο ζηελ Δμίζσζε 34.38 δείρλεη  κηα pνζηή  ζεηξά ζχγθιηζεο. Γειαδή, 

ζηελ  αθφινπζε ζρέζε ηζρχεη [24] 

 

 
φπνπ ν ζπληειεζηήο ζχγθιηζεο c πεξηγξάθεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 34.34. 

Έρεη παξαηεξεζεί φηη νη αιιεινπρίεο πηλάθσλ { k } θαη kD  κπνξνχλ  λα 

ππνινγηζηνχλ εθ ησλ πξνηέξσλ ή εθηφο γξακκήο. ΋ηαλ ην D είλαη circulant κπινθ, 

πξνθχπηνπλ ζεκαληηθά ππνινγηζηηθά απνηειέζκαηα κε ηε ρξήζε ηεο επαλάιεςεο 

ζηελ Δμίζσζε 34,38 επί ησλ γξακκηθψλ αιγνξίζκσλ. Οη εξσηήζεηο πνπ 

αζρνινχληαη κε ηνλ θαιχηεξν βαζκφ p ηνπ αιγνξίζκνπ ζηελ  εμίζσζε 34,38 πνπ 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε κηα δεδνκέλε εθαξκνγή, θαζψο θαη ζπγθξίζεηο ησλ 

αληαιιαγψλκεηαμχ ηεο ηαρχηεηαο ππνινγηζκνχ θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ θνξηίνπ, 

αλαιχνληαη ζην [24]. Έλα απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ησλ αιγνξίζκσλ πςειφηεξνπ 

βαζκνχ είλαη φηη ε εθαξκνγή ησλ πεξηνξηζκψλ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε εζθαικέλα 

απνηειέζκαηα. Έρνπλ πξνηαζεί ζπλδπαζκέλνη πξνζαξκνζηηθνί  ή κε γξακκηθνί ή 

θαη κεγαιχηεξνπ βαζκνχ αιγφξηζκνη πξνθεηκέλνπ λα μεπεξαζηεί  απηή ε δπζθνιία 

[11,24]. 
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8.9 Άιιεο κνξθέο Φ(x) 
 

8.9.1 Καθψο νξηζκέλα πξνβιήκαηα θαη νκαινπνίεζε Θεσξία 

 

Μφλν νη δχν πην βαζηθέο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο  Φ(x) ρξεζηκνπνηήζεθαλ κέρξη 

ηψξα. Απηέο νη δχν κνξθέο αληηπξνζσπεχνληαη απφ ηηο Δμηζψζεηο 34.22 θαη 34.26, 

θαη έρνπλ λφεκα φηαλ ν ζφξπβνο ζηελ Δμίζσζε 34.1 δελ ιακβάλεηαη ππφςε. 

Υσξίο λα αγλνήζνπκε ην ζφξπβν, ελ ηνχηνηο, ε ιχζε ηεο Δμίζσζεο 34.1 παξηζηά 

έλα  θαθψο ηεζεηκέλν πξφβιεκα. Αλ ε δηαδηθαζία ζρεκαηηζκνχ εηθφλαο 

δηακνξθψλεηαη ζε έλα ζπλερή ρψξν άπεηξσλ  δηαζηάζεσλ, ην D γίλεηαη έλαο 

αλαπφζπαζηνο ρεηξηζηήο θαη ε 34,1 εμίζσζε γίλεηαη κηα εμίζσζε Fredholm 

πξψηνπ βαζκνχ. Σφηε ε ιχζε ηεο Δμίζσζεο 34.1 είλαη ζρεδφλ πάληα έλα θαθψο 

ηεζεηκέλν πξφβιεκα [42,45,59,60]. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε κνλαδηθή ηεηξαγσληθή 

ιχζε ηνπ ειάρηζηνπ θαλφλα ηεο Δμίζσζεο 34.1 δελ εμαξηάηαη ζπλερψο απφ ηα 

δεδνκέλα, ή φηη κηα θξαγκέλε δηαηαξαρή (ζφξπβνο) ζηα απνηειέζκαηα δεδνκέλσλ 

ζε κηα  απέξαληεδηαηάξαμε  ζηε ιχζε, ή φηη ε γεληθεπκέλε  αληίζηξνθε κνξθή  

ηνπ D είλαη απεξηφξηζηε [42]. O αλαπφζπαζηνο ρεηξηζηήο D έρεη έλα άπεηξν αξηζκφ 

κνλψλ ηηκψλ κε ην φξηφ ηνπο λα πιεζηάδεη ην κεδέλ [42]. Γεδνκέλνπ φηη ην 

πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ δηαθξηηφ πξφβιεκα ησλ απνηειεζκάησλ 

απνθαηάζηαζεο εηθφλαο απφ ηελ δηαθξηηηθνπνίεζε σο θαθψο ηεζεηκέλνπ ζπλερνχο 

πξνβιήκαηνο, ν πίλαθαοέρεη (επηπξφζζεηα ζε έλαλ  αξηζκφ κεδεληθψλ κνλψλ 

ηηκψλ) έλα ζχκπιεγκα  πνιχ κηθξψλ κνλψλ ηηκψλ. ΢αθψο, φζν πην θαιή είλαη ε 

δηαθξηηνπνίεζε (φζν κεγαιχηεξν είλαη ην κέγεζνο ηνπ D) ηφζν πην πνιχ 

πξνζεγγίδεηαη ην φξην ησλ κνλψλ ηηκψλ θ. Χο εθ ηνχηνπ, αλ θαη ην πεπεξαζκέλσλ 

δηαζηάζεσλ αληίζηξνθν πξφβιεκα έρεη ηεζεί κε ζσζηφ ηξφπν κε ηελ έλλνηα  ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ [42], ν θαθφο ηξφπνο πνπ ηίζεηαη ην ζπλερέο πξφβιεκα 

κεηαθξάδεηαη ζε  έλαλ πίλαθα D θαθψλ ζπλζεθψλ. 

   Μία κέζνδνο ζπζηεκαηνπνίεζεο αληηθαζηζηά έλα θαθψο ηεζεηκέλν  πξφβιεκα κε 

έλα θαιψο ηεζεηκέλν πξφβιεκα, ηνπ νπνίνπ ε ιχζε είλαη κηα απνδεθηή πξνζέγγηζε 

ζηελ επίιπζε ηνπ δεδνκέλνπ θαθψο ηεζεηκέλνπ πξφβιεκα πξνβιήκαηνο [39,56]. 

΢ε γεληθέο γξακκέο, , νη κέζνδνη ζπζηεκαηνπνίεζεο  ζηνρεχνπλ ζηελ παξνρή 

ιχζεσλ πνπ δηαηεξνχλ ηελ πηζηφηεηα ησλ ζηνηρείσλ, αιιά επίζεο ζπλάδνπλ κε ηελ 

πξνεγνχκελε  γλψζε καο ζρεηηθά κε νξηζκέλεο ηδηφηεηεο ηεο ιχζεο. Μηα 

θαηεγνξία  κεζφδσλ λνκηκνπνίεζεο ζπλδπάδεη ηφζν ηε θαηεγνξία ησλ απνδεθηψλ 

ιχζεσλ θαη ηελ παξαηήξεζε ζνξχβνπ κε ηπραίεο δηαδηθαζίεο [12]. Μία άιιε 

θαηεγνξία κεζφδσλ ζπζηεκαηνπνίεζεο  εθιακβάλεη  ηελ ιχζε σο κηα 

ληεηεξκηληζηηθή πνζφηεηα. Παξαδείγκαηα απηήο ηεο δεχηεξεο θαηεγνξίαο 
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αθνινπζνχλ ζηα επφκελα θεθάιαηα. 

 

 

8.9.2Πξνζεγγίζεηο ΢πζηεκαηνπνίεζεο Βεβηαζκέλεο Διαρηζηνπνίεζεο 

 

Οη πεξηζζφηεξεο πξνζεγγίζεηο ζπζηεκαηνπνίεζεο κεηαηξέπνπλ ην αξρηθφ 

αληίζηξνθν πξφβιεκα ζε πξφβιεκα βεβηαζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο. Γειαδή, έλα 

ιεηηνπξγηθφ πξέπεη λα βειηηζηνπνηεζεί ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή εηθφλα θαη πηζαλψο 

κε άιιεο παξακέηξνπο . Με ηε ρξήζε ηεο αλαγθαίαο ζπλζήθεο γηα βειηίσζε , ε 

θιίζε ηεο ιεηηνπξγηθήο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή εηθφλα ηίζεηαη ίζε κε κεδέλ, θαη 

θαηά ζπλέπεηα θαζνξίδεη  ηε καζεκαηηθή κνξθή ηεο Φ(x). 

 Ζ δηαδνρηθή πξνζεγγηζηηθή επαλάιεςε  γίλεηαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε κηα 

κέζνδνο βαζκίδσζεο κε έλα ζηαζεξφ βήκα (πνπ πξνζδηνξίδεηαη απφ ην β). Θα 

αλαθέξνπκε ελ ζπληνκία ηε γεληθή κνξθή κεξηθψλ απφ ηα πην ζπλεζηζκέλα 

ιεηηνπξγηθά . 

 

 

8.9.2.1 Γηακφξθσζε Θεσξεηηθνχ ΢πλφινπ 

 

Με ηελ πξνζέγγηζε απηή, ην πξφβιεκα ηεο επίιπζεο εμίζσζεο 34.1 αληηθαζίζηαηαη 

απφ ην πξφβιεκα αλαδήηεζεο δηαλπζκάησλ x πνπ αλήθνπλ ζε δχν ζχλνια 

[22,28,30] 

 

 
 

 

θαη 

 
φπνπ

ε είλαη κηα εθηίκεζε ζρεηηθά κε ηελ αθξίβεηα ησλ δεδνκέλσλ (θαλφλαο ηνπ  

  ζνξχβνπ) 

Δ είλαη κηα θαζνξηζκέλε ζηαζεξά 

C είλαη έλαο πςειφο ρεηξηζηήο  

 

Ζ αληζφηεηα ζηελ Δμίζσζε 34.41 πεξηνξίδεη ηελ ελέξγεηα ηνπ ζήκαηνο ζε πςειέο 

ζπρλφηεηεο, θαη ζπλεπψο απαηηεί φηη ην επαλαθεξζέλ ζήκα είλαη νκαιφ. Απφ ηελ 

άιιε πιεπξά, ε αληζφηεηα ζηελ Δμίζσζε 34,40 απαηηεί λα δηαηεξεζεί ε πηζηφηεηα 

ζηελ δηαζέζηκα δεδνκέλα. 
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Οη αληζφηεηεο ζηηο εμηζψζεηο 34.40 θαη 34.41 αληίζηνηρα, κπνξνχλ λα  γξαθνχλ σο 

εμήο [22,30] 
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θαη 

 

φπνπ x = D y. Γειαδή, ε θαζεκηά απφ απηέο αληηπξνζσπεχεη έλα Ν-δηαζηάζεσλ 

ειιεηςνεηδέο, φπνπ ην Ν είλαη ε δηαζηαηηθφηεηα ησλ εκπιεθφκελσλ δηαλπζκάησλ . 

Σν ζεκείν ηνκήο ησλ δχν ειιεηςνεηδψλ (ππνζέηνληαο φηη είλαη ππαξθηφ ) είλαη 

επίζεο έλα θπξηφ ζχλνιν, αιιά φρη έλα ειιεηςνεηδέο. Σν θέληξν ελφο απφ ηα 

ειιεηςνεηδή πνπ νξηνζεηεί ην ζεκείν ηνκήο κπνξεί λα επηιεγεί σο ε ιχζε ζην 

πξφβιεκα [50]. ΢αθψο, , ην θέληξν ηεο  ειιεηςνεηδνχο νξηνζέηεζεο κπνξεί λα κελ 

αλήθνπλ ζην ζεκείν ηνκήο, θαη, θαηά ζπλέπεηα, απαηηείηαη κηα επαθφινπζε δνθηκή. 

Ζ εμίζσζε πνπ ην θεληξηθφ ζεκείν ελφο απφ ηα ειιεηςνεηδή νξηνζέηεζεο 

ηθαλνπνηεί δίλεηαη απφ [22,30] 

 

 

φπνπ α, ε παξάκεηξνο ζπζηεκαηηθνπνίεζεο είλαη ίζν κε (ε/ Δ) 2 . 

 

8.9.2.2 Πξνζέγγηζε πξνβνιήο ζε θπξηά ζχλνια  

 

Ζ Πξνζέγγηζε ζηελ Δμίζσζε 34.37 κπνξεί επίζεο λα εθαξκνζηεί γηα ηελ εμεχξεζε 

κηαο ιχζεο πνπ αλήθεη ζε δχν ειιεηςνεηδή ζηηο 

Δμηζψζεηο 34.42 θαη 34. 0X 43. Οη αληίζηνηρεο πξνβνιέο 1Px  θαη 2P x  νξίδνληαη 

απφ ηελ [22] 

 

 
 

φπνπ ηα 1 θαη 2 πξέπεη λα επηιέγνληαη έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλζήθεο 

ζηηο εμηζψζεηο 34.42 θαη 34.43 αληίζηνηρα. ΢αθψο, έλαο αξηζκφο άιισλ  πξνζήκσλ 

πξνβνιήο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ Δμίζσζε 34.37 πνπ αλαγθάδνπλ ην ζήκα 

λα εκθαλίδνπλ νξηζκέλεο ηδηφηεηεο γλσζηέο εθ ησλ πξνηέξσλ πνπ εθθξάδνληαη απφ 

θπξηά ζχλνια. 

 

 

 

8.9.2.3 Πξνζέγγηζε ΢πλαξηεζηαθήο Διαρηζηνπνίεζεο  
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Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο αμίαο ηεο παξακέηξνπ ζπζηεκαηνπνίεζεο είλαη έλα 

θξίζηκν δήηεκα ζηελ ζπζηεκαηνπνηεκέλε αληηθαηάζηαζε .Έλαο αξηζκφο 

πξνζεγγίζεσλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο αμίαο απηήο παξνπζηάδεηαη ζην [13]. 

Δάλ κφλν κία απφ ηηο παξακέηξνπο ηεο ε ή Ε ζηηο Δμηζψζεηο 34.40 θαη 34.41 

είλαη γλσζηή, κηα ζχλζεζε πεξηνξηζκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κπνξεί λα 

αθνινπζεζεί [9,15]. Με απηφλ ηνλ ηξφπν , ην κέγεζνο ελφο εθ ησλ 

ειιεηςνεηδψλ ειαρηζηνπνηείηαη, ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ε ιχζε αλήθεη ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ άιινπ ειιεηςνεηδνχο (ην έλα νξηδφκελν απφ ηε γλσζηή 

παξάκεηξν). ΢χκθσλα κε ηελ πξνζέγγηζε Lagrang, ε νπνία κεηαζρεκαηίδεη ην 

πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνχο ζε πξφβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνχο, 

ε αθφινπζε ζπλάξηεζε  ειαρηζηνπνηείηαη 

 

 
 

Ζ απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα έλα ειάρηζην είλαη φηη ε θιίζε ηνπ Μ (α, x) είλαη ίζε 

κε κεδέλ. Γειαδή, ζε απηή ηελ πεξίπησζε  

 
 

πνπ είλαη παλνκνηφηππν κε ηελ Δμίζσζε 34.44, κε ηε κφλε δηαθνξά φηη ην α 

ηψξα δελ είλαη γλσζηφ, αιιά πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί. 

 

 

 

8.9.2.4  Υσξηθά πξνζαξκνζκέλε  Πξνζέγγηζε 

 

Σν επφκελν θπζηθφ βήκα γηα ηε βειηίσζε ηεο πνηφηεηαο ησλ εηθφλσλ πνπ έρνπλ 

απνθαηαζηαζεί είλαη ε αληηθαηάζηαζε ησλ ρσξηθά πξνζαξκνζκέλσλ εηθφλσλ 

.Τπάξρνπλ δηάθνξνη ηξφπνη ππνζηήξημεο ηεο εηζαγσγήο ηεο  ρσξηθήο  

πξνζαξκνζηηθφηεηαο, θαη  ε  πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελε είλαη ε κε ζηαζηκφηεηα 

ή κε νκνγελνπνίεζε ηνπ πεδίνπ εηθφλαο θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ αλζξψπηλνπ νπηηθνχ 

ζπζηήκαηνο. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε ζπλάξηεζε πνπ ζα  ειαρηζηνπνηεζεί παίξλεη ηε 

κνξθή [21,29,34] 
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φπνπ

 
 

 

Ζ επηινγή ησλ πηλάθσλ δηαγψληαο ζηάζκηζεο 1W θαη 2W  κπνξεί λα δηθαηνινγεζεί κε 

δηάθνξνπο ηξφπνπο. ΢ην [16, 21,22, 29], θαη νη δχν πίλαθεο πξνζδηνξίδνληαη απφ 

ηνλ ζφξπβν νξαηφηεηαο πίλαθα V [2,46]. Γειαδή, 1W = TV V  θαη 2W = I - TV V . Οη 

εγγξαθέο ηνπ V ιακβάλνπλ ηηκέο κεηαμχ 0 θαη 1. Δίλαη ίζεο κε κεδέλ ζηηο άθξεο (ν 

ζφξπβνο δελ είλαη νξαηφο), ίζεο κε 1 ζηα νκαιά ζεκεία (ν ζφξπβνο είλαη νξαηφο), 

θαη κπνξνχλ λα ιάβνπλ  ηηκέο κεηαμχ ησλ δπν πεξηνρψλ κε κέηξηα ρσξηθή 

δξαζηεξηφηεηα. Μηα κειέηε ηεο ραξηνγξάθεζεο κεηαμχ ηνπ επηπέδνπ ηεο ρσξηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο θαη ησλ  ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο νξαηφηεηαο εκθαλίδεηαη ζην [11]. 

Οη πίλαθεο ζηάζκηζεο κπνξνχλ  επίζεο λα νξίδνληαη κε ηελ εμέηαζε ηεο ζρέζεο ηεο 

πξνζέγγηζεο αληηθαηάζηαζεο πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ πξνζέγγηζε αληηθαηάζηαζεο 

ΜΑΡ [26]. ΢ηε ζπλέρεηα, νη πίλαθεο ζηάζκηζεο 1W θαη 2W  πεξηέρνπλ πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ηε κε ζηαζηκφηεηα and/or ηε κε ιεπθφηεηα ηεο αλψηεξεο 

θηιηξαξηζκέλεο εηθφλαο θαη ζνξχβνπ, αληίζηνηρα. 

 

 

8.9.2.5 Ηζρπξά ΢πλαξηεζηαθά 
 

΢ζελαξά  ζπλαξηεζηαθά κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ εθπξνζψπεζε ηφζν 

ηνπ ζνξχβνπ φζν θαη ησλ ζηαηηζηηθψλ  ζηνηρείσλ ηνπ ζήκαηνο. Δπηηξέπνπλ ηελ 

απνηειεζκαηηθή θαηαζηνιή κηαο επξείαο πνηθηιίαο δηεξγαζηψλ ζνξχβνπ θαη 

επηηξέπνπλ ηελ αλαθαηαζθεπή αηρκεξφηεξσλ άθξσλ απφ φ, ηη ηεηξαγσληθά 

αληίζηνηρά ηνπο. Έηζη επηδηψθεηαη ιχζε  ειαρηζηνπνηψληαο [65] 

 

 
 

φπνπ Rn() θαη Rx() αλαθέξνληαη σο ππνιεηκκαηηθά θαη ζηαζεξνπνηεηηθά 

ζπλαξηεζηαθά, αληίζηνηρα, θαη νξίδνληαη απφ ηελ άπνςε ησλ ππξεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ ηνπο. Σν παξάγσγν ηεο ππξεληθήο ζπλάξηεζεο θαιείηαη ζπλάξηεζε 

επηξξνήο. 

    Σν Φ(x) ζηελ πεξίπησζε απηή ηζνχηαη κε ηελ θιίζε ηνπ Μ(α,x) ζηελ Δμίζσζε 

34.51. Έλαο κεγάινο αξηζκφο ηζρπξψλ ζπλαξηεζηαθψλ έρνπλ πξνηαζεί ζηελ 

βηβιηνγξαθία. Οη ηδηφηεηεο ησλ δπλεηηθψλ ζπλαξηεζηαθψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ  

ζηελ εθηίκεζε ηνπ  Bayesian απαξηζκνχληαη ζην [35]. ΢ην [65] εηζάγνληαη ε ηζρπξή 
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απφιπηε κέγηζηε εληξνπία θαη ηα  ζπλαξηεζηαθά ηζρπξνχ ειαρίζηνπ .΢αθψο, 

δεδνκέλνπ φηη νη ζπλαξηεζηαθά Rn() θαη Rx() είλαη ηππηθψο κε γξακκηθά θαη δελ 

κπνξνχλ  λα είλαη θπξηά, ε αλάιπζε ζχγθιηζεο ηεο αληηθαηάζηαζεο  ζηελ Δμίζσζε 

34.21 ή 34.36 είλαη ζεκαληηθά πην πεξίπινθε. 

 

8.9.3Αιγφξηζκνη Απνθαηάζηαζεο Δηθφλαο 

Πξνζαξκνδφκελνη  ζηελ Δπαλάιεςε  
 

΋πσο θαηέζηε ζαθέο απφ ηψξα ππάξρνπλ δηάθνξεο πιεξνθνξίεο πνπ απαηηνχληαη 

απφ νπνηαδήπνηε αιγνξίζκσλ ζπζηεκαηνπνίεζεο  γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 

άγλσζησλ παξακέηξσλ. ΢ην πιαίζην ηεο ληεηεξκηληζηηθήο ζπζηεκαηνπνίεζεο , ε 

πην ζπρλά απαηηείηαη παξάκεηξνο είλαη ε παξάκεηξνο ζπζηεκαηνπνίεζεο . 

Πξνζδηνξηζκφο ηνπ εμαξηάηαη απφ ηηο ζηαηηζηηθέο ζνξχβνπ θαη ηηο ηδηφηεηεο ηεο 

εηθφλαο. Με ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε ζπζηεκαηνπνίεζεο ζπλφινπ , απαηηείηαη φηη 

ε αξρηθή εηθφλα είλαη νκαιή, ζηελ νπνία πεξίπησζε έλα δεζκεπκέλν απφ ηελ 

ελέξγεηα ηεο  θηιηξαξηζκέλεο εηθφλαο είλαη απαξαίηεην. Απηφ ην δεζκεπκέλν είλαη 

αλάινγν πξνο ηε δηαθχκαλζε ηεο εηθφλαο θαηά έλα ζηνραζηηθφ πιαίζην. Δπηπιένλ, 

ε γλψζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ ζνξχβνπ είλαη επίζεο απαξαίηεηε. ΢ην πιαίζην MAP 

νη παξάκεηξνη απηέο νλνκάδνληαη ππεξπαξάκεηξνη [8,40]. Πξνθαλψο, απηέο νη 

παξάκεηξνη δελ είλαη ζπλήζσο δηαζέζηκεο θαη πξέπεη λα εθηηκεζνχλ κε βάζε ηα 

δηαζέζηκα ζνξπβψδε θαη ζνιά δεδνκέλα. Γηάθνξεο ηερληθέο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

παξακέηξνπ ζπζηεκαηνπνίεζεο ζπδεηνχληαη, γηα παξάδεηγκα, ζην [13]. 

    ΢ηε ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε ελ ζπληνκία έλα λέν παξάδεηγκα πνπ έρνπκε 

εηζαγάγεη ζην πιαίζην ησλ επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ απνθαηάζηαζεο εηθφλαο 

[18-20,25,26]. ΢χκθσλα κε απηφ, νη απαηηνχκελεο πιεξνθνξίεο απφ ηελ 

ληεηεξκηληζηηθή πξνζέγγηζε ζπζηεκαηνπνίεζεο ελεκεξψλεηαη ζε θάζε ζηάδην 

απνθαηάζηαζεο, κε βάζε ηελ ελ κέξεη απνθαηαζηαζείζα εηθφλα. 

 

 

8.9.3.1 Υσξηθά Πξνζαξκνδφκελνη  Αιγφξηζκνη 
 

Γηα ην ρσξηθά πξνζαξκνδφκελν αιγφξηζκν πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ, ε 

πξνηεηλφκελε γεληθή κνξθή ηεο ζηαζκηζκέλεο εμνκάιπλζεο ησλ νπνίσλ ε 

ιεηηνπξγηθή ειαρηζηνπνίεζε ζα νδεγήζεη ζε κηα αλαπαιαησκέλε εηθφλα γξάθεηαη 

σο εμήο  
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φπνπ νη πίλαθεο ζηάζκηζεο Α(x) θαη Β(x), θαη νη δχν ιεηηνπξγίεο ηεο αξρηθήο 

εηθφλαο, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ζπκπεξηιάβεη θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

ζνξχβνπ εηθφλαο ζηε δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο, αληηζηνίρσο. Ζ παξάκεηξνο 

ζπζηεκαηνπνίεζεο , επίζεο κηα ζπλάξηεζε ηνπ x, νξίδεηαη θαηά ηέηνην ηξφπν ψζηε 

λα θαηαζηεί ιεηηνπξγηθή ε εμνκάιπλζε ζηελ Δμίζσζε 34.52 θπξηή κε έλα κνλαδηθφ 

παγθφζκην ειαρηζηνπνηεηή. 

 Έλα απφ ηα ιw(x) έρνπκε πξνηείλεη δίλεηαη απφ 

 

 

 

 

φπνπ ε παξάκεηξνο  πξνζδηνξίδεηαη απφ ηε ζχγθιηζε θαη αλαιχζεηο θπξηφηεηαο. 

    Ο θχξηνο ζηφρνο απηήο ηεο πξνζέγγηζεο είλαη λα σζήζνπλ ηνλ επαλαιεπηηθφ 

αιγφξηζκν λα εθηηκήζεη ηε παξάκεηξν ζπζηεκαηνπνίεζεο θαη ηνπο θαηάιιεινπο 

πίλαθεο ζηάζκηζεο ηαπηφρξνλα κε ηελ απνθαηάζηαζε ηεο εηθφλαο. Ζ  δηαζέζηκε 

εθηίκεζε ηεο εηθφλαο απηήο ζε θάζε βήκα επαλάιεςεο ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο αμίαο ηεο παξακέηξνπ ζπζηεκαηνπνίεζεο. Γειαδή, ε 

παξάκεηξνο ζπζηεκαηνπνίεζεο νξίδεηαη σο κία ζπλάξηεζε ηεο αξρηθήο εηθφλαο 

(θαη ηειηθά ζηελ πξάμε κηαο εθηίκεζεο ηνπ). Μεγάιε ζεκαζία έρεη ε κνξθή ηεο 

ζπλάξηεζεο  απηήο, νχησο ψζηε ε ζπλαξηεζηαθή εμνκάιπλζε πνπ ζα 

ειαρηζηνπνηεζεί λα δηαηεξήζεη ηελ  θπξηφηεηα ηεο θαη λα παξνπζηάζεη έλα 

ζθαηξηθφ ειαρηζηνπνηεηή. 

Σν ιw(x) ραξηνγξαθεί  έλα δηάλπζκα x ζηε ζεηηθή πξαγκαηηθή γξακκή. ΢θνπφο 

ηνπ είλαη, λα ειέγρεη ηε ζρεηηθή ζπκβνιή ηνπ εζθαικέλνπ φξνπ , ην νπνίν 

εμαζθαιίδεη  πηζηφηεηα ζηα δεδνκέλα, θαη ε ζηαζεξνπνηεηηθή ζπλάξηεζε , 

ε νπνία εμαζθαιίδεη ηελ νκαιφηεηα ζηελ ιχζε. Ζ εμάξηεζε ηεο, σζηφζν, ζηελ 

αξρηθή εηθφλα, θαζψο θαη ηα δηαζέζηκα δεδνκέλα, ρξεζηκνπνηνχληαη ξεηψο. Απηή ε 

εμάξηεζε απφ ηελ άιιε πιεπξά ζησπεξά ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πξνζέγγηζε 

πεξηνξηζκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, ζχκθσλα κε ηελ νπνία ε ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ Mw(ιw(x),x) θαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο παξακέηξνπ ζπζηεκαηνπνηήζεσο  

ιw(x) απνηεινχλ ηειείσο μερσξηζηά βήκαηα. Οη επηζπκεηέο ηδηφηεηεο ηεο ιw(x) 

θαη Mw(ιw(x),x)αλαιχνληαη ζην [20]. Ζ ζρέζε ησλ κνξθψλ πνπ πξνθχπηνπλ 

ζηελ ηεξαξρηθή πξνζέγγηζε ηνπ Bayesian πξνο απνθαηάζηαζε ηεο εηθφλαο θαη 

εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηεο ζπζηεκαηνπνίεζεο εμεηάδεηαη ζην [40]. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ζπλεπψο, Ζ επαλάιεςε ησλ 

δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ κεηά απφ θάπνηεο απινπνηήζεηο παίξλεη ηε κνξθή [20,30] 
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Οη πιεξνθνξίεο πνπ απαηηνχληαη γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο παξακέηξνπ 

ζπζηεκαηνπνίεζεο  θαη ηα βάξε γηα ηελ εηζαγσγή ηεο ρσξηθήο 

πξνζαξκνζηηθφηεηαο θαζνξίδνληαη κε βάζε ηηο δηαζέζηκεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε 

ηελ εηθφλα πνπ απνθαηαζηάζεθε ζην k-νζηφ επαλαιεπηηθφ  βήκα. Δίλαη ζαθέο φηη 

γηα λα έρνπλ λφεκα φια απηά ε ζχγθιηζε ηεο επαλάιεςεο ζηελ Δμίζσζε 34.54 

πξέπεη λα είλαη εγγπεκέλε. Δπηπιένλ, ε ζχγθιηζε ζε έλα κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν, 

ην νπνίν  αθαηξεί ηελ εμάξηεζε ηνπ ηειηθνχ απνηειέζκαηνο γηα ηηο αξρηθέο 

ζπλζήθεο, είλαη επίζεο επηζπκεηή. Σα δεηήκαηα απηά εμεηάδνληαη ιεπηνκεξψο ζην 

[20,30]. Έλα ζεκαληηθφ πιενλέθηεκα ηνπ πξνηεηλφκελνπ αιγφξηζκνπ είλαη φηη ε 

θπξηφηεηα ηεο εμνκαιπκέλεο ζπλάξηεζεο  θαη ε ζχγθιηζε ηνπ πξνθχπηνληνο 

αιγνξίζκνπ είλαη εγγπεκέλεο, αλεμάξηεηα απφ ηελ επηινγή ησλ πηλάθσλ ζηάζκηζεο. 

Έλα άιιν πιενλέθηεκα απηνχ ηνπ αιγφξηζκνπ είλαη φηη ν πξνηεηλφκελνο 

πξνζαξκνδφκελνο  αιγφξηζκνο θαζνξίδεη ηαπηφρξνλα ηελ παξάκεηξν 

ζπζηεκαηνπνίεζεο  θαη ηνπο επηζπκεηνχο πίλαθεο ζηάζκηζεο κε βάζε ηελ εηθφλα 

πνπ απνθαηαζηάζεθε ζε θάζε επαλαιεπηηθφ βήκα θαη απνθαζηζηά ηελ εηθφλα, 

ρσξίο θακία πξνεγνχκελε γλψζε. 

 

 

8.9.3.2 Αιγφξηζκνο Πξνζαξκνδφκελεο  ΢πρλφηεηαο 
 

΢ε απηφ ην ζεκείν εηζάγεηαη ε πξνζαξκνζηηθφηεηα ζηε δηεξγαζία απνθαηάζηαζεο 

κε ηε ρξήζε ελφο ζηαζεξήο νκαιφηεηα πεξηνξηζκνχ, αιιά απνδίδνληαο κηα 

δηαθνξεηηθή παξάκεηξν ζπζηεκαηνπνίεζεο  ζε θάζε δηαθξηηή ζέζε ζπρλφηεηαο. 

Μπνξνχκε ηψξα λα  ηειεηνπνηήζνπκε ηε ζπζηεκαηνπνίεζε  ηεο θάζε ζπληζηψζαο 

ζπρλφηεηαο, επηηπγράλνληαο έηζη βειηίσζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηελ ίδηα ζηηγκή 

ηελ επηηάρπλζε ηεο ζχγθιηζεο ηνπ επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ. Οη παξάκεηξνη ηεο 

ζπζηεκαηνπνίεζεο αμηνινγνχληαη ηαπηφρξνλα κε ηελ απνθαηάζηαζε εηθφλαο κε 

βάζε ηελ εηθφλα πνπ έρεη ελ κέξεη απνθαηαζηαζεί. 

΢ε απηφλ ηνλ αιγφξηζκν, νη επφκελεο δχν ειιεηςνεηδείο ζπλαξηήζεηο  QEx θαη 

QEx/yρξεζηκνπνηνχληαη 

 

 
 

 

θαη  
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φπνπ ην Ρ θαη R είλαη θαη νη  δχν κπινθ-circulant πίλαθεο ζηάζκηζεο. ΢ηε ζπλέρεηα, 

κηα ιχζε ε νπνία αλήθεη ζην ζεκείν ηνκήο ησλ QEx θαη QEx/yδίλεηαη απφ 

 

 
 

φπνπ  

Οξίδνληαο θαη Ζ εμίζσζε 34.57  κπνξεί λα γξαθεί σο 

 

 
 

δεδνκέλνπ φηη φινη νη πίλαθεο είλαη circulant κπινθ θαη σο εθ ηνχηνπ 

κεηαθηλνχληαη. Ο πίλαθαο ζπζηεκαηνπνίεζεο Α νξίδεηαη κε βάζε ηε ζεσξεηηθή 

ζπζηεκαηνπνίεζε 

 
 

φπνπ Γ είλαη έλαο κπινθ-circulant πίλαθαο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα 

εμαζθαιηζηεί ε ζχγθιηζε. Σν B παίδεη ην ξφιν ηνπ πίλαθα ‘δηακνξθσηή’[53] γηα ηε 

κεγηζηνπνίεζε ηεο ηαρχηεηαο ζχγθιηζεο ζε θάζε ζπληζηψζα ζπρλφηεηαο, θαζψο 

θαη γηα ηελ αληηζηάζκηζε ησλ ζρεδφλ κνλψλ  ζπληζησζψλ ζπρλφηεηαο [19]. 

   Με ηελ παξαπάλσ ζχλζεζε ζπλεπψο, 

 

 
 

θαη ηελ επαλάιεςε δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ζηελ Δμίζσζε 34.21 θαζίζηαηαη 

 

φπνπ 

Αλαθέξεηαη εδψ πσο ε επαλάιεςε ζηελ 

εμίζσζε 34.61κπνξεί λα πξνέξρεηαη απφ ηελ ζπζηεκαηνπνηεκέλε εμίζσζε 

 

 
 

κε επαλάιεςε ηεο γεληθεπκέλεο επαλάιεςεο ηνπ Landweber [53]. Γεδνκέλνπ φηη 
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φινη νη πίλαθεο ζε επαλάιεςε ζηελ εμίζσζε 34.61 είλαη κπινθ-circulant, ε 

επαλάιεςε κπνξεί λα γξαθηεί ζην δηαθξηηφ πεδίν ζπρλφηεηαο σο 

 
φπνπ 

θαη  αληηπξνζσπεχνπλ ην 2DDFTηεο   

εθηίκεζεο εηθφλαο 1kx  , θαη ε ζνιή απφ ηνλ ζφξπβν  εηθφλα y θαη  

θαη  αληηπξνζσπεχνπλ 

2D DFTs ησλ 2D αιιεινπρηψλ νη νπνίεο ζρεκαηίδνπλ ηνπο κπινθ-circulant πίλαθεο 

D, C, Β θαη kA , αληίζηνηρα. Γεδνκέλνπ φηη k  είλαη κπινθ-circulant ην 

δίλεηαη απφ 

 
 

φπνπ  είλαη ε 2DDFT ηεο αθνινπζίαο ε νπνία ζρεκαηίδεη ην k . 

  

Σν επηηξεπφκελν εχξνο γηα θάζε παξάκεηξν ζπζηεκαηνπνίεζεο  θαη ειέγρνπ θαη ε 

αλάιπζε ζχγθιηζεο ηνπ επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ αλαπηχζζνληαη αλαιπηηθά ζην 

[19]. Απνδεηθλχεηαη φηη ν αιγφξηζκνο έρεη πεξηζζφηεξα απφ δχν ζηαζεξά ζεκεία. 

Σν πξψην ζηαζεξφ ζεκείν είλαη ην αληίζηξνθν ή ην γεληθεπκέλν αληίζηξνθν ηεο  

ιχζεο ηεο Δμίζσζεο 34.58. Ο δεχηεξνο ηχπνο ησλ ζηαζεξψλ ζεκείσλ είλαη 

ζπζηεκαηνπνηεκέλεο πξνζεγγίζεηο ζηελ αξρηθή εηθφλα. Δθφζνλ ππάξρνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ κία ιχζε γηα επαλάιεςε ζηελ Δμίζσζε 34.63, ν πξνζδηνξηζκφο 

ηεο αξρηθήο θαηάζηαζεο θαζίζηαηαη ζεκαληηθή. Έρεη απνδεηρζεί πεηξακαηηθά [19] 

φηη, αλ κηα νκαιή εηθφλα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ζρεδφλ παλνκνηφηππα ζηαζεξά 

ζεκεία δξνπλ αλεμάξηεηα, απφ ην 
0X . Ζ ρξήζε ησλ ζπλαξηήζεσλ θαζκαηηθνχ 

θηιηξαξίζκαηνο [53], ελζσκαηψλεηαη επίζεο ζηελ επαλάιεςε, φπσο θαίλεηαη ζην 

[19]. 

 

 

8.10 ΢πδήηεζε 
 

΢ην θεθάιαην απηφ πεξηγξάθεηαη ελ ζπληνκία ε εθαξκνγή ησλ δηαδνρηθψλ 

βαζκψλ ησλ θαηεγνξηψλ  επαλαιεπηηθψλ αιγνξίζκσλ ζην πξφβιεκα ηεο 

απνθαηάζηαζεο ελφο ζνξπβψδνπο θαη ζνινχ ζήκαηνο. Έγηλε αλάιπζε  

ιεπηνκεξψο ηηο απινχζηεξεο κνξθέο ηνπ αιγνξίζκνπ, θάλνληαο αλαθνξά 

ζηνλ ηξφπν επίιπζεο πην πεξίπινθσλ κνξθψλ αιγνξίζκσλ. Τπάξρεη 
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πξνθαλψο κηα ζεηξά αιγνξίζκσλ θαη ζέκαηα πνπ αθνξνχλ ηνπο  ελ ιφγσ 

αιγφξηζκνπο  νη νπνίνη δελ έρνπλ αλαθεξζεί θαζφινπ. Γηα παξάδεηγκα, 

αιγφξηζκνη κε κηα κεηαβαιιφκελε παξάκεηξν β, φπσο κέζνδνη απφηνκεο 

θαζφδνπ θαη θιηκαθσηήο ζχδεπμεο, κπνξνχλ  λα εθαξκνζηνχλ ζην 

πξφβιεκα απνθαηάζηαζεο εηθφλαο [4,37]. Ο αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ 

απνηειεί επίζεο έλα κέζν γηα ηελ ηαθηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

απνθαηάζηαζεο [55,58]. Δπαλαιεπηηθνί αιγφξηζκνη πνπ εμαξηψληαη απφ 

πεξηζζφηεξα απφ έλα πξνεγνχκελα ζηάδηα απνθαηάζηαζεο (πνιπζηαδηαθνί 

αιγφξηζκνη) έρνπλ επίζεο ιεθζεί ππφςε, θπξίσο γηα ιφγνπο εθαξκνγήο 

[27]. Ο ζπγγξαθέαο ηνπ βηβιίνπ ειπίδεη θαη πξνζδνθά φηη ην πιηθφ πνπ 

παξνπζηάζηεθε, ζα απνηειέζεη κηα θαιή εηζαγσγή ζην ζέκα γηα 

κεραληθνχο ή κεηαπηπρηαθνχο θνηηεηέο πνπ ζα ήζειαλ λα εξγαζηνχλ ζε 

απηφλ ηνλ ηνκέα. 
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