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7 ΒΙΟΛΟΓΙΚΟΙ ΣΑΛΑΝΣΩΣΔ΢ ΚΑΙ ΓΙΑΚΟΠΣΔ΢ 

 

7.1 Κίνηηπα, ΢ύνηομη Ιζηοπία Και Πποϊζηοπία 

Μνινλόηη, ηα δσληαλά βηνινγηθά ζπζηήκαηα είλαη πάξα πνιύ 

πνιύπινθα, ηαπηνρξόλσο είλαη πςειά ζπληεηαγκέλα θαη ζπκπαγή 

κε έλα εμαηξεηηθά απνηειεζκαηηθό ηξόπν.  Σέηνηα ζπζηήκαηα 

απνζεθεύνπλ πιεξνθνξίεο κε αθξίβεηα θαη κε ηξόπν πνπ λα 

παξάγνπλ ηνπο κεραληζκνύο πνπ απαηηνύληαη γηα επαλαιεπηηθή 

θπηηαξηθή παξαγσγή, νξγάλσζε, έιεγρν θνθ. Γηα λα δνύκε πόζν 

απνηειεζκαηηθά κπνξεί λα είλαη, ρξεηάδεηαη κόλν λα ζπγθξίλεηο ηηο 

πιεξνθνξίεο απνζήθεπζεο αλά βάξνο ηνπ πην πξνρσξεκέλνπ  

chip ππνινγηζηή κε, π.ρ. ην ξηκπνππξεληθν (ribonucleicacid) κόξην 

νμένπο (mRna)  ή δηάθνξα άιια: εδώ κηιάκε γηα παξάγνληεο ηηο 

ηάμεσο ησλ δηζεθαηνκκπξίσλ.  Απηό ην θεθάιαην, θαη ηα επόκελα 

δπν αζρνινύληαη θπξίσο κε ηαιαλησηηθέο δηαδηθαζίεο.  ΢ηηο 

βηνηαηξηθέο επηζηήκεο, απηέο είλαη θνηλέο, ζε δηάθνξεο ζπλαθείο 

εθθξάζεηο θαη έρνπλ πεξηόδνπο από ιίγα δεπηεξόιεπηα, κέρξη 

ώξεο, εκέξεο, αθόκε θαη εβδνκάδεο.Θα δνύκε κεξηθά κε 

ιεπηνκέξεηα ζε απηό ην θεθάιαην αιιά ζα αλαθέξνπκε θαη κεξηθά 

αιιά από έλα κεγάιν αξηζκό ρσξώλ πξόζθαηεο έξεπλαο πνπ έρεη 

λα θάλεη κε βηνινγηθνύο ηαιαλησηέο. 

Πεξηνδηθόο ξπζκηζηήο ζηελ θαξδηά είλαη, βεβαίσο, έλα 

ζεκαληηθό παξάδεηγκα, ην νπνίν αλαθέξεηαη ζην θεθάιαην 9.  Σν 

βηβιίν ηνπ Keener & Sneyd (1998) ζπδεηεί απηήλ ηελ πιεπξά 

εθηεηακέλα: είλαη κηα εμαηξεηηθή εηζαγσγή ζε καζεκαηηθά κνληέια 

ζηελ θπζηνινγία γεληθώο, θαιύπηνληαο έλα κεγάιν θάζκα από 

ζέκαηα.Η πεξίπνπ 24ώξε πεξηνδηθή εκθάληζε πνπ αθνξά ηηο 

κύγεο ησλ θξνύησλ από ηηο ρξπζαιιίδεο ηνπο  κπνξεί λα 

θαίλνληαη λα ειέγρνληαη από ηνλ εμσηεξηθό θαζεκεξλό ξπζκό αιιά 

δελ είλαη, απηή ε πεξίπησζε.  Αο δνύκε ην σξαία βηβιία από ηνλ 

Winfree (1987,2000) γηα κηα ιεπηνκεξή έθζεζε βηνινγηθώλ 

ξνινγηώλ θαη βηνινγηθό ρξόλν γεληθώο.  ΢πδεηνύκε ελ ζπληνκία 

απηό ην θαηλόκελν γηα ηηο κύγεο ζηα θξνύηα ζην θεθάιαην 9.  

Σώξα ππάξρεη κηα θιαζηθή εξγαζία ηνπ Hodgkin & Huxley (1952) 

ζε ελδερόκελεο ελέξγεηεο λεύξσλ, νη νπνίεο είλαη αηθλίδηεο 

ειεθηξηθέο σζήζεηο πνπ πνιιαπιαζηάδνληαη θαηά κήθνο ελόο 
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ηζηνύ λεύξνπ.  Απηόο ηώξα είλαη έλαο πςειά αλεπηπγκέλνο ρώξνο 

καζεκαηηθήο βηνινγίαο (βι. πρ ην άξζξν θξηηηθήο από ηνλ Rinzel 

(1981) θαη ην βηβιίν ηνπ Keener & Sneyd (1998)).  Κάησ από 

θάπνηεο ζπλζήθεο ηέηνηνη ηζηνί λεύξσλ παξνπζηάδνπλ θαλνληθέο 

πεξηνδηθέο αλαθιέμεηο.Ο πνιιαπιαζηαζκόο ησλ αηθλίδησλ 

ειεθηξηθώλ σζήζεσλ ζηνπο λεπξώλεο θαλνληθά βαζίδεηαη ζην λα 

αζθείηαη έλα αξρηθό εξέζηζκα θαη είλαη έλα ζεκαληηθό πξαθηηθό 

παξάδεηγκα ελόο ζπλαξπαζηηθνύ ρώξνπ.  ΢πδεηνύκε γηα έλα 

κεγάιν κνληέιν ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο θαλνληθήο πεξηνδηθήο 

ζπκπεξηθνξάο αλάθιεμεο θαη αξρηθήο ζπκπεξηθνξάο ζηνλ ηνκέα 

7.5 παξαθάησ, ηελ εθαξκνγή ηεο ζηα θαηλόκελα θύκαηνο ζην 

θεθάιαην έλα ηόκνο δπν.  

 Η αλαπλνή είλαη έλα θύξην παξάδεηγκα  ελόο άιινπ 

θπζηνινγηθνύ ηαιαλησηή, εδώ ε πεξίνδνο είλαη ηεο ηάμεσο ελόο 

δεπηεξνιέπηνπ.  Τπάξρνπλ πνιιέο άιιεο, όπσο θάπνηα λεπξηθή 

ελέξγεηα ζηνλ εγθέθαιν, όπνπ απηόο πνπ παξαηεξήζεη ζην 

γιπθνιπηηθό κνλνπάηη.  Οη γιπθνιύζεηο είλαη ε δηαδηθαζία πνπ 

δηαιύεη ηελ γιπθόδε λα πξνκεζεύζεη ηελ ελέξγεηα γηα θπηηαξηθό 

κεηαβνιηζκό.  Οη ηαιαληώζεηο κε πεξηόδνπο αξθεηώλ ιεπηώλ 

παξαηεξνύληαη ζε ζπγθεληξώζεηο θάπνησλ ρεκηθώλ ζηελ 

δηαδηθαζία.  Σν βηβιίν γηα βηνκεραληθέο ηαιαληώζεηο θαη 

θπηηαξηθώλ ξπζκώλ ηνπ Goldbeter (1996) θάλεη κηα ιεπηνκεξή θαη 

εθηεηακέλε ζπδήηεζε γηα απηό θαζώο θαη γηα άιια θαηλόκελα, 

επίζεο ζπδεηεί ηελ κνξηαθή βάζε γηα ρανηηθή ζπκπεξηθνξά.  

Δπίπεδα ηεζηνζηεξόλεο αίκαηνο ζηνλ άλζξσπν ζπρλά 

παξαηεξνύληαη λα ηαιαληεύνληαη κε πεξηόδνπο ηεο ηάμεσο 2-3 

σξώλ.  ΢ηνλ ηνκέα 7.6 ζπδεηνύκε ην ζρήκα απηήο ηεο 

θπζηνινγηθήο δηαδηθαζίαο θαη ην ζρεηίδνπκε κε ηελ πξαθηηθή 

ρεκηθνύ επλνπρηζκνύ γηα δηάθνξεο αηηίεο, κηα εθ ησλ νπνίσλ είλαη 

λα ειέγμνπκε ηελ αλάπηπμε ησλ όγθσλ ηνπ πξνζηάηε.  Απηό ην 

ζρήκα ζρεηίδεηαη επίζεο κε πξόζθαηε εξγαζία γηα αληηζεπηηθό 

ράπη ζηνπο άλδξεο.   

΢ε θάπνηεο θάζεηο ζηνλ θύθιν δσήο ζηελ κνύρια ηνπ 

θπηηαξηθνύ γινηνύ, Dictyotyostelium Discoideum, ηα θύηηαξα 

εθπέκπνπλ ην ρεκηθό θπθιηθό AMP, πεξηνδηθά, ζε πεξίνδν ιίγσλ 

ιεπηώλ.  Απηό ην ζεκαληηθό ζέκα έρεη κειεηεζεί εθηεηακέλα 

ζεσξεηηθά θαη πεηξακαηηθά, βιέπε, ην ζρεηηθό θεθάιαην γηα ηηο 
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πεξηνδηθέο πιεπξέο ζηνλ Segel (1984) ηα πξνηεηλόκελα κνληέια 

από ηνπο Martiel & Goldbeter (1987).  Monk & Othmer (1989) θαη 

ην βηβιίν ηνπ Goldbeter (1996).  Othmer  & Schaap (1999) δίλνπλ 

κηα εθηεηακέλε θξηηηθή ε νπνία θαιύπηεη ηηο θύξηεο πιεπξέο απηνύ 

ηνπ ζεκαληηθνύ ρώξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο κεηαθνξάο ελέξγεηαο θαη 

ηηο ηδηόηεηεο ηνπ γιηνύ κνύριαο γεληθώο.  Φαηλόκελα θπκάησλ πνπ 

ζρεηίδνληαη πνπ ζρεηίδνληαη κε απηό ηνλ γινηό κνύριαο είλαη 

επίζεο πινύζηα ζηελ δνκή ηνπο όπσο ζα δείμνπκε ζην θεθάιαην 

έλα, ηόκνο δπν.  Η θξηηηθή ηνπ Othmer  & Schaap (1999) 

αζρνιείηαη κε ηέηνηα θαηλόκελα δηαζηεκηθνύ θύκαηνο. Η δηαδηθαζία 

ηεο θαλνληθήο δηαίξεζεο ζην Dictyostelium, όπνπ ε πεξίνδνο 

κεηξάηαη, ζε ώξεο, δείρλεη έλαλ θπβεξλώληα βηνινγηθό ηαιαλησηή 

θάπνηνπ ηύπνπ.   

Όια ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα είλαη δηαθνξεηηθά ζηα 

βηνινγηθά ξνιόγηα κε 24ώξνπο ή θαζεκεξηλνύο ξπζκνύο πνπ 

ζπλδένληαη κε εμσηεξηθνύο πεξηόδνπο, ζην όηη πεξηγξάθνληαη 

πεξηζζόηεξν ινγηθνί απηόλνκνη ηαιαλησηέο, νξηαθνύ θύθινπ 

ηαιαλησηέο ηνπ είδνπο πνπ εμεηάδνπκε εδώ, πξέπεη λα είλαη 

αλνηθηά ζπζηήκαηα ζε ζεξκνδπλακηθέο ζπδεηήζεηο, αιιά δελ είλαη 

πεξηνδηθή, κέζσ θάπνηαο εμσηεξηθήο πεξηνδηθήο ππό πίεζε 

ιεηηνπξγίαο.   

Δθόζνλ ην ζέκα ησλ βηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ είλαη ηόζν 

κεγάιν ηώξα, είλαη εληειώο αδύλαην λα δώζνπκε ειάρηζηα 

θαηαλνεηή θάιπςε ηνπ ηνκέα εδώ.  Αληί απηνύ εζηηαδόκαζηε ζε 

κεξηθά γεληθά απνηειέζκαηα θαη  κεξηθά απιά κνληέια πνπ δίλνπλ 

έκθαζε ζε δηαθνξεηηθέο αληηιήςεηο θαη ηηο αλαιύνπκε ιεπηνκεξώο.  

Δπίζεο ζπδεηνύκε κεξηθνύο ρώξνπο θαη κεραληζκνύο πξαθηηθήο 

ζεκαζίαο θαη πξόζθαηνπ ελδηαθέξνληνο.  Γλώζε απηώλ είλαη 

βαζηθή ζηελ επέθηαζε ηδεώλ καζεκαηηθνύ κνληέινπ ζε άιιεο 

θαηαζηάζεηο.  Έρνπκε ήδε δεη πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά ζε 

πιεζπζκηαθά κνληέια όπσο ζπδεηήζεθαλ ζηα θεθάιαηα 1-3, από 

ην θεθάιαην 6,  όηη είλαη δπλαηόλ λα ζπκβεί ζε αληηδξάζεηο 

θηλεηηθήο ησλ ελδύκσλ.  Άιια γλσζηά παξαδείγκαηα πνπ δελ 

έρνπλ αλαθεξζεί αθόκα είλαη ηα πνιύ ή ιίγν μεζπάζκαηα ελόο 

κεγάινπ αξηζκνύ θνηλώλ αζζελεηώλ.  Θα ηηο αγγίμνπκε πνιύ 

ζύληνκα ζην θεθάιαην 10 κε αλαθνξέο.   
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Η ηζηνξία ησλ αληηδξάζεσλ ηαιαλησηώλ ρξνλνινγείηαη από 

ηνλ Lotka (1910) ν νπνίνο μεθίλεζε κηα ζεσξεηηθή αληίδξαζε πνπ 

παξνπζηάδεη πγξέο ηαιαληώζεηο.  Ο Lotka αξγόηεξα (1920,1925) 

πξόηεηλε ηνλ αληηδξαζηηθό κεραληζκό πνπ ηώξα έρεη ην όλνκα 

Lotka-Volterra θαη ηνλ νπνίνλ ζπδεηήζακε κε ηελ νηθνινγηθή ηνπ 

έλλνηα ζην θεθάιαην 3 θαη ζύληνκα κε ηε ρεκηθή ηνπ έλλνηα ζην 

ηειεπηαίν θεθάιαην.  Πεηξακαηηθά νη ηαιαληώζεηο αλαθαιύθζεθαλ 

από ηνλ Bray (1921) ζηνλ νμπδελέ ηόληνπ ησδίνπ αληίδξαζε, όπνπ 

νη πξόζθαηξεο  ηαιαληώζεηο παξαηεξήζεθαλ ζηηο ζπγθεληξώζεηο 

ηνπ ησδίνπ θαη ζηελ θιίκαθα ηεο εμέιημεο ηνπ νμπγόλνπ.  

Αλαθέξζεθε ζπγθεθξηκέλα ζηελ πξώηκε εξγαζία ηνπ Lotka. 

Απηή ε ελδηαθέξνπζα θαη ζεκαληηθή εξγαζία απεξξίθζε κε κεγάιε 

δπζπηζηία από ηόηε, κεηαμύ θξηηηθώλ, ζεσξήζεθε ιαλζαζκέλα όηη 

παξαβίαζε ηνλ δεύηεξν λόκν ηεο ζεξκνδπλακηθήο.  Φπζηθά απηό 

δελ ηζρύεη εθόζνλ ηειηθά νη ηαιαληώζεηο ζηακαηνύλ, αιιά ην 

θάλνπλ ζηγά.   

Η επόκελε κεγάιε αλαθάιπςε αληηδξάζεσο ηαιαλησηώλ 

έγηλε από ηνλ Belousov (1951-1959) ε κειέηε ε νπνία ζπλερίζηεθε 

από ηνλ Zhabotinski (1964) είλαη γλσζηή σο ε Belousov-

Zhabotinski αληίδξαζε.  Απηή ε αληίδξαζε γηα παξάδεηγκα είλαη ην 

ζέκα ηνπ θεθαιηνύ 8.  Σώξα ππάξρνπλ πνιιέο αληηδξάζεηο νη 

νπνίεο παξαδέρνληαη πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά, ην βηβιίν κε άξζξα 

πνπ εθδίδεηαη από ηνπο Field & Burger (1985) πεξηγξάθεη κεξηθέο 

ιεπηνκεξείο έξεπλεο ζηνλ ρώξν, ηδηαηηέξσο κε απηέο πνπ 

ζπλδένληαη κε Belousov-Zhabotinski αληίδξαζε.  Άιινη ηνκείο 

ζπλδπάδνληαη ζηα βηβιία από ηνπο Goldbeter (1966) & Keener, 

Sneyd (1998).   

΢ην ππόινηπν απηνύ ηνπ κέξνπο ζρνιηάδνπκε γεληθά, 

ζπζηήκαηα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ γηα ηαιαλησηέο θαη ζην κέξνο 

πνπ αθνινπζεί πεξηγξάθνπκε κεξηθνύο εηδηθνύο κεραληζκνύο 

ειέγρνπ κνληέια πνπ έρνπλ απνδεηρηεί ηδηαίηεξα ρξήζηκα 

δείρλνληαο ηππηθή θαη αζπλήζηζηε ζπκπεξηθνξά ηαιαλησηώλ.  

Δίλαη ινγηθά αξρηθά ζεκεία γηα ζρεκαηηζκό πξαγκαηηθώλ θαη 

εηδηθώλ βηνινγηθώλ θαηλνκέλσλ ελ ζρέζε πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά.  

Μεξηθέο από ηηο παξαηεξήζεηο είλαη πξνεθηάζεηο ή γεληθόηεηεο 

από απηό πνπ θάλακε γηα δπν εηδώλ ζπζηήκαηα ζηα θεθάιαηα 3 

θαη 6.   
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Σα  κνληέια γηα ηαιαλησηέο κε ηα νπνία αζρνινύκαζηε εδώ, 

κε εμαίξεζε απηό ζην κέξνο 7.6 όια δίλνπλ αύμεζε ζηα ζπζηήκαηα 

θνηλώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ (ηύπνπ 3.43) πνπ κειεηήζεθαλ ζην 

θεθάιαην 3 γηα ηελ ζπγθέληξσζε – άληζκα u(t), νλνκαζηηθά, 

 

               

Όπνπ f, πεξηγξάθεη ηελ κε γξακκηθή αληίδξαζε θηλεηηθήο, ή ην 

βαζηθό κεραληζκό βηνινγηθνύ ηαιαλησηή.  Οη καζεκαηηθέο 

πιεξνθνξίεο ζηνπο κε γξακκηθνύο ηαιαλησηέο είλαη πνιιέο θαη 

ηξνκαθηηθέο, αιιά πνιιέο δελ έρνπλ ζρέζε κε πξαγκαηηθό 

βηνινγηθό ζρεκαηηζκό.  Αλ θαη αξθεηά παιηά, κηα θαιή πξαθηηθή 

θξηηηθή από ηελ πιεπξά ηεο καζεκαηηθήο βηνινγίαο, γίλεηαη από 

ηνλ Howard (1979).  Δπί ην πιείζηνλ εδώ ελδηαθεξόκαζηε γηα 

πεξηνδηθέο ιύζεηο ηνπ (7.1), όπσο: 

                    

Όπνπ Σ>0 είλαη ε πεξίνδνο, ζηε θάζε ηνπ δηαζηήκαηνο 
ζπγθεληξώζεσλ απηή ε ιύζε ηξνρηάο είλαη κηα απιή θιεηζηή 
ηξνρηά, γ.  Δάλ   (t) είλαη ε ιύζε θύθινπ νξίνπ, ηόηε είλαη 

αζπκπηνκαηηθώο ζηαζεξή (παγθνζκίσο) εάλ θάπνηα δηαηαξαρή 
από   , ή γ ηειηθά ηείλεη ζην κεδέλ όπσο t ηείλεη ζην άπεηξν.  Δίλαη 
πάληα ε πεξίπησζε κε πξαγκαηηθά, πνηνηηθά θαζώο θαη πνζνηηθά 
βηνινγηθά κνληέια, όπνπ ε δηαθνξηθέο εκπιέθνπλ παξακέηξνπο 
πνπ δειώλνληαη ρσξίο όλνκα από ην ι, π.ρ. ε ζπκπεξηθνξά ησλ 
ιύζεσλ u(t;ι) δηαθέξεη κε ηηο ηηκέο, νη θιίκαθεο ησλ παξακέηξσλ 

όπσο είδακε π.ρ. ζην θεθάιαην 3.  Γεληθά ζηαζεξέο ιύζεηο ηνπ 
(7.1), δειαδή ιύζεηο ζε f(u)=0, είλαη ζηαζεξέο ζε κηθξέο 

δηαηαξάμεηο έλα ι είλαη ζε θάπνηα θιίκαθα θαη γίλεηαη αζηαζέο όηαλ 
ι πεξλάεη κέζα από κηα θξίζηκε αμία   , έλα ζεκείν δηαθιάδσζεο.  
Όηαλ ην κνληέιν κπιέθεη ζε εμαξηώκελεο κεηαβιεηέο ε αλάιπζε 
ηνπ (7.1) κπνξεί λα εθηειεζηεί ζηελ θάζε επηπέδνπ ( βι. 
ζπκπιήξσκα) όπσο είδακε ζηα θεθάιαηα 3&6.  Γηα ζπζηήκαηα 
πςειόηεξσλ ηάμεσλ, ε ζεσξία δελ είλαη βέβαηα νινθιεξσκέλε θαη 
θάζε πεξίπησζε ζπλήζσο πξέπεη λα κειεηεζεί μερσξηζηά.  Μηα 
κεγάιε εμαίξεζε παξέρεηαη από ην ζεώξεκα δηαθιάδσζεο Hopf, 
ηα απνηειέζκαηα ηζρύνπλ κόλν θνληά ζηηο ηηκέο δηαθιάδσζεο.  
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Έλα βαζηθό πξάκα ρξήζηκν θαη εύθνια εθαξκόζηκν απνηέιεζκα 
ηνπ ζεσξήκαηνο Hopf είλαη ην αθόινπζν: αο ππνζέζσ όηη u=0 είλαη 
κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε ηνπ (7.1) θαη ε γξακκηθόηεηα γηα απηό δίλεη 
κηα ζύλζεηε θιίζε ησλ ηηκώλ Eigen  α(ι) = Re α ± i Im α.  Αο 
ππνζέζνπκε ηώξα απηή ηελ ηηκή Eigen έρεη ην πην κεγάιν 
πξαγκαηηθό κέξνο όισλ ησλ  Eigen ηηκώλ θαη είλαη ηέηνην πνπ ζε 
κηα κηθξή γεηηνλία κηαο ηηκήο δηαθιάδσζεο    , (i) Reα < 0 if ι <      

(ii) Re α = 0 and Imα _= 0 if ι =     and (iii) Reα > 0 if ι >     .  Σόηε 

ζε κηα κηθξή γεηηνλία ηνπ    , ι>    ε ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη 

αζηαζήο από απμαλόκελεο ηαιαληώζεηο θαη ηνπιάρηζηνλ, έλα κηθξό 

εύξνο ιύζεο πεξηνδηθνύ θπθιηθνύ νξίνπ ππάξρεη πεξίπνπ u=0.  

Πιένλ  απηή ε ιύζε πεξηνδηθνύ θπθιηθνύ νξίνπ δίλεηαη από 2π/ T0 

όπνπ    = Im [α(   )].  Η ηηκή     είλαη κηα ηηκή δηαθιάδσζεο Hopf.  

Σν ζεώξεκα δελ ιέεη ηίπνηα γηα ηελ ζηαζεξόηεηα από ηέηνηεο 

ιύζεηο πεξηνδηθνύ θύθινπ νξίνπ αλ θαη πξαθηηθώο κε βηνινγηθά 

πξαγκαηηθά ζπζηήκαηα είλαη ζπλήζσο αξηζκεηηθώο εμνκνησκέλεο. 

 

7.2 Μησανιζμοί Δλέγσος Πληποθοπιών 

 

Δίλαη θαιά θαηαγεγξακκέλν όηη ζε έλα κεγάιν αξηζκό αλαιύζεσλ 

θπηηάξσλ κεξηθά από ηα έλδπκα πνπ εκπιέθνληαη δείρλνπλ 

πεξηνδηθέο απμήζεηο ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ηνπο θαηά ηελ δηάξθεηα 

ηεο δηαίξεζεο, θαη απηέο αληαλαθινύλ πεξηνδηθέο αιιαγέο ζηηο 

ηηκέο ηεο ζύλζεζεο ησλ ελδύκσλ, Goldbeter (1966) έρεη κεξηθά 

παξαδείγκαηα γηα απηό.  Σν άξζξν ηνπ Tyson (1977 βι. επίζεο 

1983) θαηαγξάθεη δηάθνξεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο πνπ απηό 

ζπκβαίλεη.Ρπζκηζηηθνί κεραληζκνί απαηηνύλ θάπνην είδνο ειέγρνπ 

πιεξνθνξηώλ ζε κηα θιαζηθή εξγαζία, θπξίσο ζε ξπζκηζηηθνύο 

κεραληζκνύο ζηελ θπηηαξηθή θπζηνινγία Monod & Jacob (1961) 

πξόηεηλε   δηάθνξα κνληέια πνπ ήηαλ ηθαλά γηα απηνξξύζκηζε θαη 

έιεγρν θαη ηα νπνία είλαη γλσζηό όηη ππάξρνπλ ζηα κηθξόβηα.  Έλα 

από απηά ηα κνληέια πξνηείλεη όηη θάπνηνη κεηαβνιεηέο 

θαηαπηέδνπλ ηα έλδπκα ηα νπνία είλαη βαζηθά γηα ηελ δηθή ηνπο 

ζύλζεζε.  Απηό γίλεηαη επεξεάδνληαο αξλεηηθά ηελ κεηαγξαθή ηνπ 

κνξίνπ DNA ζηνλ κεηαθνξέα RNA ην νπνίν είλαη νδεγόο ν νπνίνο 

θαηαζθεπάδεη ην έλδπκν. Ο Goodwin (1945) πξόηεηλε έλα απιό 
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κνληέιν γηα απηή ηελ δηαδηθαζία ηελ νπνία δείρλεη ην ζρήκα 7.1 

ζηελ ζύλζεζε πνπ αλαιύεηαη κε ιεπηνκέξεηα από ηνλ Hastings 

θ.α. (1977).    

Μηα γεληθόηεηα ηνπ κνληέινπ Goodwin (1965) ην νπνίν 

επίζεο αληαλαθιά κηα έθδνζε ηεο δηαδηθαζίαο ζην ζρήκα 7.1 είλαη: 

 
 

 
Όπνπ Μ,Δ,Ρ αληηπξνζσπεύνπλ αληίζηνηρα ηηο ζπγθεληξώζεηο ηνπ 
mRNA, ην έλδπκν θαη ην πξντόλ ηεο αληίζηαζεο ηνπ ελδύκνπ θαη 
έλα ππόζηξσκα ππνηηζέκελα λα δηαηίζεηαη ζε έλα ζπλερέο 
επίπεδν.  Όια εθ ησλ V,K,m ( ν ζπληειεζηήο HILL) θαη a, b, c, d 
θαη e είλαη ζπλερήο ζεηηθνί παξάκεηξνη.  Δθόζνλ ην DNA 
πξνκεζεύεηαη εμσηεξηθά ζε απηή ηελ δηαδηθαζία, δελ ρξεηαδόκαζηε  
εμίζσζε γηα ηελ ζπγθέληξσζε ηεο.  Από ηελ εκπεηξία ηνπ 
θεθαιαίνπ 6 εξκελεύνπκε απηό ην κνληέιν (7.3) αθνινύζσο, ε 
δεκηνπξγία ηνπ Μ επεξεάδεηαη αξλεηηθά από ην πξντόλ  Ρ θαη 
ππνβαζκίδεηαη ζύκθσλα κε θηλεηηθά πξώηεο ηάμεο, ελώ ην Δ θαη Ρ 
δεκηνπξγνύληαη θαη ππνβαζκίδνληαη από θηλεηηθά πξώηεο ηάμεο.  
΢αθώο πξνρσξεκέλα θηλεηηθά ινγηθά ζα κπνξνύζαλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνύλ. 
 
΢σήμα 7.1 

 
 
Οη κέζνδνη πνπ πεξηγξάθνληαη ζην θεθάιαην 6 ζεσξώληαο ηελ 
ζηαζεξόηεηα ηεο ζηαζεξήο θαηάζηαζεο ν  Griffith (1968) έδεημε όηη 
νη ηαιαληώζεηο δελ είλαη αξθεηέο εθηόο αλ ν ζπληειεζηήο Hill κε m, 
ζηελ αξρή ηνπ (7.3) είλαη επαξθώο κεγάινο (βι. άζθεζε 4) ιίγν 
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κεγαιύηεξνο από 8-κηα αθύζηθε πςειή ηηκή.  Γηα ην m ζε απηή ηελ 
θιίκαθα ην ζύζηεκα δελ δείρλεη ηαιαληώζεηο νξηαθνύ θύθινπ.  Μηα 
πεξηζζόηεξν ζρεηηθά βηνινγηθή αιιαγή είλαη λα αληηθαηαζηαζεί ε Ρ 
εμίζσζε ζην (7.3) από: 
 

  
Γειαδή, ππνβάζκηζε ηνπ πξντόληνο πξνθαιεί θνξεζκό ζην 
κεγάιν Ρ  ζύκθσλα κε ηελ θηλεηηθή Michaelis-Menten.  Με απηά 
αληί ηνπ γξακκηθνύ ζρήκαηνο, ε νξηαθέο θπθιηθέο ηαιαληώζεηο 
κπνξεί λα πξνθύςνπλ γηα ρακειέο ηηκέο ηνπ Hill  κε ζπληειεζηή m, 
αθόκε ηόζν ρακειά όζν m=2.  Η αληίιεςε κηαο αθνινπζίαο 
ζπλδεόκελσλ αληηδξάζεσλ είλαη ρξήζηκε θαη δηάθνξεο  αιιαγέο 
έρνπλ πξνηαζεί ζε κηα, ε νπνία έρεη κειεηεζεί θαη κειεηήζεθε 
επξέσο ν αξηζκόο αληηδξάζεσλ έρεη απμεζεί γεληθά ζην n θαη ε 
ιεηηνπξγία πιεξνθνξίαο έγηλε γεληθώο επξέσο εθαξκόζηκε.  ΢ε 
έλα θαηάιιειν ρσξίο δηάζηαζε ζρήκα ην ζύζηεκα είλαη: 
 
        
 
 

 

Όπνπ ην   > 0 θαη f (u), ην νπνίν είλαη πάληα ζεηηθό, είλαη ε 
γξακκηθή πιεξνθνξία ιεηηνπξγίαο.  Δάλ f(u) είλαη κηα απμαλόκελε 
ιεηηνπξγία ηνπ u, f ‘(u) > 0, (7.4) αληηπξνζσπεύεη κηα ζεηηθή 
πιεξνθνξία θύθινπ, ελώ ε f(u) είλαη κηα ζπλερόκελε απμαλόκελε 
ιεηηνπξγηά  ηνπ u, f ‘(u) < 0, αληηπξνζσπεύεη κηα αξλεηηθή 
πιεξνθνξία θύθινπ, ή ελδνηαζκό πιεξνθνξίαο.  Θεηηθνί θύθινη 
πιεξνθνξίαο δελ είλαη θνηλνί κεηαβνιηθνί κεραληζκνύ έιεγρνπ, 
ελώ νη αξλεηηθνί είλαη, (βι. π.ρ.Tyson & Othmer (1978) & 
Goldbeteer (1966).  O Yagil & Yagil (1971) πξόηεηλε εηδηθά 
ζρήκαηα γηα ηελ f(u) γηα δηάθνξεο βηνρεκηθέο θαηαζηάζεηο.  
΢ηαζεξέο ιύζεηο ηνπ (7.4) δίλνληαη από: 
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Πξώηε εθ ησλ νπνίσλ ιύλεηαη πνιύ πην εύθνια γξαθηθώο 
ζρεδηάδνληαο ηελ f(u) θαη παξαηεξώληαο ηηο δηαζηαπξώζεηο κε ηελ 
επζεία γξακκή      . . ..      Με ζεηηθέο πιεξνθνξίεο ιεηηνπξγηώλ 

ε f(u) έρεη πνιιαπιέο ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο, είλαη δπλαηέο, ελώ κε 
πιεξνθνξίεο ελδνηαζκνύ ππάξρεη πάληα κηα κνλαδηθή ζηαζεξή 
θαηάζηαζε (βι. άζθεζε 3).  

Aλ θαη κε εμηζώζεηο ζπζηεκάησλ πςειόηεξσλ δηαζηάζεσλ 
δελ ππάξρεη ηζόηηκν ηνπ Poincare–Bendixson  ζεσξήκαηνο γηα ησλ 
δπν δηαζηάζεσλ θάζεο επηπέδνπ (βι. πεξηερόκελα) πξαγκαηηθά 
ζπζηήκαηα πξέπεη λα έρνπλ θάπνην θιεηζηό ρώξν κε όξην Β, 
δειαδή πεξηνξηζκέλν, ηέηνην πνπ: 
 

 
 
Όπνπ n είλαη ε εμσηεξηθή ελόηεηα θπζηνινγηθή ζην Β. 
΢ηελ πεξίπησζε πεξηζζόηεξν ζεκαληηθώλ αξλεηηθώλ ζπζηεκάησλ 
πιεξνθνξίαο ηνπ ηύπνπ (7.4), ν πξνζδηνξηζκόο ηέηνηνπ ρώξνπ 
είλαη αξθεηά απιόο.  Όπσο παξαηεξήζακε ελδηαθεξόκαζηε 
βέβαηα, κόλν γηα κε αξλεηηθέο αμίεο γηα ην u.  ΢θεθηείηε πξώηα ηελ 
πεξίπησζε δπν εηδώλ ηνπ (7.4), νλνκαζηηθώο: 
 

 
Όπνπ f (  ) > 0 θαη f ‘(  ) < 0.  Πξνζέμηε πξώηα ηνλ 
παξαιιειόγξακκν ρώξν πιαηζησκέλν από   = 0,    = 0,    = U1 

θαη    = U2, όπνπ U1 θαη U2 ζα πξνζδηνξηζηνύλ.  ΢ηα όξηα 
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Δάλ ηώξα επηιέγακε U1 θαη U2 γηα λα ηθαλνπνηήζνπκε ηηο 
αληζόηεηεο: 

 
Σόηε ε (7.7) δείρλεη όηη ππάξρεη κηα πεξηνξηζκέλε πεξίπησζε Β 
ζηελ νπνία ην (7.6) ηθαλνπνηείηαη.  Πάληνηε κπνξνύκε λα βξνύκε 
ηέηνηα  U1 θαη U2  όηαλ ε f(u) είλαη κηα κνλνηνληθή κεησκέλε 
ιεηηνπξγία ηνπ u.  Παξαηεξήζηε όηη ε ζεηηθή ζηαζεξή θαηάζηαζε, 
δεδνκέλε από ηελ κνλαδηθή ιύζε ηνπ  
 

 
Βξίζθεηαη πάληα κέζα ζηνλ ρώξν Β θαζνξηζκέλν από ην (7.7) θαη 
(7.8) θαη εθόζνλ f ‘(u) < 0, είλαη πάληα γξακκηθό ζηαζεξό, εθόζνλ 
νη αμίεο Eigen ηεο ζηαζεξόηεηαο (ή θνηλσλία) είλαη θαη νη δπν 
αξλεηηθέο.  Έηζη ην κνληέιν δπν εηδώλ δελ κπνξεί λα εηζάγεη 
νξηαθέο θπθιηθέο ηαιαληώζεηο.   

Σώξα είλαη ζαθέο πσο ζα γεληθεύζνπκε ηελ κέζνδν γηα λα 

πξνζδηνξίζνπκε έλα όξην ρώξνπ Β ζην νπνίν (7.6) ηθαλνπνηείηαη 
γηα n είδε αξλεηηθήο πιεξνθόξεζεο θύθινπ.  Η θαηάιιειε 
πεξηνξηζκέλε θαηάζηαζε δίλεηαη από ην θνπηί πιαηζησκέλν από ηα 
επίπεδα   = 0, r = 1, 2, . . . , n θαη    = Ur , r = 1, 2, . . . , n, όπνπ 
θάζε  Ur , r = 1, . . . , n πνπ ηθαλνπνηεί ζα αξθεί.   
 

 
Όπσο ζηελ πεξίπησζε δπν εηδώλ ε ζηαζεξή θαηάζηαζε 

πάληα βξίζθεηαη ζε έλα όξην Β.  Δάλ λαη ή όρη ηέηνηα ζπζηήκαηα 
n≥3 εηζάγνπλ πεξηνδηθέο ιύζεηο είλαη πεξηζζόηεξν δύζθνιν λα 
πξνζδηνξηζηεί από ηελ δπν εηδώλ πεξίπησζε (βι. άζθεζε 4).  
Καζώο ε ηάμε ηνπ ζπζηήκαηνο απμάλεηαη ε πηζαλόηεηα πεξηνδηθώλ 
ιύζεσλ απμάλεηαη.  Δάλ ζεσξήζνπκε ηνλ ηαιαλησηή (7.3) ή ζηελ 
ρσξίο δηαζηάζεηο ζύλζεζε ηεο (7.4) γηα   ,   ,    κε f(  ) = 1/(1 + 

  ),  κπνξεί λα δείμεη όηη ε ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη πάληα 

ζηαζεξή (άζθεζε 4).  Δάλ έρνπκε f (  ) = 1/(1+ 
 
 ) ηόηε (άζθεζε 

4), ρξεζηκνπνηώληαο ηηο Routh–Hurwitz θαηαζηάζεηο ζηνλ θπβηζκό 
γηα ηηο αμίεο Eigen ηεο ζηαζεξόηεηαο ηνπ θαινππηνύ, ε ζηαζεξή 
θαηάζηαζε είλαη κόλν αζηαζήο αλ m>8 ην νπνίν, σο έρνπκε 
αλαθέξεη είλαη κηα κε πξαγκαηηθή πςειή αμία γηα ηελ 
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ππαηληζζόκελε ζπλεξγαζηκόηεηα.  Καζώο ν αξηζκόο αληηδξάζεσλ, 
n απμάλεηαη, ν Tyson & Othmer (1978) έρνπλ δείμεη ε ζηαζεξή 
θαηάζηαζε γίλεηαη αζηαζήο έλα ε ζπλεξγαζηκόηεηα m θαη ε 
δηάξθεηα πιεξνθνξίαο θύθινπ n είλαη ηέηνηα ώζηε m > m0(n) = 

    (π/n).  Όπνπ n=3 απηό δείρλεη m=8 όπσο παξαπάλσ: κεξηθέο 
αμίεο γηα πςειόηεξν n είλαη n=4,m=4,n=10, m = 1.65 θαη n→∞,     
m → 1.  

 Με ηελ γξακκηθόηεηα (7.4) γηα ηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε (7.5).  
Οη θαηαζηάζεηο ιεηηνπξγίαο ησλ παξακέηξσλ κπνξεί λα βξεζνύλ 
ώζηε πεξηνδηθέο θπθιηθέο ιύζεηο νξίσλ κπνξεί λα ππάξμνπλ: 
MacDonald (1977), π.ρ. ρξεζηκνπνίεζε ηελ ζεσξία δηαθιάδσζεο 
ελώ ν Rapp (1976) αλέπηπμε κηα αξηζκεηηθή δηαδηθαζία έξεπλαο 
γηα ην πιήξεο κε γξακκηθό ζύζηεκα θαη έδσζε πνζνηηθέο 
εθηηκήζεηο γηα ηελ πεξίνδν ηαιάλησζεο.   

Μπνξνύκε λα πάξνπκε κεξηθέο αλαιπηηθέο πξνζεγγίζεηο γηα 
ηελ πεξίνδν ησλ ιύζεσλ, όηαλ ππάξρνπλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 
κέζνδν πνπ πξόηεηλε ν Tyson(1979).  Πξώηα ρξεζηκνπνηνύκε έλα 
απνηέιεζκα απνδεδεηγκέλν από ηνλ Hunting (1974), νλνκαζηηθά, 
όηη νη πην πνιιέο παξάκεηξνη θηλεηηθήο   ,   ….   πξέπεη λα είλαη 
πεξίπνπ ίζε ή ηαιαληεπόκελεο ιύζεηο δελ ζα είλαη δπλαηέο γηα 
ρακειέο αμίεο ηνπ m.  Γηα λα δνύκε απηό, πξνζέμηε όηη θάζε 
  ζπλδέεηαη κε ηνλ αληίζηξνθν αδηάζηαην κηζνύ ρξόλνπ δσήο ηνπ 

  .  Aλ ππνζέζνπκε, π.ρ. όηη έλα από ηα ζηαζεξά    είλαη πνιύ 
κεγαιύηεξν από ηα άιια θαη επηιέμνπκε ρξόλν   όπσο   >>1/   
θαη   <<1/   γηα όια r≠s. Καζώο ην ζύζηεκα εμειίζζεηαη 0 ≤ t ≤   , 

από    t1 <<1 γηα όια r ≠ s, από (7.4) us−1, ζηαζεξό είλαη: 
 

 
Αιιά εθόζνλ,     >>1, ε ηειεπηαία εμίζσζε δίλεη   (t) ≈   −1/   ην 

νπνίν ζεκαίλεη όηη ην sth είδνο είλαη βαζηθά ζηελ ςεπδό-ζηαζεξή 
θαηάζηαζε (εθόζνλ    /dt −1 –     ≈ 0) ζηελ δηάξθεηα ρξόλνπ 
πνπ όια ηα άιια είδε αιιάδνπλ αξθεηά.  Απηό ιέεη όηη sth είδε 
απνηειεζκαηηθά κε εκπιεθόκελα ζηε δηαδηθαζία πιεξνθνξίαο 
θύθινπ θαη έηζη ε ηάμε ηνπ θύθινπ κεηώλεηαη από έλα ζην n - 1. 

Σώξα, αλ ην K ην κηθξόηεξν από όινπο ηηο παξακέηξνπο 
θηλεηηθήο θαη ζεκαίλεη ην κηζό-ρξόλνπ δσήο ηνπ   από Η, απηό 
είλαη ε κεγαιύηεξε κηζνύ ρξόλνπ δσή όισλ ησλ εηδώλ.  
Υξεζηκνπνηώληαο ην παξαπάλσ απνηέιεζκα, ε απνηειεζκαηηθή 
δηάξθεηα ηνπ ρξόλνπ πιεξνθόξεζεο είλαη ίζε κε ηνλ αξηζκό Ν ησλ 
εηδώλ ησλ νπνίσλ ην ήκηζπ ηεο δσήο είλαη πεξίπνπ ίδηεο όπσο H 
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ή, απηό πνπ είλαη ην ίδην πξάκα, έρεη βαζκό ζηαζεξόηεηαο k≈K. 
Όιεο νη άιιεο αληηδξάζεηο ιακβάλνπλ ρώξα ζε κηα ηαρύηεξε 
ρξνλνθιίκαθα θαη έηζη δελ είλαη εκπιεγκέλεο ζην ζρέδην 
αληίδξαζεο.   

Αο ππνζέζνπκε ηώξα όηη έρνπκε κηα πεξηνδηθή ιύζε θαη λα 
ζεσξήζνπκε όηη κηα νινθιεξσκέλε ηαιάλησζε ζηελ νπνία θαζέλα 
από ηα είδε έρεη αύμεζε, ηόηε κηα κείσζε, ζπκπιεξώλεη ην θύθιν. 

Ξεθηλώληαο κε     πνπ πξώηα απμάλεηαη ζε               
               .  Μεηα ην    κεηώλεηαη, ζηελ ζπλέρεηα ην       ην 

ίδην γίλεηαη κέρξη ην   .  Τπάξρεη έηζη έλα ζύλνιν ηνπ 2Ν βεκάησλ 
εκπιεγκέλν ζηελ ηαιάλησζε κε θάζε αύμεζε θαη κείσζε 
ιακβάλνληαο πεξίπνπ ην ίδην ραξαθηεξηζηηθό ρξόλνπ 1/k.  Έηζη ε 
πεξίνδνο πεξίπνπ ηνπ Σ ηεο ηαιάλησζεο είλαη T ≈ 2N/K.   Έλα 
πεξηζζόηεξν πνζνηηθό απνηέιεζκα ηεο πεξηόδνπ έρεη δνζεί από 
ηνλ Rapp (1976) πνπ έδεημε όηη ε ζπρλόηεηα δίλεηαη από  
 

 
Σν νπνίν κεηώλεηαη ζην Σ≈2Ν/Κ γηα κεγάιν Ν.  Η δπλακηθή 
ζπκπεξηθνξά ησλ παξαπάλσ θπθισκάησλ ειέγρνπ 
πιεξνθόξεζεο θαη ησλ γεληθνηήησλ ηνπο, ζε βηνκεραληθνύο 
δξόκνπο έρνπλ κεηαρεηξηζηεί εηο βάζνο από ηνλ Tyson & Othemer 
(1978) θαη από κηα πεξηζζόηεξν καζεκαηηθή άπνςε από ηνλ 
Hastings θαη άιινπο (1977).  Σν ηειεπηαίν απνδεηθλύεη ρξήζηκα 
απνηέιεζκα γηα ηελ ύπαξμε πεξηνδηθώλ ιύζεσλ γηα ζπζηήκαηα κε 
πεξηζζόηεξεο γεληθέο αληηδξάζεηο  από ηηο πξώηεο-ηάζεο θύθισλ 
θηλεηηθήο πιεξνθόξεζεο, πνπ κόιηο έρνπκε ζεσξήζεη. 

Δίλαη ελζαξξπληηθό από κηα πξαθηηθή, πνπ είλαη πνιύ ζπρλά 
ε πεξίπησζε πνπ αλ (i) κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε γίλεηαη αζηαζήο 
από αλαπηπζζόκελεο ηαιαληώζεηο ζε θάπνηεο ηηκέο 
δηαθιαδώζεσλ κηαο παξακέηξνπ θαη (ii) ππάξρεη κηα πεξηνξηζκέλε 
πεξίπησζε πνπ εζσθιείλεη ηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε, κεηά ππάξρεη 
κηα ιύζε νξηαθνύ θύθινπ ηαιαληώζεσλ.  Φπζηθά ζε θάζε εηδηθό 
παξάδεηγκα πξέπεη λα επηδερζεί, θαη λα απνδεδεηρζεί όηη πξάγκαηη 
απηή είλαη ε πεξίπησζε.  Αιιά, επεηδή είλαη ζπρλά δύζθνιν λα 
γίλεη, είλαη θαιύηεξα λα πξνζπαζήζνπκε από εκπεηξία θαη 

δηδαρηηθή επηρεηξεκαηνινγία θαη ελ ζπλέρεηα εμνκνίσζε ηνπ 
ζπζηήκαηνο αξηζκεηηθώο, αληί λα πεξηκέλνπκε γηα καζεκαηηθή 
απόδεημε πνπ κπνξεί λα κελ έξζεη.  Μηα αζηαζήο ζηαζεξή 
θαηάζηαζε κε ην δηθό ηεο πεξηνξηζκέλν πιαίζην (7.6) αλ θαη 
αλαγθαία, δελ είλαη κηα επαξθήο θαηάζηαζε γηα κηα ιύζε 
ηαιάλησζεο ηεο (7.1) γηα λα ππάξμεη.  Μηα ηδηαίηεξα ρξήζηκε 
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πιεπξά ηνπ εμνλπρηζηηθνύ καζεκαηηθνύ ρεηξηζκνύ ηνπ Hastings 
θ.α.(1977) είλαη όηη δίλεη κεξηθά απνηειέζκαηα ηα νπνία κπνξνύλ 
λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε πεξηζζόηεξν πξαγκαηηθέο πιεξνθνξίεο 
θπθισκάησλ νη νπνίεο κηκνύληαη θαιύηεξα πξαγκαηηθέο βηνρεκηθέο 
πιεξνθνξίεο κεραληζκώλ ειέγρνπ.  

Ο Tyson (1983) πξόηεηλε έλα κνληέιν αξλεηηθώλ 
πιεξνθνξηώλ όκνην κε ην παξαπάλσ λα εμεγήζεη ζύλζεζε 
πεξηνδηθώλ ελδύκσλ.  Γίλεη κηα εμήγεζε ηνπ γηαηί ε πεξίνδνο 
ζύλζεζεο είλαη θνληά ζην ρξόλν ηνπ θπηηαξηθνύ θύθινπ όηαλ ηα 
θύηηαξα δηαηξνύληαη.  
 
 
7.3 Σαλανηωηέρ Και Γιακόπηερ δύο ή Πεπιζζοηέπων Διδών: 

Γενικά Ποιοηικά Αποηελέζμαηα 

 

Έρνπκε ήδε δεη ζην θεθάιαην 3 όηη δπν εηδώλ κνληέια 

δηαδξαζηηθώλ πιεζπζκώλ ,κπνξνύλ λα δείμνπλ πεξηνδηθέο 

θπθιηθέο ηαιαληώζεηο.  Δδώ παξάγνπκε κεξηθά γεληθά 

απνηειέζκαηα όζνλ αθνξά ηνλ πνηνηηθό ραξαθηήξα ηεο θηλεηηθήο 

αληίδξαζεο ε νπνία κπνξεί λα δείμεη ηέηνηεο πεξηνδηθέο ιύζεηο.   

Αο αθήζνπκε ηα δπν είδε u θαη v λα ηθαλνπνηήζνπλ 

αληηδξάζεηο θηλεηηθήο πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

όπνπ βέβαηα f & g είλαη κε γξακκηθά, ζηαζεξέο ιύζεηο θαηάζηαζεο 

ηνπ (7.10) δίλνληαη από: 

 

ηνπ νπνίνπ κόλν νη ζεηηθέο ιύζεηο έρνπλ ελδηαθέξνλ. Με 

γξακκηθόηεηα ηνπ (  ,  ) έρνπκε, κε ηνλ ζπλήζε ηξόπν (βι. 

θεθάιαην 3). 
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Η γξακκηθή ζηαζεξόηεηα ησλ (  ,  ) πξνζδηνξίδεηαη από ηηο Eigen 

αμίεο, ι ηεο ζηαζεξόηεηαο θαινππηνύ Α, δίλεηαη από: 

 

 

Αλαγθαίεο θαη επαξθείο θαηαζηάζεηο γηα ζηαζεξόηεηα είλαη: 

 

όπνπ εδώ θαη ζε απηό πνπ αθνινπζεί εθηόο εάλ δεισζεί αιινύ, ηα 

παξάγσγα αμηνινγνύληαη ζηε ζηαζεξή θαηάζηαζε (  ,  ). 

Κνληά ζηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε S(  ,  ) ζην (u,v) θάζε 

επηπέδνπ f (u,v) = 0 θαη g(u,v) = 0 ηνπηθά κπνξεί λα δηαζηαπξώζεη 

κε δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. Π.ρ. θαζώο απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 

7.2 παξαηεξήζηε όηη ην ζρήκα 7.2(β) είλαη απνηειεζκαηηθά ίζν ηνπ 

ζρήκαηνο 7.2(α): είλαη απιά ζην ζρήκα 7.2(α) πεξηζηξεθόκελν.  

Σν ζρήκα 7.2(γ) είλαη πνηνηηθά δηαθνξεηηθό από ηα άιια.  Αο 

ππνζέζνπκε όηη ε θηλεηηθή   f (u,v) θαη g(u,v) είλαη ηέηνηα πνπ ε 

(7.10) έρεη κηα πεξηνξηζκέλε θαηάζηαζε ζην ζεηηθό ηεηαξηνθύθιην.  

Σόηε, βάζε ηνπ Poincare–Bendixson ζεώξεκα, ιύζεηο 

πεξηνξηζκέλσλ θύθισλ ππάξρνπλ εάλ (  ,  )  είλαη έλα ειηθνεηδέο 

ζηαζεξό ή θόκβνο, αιιά όρη εάλ είλαη έλα ζεκείν θόξησζεο.  
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΢ΥΗΜΑ 7.2  

 

Γηα έλα αζηαζέο θόκβν ή ειηθνεηδέο λα ζπκβεί απαηηείηαη: 

  

 

Θεσξήζηε ηώξα ην ζρήκα 7.2(α).  ΢ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε (  ,  ) 

ζε θάζε ηνπ f=0 θαη g=0 ε θιίζε   /   > 0 κε   /     =0 >   /     

=0,έηζη: 

 

δεδνκέλνπ   θαη   έρνπλ ην ίδην ζήκα.  Δθόζνλ   /   > 0 επίζεο 

ζεκαίλεη όηη S,    θαη   έρνπλ δηαθνξεηηθά ζήκαηα, όπσο ηα    

θαη   .  Σώξα από (7.13) trA > 0 απαηηεί ηνπιάρηζηνλ όηη     θαη      

είλαη ην αληίζεην ζήκα ή θαη ηα δπν είλαη ζεηηθά.  Έηζη, ην θαινύπη 

Α(ε ζηαζεξόηεηα θαινππηνύ ή ην νκαδηθό θαινύπη ζηνπο όξνπο 

δηαδξαζηηθώλ πιεζπζκώλ) ζην (7.12) έρεη όξνπο κε ηα παξαθάησ 

δπλαηά ζήκαηα γηα ηα ζηνηρεία, 

  

κε θαζέλα εθ ησλ νπνίσλ είλαη δπλαηόλ λα έρεη tr A > 0.  Έρνπκε 

ήδε δείμεη όηη | A | > 0 γηα λα πξνρσξήζνπκε ρξεηαδόκαζηε αηνκηθά 

ηα ζήκαηα ηνπ     ,   ,     θαη     ζηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε.  Με ην 

ζρήκα 7.2(α) ππάξρνπλ 4 πηζαλόηεηεο θαζώο απεηθνλίδεηαη ζην 
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ζρήκα 7.3.  Απηά ππαηλίζζνληαη όηη ηα ζηνηρεία ζην θαινύπη Α ζην 

(7.12) έρνπλ ηα παξαθάησ ζήκαηα,  

  

π.ρ λα πάξνπκε ην ζήκα ηνπ    ζην S ζην ζρήκα 7.3(α) απιά 

ζεκεηώλνπκε όηη θηλνύκαζηε θαηά κήθνο κηαο γξακκήο παξάκειεο 

ζην u-axis δηακέζνπ S, f κεηώλεηαη εθόζνλ f>0 ζηε ρακειόηεξε u 

πιεπξά θαη f<0 ζηελ πςειόηεξε u πιεπξά.  Δάλ ηώξα ζπγθξίλνπκε 

απηά ηα ζρήκαηα κε απηά ζην (7.16) βιέπνπκε όηη ε κόλν δπλαηέο 

ζπλζέζεηο ζην (7.17) είλαη (β) θαη (γ).  Με (δ), | A | < 0 

΢ΥΗΜΑ 7.3 

 

΢ΥΗΜΑ 7.3 Σα δηάθνξα δπλαηά ζήκαηα ησλ ιεηηνπξγηώλ θηλεηηθήο f (u,v) θαη g(u,v) 

ζηα δπν κέξε ηεο αθύξσζεο γηα ηελ πεξίπησζε πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 7.2(α).  

Σα βέιε δείρλνύλ, πνηνηηθά θαηεύζπλζεο ηξνρηάο  ζηε γεηηνληά ηεο ζηαζεξήο 

θαηάζηαζεο S. 
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Η νπνία θάλεη ην S έλα ζεκείν θόξησζεο (ην νπνίν είλαη αζηαζέο 

βέβαηα) έηζη δελ κπνξεί λα ππάξρεη ιύζε θπθιηθνύ νξίνπ, 

ζπκπεξηιακβάλνληαο ην S (βιέπε πεξηερόκελν). Γηα όπνηεο 

δεδνκέλεο ιεηηνπξγίεο θηλεηηθήο είλαη εύθνιν λα πξνζδηνξίζνπκε 

απ’ όια ηα άθπξα ηελ πνηνηηθή ζπκπεξηθνξά ζηελ γεηηνληά κηαο 

ζηαζεξήο θαηάζηαζεο θαη άξα ηα ζήκαηα ζην θαινύπη Α ζην 

(7.12). Δάλ ηα άθπξα πνπ θαίλνληαη ηνπηθά όπσο εθείλα ζηα 

ζρήκαηα 7.2(β) θαη (γ) όκνηα απνηειέζκαηα κπνξνύλ εύθνια λα 

απνθηεζνύλ γηα ην επηηξεπηό είδνο θηλεηηθήο πνπ  κπνξεί λα 

εηζάγεη πεξηνδηθέο ιύζεηο γηα ην (7.10). Αο ζεσξήζνπκε ηώξα δύν 

ηππηθά παξαδείγκαηα ηα νπνία απεηθνλίδνπλ ηελ πνηνηηθή 

πξνζέγγηζε πνπ κόιηο έρνπκε πεξηγξάςεη. Αο ππνζέζνπκε κηα 

παξάκεηξν ι ηεο θηλεηηθήο, είλαη ηέηνηα πνπ ηα άθπξα γηα ην (7.10) 

κνηάδνπλ ζαλ απηά ζην ζρήκα 7.4 γηα δηαθνξεηηθέο θιίκαθεο ηεο 

παξακέηξνπ ι. (Απηό είλαη έλα γεγνλόο ηεο θαηάζηαζεο αθύξνπ γηα 

ηνλ πξαγκαηηθό βηνινγηθή ηαιαλησηή, Thomas 1975, ζπδεηήζεθε 

ζύληνκα ζην θεθάιαην 6). Γηα λα είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη επηιέγνπκε 

εηδηθά ζήκαηα γηα f θαη g ζηηο δύν πιεπξέο ηνπ αθύξνπ όπσο 

δείμακε (απηά είλαη ζύκθσλα κε ηελ πξαθηηθή Thomas 1975 ηεο 

θηλεηηθήο θαηάζηαζεο). Παξαηεξείζηε όηη ππάξρεη κηα 

πεξηνξηζκέλε πεξίπησζε ζην όξην ηνπ  νπνίνπ ην άλπζκα 

(  /  ,   /  ) δείρλεη ηελ πεξίπησζε: κία ηέηνηα πεξίπησζε 

δείρλεηαη εηδηθά από ABCDA ζην ζρήκα 7.4(α). Αο ζεσξήζνπκε 

ηώξα θάζε πεξίπησζε ζην ζρήκα 7.4 ελ ζπλερεία. Σν ζρήκα 

7.4(α) είλαη ίζνλ απηνύ ζην ζρήκα 7.2(γ).  

Δδώ, ζηε γεηηνληά ηνπο  
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΢ΥΗΜΑ 7.4 Πνηνηηθή ζύλζεζε ζην άθπξν (κεδέλ αλάπηπμε) γηα έλα δείγκα 

θηλεηηθήο ζην (7.10) ζαλ κία παξάκεηξν ι δηαθέξεη:             Με ηα 

ζήκαηα ηνπ f θαη g όπσο δείρλεηαη, ππάξρεη κηα πεξηνξηζκέλε πεξίπησζε γηα 

ην (7.10) είλαη παξαδείγκαηνο ράξηλ ην παξαιιειόγξακκν θνπηί ABCDA 

όπσο δείρλεηαη ζην (α). 

Έηζη, ε ζηαζεξόηεηα θαινππηνύ Α ζην (7.12) έρεη ηα ζήκαηα  

 

(7.17) ii ηα νπνία δελ αληηζηνηρνύλ ζε θαλέλα από ηα ζήκαηα ζην 

(7.16) από ην (7.13) Re ι< 0 θαη έηζη ε ζηαζεξή θαηάζηαζε ζην 

ζρήκα 7.4 (α) είλαη πάληα ζηαζεξή θαη νη πεξηνδηθέο ιύζεηο δελ 

είλαη δπλαηέο γηα ην (7.10) ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε. Απηή ε 

πεξίπησζε, είλαη αθξηβώο ε ίδηα κε εθείλε ζην ζρήκα 7.4 (γ) θαη 

έηζη ε ίδηα θαηάιεμε ηζρύεη επίζεο γηα απηήλ. Από κία όκνηα 

αλάιπζε παίξλνπκε γηα ζρήκα 7.4(β) 
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Πνπ είλαη ίδηα κε ηελ (γ) ζην (7.17) θαη είλαη από ηηο δπλαηεο 

ζπλζέζεηο γηα ην (7.10) λα εηζάγεη πεξηνδηθέο ιύζεηο.   

Δάλ ηώξα ζεσξήζνπκε ηελ πνιπζηαζεή θαηάζηαζε ζην 

ζρήκα 7.4(δ), έρνπκε ήδε απαζρνιεζεί κε S1 θαη S3, πνπ είλαη 

ίδηα κε ηα ζρήκαηα 7.4(α) θαη (γ)- είλαη πάληνηε γξακκηθά ζηαζεξά.  

Γηα ηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε S2 έρνπκε: 

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.5 Αξρηθά θαηλόκελα γηα δηάθνξεο θηλεηηθέο γηα (7.10).  ΢ην (γ) κηα 

θαηάιιειε δηαηάξαμε από κηα γξακκηθά ζηαζεξή θαηάζηαζε κπνξεί λα έρεη 

απνηέιεζκα κηα κόληκε αιιαγή ζηελ άιιε ζηαζεξή θαηάζηαζε. 

Η νπνία , από (7.15), δείρλεη όηη ε ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη ζεκείν 

θόξησζεο θαη κνινλόηη ζεκαίλεη S2 είλαη αζηαζέο, είλαη ν ηύπνο 

ηεο κνλαδηθόηεηαο ε νπνία δελ εηζάγεη πεξηνδηθέο ιύζεηο γηα ην 

(7.10) ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Poincare–Bendixson (πεξηερόκελν 

Α).   

Απηή ε ηειεπηαία πεξίπησζε ζρήκα 7.4(δ) είλαη πνιύ 

ζεκαληηθή.  Αο ζπκεζνύκε ην αξρηθό θαηλόκελν πνπ πεξηγξάςακε 

ζην ηειεπηαίν θεθάιαην ζην ηνκέα 6.7 εθεί είδακε όηη ζε κηα 

θαηάζηαζε είλαη γξακκηθώο ζηαζεξή, εάλ κηα δηαηαξαρή είλαη 

επαξθώο κεγάιε, νη αμίεο ηνπ u θαη ηνπ λ κπνξεί λα ππνζηνύλ 
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κεγάιεο δηαηαξαρέο πξηλ επηζηξέςνπλ ζηε ζηαζεξή θαηάζηαζε. 

Απηό ην θαηλόκελν απεηθνλίδεηαη ζηα ζρήκαηα 7.5(α) θαη (β).   

Σώξα ζθεθηείηε ην ζρήκα 74(δ), S1 θαη S3 είλαη αληίζηνηρα 

ίζα ζην S ζηα ζρήκαηα 7.5(α) θαη (β). Σώξα βιέπνπκε, ζην ζρήκα 

7.5(γ) εάλ δηαηαξάμνπκε (u, λ) από π.ρ.  S1 ζε P1 ε ηξνρηά ιύζεο 

ζα είλαη πνηνηηθώο όπσο δείμακε. Σώξα, αληί λα επηζηξέςνπκε ζην 

S1 ε ιύζε θηλείηαη ζην S3, ηε δεύηεξε ζηαζεξή θαηάζηαζε. Με 

απηόλ ηνλ ηξόπν έλαο δηαθόπηεο έρεη επεξεαζηεί από S1 ζην S3. 

Με όκνην ηξόπν έλαο δηαθόπηεο κπνξεί λα επεξεαζηεί από S3 ζε 

S1 π.ρ. κία δηαηαξαρή από ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε S3 ζε P3. Δίλαη 

δπλαηόλ όηη  κία παξάκεηξνο ζηε ιεηηνπξγία θηλεηηθήο g π.ρ. 

κπνξεί λα δηαθέξεη κε έλαλ ηξόπν πνπ ην άθπξν κεηαθξάδεηαη 

θάζεηα όπσο ε παξάκεηξνο, π.ρ. απμάλεηαη. ΢ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε είλαη δπλαηόλ ην ζύζηεκα λα δείμεη πζηέξεζε όπσο 

απηή πνπ ζπδεηήζεθε ζην θεθάιαην 1, ηνκέαο 1.2 θαη θεθάιαην 6, 

ηνκέαο 6.7. Δάλ νη αληηδξάζεηο θηλεηηθήο δίλνπλ άλνδν ζε απμήζεηο 

θαη κεηώζεηο, αθόκα πεξηζζόηεξε Barque δπλακηθή αξρηθή θαη 

θπθιηθή νξηαθή ζπκπεξηθνξά είλαη δπλαηή. Βηνινγηθνί δηαθόπηεο, 

όρη κόλν απηνί πνπ δείρλνπλ πζηέξεζε θαη πεξηζζόηεξν ηδηαίηεξε 

ζπκπεξηθνξά, είλαη πνιύ ζεκαληηθνί ζηε βηνινγία. ΢πδεηνύκε έλα 

ζεκαληηθό παξάδεηγκα παξαθάησ ζηνλ ηνκέα 7.5, βιέπνπκε 

επίζεο έλα εηδηθό παξάδεηγκα ηεο πξαθηηθήο ζεκαληηθόηεηαο ζην 

θύκα θαηλνκέλνπ πνπ παξαηεξείηαη ζε θάπνηα απγά κεηά ηε 

γνληκνπνίεζε, κηα δηαδηθαζία θαη κεραληζκόο πνπ ζπδεηείηαη κε 

ιεπηνκέξεηα ζην θεθάιαην 13, ηνκέαο 13.6, παξαθάησ θαη 

θεθάιαην 6, ηόκνο ΙΙ ηνκέαο 6.8. Δίλαη ζαθέο από ηα παξαπάλσ όηη 

ε πνηνηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ ιύζεσλ πνπ κπνξνύλ λα παξαρζνύλ 

από κία κηθηή γεσκεηξηθή κειέηε ηνπ αθύξνπ θαη ηελ παγθνζκίσο 

θάζε – επηπέδνπ ζπκπεξηθνξά ησλ ηξνρηώλ. Μπνξνύκε λα 

πξνρσξήζνπκε απηήλ ηελ πξνζέγγηζε πεξαηηέξσ, όπσο έρεη γίλεη 

π.ρ. από ηνλ Rinzel (1986) γηα λα πξνβιέςνπκε αθόκε 

πεξηζζόηεξν ζύλζεηε ιύζε ζπκπεξηθνξάο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Δδώ ζέισ λα δώζσ κία γεύζε ηνπ ηί 

κπνξεί λα βξεζεί.  

Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε έλα γεληθό ζύζηεκα πνπ  νξίδεηαη από: 
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όπνπ 0 <ε << 1, u είλαη έλα άλπζκα ζπγθεληξώζεσλ θαη α είλαη κηα 

παξάκεηξνο, πνπ ε ίδηα νξίδεηαη από κία εμίζσζε, αιιά αιιάδεη 

κόλν αξγά. Σν γξήγνξν ππνζύζηεκα ηνπ (7.18) είλαη ην O(1) 

ζύζηεκα θαζώο ε ηείλεη ζην 0, ζην νπνίν α είλαη απιά κία ζπλερήο 

παξάκεηξνο εθόζνλ dα/dt ≈ 0.  Σν αξγό ηεο δπλακηθήο νξίδεη ηελ 

αιιαγή ζην α κε ρξόλν. Αλαιύνπκε κεξηθά ζπγθεθξηκέλα 

ζπζηήκαηα όπσο απηό ζην αθόινπζν  θεθάιαην, όηαλ 

ζπδεηήζνπκε ραιαξνύο ηαιαλησηέο.  

Αο ππνζέζνπκε όηη κία νκνηόκνξθε ζηαζεξή θαηάζηαζε 

   εμαξηάηαη από α όπσο δείμακε ζρεκαηηθώο ζηελ απεηθόληζε 7.6 

(α). Θπκεζείηε επίζεο ηε ζπδήηεζε ζην κέξνο 6.7 ζην ηειεπηαίν 

θεθάιαην. Γηα λα είκαζηε πην ζπγθεθξηκέλνη αο ππνζέζνπκε όηη α 

δηαθέξεη πεξηνδηθώο κε έλα ηέηνην ηξόπν πνπ ζε θάζε θύθιν 

πεγαίλεη κπξνο πίζσ κέζσ παξαζύξνπ όπνπ δίλεη ηξεηο ιύζεηο γηα 

ην   , απηή ζηε γξήγνξε γξακκή ζην ζρήκα 7.6 (α) πνπ είλαη 

αζηαζήο σο αλακελόηαλ. Σν α απμάλεηαη    αξγά δηαθέξεη κέρξη ην 

α πεξλάεη δηα κέζν   . ΢ην   , ην   ,  πεδάεη ρσξίο ζπλέρεηα από 

Β ζην C, κεηά πάιη δηαθέξεη αξγά κε ην α. ΢ηελ επηζηξνθή α-trip, 

  ,  ην παξακέλεη ζην ρακειόηεξν κέξνο ηεο θακπύιεο S κέρξη λα 

θηάζεη ζην D όπνπ πεδάεη ζην Α μαλά. Η ζπκπεξηθνξά θπθιηθνύ 

νξίνπ απηνύ ηνπ ζπζηήκαηνο απεηθνλίδεηαη ζρεκαηηθώο ζην ζρήκα 

7.6 (β). Η ηαρύηαηα δηαθνξνπνηεκέλε πεξηνρή είλαη όπνπ u πέθηεη 

από Β ζην C θαη απμάλεηαη από D ζην Α.  Απηή είλαη κηα ηππηθή 

ραιαξή ζπκπεξηθνξά ηαιαλησηή, βιέπε θεθάιαην 8, ηνκέαο 8.4, 

παξαθάησ.  

Σν γξήγνξν ππνζύζηεκα δπλακηθήο ζην 7.18 κπνξεί βέβαηα 

λα έρεη αθηεξώζεη απηή ζα ζηαζεξή ηνπ θαηάζηαζε, κία πεξηνδηθή 

ιύζε π.ρ.    . Σώξα ε παξάκεηξνο α επεξεάδεη κηα ηαιαλησηηθή 

ιύζε. Μηα ζρεηηθή δηαθιάδσζε δηαγξάκκαηνο ηόηε, είλαη απηή πνπ 

δείρλεη, π.ρ. κηα κεηαθνξά από ηαιαλησηή ζε κηα άιιε. Σν ζρήκα 

7.7 (α) απεηθνλίδεη ηέηνηα πηζαλόηεηα. Σν κέξνο ΑΒ 

αληηπξνζσπεύεη, π.ρ. κία κηθξνύ εύξνπο ζηαζεξήο θπθιηθήο 

ηαιάλησζεο πεξίπνπ   γηα έλα δεδνκέλν α.  
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΢ΥΗΜΑ 7.6 (α) ΢ρεκαηηθή ζηαζεξή θαηάζηαζε    βαζηζκέλε ζηελ παξάκεηξν 

α: ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο ζηε γξήγνξε γξακκή είλαη αζηαζείο. (β) ηππηθή 

θπθιηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ u εάλ ην α δηαθέξεη αξγά κε πεξηνδηθό ηξόπν. Η 

ηαιάλησζε πεξηγξάθεηαη σο ηαιαλησηήο ραιάξσζεο, δειαδή ππάξρνπλ 

δηαθνξνπνηεκέλα ηκήκαηα ηεο ιύζεο δηεζπαξκέλα ζε πνιύ γξήγνξεο 

δηαθνξνπνηεκέλεο πεξηνρέο.  

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.7 (α) ΢ρεκαηηθή δηαθιάδσζε γηα πεξηνδηθέο ιύζεηο γηα ηηο γξήγνξεο 

δπλακηθέο ππνζπζηήκαηνο (7.18) θαζώο ην α δηαθέξεη πεξηνδηθώο. Οη 

γξήγνξεο γξακκέο είλαη αζηαζή ηκήκαηα. (β) ηππηθή πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά 

θαζώο ην α αξγά δηαθνξνπνηείηαη ζε πεξηνδηθό ηξόπν κπξνο πίζσ κέζσ ηνπ 

(  ,   ) παξαζύξνπ, γηα ηελ εηθόλα δηαθιάδσζεο ζην (α). (γ) έλα άιιν 

παξάδεηγκα κίαο ιύζεο πεξηνδηθήο δηαθιάδσζεο δηαγξάκκαηνο γηα ην 

ππνζύζηεκα (7.18) θαζώο ην α δηαθνξνπνηείηαη. (δ) ζπκπεξηθνξά πνηνηηθήο 

πεξηνδηθήο ιύζεο θαζώο ην α δηαθνξνπνηείηαη πεξηνδηθώο κέζσ   θαη 

  ζην(γ). Απηά είλαη παξαδείγκαηα πεξηνδηθήο έθξεμεο.  
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Λύζεηο ζην ηκήκα BC είλαη αζηαζείο. Σώξα θαζώο ην α απμάλεηαη 

ππάξρεη κία αξγή δηαθνξνπνίεζε ζηε ιύζε κέρξη πνπ λα πεξάζεη 

δηα κέζνπ    ζην Β, κεηά από ηελ νπνία ε πεξηνδηθή ιύζε ζα 

ππνζηεί κία δηαθιάδσζε ζε έλα κεγαιύηεξνπ εύξνπο κε όξηα γηα u 

ζηηο θακπύιεο EF θαη HI. Η κεηαθνξά από κία ιύζε ηύπνπ ζε άιιε 

είλαη γξήγνξε, θαζώο ε θαηάζηαζε ραιάξσζεο ηνπ ηαιαλησηή ζην 

ζρήκα 7.6. Σώξα αο αθήζνκε ην α λα κεησζεί. Η δηαθιάδσζε ζην 

ηκήκα ΑΒ ζπκβαίλεη ζην D όπνπ α = α . Δηζη, θαζώο ην α 

δηαθνξνπνηείηαη έηζη ώζηε λα ζπκπεξηιακβάλεη έλα παξάζπξν κε    

α<    θαη α>   , ε ζπκπεξηθνξά απηήο ηεο ιύζεο ζα είλαη 

πνηνηηθώο ζαλ απηή πνπ δείρλεηαη 7.7 (β). 

Σν ζρήκα 7.7 (γ) δείρλεη έλα απιό πηζαλό παξάδεηγκα. Η 

ζεηξά ΑΒ αληηπξνζσπεύεη κία κε ηαιαληεπόκελε ιύζε ε νπνία 

δηαθιαδώλεη γηα α=   ζε πεξηνδηθή ιύζε ζην Β. Απηά ηα ηκήκαηα 

ηειεηώλνπλ ζηα DC όπνπ α=α . Σν ηκήκα EF είλαη πάιη κηα 

νκνηόκνξθε ζηαζεξή θαηάζηαζε. Αλ ππνζέζνπκε ηώξα όηη ην α λα 

δηαθνξνπνηείηαη πεξηνδηθώο κεηαμύ α >   θαη    < α <   . Γηα λα 

είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη, αο αξρίζνπκε ζην F ζην ζρήκα 7.7(γ). 

Καζώο ην α κεηώλεηαη θηλνύκαζηε ζην ηκήκα FE, πνπ είλαη ε 

νκνηόκνξθε ζηαζεξή θαηάζηαζε    ,πνπ πνηθίιιεη αξγά. ΢ην Δ 

όπνπ α=α  πνπ δηαθιαδώλεηαη ζε κηα πεξηνδηθή ιύζε ζηα ηκήκαηα 

BD θαη BC. Σώξα θαζώο ην α απμάλεηαη ε πεξηνδηθή ιύζε 

παξακέλεη ζε απηά ηα ηκήκαηα κέρξη ην α λα θηάλεη ην    πάιη, 

κεηά ηελ νπνία ιύζε πεδάεη θάησ πάιη ζηελ νκνγελή ζηαζεξή 

θαηάζηαζε ηκήκαηνο EF.  Μία ηππηθή ζπκπεξηθνξά ρξόλνπ γηα ηελ 

ιύζε απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 7.7(δ). Καη νη δύν απηέο 

ζπκπεξηθνξέο θαη όηη ην ζρήκα 7.7 (β) πεξηγξάθνληαη σο 

‘πεξηνδηθή έθξεμε’ Keener θαη Sneyd (1998), αθηεξώλνπλ έλα 

θεθάιαην ζε απηό ην θαηλόκελν θαη πεξηγξάθνπλ κεξηθά εηδηθά 

κνληέια βηνινγηθώλ παξαδεηγκάησλ εθεί πνπ ζπκβαίλνπλ. 

Η δπζθνιία ηεο ζπκπεξηθνξάο ιύζεο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ 

(7.18) κπνξεί λα είλαη ζεακαηηθή. Η εηδηθή ζπκπεξηθνξά πνπ κόιηο 

πεξηγξάθηεθε ζηα ζρήκαηα 7.6 θαη 7.7 έρεη βξεζεί ζε κνληέια γηα 

πξαγκαηηθά βηνινγηθά ζπζηήκαηα, έλα παξάδεηγκα ηνπ 

πξνεγνύκελνπ είλαη ζην επόκελν θεθάιαην, ελώ πνηνηηθόο όκνηεο 

θακπύιεο ζαλ απηέο ζην ζρήκα 7.7 έρνπλ βξεζεί από ην Rinzel 

(1985) είλαη εηδηθά ζπλδεδεκέλν κε ην κνληέιν πνπ πεξηγξάθεηαη 
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παξαθάησ ζηνλ ηνκέα 7.5 κε λεπξηθή πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά.  Σν 

ζύζηεκα κνληέινπ πνπ δίλεηαη από (6.125) ζηνλ ηνκέα 6.7 ζην 

ηειεπηαίν θεθάιαην θαη ην ησδηνύρν-αξζεληθό ζρήκα αληίδξαζεο 

κνληέινπ (6.132) θαη (6.132) δείρλνπλ ζπγθξίζηκε ιύζε 

ζπκπεξηθνξάο αιιά κε απηό ην ελδερόκελν γηα αθόκε 

πεξηζζόηεξν ζύλζεηα δπλακηθά θαηλόκελα. Ο Othmers & Schaap 

(1999) ζπδεηνύλ ηελ θηλεηηθή (ζηαζεξά βαζηζκέλε ζηελ βηνινγία) 

ζπλδεόκελε κε θπθιηθή –AMP εθπνκπή από θύηηαξα ηεο 

γινηώδνπο κνύριαο Dictyostelium Discoideum, βιέπε επίζεο ην 

άξζξν ηνπ Dallon & Othmer (1997) πνπ πξνρώξεζαλ έλα 

δηαθξηηηθό θπηηαξηθό κνληέιν γηα ην  πξνζαξκόζηκν ζήκα ηνπ. 

Απηή ε γινηώδεο κνύρια δείρλεη θάπνηα αμηνζεκείσηε ζύλζεηε 

δπλακηθή. Ο Decroly & Goldbeter (1987) ζθέθηεθαλ έλα ζύζηεκα 

κνληέινπ ηξηώλ κεηαβιεηώλ ζπλδεδεκέλν κε θπθιηθή ΑΜΡ 

εθπνκπή από ηα θύηηαξα ηνπ Dictyostelium Discoideum ζαλ έλα 

όρεκα λα δείμνπλ ηελ αιιαγή από απιή ζε ζύλζεηε ζπκπεξηθνξά 

ηαιαλησηώλ. Καζώο θαη απνθηώληαο απμαλόκελα ζύλζεηα ζρέδηα 

εθξήμεσλ, έδεημαλ δηπιή πεξίνδν πνπ νδεγεί ζην ράξνο, βιέπε 

επίζεο Goldbeter (1996).  

Σν ζρήκα 7.7 δείρλεη κεξηθά από ηα ζύλζεηα απνηειέζκαηα 

πνπ εκθαλίδνληαη όηαλ νη ηαιαλησηέο αιιειεπηδξνύλ ή όηαλ 

ζρήκαηα αληίδξαζεο έρνπλ γξήγνξα θαη αξγά ππνζρήκαηα. Απηόο 

είλαη έλαο πνιύ καζεκαηηθόο θαη ελδηαθέξνλ θιάδνο ηεο ζπλερνύο 

έξεπλαο. Θεσξνύκε κε θάπνηα ιεπηνκέξεηα κεξηθέο δηαθνξεηηθέο 

πιεπξέο αιιειεπίδξαζεο ηαιαλησηώλ ζην θεθάιαην 9. ΢ην 

θεθάιαην 12  ζπδεηάκε κηα άιιε ζεκαληηθή θαη αξθεηά δηαθνξεηηθή 

πιεπξά αιιειεπίδξαζε ηαιαλησηώλ.  

 

Πιαζηέο Γηαδόζεηο 

 

Μηα πιαζηή δηάδνζε είλαη κηα ιέμε ζπλδεδεκέλε κε ζπζηήκαηα 

ηαιαλησηώλ πνπ πθίζηαληαη μαθληθέο κεγάιεο αιιαγέο ζε εύξνο 

θαη πεξίνδν ηεο ιύζεο ηαιάλησζεο θαζώο θάπνηα παξάκεηξνο 

πεξλάεη κέζσ κηαο ζηελήο θιίκαθαο αμηώλ. Οη πιαζηέο δηαδόζεηο 

ζπδεηήζεθαλ πξώηα ελ ζρέζε κε ηελ van der Pol εμίζσζε από ηνλ 

Benoit θ.α. (1981) θαη έρνπλ κειεηεζεί από ηόηε ζε δηάθνξεο 
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εθαξκνγέο. Οη πιαζηέο δηαδόζεηο δίλνπλ αθνξκή γηα 

ελδηαθέξνπζεο θαη κεξηθέο θνξέο ζηπι Baroque δπλακηθέο 

ζπκπεξηθνξέο. Η αλαθάιπςε πιαζηώλ δηαδόζεσλ είλαη κηα 

ζρεηηθά απιή ρεκηθή αληίδξαζε ζπζηεκάησλ πνπ πξνέξρεηαη από 

ην δεύηεξν ήκηζπ ηνπ 1980, ην έλα είλαη ην δύν κεηαβιεηώλ 

ζεσξεηηθό κνληέιν ηνπ (Brøns and Bar-Eli 1991), έλα ζύζηεκα 

πνπ ζπδεηήζακε ιεπηνκεξώο ζην θεθάιαην 8. Οη πιαζηέο 

δηαδόζεηο βξέζεθαλ από ηνλ Gaspar & Showalter (1990) ζηελ 

ηαιαλησηηθή ησδηνύρν – ζεηηθή κε ζθιεξά θπάληα αληίδξαζε, 

γλσζηή σο ΔΟΒ αληίδξαζε πνπ αλαθαιύθζεθε από ηνλ Edblom & 

Epstein (1986). Η αλάιπζε απηώλ ησλ ζπζηεκάησλ κπνξεί λα 

είλαη αξθεηά δύζθνιε θαη αλαιπηηθά ελδηαθέξνπζα αθνύ κεηαμύ 

άιισλ ζπλήζσο εκπιέθνπλ ηε ζπλεξγαζία γξήγνξσλ θαη αξγώλ 

δπλακηθώλ θαη έηζη ε κεκνλσκέλε ζεσξία δηαηαξαρήο είλαη 

θαηάιιειε. Η ΔΟΒ αληίδξαζε κπνξεί λα πεξηγξαθεί από έλα δέθα 

κεηαβιεηώλ εκπεηξηθήο λόκηκεο θιίκαθαο ζπζηεκάησλ κνληέινπ 

ην νπνίν όκσο Belousov–Zhabotinsky αληίδξαζε (βιέπε θεθάιαην 

8) κπνξεί λα κεησζεί Gaspar & Shoalter (1990) ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε ζε έλα ζύζηεκα ηεζζάξσλ κεηαβιεηώλ ην νπνίν 

θξαηάεη ηα βαζηθά πεηξακαηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πιήξνπο 

ζπζηήκαηνο. Απηό ην ζύζηεκα ηεζζάξσλ κεηαβιεηώλ δίλεηαη από  

 

όπνπ A =   
  , X =    

 , Y =   θαη Z =  .  Gaspar & Shoalter 

(1990) ρξεζηκνπνίεζε κηα κεκνλσκέλε δηαηαξαρή πξνζέγγηζεο ε 

νπνία ηεξκάηηζε ηα Α θαη Ε κεηαβιεηά θαη απέθηεζε ηηο ειάρηζηεο 

εμηζώζεηο  

 

όπνπ   θαη     είλαη X θαη Y από:  
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Καη   ,   θαη    είλαη ζηαζεξά ζπλδεδεκέλα κε ηηο πεηξακαηηθέο 

παξακέηξνπο. Ο Peng (1991) αλαιύνπλ απηό ην ζύζηεκα θαη άιια 

πξαθηηθά κνληέια ρεκηθώλ ζπζηεκάησλ ηα νπνία επηδεηθλύνπλ 

πιαζηέο δηαδόζεηο. 

 

7.4 Απλοί Σαλανηωηέρ Γύο Διδών: Σομέαρ Παπαμέηπων 

Πποζδιοπιζμοί Για Σαλανηωηέρ 

 

Δάλ πξνζδηνξίζνπκε ην ζύζηεκα αληίδξαζεο καο ζε κόλν δπν 

είδε, απνδείρηεθε από ηνλ  Hanusse (1972) όηη νη νξηαθέο θπθιηθέο 

ιύζεηο κπνξνύλ λα ππάξμνπλ κόλν εάλ ππάξρνπλ ηξηνκνξηαθέο 

αληηδξάζεηο.  Απηέο ζα ήηαλ βηνρεκηθόο εμσπξαγκαηηθέο εάλ ήηαλ 

νη κόλεο αληηδξάζεηο πνπ εκπιέθνληαη, αιιά όπσο έρνπκε δείμεη 

ζην θεθάιαην 6 απηώλ ησλ αληηδξαζηηθώλ κνληέισλ κπνξεί λα 

πξνθύςνπλ θπζηνινγηθά από πςειόηεξεο ηάμεο ζπζηήκαηα εάλ 

ηππηθέο αληηδξάζεηο ελδύκσλ, π.ρ. είλαη κέξνο ηνπ κεραληζκνύ πνπ 

ζεσξείηαη.  Έηζη είλαη ινγηθό λα ζεσξήζνπκε ηξηκνξηαθά δπν εηδώλ 

κνληέια θαη όρη κόλν γηα αιγεβξηθή θαη καζεκαηηθή επθνιία ζην λα 

δείμνπλ αξρέο θαη ηερληθέο.  Ο  Schnackenberg (1979) ζεώξεζε 

ηελ ηάμε ησλ δπν εηδώλ ‘απινύζηεξε’ αιιά ρεκηθώο εθηθηέο, 

ηξηκνξηαθέο αληηδξάζεηο νη νπνίεο ζα παξαδερηνύλ πεξηνδηθέο 

ιύζεηο.  Η πην απιή ηέηνηα αληίδξαζε κεραληζκνύ είλαη  

     

ε νπνία ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ λόκν ηεο πιαζκαηηθήο δξάζεο, έρεη 

απνηειέζκαηα ηηο αδηάζηαηεο εμηζώζεηο γηα u θαη λ ηηο αδηάζηαηεο 

ζπγθεληξώζεηο Χ & Y από: 

 

όπνπ a θαη b είλαη ζεηηθέο ζηαζεξέο.  Σππηθά άθπξα απεηθνλίδνληαη 

ζην ζρήκα 7.8 ζηελ πεξηνρή ηεο ζηαζεξήο θαηάζηαζεο S είλαη 

ηζόηηκα ηεο θαηάζηαζεο ζην ζρήκα 7.2(β).  Με (7.20) είλαη εύθνιν 

λα γίλεη πεξηνξηζκέλα ζην όξην ηνπ νπνίνπ ην άλπζκα (  /  ,    
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/  ) δείρλεη πξνο ηα κέζα ή πξνο ηα εθεί ην ηεξαπιεπξηθό ζην 

ζρήκα 7.8 είλαη έλα παξάδεηγκα. Οπόηε, ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο  

Poincare–Bendixson, ε ύπαξμε ηεο πεξηνδηθήο ιύζεηο είλαη 

εμαζθαιηζκέλε εάλ, γηα (7.20) ην θαινύπη ζηαζεξόηεηαο Α, ε 

ζηαζεξή θαηάζηαζε ηθαλνπνηεί.  

 

 

Πξνζδηνξηζκόο Σεο Παξακέηξνπ Χώξνπ Γηα Σαιαλησηέο 

 

Γηα όπνην κνληέιν πνπ εκπιέθεη παξακέηξνπο, είλαη πάληα 

ρξήζηκν λα μέξνπκε ηηο αμίεο θιίκαθαο ηεο παξακέηξνπ, όπνπ 

ηαιαλησηηθέο ιύζεηο είλαη δπλαηέο θαη όπνπ δελ είλαη.  Γηα όιεο 

εθηόο από ηηο απιέο θηλεηηθέο απηό πξέπεη λα γίλεη αξηζκεηηθώο 

αιιά, νη αξρέο πνπ εκπιέθνληαη είλαη ίδηεο γηα όιεο.  Δδώ 

εθηεινύκε ηελ ιεπηνκεξή αλάιπζε γηα ην απιό κνληέιν 

αληίδξαζεο (7.20) γηα λα δείμνπκε ηηο γεληθέο αξρέο: ην κνληέιν 

εκπιέθεη κόλν δπν παξακέηξνπο α & β θαη κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε (α,β) ην αλαιπηηθό παξακεηξηθό κέηξν.   Ο 

απαηηνύκελνο ρώξνο είλαη θιίκαθα ησλ παξακέηξσλ α θαη β ν 

νπνίνο θάλεη ηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε έλα αζηαζή θόκβν ή 

ειηθνεηδή: δειαδή ε θιίκαθα παξακέηξνπ όπνπ, από (7.15) trA > 0 

θαη | A | > 0.  Αξγόηεξα ζα αλαπηύμνπκε κηα πην δπλαηή θαη γεληθή 

παξακεηξηθή κέζνδν ε νπνία κπνξεί λα εθαξκόζεη ζε ιηγόηεξν 

απιέο θηλεηηθέο.   

Η ζηαζεξή θαηάζηαζε (  ,  ).γηα (7.20) δίλεηαη από:  

΢ΥΗΜΑ 7.8 Σππηθά άθπξα f=0 & 

g=0 γηα ηνλ πην απιό ηαιαλησηή 

(7.20) γηα α>0 θαη β>0.  Σν 

ηεηξαπιεπξηθό ABCDA είλαη έλα 

όξην πεξηνξηζκνύ πνπ 

πεξηιακβάλεη ηελ ζηαζεξή 

θαηάζηαζε S. 
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Αληηθαζηζηώληαο απηέο ζην θαινύπη ζηαζεξόηεηαο Α ζην (7.12) 

έρνπκε  

 

Ο ηνκέαο ζηνλ (α,β) ρώξν όπνπ (  ,  ).είλαη έλαο αζηαζήο θόκβνο 

ή ειηθνεηδήο είλαη, από (7.15), όπνπ trA > 0 θαη έηζη ην όξην ρώξνπ 

είλαη: 

 

Αθόκε θαη κε απηό ην πνιύ απιό κνληέιν, ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ 

νξίνπ εκπιέθεη ηε ιύζε ελόο θπβηθνύ, όρη θαηά παξαδνρή έλα 

κεγάιν πξόβιεκα, αιιά είλαη ειαθξώο θνπξαζηηθό.   

 

 

 

Πξέπεη λα δνζεί πξνζνρή εθόζνλ ε ιύζε π.ρ. ηνπ β ελ ζρέζε κε 

ην α, εκπιέθεη ηξία ηκήκαηα.  Σν ζρήκα 7.9 δίλεη ην ρώξν ηεο 

παξακέηξνπ, όπνπ νη ηαιαληώζεηο είλαη δπλαηέο γηα β>0.  Τπάξρεη 

έλαο άιινο ηζρπξόο ηξόπνο (Murray 1982) λα πξνζδηνξηζηεί ην 

όξην, νλνκαζηηθά παξακεηξηθόο, ν νπνίνο είλαη πην εύθνινο θαη ν 

νπνίνο επίζεο, απνθεύγεη ην πνιιαπιό πξόβιεκα ηνπ θιάδνπ.  

Πεξαηηέξσ, είλαη κηα κέζνδνο πνπ έρεη πην επξεία εθαξκνζηκόηεηα, 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε πεξηζζόηεξν ζύλζεηα ζπζηήκαηα θαη 

΢ΥΗΜΑ 7.9 Η παξάκεηξνο 

ρώξνπ όπνπ ην θπθιηθό όξην ησλ 

πεξηνδηθώλ ιύζεσλ από (7.20) 

ππάξρνπλ γηα α>0 θαη β>0.  Σν 

όξην θακπύιεο δίλεηαη από ηελ 

(7.23) αλ θαη ήηαλ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα ππνινγίδεηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ πην εύθνιε 

εθαξκνζκέλε παξακεηξηθή 

κνξθή (7.27). 
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παξέρεη αξηζκεηηθή δηαδηθαζία γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ ρώξνπ 

ηεο παξακέηξνπ γηα ζπζηήκαηα πνπ δελ είλαη εθηθηό λα ην θάλνπλ 

αλαιπηηθά.  Υξεζηκνπνηνύκε πάιη ην ζύζηεκα απινύ κνληέινπ 

(7.20) γηα λα δείμνπκε ηε κέζνδν, βι. ηηο αζθήζεηο γηα άιια 

παξαδείγκαηα.   

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε    ζαλ παξάκεηξν, 

θαη λα πξνζδηνξίζνπκε ην (β) θαη (α) κε όξνπο ηνπ u0 από ην 

(7.21).  

 

θαη 

 

Δθόζνλ, | A |=   
 > 0 ε απαηηνύκελε αλαγθαία θαηάζηαζε γηα 

ηαιαληώζεηο από (7.15) είλαη trA > 0, δειαδή: 

 

έρνπκε επίζεο από (7.24) 

 

Οη ηειεπηαίεο δπν αληζόηεηεο νξίδνπλ, παξακεηξηθόο ην   , ην όξην 

θακπύιεο όπνπ trA > 0.  Δθόζνλ ε παξάκεηξνο    είλαη ζηαζεξή 

θαηάζηαζε, ε κόλε παξάκεξνο θιίκαθαο πνπ ελδηαθέξεη είλαη 

  >0.  Έηζη κηα από ηηο θακπύιεο νξίνπ ζην (α,β) ρώξν, ε νπνία 

νξίδεη ηνλ ρώξν πνπ ε αλαγθαία θαηάζηαζε γηα ηηο ηαιαληώζεηο 

ηθαλνπνηείηαη (ζε απηό ην παξάδεηγκα είλαη κόλν trA > 0), νξίδεηαη 

από:  
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Δπαξθείο θαηαζηάζεηο γηα κηα ηαιαληεπηηθή ιύζε δίλεηαη από ην 

(7.15) καδί κε ηελ ύπαξμε κηαο πεξηνξηζκέλεο ελέξγεηαο.  Η 

πεξηνξηζκέλε ελέξγεηα έρεη απνθηεζεί γηα απηό ηνλ κεραληζκό(βι. 

ζρήκα 7.8) νη θαηαζηάζεηο (7.25) θαη (7.26) είλαη επαξθήο.  Σν 

ζρήκα 7.9 ππνινγίζηεθε ρξεζηκνπνηώληαο (7.27) θαη δείρλεη ηνλ 

ρώξν πνπ δίλεηαη από (7.23).  Ο κεραληζκόο (7.20) ζα δείμεη κηα 

ηαιάλησζε νξηαθνύ θύθινπ γηα νπνηαζδήπνηε αμίεο παξακέηξσλ 

νη νπνίεο βξίζθνληαη ζηελ ζθηώδε πεξηνρή, γηα όιεο ηηο άιιεο αμίεο 

ζην ζεηηθό ηέηαξην ε ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη ζηαζεξή. 

Απηό παηδαγσγηθά είλαη πνιύ ρξήζηκν κνληέιν (7.20) είλαη 

ηδηαίηεξα απιό γηα λα πξνζδηνξίζεη ην ρώξν παξακέηξνπ γηα 

πεξηνδηθέο ιύζεηο.  Απηό είλαη γηαηί ε απαίηεζε | A | > 0 ήηαλ 

απηνκάησο ηθαλνπνηεκέλε γηα όιεο ηηο αμίεο ηεο παξακέηξνπ θαη 

ηελ αλαγθαία θαη επαξθή θαηάζηαζε γηα ύπαξμε θαηέιεμε λα βξεη 

ην ρώξν όπνπ trA ήηαλ ζεηηθό.  Γεληθώο, από ηόηε πνπ κηα 

πεξηνξηζκέλε ελέξγεηα έρεη βξεζεί  (ε νπνία είλαη ίδηα κπνξεί 

ζπρλά λα πεξηνξίζεη ηηο παξακέηξνπο), ε παξάκεηξνο ηνπ ρώξνπ 

γηα πεξηνδηθέο ιύζεηο πξνζδηνξίδεηαη από δπν θακπύιεο νξίνπ, ζε 

ρώξν παξακέηξνπ νξίδεηαη από trA = 0, | A| = 0.  

Αλ θαη θαληαδόκαζηε ην βηνρεκηθό κεραληζκό (7.20) λα 

έρνπκε α>0 ην καζεκαηηθό πξόβιεκα δελ ρξεηάδεηαη λα έρεη ηέηνην 

πεξηνξηζκό εθόζνλ ην    θαη    είλαη κε αξλεηηθά. 

Γηα λα δείμνπκε πσο ε παξακεηξηθή δηαδηθαζία ιεηηνύξγεη 

γεληθώο, αθήζνπκε ην α λα είλαη ζεηηθό ή αξλεηηθό.  Σώξα νη 

αλαγθαίεο θαη επαξθείο θαηαζηάζεηο είλαη ηθαλνπνηεκέλεο εάλ trA = 

0, νλνκαζηηθά (7.25) κε (7.26) θαη | A | > 0.  Δθόζνλ | A |=  
 >0,  ε 

θαηάζηαζε | A | > 0 είλαη απηνκάησο ηθαλνπνηείηαη.  Με ηελ 

απαίηεζε    >0 απηό δίλεη ηελ θακπύιε ζηνλ (α,β) ρώξν ζαλ: 

 

όπσο κηα ηδηαίηεξα απιή παξακεηξηθή αληηπξνζώπεπζε.  Έηζη νη 

δπν ελέξγεηεο ησλ αληζνηήησλ είλαη ζπλδεκέλεο ζην ρώξν 

παξακέηξνπ από ηηο θακπύιεο 
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Σν ζρήκα 7.10 δίλεη ην γεληθό ρώξν παξακέηξνπ νξηζκέλν από 

(7.29).  Η αληζόηεηα (7.28) 

 

Ιθαλνπνηείηαη από αμίεο (α,β) νη νπνίεο βξίζθνληαη επάλσ από ηελ 

επζεία γξακκή πνπ δίλεηαη από (7.29) ελώ ε αληζόηεηα (7.26) 

ηθαλνπνηείηαη από αμίεο πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηελ θακπύιε 

πνπ δίλεηαη από (7.29). Μαδί νξίδνπλ έλα θιεηζηό ρώξν. 

 
ι-σ ΢πζηήκαηα 

Δίλαη ηδηαηηέξσο απιά ζπζηήκαηα εμηζώζεσλ πνπ αθξηβείο νξηαθέο 

θπθιηθέο ιύζεηο θαη πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο ζε κειέηεο 

πξνηύπσλ ζπζηεκάησλ αληίζηαζεο δηαρύζεσλ.  Οη εμηζώζεηο 

κπνξνύλ λα γξαθηνύλ σο  

  

όπνπ ι είλαη κηα ζεηηθή ιεηηνπξγία ηνπ r γηα 0 ≤ r ≤ r0 θαη αξλεηηθή 

γηα r >    όπνπ ι(  ) = 0, θαη     είλαη κηα ζεηηθή ιεηηνπξγία ηνπ r.  

΢ΥΗΜΑ 7.10 Ο ρώξνο 

παξακέηξνπ ζηνλ νπνίν 

νη ιύζεηο  (u,λ) ηεο (7.20) 

είλαη νξηαθνί πεξηνδηθνί 

θύθινη.  ΢εκεηώζηε όηη 

α<0 είλαη δπλαηόλ, αλ θαη 

δελ είλαη βηνρεκηθνύ 

ελδηαθέξνληνο. 
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Γελ θαίλεηαη λα είλαη δπλαηόλ λα παξάμνπκε ηέηνηεο εμηζώζεηο από 

όπνηα ινγηθή αθνινπζία βηνρεκηθώλ αληηδξάζεσλ.  Πάλησο ην 

πιενλέθηεκα ηνπο θπξίσο βξίζθεηαη ζην γεγνλόο όηη ζαθή 

αλαιπηηθά απνηειέζκαηα κπνξνύλ λα παξαρζνύλ όηαλ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζαλ θηλεηηθέο ζηε κειέηε ησλ θαηλόκελσλ 

θπκάησλ ζηα κνληέια αληίδξαζεο δηαρύζεσλ.  Σέηνηεο αλαιπηηθέο 

ιύζεηο ζπρλά κπνξνύλ λα παξέρνπλ ελδείμεηο ζην ηη λα ςάμεηο γηα 

πεξηζζόηεξα πξαγκαηηθά ζπζηήκαηα.  Έηζη αλ θαη ε ρξήζε ηνπο 

είλαη ζε έλα ρώξν πνπ ζπδεηείηαη αξγόηεξα, είλαη θαηάιιειν λα ηα 

εηζάγνπκε εδώ απιώο ζαλ παξαδείγκαηα κε αζήκαλησλ 

καζεκαηηθώλ ηαιαλησηώλ.   

 Δάλ εθθξάζνπκε ηα κεηαβιεηά (u,λ) ζηε ζύλζεηε κνξθή       

c = u +iv, εμηζώζεσλ (7.30) γίλνληαη ε ζύλζεηε εμίζσζε 

 

από απηό ή πνιιαπιαζηάδνληαο πξώηα ην (7.30) κε ην u θαη 

πξνζζέηνληαο ην ζην λ επί ην δεύηεξν, βιέπνπκε ε ιύζε ηνπ 

νξηαθνύ θύθινπ, είλαη έλαο θύθινο ζην (u,λ) επίπεδν ή ζύλζεην c 

επίπεδν εθόζνλ έρνπκε  

  

 

επεηδή, ι(| c |) είλαη ζεηηθό εάλ 0 ≤| c | <    θαη αξλεηηθό | c | >   .  

Μηα ελαιιαθηηθή ιύζε λα γξάςνπκε (7.31) ζην ζύλζεην επίπεδν 

είλαη λα ππνινγίζνπκε  

 

γηα ηα νπνία ε νξηαθή θπθιηθή ιύζε είλαη  

 

όπνπ ην    είλαη ζηαζεξό. 
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7.5 Η Θεωπία Hodgkin–Huxley ηων μεμβπανών νεύπων 

μονηέλο    FitzHugh–Nagumo 

 

Δπηθνηλσλία λεύξσλ είλαη θαζαξά έλαο πνιύ ζεκαληηθόο 

θιάδνο.  Γελ θάλνπκε πξνζπάζεηα εδώ από ην λα δώζνπκε κηα 

βαζηθή εηζαγσγή γηα απηό θαη λα ζπδεηήζνπκε έλα από ηα 

καζεκαηηθά κνληέια θιεηδί πνπ έρεη κειεηεζεί εθηελώο. Ο Rinzel 

(1981) δίλεη κηα ζύληνκε αλαζθόπεζε λεπξνινγηθώλ κνληέισλ βι. 

επίζεο Keener θαη Sneyd (1998). 

Ηιεθηξηθά ζήκαηα ή ππξνδόηεζεο από αηνκηθά θύηηαξα 

λεύξσλ είλαη ηδηαίηεξα θνηλό.  Η ζπεξκαηηθή θαη ηώξα θιαζηθή 

εξγαζία από ηνλ Hodgkin–Huxley (1952).  ΢ε απηή ηελ πιεπξά ησλ 

κεκβξαλώλ λεύξσλ βξέζεθαλ ζηνλ άμνλα λεύξνπ ελόο γηγαληηαίνπ 

θαιακαξηνύ.  (Βξαβεύηεθαλ κε ην λόκπει βξαβείν γηα ηελ εξγαζία 

ηνπο).  Βαζηθά ν άμνλαο είλαη έλαο καθξύο θπιηλδξηθόο ζσιήλαο ν 

νπνίνο εθηείλεηαη από θάζε λεύξν θαη ειεθηξηθά ζήκαηα 

πνιιαπιαζηάδνληαη θαηά κήθνο ηεο εμσηεξηθήο κεκβξάλεο 

πεξίπνπ 50-70 Angstroms ππθλά.  Οη ειεθηξηθνί παικνί 

πξνθύπηνπλ δηόηη ε κεκβξάλε είλαη θαηά πξνηίκεζε δηαπεξαζηηθή 

ζε δηάθνξα ρεκηθά ηόληα, κε ηηο δηαπεξαζηηθόηεηεο λα 

επεξεάδνληαη από ηα παξόληα ξεύκαηα θαη ηπρόλ άιινπο 

παξάγνληεο. Σα ζηνηρεία θιεηδί ζην ζύζηεκα είλαη πνηάζζην(Κ
 

) 

ηόληα θαη ηόληα ζνδίνπ (   ).  ΢ηελ ππόινηπε θαηάζηαζε κηα 

ελδερόκελε ππεξκεκβξάλε θάκεη ηελ δηαθνξά πεξίπνπ  −70 

millivolts (mV) ιόγσ πςειόηεξεο ζπγθέληξσζεο ηνπ Κ
 

 ηόλησλ 

κέζα ζηνλ άμνλα ζπγθξηλόκελα κε ην κέζνλ πνπ ηα πεξηβάιεη.  Η 

ελδερόκελε παξέθθιηζε ζηελ κεκβξάλε, πνπ κεηξάηαη από ηελ 

ππόινηπε θαηάζηαζε παξαηεξείηαη ζπλήζσο ζε πεηξάκαηα.  Η 

δηαπεξαζηηθόηεηα ηδηνηήησλ κεκβξάλεο αιιάδεη όηαλ εθηείλεηαη ζε 

έλα δηεγεξηηθό ειεθηξηθό ξεύκα.  Η: επίζεο εμαξηάηαη από άιινπο 

παξάγνληεο.  Έλα ηέηνην ξεύκα κπνξεί λα παξαρζεί π.ρ. κηα 

εζσηεξηθή απνπόισζε  ζρεηηθή κε ηελ ππόινηπε θαηάζηαζε.   

΢ε απηό ην κέξνο αζρνινύκαζηε κε ηελ δπλακηθή 

δέζκεπζεο-ρώξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή ζεσξνύκε ηελ ρσξηθή 

νκνγελή δπλακηθή ηεο κεκβξάλεο.  Με έλαλ πξαγκαηηθό άμνλα ε 

θαηάζηαζε δεύζκεπζεο- ρώξνπ κπνξεί λα απνθηεζεί 
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πεηξακαηηθώο έρνληαο  έλα ζύξκα ζην κέζσ ηνπ άμνλα πνπ 

δηαηεξείηαη ζε κηα πηζαλόλ ζηαζεξή δηαθνξά εμσηεξηθώο. 

Αξγόηεξα ζην θεθάιαην 1 ηόκνο ΙΙ ζα ζπδεηήζνπκε ηνλ ζεκαληηθό 

ρσξηθό πνιιαπιαζηαζκό ησλ πηζαλώλ πιεπξώλ δξάζεο ζηνλ 

άμνλα λεύξνπ.  Θα αλαθεξζνύκε πίζσ ζην κνληέιν πνπ ζπδεηάκε 

εδώ.  Παξάγνπκε εδώ ην Hodgkin–Huxley (1952) θαη ην επάγσγν 

αλαιπηηθά κεησκέλν FitzHugh–Nagumo καζεκαηηθό κνληέιν 

(FitzHugh 1961, Nagumo θ.α 1962) ην νπνίν εθθξάδεη ηα 

θαηλόκελα θιεηδί.  Η αλάιπζε ησλ δηαθόξσλ καζεκαηηθώλ 

κνληέισλ έρεη δείμεη θαηλόκελα πνπ έρνπλ δώζεη θίλεηξα ζε 

αξθεηέο πεηξακαηηθέο εξγαζίεο.  Η ζεσξία ππξνδόηεζεο λεύξσλ 

θαη ν πνιιαπιαζηαζκόο ησλ πηζαλώλ δξάζεσλ λεύξσλ είλαη κηα 

από ηηο κεγάιεο επηηπρίεο ηεο πξαγκαηηθήο καζεκαηηθήο βηνινγίαο.   

 

Βαζηθό Μαζεκαηηθό  Μνληέιν 

 

Αο πάξνπκε ηε ζεηηθή θαηεύζπλζε γηα ην ξεύκα κεκβξάλεο πνπ 

δειώλεηαη από ην Η, θαη είλαη πξνο ηα έμσ ηνπ άμνλα.  Σν ξεύκα     

Η(t) είλαη θαηαζθεπαζκέλν από ην ξεύκα, ιόγσ ησλ αηνκηθώλ 

ηόλησλ ηα νπνία πεξλνύλ κέζσ ηεο κεκβξάλεο θαη ηελ ζπλεηζθνξά 

από ηελ δηαθνξνπνίεζε ρξόλνπ ζην δπλακηθό ηεο 

ππεξκεκβξάλεο, δειαδή ε ηθαλόηεηα ζπλεηζθνξάο ηεο κεκβξάλεο.  

Έηζη έρνπκε  

 

όπνπ C είλαη ε ρσξεηηθόηεηα θαη   είλαη ε ζπλεηζθνξά ξεύκαηνο 

από ηελ θίλεζε ηνπ ηόληνο ζηελ κεκβξάλε.  Βαζηζκέλν ζε 

πεηξακαηηθή παξαηήξεζε πνπ ν Hodgkin–Huxley (1952) έθαλε 
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όπνπ V είλαη πηζαλόλ θαη    ,    θαη    είλαη αληίζηνηρα ην ζόδηνλ, 

πνηάζηνλ θαη ξεύκαηα δηαξξνήο.  Σν    είλαη ε ζπλεηζθνξά από 

όια ηα άιια ηόληα πνπ ζπλεηζθέξνπλ ζην ξεύκα.  Σα g’s είλαη 

ζηαζεξνί αγσγνί κε π.ρ      
 h ν αγσγόο ζνδίνπ, θαη    ,    θαη 

   είλαη πηζαλόλ ηζνξξνπεκέλεο ζηαζεξέο.  Σν m, n θαη h είλαη 

κεηαβιεηά, ζπλδεδεκέλα από 0 θαη 1 ηα νπνία πξνζδηνξίδνληαη 

από ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

 

 

όπνπ ην α θαη ην β είλαη δεδνκέλεο ιεηηνπξγίεο ηνπ V (πάιη 

εκπεηξηθόο πξνζδηνξηζκέλα ηαηξηάδνληαο ηα απνηειέζκαηα ησλ 

δεδνκέλσλ) βιέπε π.ρ. Keener and Sneyd (1998) .    θαη   είλαη 

πνηνηηθώο όπσο (1+tanh V)/2 ελώ    V) είλαη πνηνηηθώο όπσο  

(1−tanh V)/2,ην νπνίν είλαη έλα θιεηζηόο δηαθόπηεο εάλ V είλαη 

κέηξηα κεγάινο.  Hodgkin θαη Huxley (1952) ηαίξηαμε ηα δεδνκέλα 

κε εθζεηηθέο ζπλζέζεηο. 

Δάλ έλα εθαξκνζκέλν ξεύκα   (t) είλαη επηβεβιεκέλν ε θύξηα 

εμίζσζε, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (7.35) γίλεηαη 

 

 
 

Σν ζύζηεκα (7.38) κε ηελ (7.37) απνηεινύλ ησλ 4-κεηαβιεηώλ 

κνληέιν ην νπνίν ιύζεθε αξηζκεηηθώο από ηνπο .  Hodgkin θαη 

Huxley (1952).   

Δάλ    = 0, ε ππόινηπε θαηάζηαζε ηνπ κνληέινπ (7.37) θαη 

(7.38) είλαη γξακκηθώο ζηαζεξή αιιά επαίζζεηε κε ηε ινγηθή πνπ 

ζπδεηήζεθε ζην θεθάιαην 6.  Γειαδή εάλ ε δηαηαξαρή από ηε 

ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη επαξθώο κεγάιε, ππάξρεη κηα κεγάιε 

θίλεζε ησλ κεηαβιεηώλ ζηε θάζε ρώξνπ ηνπο πξηλ επηζηξέςνπλ 

ζηε ζηαζεξή θαηάζηαζε.  Δάλ      0, ππάξρεη κηα θιίκαθα αμηώλ 
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όπνπ ε θαλνληθή επαλαιακβαλόκελε ππξνδόηεζε ζπκβαίλεη, 

δειαδή ν κεραληζκόο δείρλεη ραξαθηεξηζηηθά πεξηνξηζκέλν θύθιν.  

Καη νη δπν ηύπνη ηνπ θαηλνκέλνπ έρνπλ παξαηεξεζεί 

πεηξακαηηθώο. Λόγσ ηεο δπζθνιίαο ηνπ ζπζηήκαηνο 

εμίζσζεοδίαθνξα πην απιά καζεκαηηθά κνληέια, ηα νπνία 

θαηέρνπλ ην θιεηδί ηνπ πιήξνπο ζπζηήκαηνο, έρνπλ πξνηαζεί, ηα 

πην γλσζηά θαη ηδηαίηεξα ρξήζηκα είλαη ηνπ FitzHugh–Nagumo 

κνληέιν (FitzHugh 1961, Nagumo θ.α 1962) ηα νπνία ηώξα 

παξάγνπκε. 

Οη θιίκαθεο ρξόλνπ γηα m, n θαη h ζηελ (7.37), δελ είλαη όιεο 

ηηο ίδηαο ηάζεσο.  Η θιίκαθα ρξόλνπ γηα ην m είλαη πεξηζζόηεξν 

γξήγνξε από ηηο άιιεο, έηζη είλαη ινγηθό λα ππνζέζνπκε όηη είλαη 

επαξθώο γξήγνξε πνπ ραιαξώλεη ακέζσο ζηελ αμία ηεο 

πξνζδηνξηζκέλεο, ζέηνληαο   /   = 0 in (7.37).  Δάλ επίζεο 

ζέζνπκε  h =  , κηα ζηαζεξά, ην ζύζηεκα θξαηάεη αθόκε πνιιά 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ παξαηεξήζεθαλ πεηξακαηηθώο.   

 

΢ΥΗΜΑ 7.11 Η θάζε επηπέδνπ γηα ην ζύζηεκα κνληέινπ (7.39) κε ην Ia = 0.  Καζώο 

νη παξάκεηξνη δηαθέξνπλ κπνξεί λα πξνθύςεη (α) ζηαζεξό, αιιά ε επαίζζεηε 

θαηάζηαζε ή (β) πηζαλέο ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο κηα αζηαζήο νλνκαζηηθή S1 θαη δπν 

ζηαζεξέο, αιιά επαίζζεηεο, νλνκαζηηθά, (0,0) θαη S2. 

 

Σν εθ ηνπ απνηειέζκαηνο κνληέιν 2-κεηαβιεηώλ ζην V θαη n 

κπνξεί ηόηε λα πξνζεγγηζζεί πνηνηηθώο από ην αδηάζηαην ζύζηεκα 

 



37 
 

όπνπ 0<α<1 θαη β θαη γ είλαη ζεηηθέο ζηαζεξέο.  Δδώ ην λ είλαη 

όπσο ε δπλακηθή κεκβξάλεο V θαη w παίδεη ην ξόιν όισλ ησλ 

ηξηώλ κεηαβιεηώλ m, n θαη h ζηελ (7.37). 

Με    = 0 ή κόλν έλα ζηαζεξό, ην ζύζηεκα (7.39) είλαη απιά 

δπν κεηαβιεηώλ θάζεσλ επηπέδνπ ζύζηεκα, ηα άθπξα πνπ 

απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα 7.11.  ΢εκεηώζηε πσο ην 

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.12  (α) Σν πνξηξαίην θάζεο (7.39) κε    = 0, a = 0.25, b = γ = 2 × 10−3 ην 

νπνίν δείρλεη ηελ αξρηθή ζπκπεξηθνξά.  Με κηα δηαηαξαρή από ηελ ζηαζεξή 

θαηάζηαζε v = w = 0 ζε έλα ζεκείν, P όπνπ  w = 0, v< a.  Η ηξνρηά απιά επηζηξέθεη 

ζηελ αξρή κε π θαη w πνπ παξακέλνπλ κηθξά.  Μηα δηαηαξαρή ζην Α εηζάγεη κηα 

κεγάιε θίλεζε ζην ΑBCD  θαη κεηά πίζσ ζην (0,0).  Απνηειεζκαηηθά ζην άθπξν 

εθόζνλ β θαη γ είλαη κηθξά.  (β) Η δηαθνξά ρξόλνπ λ θαη w πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ 

επαίζζεηε ηξνρηά ΑBCD0 ζην (α) (Αλαζρεδηαζκέλν από ηνλ Rinzel 1981). 

 

Σν πνξηξαίην θάζεο δηαθέξεη κε δηαθνξεηηθέο αμίεο ησλ 

παξακέηξσλ α, β θαη γ. Μπνξεί λα είλαη π.ρ. κία ή ηξεηο ζηαζεξέο 

θαηαζηάζεηο. Όπσο δείρλεηαη ζηα ζρήκαηα 7.11 (α) θαη (β) 

αληίζηνηρα. Η θαηάζηαζε αληηζηνηρεί ζε απηήλ πνπ απεηθνλίδεηαη 

ζην ζρήκα 7.5, κόλν πνπ είλαη δπλαηόλ γηα ην V λα είλαη αξλεηηθό 

– είλαη έλα ειεθηξηθό ελδερόκελν. Σν ραξαθηεξηζηηθό επαηζζεζίαο 

είλαη θιεηδί ζην ζύζηεκα Hodgkin θαη Huxley, είλαη ηώξα αξθεηά 

εκθαλέο. Γειαδή κηα δηαηαξαρή, π.ρ. από 0 ζε έλα ζεκείν ζην u-

AXIS κε v> α, πθίζηαηαη κηα κεγάιε θάζε θίλεζεο ηξνρηάο πξηλ 

επηζηξέςεη ζην 0. Σν ζρήκα 7.12 δείρλεη έλα ζπγθεθξηκέλν 

παξάδεηγκα.  
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Πεξηνδηθή Ππξνδόηεζε Νεπξώλσλ 

 

Σν   =0 ηα πηζαλά πνξηξαίηα θάζεο όπσο απεηθνλίδεηαη ζην 

ζρήκα 7.11, δείρλνπλ όηη δε κπνξεί λα ππάξρνπλ πεξηνδηθέο 

ιύζεηο. Αο ππνζέζνπκε ηώξα όηη ππάξρεη έλα εθαξκνζκέλν ξεύκα 

  . Σα αληίζηνηρα άθπξα γηα ην 7.39 απεηθνλίδνληαη ζηα ζρήκαηα 

7.13 κέρξη (γ) γηα δηαθνξά   >0. Σα απνηειέζκαηα ζηα άθπξα είλαη 

απιά γηα λα κεηαθηλήζνπλ ην άθπξν λ, κε    =0, πάλσ ζηνλ άμνλα-

w κε παξακεηξηθέο αμίεο ηέηνηεο πνπ ηα άθπξα είλαη όπσο ζην 

ζρήκα 7.13 (α) κπνξνύκε λα δνύκε όηη δηαθνξνπνηώληαο κόλν ην 

  ππάξρεη έλα παξάζπξν εθαξκνζκέλσλ ξεπκάησλ (  ,   ) όπνπ ε 

ζηαζεξά θαηάζηαζε κπνξεί λα είλαη αζηαζήο θαη πηζαλέο νξηαθέο 

θπθιηθέο ηαιαληώζεηο λα ζπληξέρνπλ, δειαδή κία άθπξε 

θαηάζηαζε όπσο απηή ζην ζρήκα 7.13 (β). Η άιγεβξα είλαη ζαθήο 

ζην λα πξνζδηνξίδεη ηηο δηάθνξεο παξακεηξηθέο θιίκαθεο γηα α, β, γ 

θαη   γηα θάζε κία από απηέο ηηο δηάθνξεο πηζαλόηεηεο λα ηζρύνπλ. 

Δίλαη κόλν κία άζθεζε ζηε βαζηθή αλαιπηηθή γεσκεηξία θαη ηελ 

αθήλνπκε ζαλ άζθεζε (άζθεζε 7). Με ηελ θαηάζηαζε πνπ 

δείρλεηαη ζην ζρήκα 7.13 (δ) ιύζεηο θπθιηθώλ νξίσλ δελ είλαη 

δπλαηέο. Από ηελ άιιε πιεπξά απηή ε ζύλζεζε κπνξεί λα δείμεη 

ηδηόηεηεο δηαθνπηώλ.  

Σν FitzHugh–Nagumo κνληέιν (7.39) είλαη έλα κνληέιν 

παξόκνην κε απηό ηνπ Hodgkin θαη Huxley. Έηζη κία πεξαηηέξσ 

απινπνίεζε ηνπ  κεραληζκνύ (7.39) δελ είλαη κε ινγηθή εάλ 

απινπνηεί ηελ αλάιπζε ή θάλεη ηηο πηζαλόηεηεο ιύζεηο 

απινύζηεξεο. Βέβαηα, κηα ηέηνηα απινπνίεζε πξέπεη λα θξαηήζεη 

ηα θύξηα ζηνηρεία ηνπ αξρηθνύ, έηζη πξέπεη λα πξνζέμνπκε.  

 



39 
 

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.13 Σα άθπξα FitzHugh–Nagumo κνληέιν (7.39) κε δηαθνξεηηθά 

εθαξκνζκέλα ξεύκαηα   , πεξίπησζε (α), όπνπ   >Ι2 έρνπλ γξακκηθά ζηαζεξά αιιά 

επαίζζεηεο ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο, ελώ ην (β) όπνπ   <Ι  α<  , ε ζηαζεξή θαηάζηαζε 

κπνξεί λα είλαη αζηαζήο θαη νη νξηαθέο θπθιηθέο ιύζεηο λα είλαη δπλαηέο κε ην ζρήκα 

(δ). Οη ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο S1 ή S3 κπνξεί λα επεξεάζνπλ ηνπο δηαθόπηεο 

αληίζηνηρα.  

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.14 (α) Σα άθπξα ησλ θάζεσλ επηπέδνπ γηα κηα γξακκηθή πξνζέγγηζε αλά 

ηεκάρην ζην άθπξν v ηνπ κνληέινπ FitzHugh–Nagumo (7.30) κε   =0 όπνπ (  ,  ) θαη 

(  ,   ) δίλνληαη από (7.40). (β) Οη γεσκεηξηθέο θαηαζηάζεηο γηα ηηο πηζαλέο 

γεσκεηξηθέο ιύζεηο πνπ απαηηνύλ   >0 δείρλνληαη ζε όξνπο ηεο γσλίαο ζ = tan−1[(   

−   )/(    −   )]. (γ) Γεσκεηξηθέο θαηαζηάζεηο γηα πνιιαπιέο ξίδεο θαη αξρηθέο 

πηζαλόηεηεο δηαθόπηε από κία ζηαζεξή θαηάζηαζε S1 ζηελ S3 θαη αληίζεηα.  
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Από ην ζρήκα 7.11 ινγηθά κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ην άθπξν 

ηνπ λ  κε κία γξακκηθή πξνζέγγηζε ηκεκαηηθώο όπσο ζην ζρήκα 

7.14 όπνπ ζην ζρήκα 7.14 (α) έρεη κεδεληθά ζην λ=0, α,1. Οη 

ζέζεηο ηνπ ειαρίζηνπ θαη ηνπ κεγίζηνπ (  ,   ) θαη (  ,   ) 

απνθηώληαη από (7.39) σο  

 

 

 

Η γξακκή από (  ,   ) ζην (  ,   ) πεξλάεη κέζσ λ=α εάλ ην 

α=1/2. Η κεγάιε γσλία ζ πνπ ην άθπξν ζρεκαηίδεη κε ηνλ λ-άμνλα 

ζην ζρήκα 7.14 δίλεηαη από  

 

  Σώξα κπνξνύκε λα θαηαγξάςνπκε πνιύ απιά κία αλαγθαία 

θαηάζηαζε γηα ηαιαληώζεηο νξηαθνύ θύθινπ, γηα ην ηκεκαηηθό 

κνληέιν, δειαδή θαηαζηάζεηο γηα ηα άθπξα λα εκθαλίδνληαη όπσο 

ζην ζρήκα 7.14 (β). Η θιίζε ηνπ άθπξνπ λ ζηε ζηαζεξή θαηάζηαζε 

πξέπεη λα είλαη ιηγόηεξε από ηελ θιίζε β/γ, ηνπ άθπξνπ w δειαδή,  

 

 

Δπαξθείο θαηαζηάζεηο γηα κία νξηαθή θπθιηθή ιύζε λα ππάξμεη, 

απνθηώληαη εθαξκόδνληαο ηα απνηειέζκαηα ηνπ κέξνπο 7.3 θαη 

δείρλνληαο όηη κία πεξηνξηζκέλε ελέξγεηα ππάξρεη. Αλαιπηηθέο 

εθθξάζεηο γηα ηα όξηα ηνπ εθαξκνζκέλνπ ξεύκαηνο    γηα νξηαθνύο 

θύθινπο κπνξεί επίζεο λα βξεζεί ζηελ άζθεζε 7.  

Μηα κεγάιε ηδηόηεηα απηνύ ηνπ κνληέινπ γηα ηε άθπξε 

ζπλδεδεκέλε κεκβξάλε άμνλα είλαη όηη κπνξεί λα πξάμεη θαλνληθή 

κείσζε ηεο θύζεο ηνπ νξηαθνύ θύθινπ όηαλ ην εθαξκνζκέλν 

ξεύκα Ια είλαη ζηελ θαηάιιειε θιίκαθα   <  <  . Η δηαθιάδσζε γηα 

κηα ιύζε νξηαθνύ θύθινπ όηαλ    απμάλεηαη πέξαλ ηνπ    είλαη 

βαζηθά κηα δηαθιάδσζε Hopf θαη έηζη ε πεξίνδνο ηνπ νξηαθνύ 
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θύθινπ δίλεηαη από κία εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο δηαθιάδσζεο 

Hopf. Απηό ην  κνληέιν κε ηηο πεξηνδηθέο κεηώζεηο ιύζεσλ ζα 

αλαθεξζνύλ πάιη ζην θεθάιαην 9 όηαλ ζεσξήζνπκε ην 

απνηέιεζκα ησλ δηαηαξαρώλ ζηηο ηαιαληώζεηο. Όιε ε ιύζε 

ζπκπεξηθνξάο πνπ βξέζεθε κε ην κνληέιν (7.39) επίζεο βξέζεθε 

ζην πιήξεο κνληέιν Hodgkin- Huxley, αξηζκεηηθώο βέβαηα. 

Γηάθνξεο ηδηόηεηεο ιύζεσλ έρνπλ επίζεο δεηρζεί πεηξακαηηθώο. 

 Μεξηθά θύηηαξα λεπξώλσλ ππξνδνηνύληαη ζηα ζρήκαηα 7.7 

(β) θαη (δ). Θα αλακέλακε ηέηνηα ζπκπεξηθνξά αλ ζεσξνύζακε 

δηπιά λεπξσληθά θύηηαξα ηα νπνία αλεμάξηεηα πθίζηαληαη ζπλερή 

ππξνδόηεζε. Αιιάδνληαο ην παξαπάλσ κνληέιν γηα λα 

ελζσκαηώζνπκε άιια ηόληα, όπσο έλα ξεύκα θαιζίνπ (    ) 

πεξηνδηθή έθξεμε ιακβάλεη ρώξα, βιέπε Plant (1978, 1981). Σώξα 

ππάξρνπλ αξθεηά θαηλόκελα λεπξώλσλ όπνπ πεξηνδηθέο εθξήμεηο 

παξαηεξνύληαη πεηξακαηηθώο. Με ηε γλώζε πνπ έρνπκε ηώξα ηεο 

πνηνηηθήο θύζεο ησλ όξσλ θαη ζπκπεξηθνξά ιύζεο ζηα 

παξαπάλσ κνληέια θαη κεξηθέο από ηηο πηζαλέο αιιαγέο ηνπο, 

ηώξα κπνξνύκε λα ηηο ελζσκαηώζνπκε ζε άιια κνληέια έηζη ώζηε 

λα αληηθαηνπηξίζνπκε δηάθνξεο παξαηεξήζεηο πνπ δείρλνπλ όκνηα 

θαηλόκελα. Ο θιάδνο ζεκαηνδόηεζεο λεπξώλσλ, πξνζσξηλώο θαη 

δηαζηεκαηηθώο, είλαη ζπλαξπαζηηθόο θαη ζεκαληηθόο πνπ ζα είλαη 

έλα ρώξνο έξεπλαο γηα πνιιά ρξόληα.  

 

7.6 ΢σημαηιζμόρ Δλέγσος Έκκπιζηρ Σεζηοζηεπόνηρ και 

Υημικού Δςνοςσιζμού 

 

Η νξκόλε ηεζηνζηεξόλε αθόκα αλ θαη είλαη παξνύζα ζε κηθξέο 

πνζόηεηεο ζην αίκα είλαη κία πνιύ ζεκαληηθή νξκόλε. 

Οπνηαδήπνηε θαλνληθή αληζνξξνπία  κπνξεί λα πξνμελήζεη 

δξακαηηθέο αιιαγέο. ΢ηνλ άλζξσπν, ηα αηκνθόξα αγγεία 

δηαθπκαίλνληαη πεξηνδηθώο κε πεξηόδνπο ηεο ηάμεσο 2 θαη 3 σξώλ. 

΢ε απηό ην κέξνο ζπδεηνύκε ηε θπζηνινγία παξαγσγήο 

ηεζηνζηεξόλεο θαη ζρεκαηίδνπκε θαη αλαιύνπκε έλα κνληέιν, 

κάιινλ δηαθνξεηηθά από απηά πνπ έρνπκε ζπδεηήζεη κέρξη ηώξα 

ζε απηό ην θεθάιαην, πξνζπαζώληαο λα εμεγήζνπκε ηα πεξηνδηθά 

επίπεδα ηεο ηεζηνζηεξόλεο πνπ παξαηεξήζεθαλ. Αλ θαη ην 
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θαηλόκελν είλαη ελδηαθέξνλ από  κόλν ηνπ έλαο άιινο ιόγνο γηα 

λα ην ζπδεηήζνπκε είλαη λα δείμνπκε ηε δηαδηθαζία πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα αλαιύζνπκε απηόλ ηνλ ηύπν κνληέινπ. 

Ιζσο πεξηζζόηεξν  ζεκαληηθό, πάλησο είλαη λα πξνζπαζήζνπκε 

λα θαηαιάβνπκε ηνλ κεραληζκό παξαγσγήο κε ηελ έλλνηα λα 

βνεζήζνπκε πξόζθαηε έξεπλα γηα ηνλ έιεγρν παξαγσγήο 

ηεζηνζηεξόλεο. ΢ηε ρξήζε ηεο γηα ηελ (ρεκηθή) αληξηθή 

αληηζύιιεςε θαη έιεγρν θαξθίλνπ ηνπ πξνζηάηε. 

Πξηλ πεξηγξάςνπκε ηα ζεκαληηθά θπζηνινγηθά ζηνηρεία ζηε 

δηαδηθαζία παξαγσγήο ηεζηνζηεξόλεο ππάξρνπλ θάπνηα 

ελδηαθέξνληα απνηειέζκαηα θαη ηδέεο ζπλδεδεκέλεο κε απηή ηελ 

ζεκαληηθή νξκόλε. Οη άληξεο έρνπλ έλα επίπεδν ηεζηνζηεξόλεο 

κεηαμύ 10-35 κηθξόκνινπο αλά ιίηξν αίκαηνο, ελώ νη γπλαίθεο 

έρνπλ κεηαμύ 0.7-2.7 κηθξόκνινπο αλά ιίηξν. Μεησκέλα επίπεδα 

ηεζηνζηεξόλεο ή κάιινλ ην επίπεδν κηαο νξκόλεο ηνπ ζεμ, 

δεζκεπκέλε ζθαηξίλε (SHBG) απεπζείαο ζρεηηδόκελε κε ειεύζεξε 

ηεζηνζηεξόλε, ζπλνδεύνληαη ζπρλά από αιιαγέο πξνζσπηθόηεηαο 

- νη αηνκηθέο ηάζεηο λα γίλεηαη θάπνηνο ιηγόηεξνο βίαηνο θαη 

πξνζηαθηηθόο. Από ηελ άιιε πιεπξά απμεκέλα επίπεδα 

ηεζηνζηεξόλεο εηζάγνπλ ην αληίζεην. Αλ θαη νη πξαγκαηηθέο 

δηαθνξέο ησλ επηπέδσλ ηεζηνζηεξόλεο είλαη κηθξέο, ηα 

απνηειέζκαηα είλαη κεγάια. ΢ηνπο άληξεο ην πςειό επίπεδν 

ηεζηνζηεξόλεο – θπξίσο πξνέξρεηαη από ηνπο όξρεηο, νη νπνίνη 

παξάγνπλ πεξίπνπ ην 90%, κε ην ππόινηπν από άιια κέξε ηνπ 

ελδνθξηληθνύ ζπζηήκαηνο θαη γη’ απηό παξάγεηαη θαη από γπλαίθεο. 

Σν θάξκαθν Goserelin π.ρ. ην νπνίν εηζήρζε γηα ηε ζεξαπεία 

θαξθίλνπ ηνπ πξνζηάηε, κπνξεί λα επηηύρεη ρεκηθό επλνπρηζκό 

κέζα ζε ιίγεο εβδνκάδεο κεηά ηελ έλαξμε ηεο ζεξαπείαο.  Σν 

επίπεδν ηεζηνζηεξόλεο ηνπ αζζελή κεηώλεηαη ζε απηό πνπ ζα είρε 

επηηεπρζεί από ηελ αθαίξεζε ησλ όξρεσλ. Σν ζώκα δε θαίλεηαη λα 

πξνζαξκόδεηαη ζην θάξκαθν, έηζη ν πξαγκαηηθόο επλνπρηζκόο 

ζπλερίδεηαη κόλν εθόζνλ θαη ε ζεξαπεία ζπλερίδεηαη. Σν πώο ην 

θάξκαθν ιεηηνπξγεί ζην λα εκπνδίδεη ηελ παξαγσγή 

ηεζηνζηεξόλεο δίλεηαη παξαθάησ όηαλ ζπδεηήζνπκε ηε 

θπζηνινγηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο.  

Δλζνπζηαζκόο γηα ζεμ ή νξκή γηα ζεμ, εμαξηάηαη από πνιινύο 

παξάγνληεο θαη όρη κόλν από ην επίπεδν ηεζηνζηεξόλεο ην νπνίν 



43 
 

ζίγνπξα παίδεη έλα πνιύ ζεκαληηθό ξόιν. Δάλ ζεσξήζνπκε ην 

πξόβιεκα κηαο ππεξβνιηθήο νξκήο, δελ είλαη αζπλήζηζην γηα 

άληξεο πνπ θαηαδηθάδνληαη γηα βηαζκό, λα δεηήζνπλ λα 

ζεξαπεύνληαη κε  θάξκαθα πνπ πξνμελνύλ επλνπρηζκό. Σώξα 

ππάξρνπλ δηάθνξα θάξκαθα ηα νπνία πξνμελνύλ επλνπρηζκό: 

αλαθέξακε ήδε ην Goserelin ππάξρνπλ θαη άιια όπσο Lupron θαη 

Depo-provera, πνπ δηαξθνύλ πεξηζζόηεξν ρξόλν. Η ρξήζε ησλ 

θαξκάθσλ γηα λα θαηαπηέζνπλ ηελ παξαγσγή ηεο ηεζηνζηεξόλεο 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ Δπξώπε γηα πεξηζζόηεξν από 10 

ρξόληα. Μάιηζηα, είλαη έλαο όξνο γηα ηελ απειεπζέξσζε 

εγθιεκαηηώλ πνπ θαηαδηθάζηεθαλ γηα εγθιήκαηα ζρεηηδόκελα κε 

ζεμ. ΢ηελ Δπξώπε ην Depo-provera έρεη κεηώζεη ηελ ηάζε 

επαλάιεςεο ηεο θαθνπνίεζεο παηδηώλ ζην 2% ελώ ζηηο ΗΠΑ 

όπνπ ηα θάξκαθα δελ ρξεζηκνπνηνύληαη γεληθά είλαη ηεο ηάζεσο 

ηνπ 50%. Ο ξόινο κείσζεο ηεο ηεζηνζηεξόλεο ησλ θαξκάθσλ ή 

γεληθά ρεκηθνύ επλνπρηζκνύ, είλαη έλα ακθηιεγόκελν ζέκα γηα ηε 

ζεξαπεία εγθιεκαηηώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ζεμ. 

Η πιήξεο θπζηνινγηθή δηαδηθαζία δελ έρεη πιήξσο 

θαηαλνεζεί αθόκε αλ θαη ππάξρεη κηα γεληθή ζπκθσλία ζε 

νξηζκέλα ζηνηρεία θιεηδηά. Σα παξαθάησ δείρλνπλ πσο έλα πξώην 

κνληέιν έπξεπε λα αιιαρζεί γηα λα ελζσκαηώζεη θπζηνινγηθά 

γεγνλόηα θιεηδηά θαη δείρλνπλ ηνλ ηξόπν ζε πεξηζζόηεξν 

πξόζθαηα θαη ζύλζεηα  κνληέια. Πξώηα παξάγνπκε έλα κνληέιν 

παξαγσγήο ηεζηνζηεξόλεο, παξαγσγήο (T) ζηνλ άληξα 

πξνηεηλόκελν από ηνλ Smith (1980). Δίλαη βαζηζκέλν ζε απνδεθηά 

βαζηθά πεηξακαηηθά γεγνλόηα. Μεηά ζπδεηνύκε κία αιιαγή ε νπνία 

έρεη απνηειέζκαηα ζε θαζπζηεξήζεηο κνληέινπ πνπ ελζσκαηώλεη 

πεξηζζόηεξε πξαγκαηηθή θπζηνινγία ζπλδεδεκέλε κε ηνλ ρσξηθό 

ρσξηζκό ησλ δηαθόξσλ πεξηνρώλ ειέγρνπ. Έλα πην ζύλζεην 

κνληέιν θαζπζηέξεζεο πνπ είλαη ζηαζεξό κε κία επξύηεξε θιίκαθα 

πεηξακάησλ πξνηάζεθε από ηνλ Cartwright θαη Husain (1986): 

ελζσκαηώλεη πεξηζζόηεξε θπζηνινγηθή δηαδηθαζία. Σν ζπδεηνύκε 

ζύληνκα παξαθάησ.  

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηε βαζηθή θπζηνινγία. Η έθθξηζε 

ηεζηνζηεξόλεο από ηνπο ζπεξκαηηθνύο αδέλεο δηεγείξεηαη από ηε 

βιελλνγόλν νξκόλε νλνκαδόκελε ινπηετληζηθή νξκόλε (LH). Η 

έθθξηζε ηεο LH από ηνλ ελδνθξηλή αδέλα δηεγείξεηαη από ηελ LH 
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νξκόλε απειεπζεξώλνληαο ηελ νξκόλε LHRH. Απηή ε LHRH 

θαλνληθά εθθξίλεηαη από ηνλ ππνζάιακν (κέξνπο ηνπ ηξίηνπ 

θόιπνπ  ζηνλ εγθέθαιν) θαη κεηαθέξεηαη ζηνλ ελδνθξηλή αδέλα 

από ην αίκα. Η ηεζηνζηεξόλε πηζηεύεηαη όηη έρεη απνηέιεζκα 

πιεξνθνξίαο ζηελ έθθξηζε ηνπ LH θαη ηνπ LHRH. Βαζηζκέλνο ζε 

απηά ν Smith (1980) πξόηεηλε έλα απιό αξλεηηθό κνληέιν ζαιάκνπ 

πιεξνθνξίαο, όπσο έρνπκε ζπδεηήζεη ζην κέξνο 7.2 πνπ εκπιέθεη 

ηξεηο νξκόλεο T, LH θαη  LHRH θαη αληηπξνζσπεύεηαη ζρεκαηηθόο 

ζην ζρήκα 7.15.  

Τπνδειώλεη ηηο ζπγθεληξώζεηο ηνπ LHRH, LH θαη T 

αληίζηνηρα από ην R(t), L(t) θαη T(t). ΢ην πην απιό επίπεδν 

κνληέινπ ζεσξνύκε θάζε νξκόλε λα απειεπζεξώλεηαη από ην 

αίκα ζύκθσλα κε ηελ θηλεηηθή πξώηεο ηάμεο κε ηελ LH θαη T πνπ 

παξάγεη ηνπο πξνδξόκνπο ηνπο ζύκθσλα κε ηελ θηλεηηθή πξώηεο 

ηάμεο. Τπάξρεη κηα κε γξακκηθή αξλεηηθή πιεξνθνξία από ην T (t) 

ζην R(t). Σν δηνηθεηηθό ζύζηεκα πνπ αληηπξνζσπεύεη απηό ην 

ζρήκα είλαη βαζηθά ην κνληέιν πιεξνθνξίαο ζπζηήκαηνο (7.3) 

πνπ εδώ γξάθεηαη σο  

 

 

 

΢ΥΗΜΑ 7.15 Θάιακνο κνληέινπ γηα ηνλ έιεγρν ηεο παξαγσγήο ηεζηνζηεξόλεο ζηνλ 

άληξα.  Ο ππνζάιακνο εθθξίλεη ινπηετληζηθή νξκόλε, απειεπζεξώλεη νξκόλε 

(LHRH), πνπ δειώλεηαη από R(t), ε νπνία ειέγρεη ηελ νξκόλε (LH), πνπ δειώλεηαη 

από  L(t) από ην βιελλνγόλν πνπ ειέγρεη ηελ παξαγσγή ηεο ηεζηνζηεξόλεο, θαη T (t) 

από ηνπο ζπεξκαηηθνύο αδέλεο. Η εζπεπζκέλε γξακκή ζεκαίλεη ηνλ έιεγρν 

πιεξνθνξίαο ζηνλ ππνζάιακν από ηνπο όξρεηο.  
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Όπνπ   ,   ,   ,    θαη    είλαη ζεηηθέο παξάκεηξνη θαη ε αξλεηηθή 

ιεηηνπξγία πιεξνθόξεζεο f(T) είλαη κία ζεηηθή κνλνηνληθή 

κεησκέλε ιεηηνπξγία ηνπ Σ.  ΢ε απηήλ ηε θάζε δε ρξεηαδόκαζηε έλα 

εηδηθό ζρήκα γηα ην f(T) αλ θαη κπνξεί ινγηθά λα ην πάξνπκε λα 

είλαη ηππηθά ηεο κνξθήο A/(K +  ) όπσο ζην πξσηόηππν κνληέιν 

αλαπιεξνθόξεζεο (7.3). 

 Όπσο αλαθέξακε ην επίπεδν αίκαηνο ηεο ηεζηνζηεξόλεο 

ζηνπο άληξεο ηαιαληεύεηαη ζην ρξόλν. Πεηξάκαηα ζηα νπνία ε 

θπζηθή θαηάζηαζε ελνριείηαη, έρνπλ ήδε δηεμαρζεί, βιέπε ηηο 

ζύληνκεο ζηαηηζηηθέο πνπ δίλνληαη από ηνπο Smith (1980) θαη 

Cartwright θαη Husain (1986). Σν ελδηαθέξνλ καο εδώ είλαη θπξίσο 

ζπλδεδεκέλν ζηηο παξαηεξεκέλεο πεξηνδηθέο δηαθπκάλζεηο. 

 Από ηελ αλάιπζε ζην κέξνο 7.2 ή απιά από επηζεώξεζε, 

μέξνπκε όηη κία ζεηηθή ζηαζεξή θαηάζηαζε  ,    θαη    ππάξρεη γηα 

ην κνληέιν 7.3 κε ηελ εηδηθή ζύλζεζε 7.3 γηα ηηο f(T) ηαιαληώζεηο 

ππάξρεη ν ζπληειεζηήο Hill m ≥ 8. Αξα ππνζέηνπκε όηη ε 

ιεηηνπξγία πιεξνθνξίαο f(T) είλαη ηέηνηα όπνπ ε ζηαζεξή 

θαηάζηαζε είλαη πάληα ζηαζεξή. Έηζη, πξέπεη λα αιιάμνπκε ην 

κνληέιν ώζηε λα ζπκπεξηιακβάλεη πεξηζζόηεξε θπζηνινγία.  Δάλ 

ζεσξήζνπκε ηελ πξαγκαηηθή δηαδηθαζία πνπ ιακβάλεη ρώξα, 

πξέπεη λα ππάξρεη κία θαζπζηέξεζε κεηαμύ παξαγσγήο ηεο 

νξκόλεο ζε έλα επίπεδν θαη ην απνηέιεζκά ηεο ζηελ παξαγσγή 

ηεο νξκόλεο πνπ δηεγείξεη, απιά γηαηί ν ρσξνηαμηθόο ρσξηζκόο θαη 

ην γεγνλόο όηη νη νξκόλεο κεηαθέξνληαη από ηελ θπθινθνξία ηνπ 

αίκαηνο. ΢ύκθσλα κε απηό, νη W. R. Smith θαη J. D. Murray λσξίο 

ηε δεθαεηία ηνπ 1980 πξόηεηλαλ κηα απιή θαζπζηέξεζε κνληέινπ 

βαζηζκέλε ζηελ αιιαγή ηνπ ζπζηήκαηνο 7.3 κε m=1 όκνηα κε ηελ 

θαζπζηέξεζε ηνπ κνληέινπ ειέγρνπ πξνηεηλόκελε από ηνλ Murray 

(1977), ζηελ νπνία ε παξαγσγή ηεζηνζηεξόλεο θαζπζηεξείηαη. Αλ 

θαη είλαη ινγηθό λα ζεσξήζνπκε κηα θαζπζηέξεζε ζε θάζε 

παξαγσγή νξκόλεο πνπ ηηο ελζσκάησζαλ όιεο ζηελ εμίζσζε Σ, 

έηζη ώζηε λα κπνξεί λα εμεξεπλήζεη ην ζύζηεκα αλαιπηηθώο θαη 

έηζη λα πάξεη ην δηαηζζεηηθό αίζζεκα γηα ην απνηέιεζκα ηεο 

θαζπζηέξεζεο ζην ζύζηεκα. Πήξαλ, ζην κέξνο ηνπ (7.43)  
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όπνπ η είλαη κία θαζπζηέξεζε ζπλδεδεκέλε κε ηελ θπθινθνξία 

ρξόλνπ ηνπ αίκαηνο ζην ζώκα. Η ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη πάιη 

(  ,      ) πξνζδηνξηζκέλε από  

 

 

 

ε νπνία πάληα ππάξρεη εάλ f (0)> 0 θαη f (T ) είλαη κία κνλνηνληθή 

κεησκέλε ιεηηνπξγία. Δάλ ηώξα εξεπλήζνπκε ηε ζηαζεξόηεηα ηεο 

ζηαζεξήο θαηάζηαζεο, γξάθνληαο  

 

 

 

ην γξακκηθό ζύζηεκα (7.44) είλαη 

 

 

 

ηώξα ςάμηε γηα ιύζεηο ζηε ζύλζεζε  
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όπνπ Α είλαη ζηαζεξό άλπζκα. Με αληηθαηάζηαζε ζε (7.47) έρνπκε 

 

ηώξα ζέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο θαηαζηάζεηο γηα ηε ζηαζεξή 

θαηάζηαζε λα είλαη γξακκηθά αζηαζήο. Γειαδή, απαηηνύκε ηηο 

θαηαζηάζεηο ζην a,b,c,d ηέηνηεο πνπ λα ππάξρνπλ ιύζεηο ηνπ 7.49 

κε Re ι> 0. Ξέξνπκε όηη κε η=0 ε ζηαζεξή θαηάζηαζε, (  ,      ) 

είλαη ζηαζεξή. Γειαδή, εάλ η=0 ζην (7.49)  Re ι< 0. 

Υξεζηκνπνηώληαο Routh–Hurwitz θαηαζηάζεηο ζην θπβηθό ηνπ ι 

δεδνκέλνπ από 7.49 κε η=0, απηό ζεκαίλεη όηη a,b,c,d αλαγθαζηηθά 

ηθαλνπνηνύλ ην 

 

 

μέξνπκε όηη ε θαζπζηέξεζε κπνξεί λα είλαη απνζηαζεξνπνηεηηθή, 

έηζη ηώξα πξνζπαζνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ θξίζηκε 

θαζπζηέξεζε    >0 κε όξνπο ηνπ a,b,c,d ώζηε κία ιύζε κε Re ι> 0 

ππάξρεη γηα η >   , πξνζδηνξίδνπκε ηηο θαηαζηάζεηο ζεσξώληαο 

ηελ (7.49) ζαλ έλα ζύλζεην ραξηνγξαθηθό κεηαβιεηό πξόβιεκα.  

Από ηελ αλάιπζε κεηαθπζηθώλ εμηζώζεσλ ζην θεθάιαην 1 

μέξνπκε όηη όιεο νη ιύζεηο ηεο (7.49) έρνπλ Re ι ζπλδεδεκέλν 

πξνο ηα επάλσ. Σν θξίζηκν Σc είλαη απηή ε αμία ηνπ η ηέηνηα πνπ  
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΢ΥΗΜΑ 7.16 Re ι = 0, δειαδή δηαθιάδσζε κεηαμύ ζηαζεξόηεηαο θαη αζηάζεηαο ζηηο 

ιύζεηο (7.48) ζεσξείζηε ηελ αιιαγή από ην ι- επίπεδν ζην w- επίπεδν νξηζκέλν από  

 

 

θαηάζηαζε ι=κ+iv, απηό δίλεη 

 

 

επηζπκνύκε λα βξνύκε ηηο θαηαζηάζεηο ζην a,b,c,d θαη η, έηζη ώζηε 

w=0 έρεη ιύζεηο κ>0, ε θαηάζηαζε δηαθιάδσζεο είλαη κ=0.  

Θεσξείζηε ηελ πεξηθέξεηα ζην ι- επίπεδν πνπ απνηειείηαη 

από ην θαληαζηηθό άμνλα θαη έλα εκηθύθιην από άπεηξεο αθηίλεο, 

όπσο δείρλεηαη ζρεκαηηθώο ζην ζρήκα 7.16 (α). Υσξίο θακία 

θαζπζηέξεζε η=0 θαη μέξνπκε όηη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε Re ι<0 

έηζη ην w ζαλ ιεηηνπξγία ηνπ ι ζην 7.51 δελ πεξλάεη δηακέζνπ ηεο 

αξρήο ζην επίπεδν λ, δειαδή ν ράξηεο ζην w- επίπεδν ηνπ AGHA 

ζην ζρήκα 7.16 (α) δελ πεξλάεη  δηακέζνπ w=0. Θεσξείζηε πξώηα 

η=0 θαη ηελ ραξηνγξάθεζε 7.52. AG ζην ζρήκα 7.16 (α) θαη ζην 

νπνίν κ=0 ραξηνγξαθείηαη από  

 

Μέζα ζε A’G’ ζην ζρήκα κε D’(= c + d + i0) ζην επίπεδν-w πνπ 

αληηζηνηρεί ζην D(=0+i0) ζην επίπεδν-ι. Ο ρώξνο V 

ραξηνγξαθείηαη κέζα ζην V‘, ηα αλνίγκαηα ζην ζρήκα δείρλνπλ 

ηνπο αληίζηνηρνπο ρώξνπο.  Σα ζεκεία A,B,C,D,E,F θαη G, 

ραξηνγξαθνύληαη ζηα θύξηα ηζόηηκα ηνπο σο 
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Καζώο ην εκηθύθιην GHA δηαζηαπξώλεηαη κε ην  , θηλείηαη από  

        ζε        θαη έηζη w(   ) θηλείηαη από         , δειαδή, 

G’ ζην  , δειαδή Ζ’ θαη κεηά ζην        , δειαδή Α’ όπσο 

δείρλεηαη ζην ζρήκα 7.16(β). 

Σώξα ζεσξήζηε ηελ ραξηνγξάθεζε ζην ζρήκα (7.52) κε η>0.  

Η γξακκή ΑG ζην ζρήκα 7.16(α) έρεη κ=0 όπσο πξηλ, έηζη ηώξα 

κπαίλεη ζηνλ ράξηε κέζα ζην  

 

 

 

Σν απνηέιεζκα ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ όξσλ είλαη απιά λα 

πξνζηεζνύλ ηαιαληώζεηο ζηελ γξακκή A’B’C’D’Δ’F’G’ όπσο 

δείρλεηαη ζρεκαηηθόο ζην ζρήκα 7.17(α) ην νπνίν ηώξα είλαη ν 

ράξηεο ηνπ 
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΢ΥΗΜΑ 7.17 Ο ράξηεο ζην επίπεδν-w ηεο πεξηθέξεηαο ηνπ 7.16(α) ζην επίπεδν-ι, 

θάησ από ηελ κεηαιιαγή (7.55): (α) η<   (b) η>  .  ΢ηε ηειεπηαία πεξίπησζε, ν 

ράξηεο πεξηθιείεη ηελ αξρή. 

 

ABCDEFGHA είλαη θάησ από (7.55).  Σώξα αθήλνπκε ην η λα 

απμεζεί. Μόιηο ε αιιαγκέλε θακπύιε πεξάζεη κέζσ ηεο αξρήο ζην 

επίπεδν-w απηό δίλεη ην θξίζηκν   .  Γηα η>  , ε ραξηνγξάθεζε 

είλαη ζρεκαηηθόο όπσο δείρλεηαη ζην ζρήκα 7.17(β) θαη ε αξρή ζην 

επίπεδν-w ηώξα εζσθιείεηαη ζην V’, ε αιιαγή ζην V θάησ από 

(7.55). 

 Δάλ ηώξα δηαζηαπξώζνπκε ην όξην V’ θαη ππνινγίζνπκε ηελ 

αιιαγή ζην arg w ακέζσο παίξλνπκε ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ ηνπ    

w(ι) νξηζκέλν από ην (7.51).  Βνεζάεη λα αλαθεξζνύκε θαη ζηα 

δπν ζρήκαηα 7.17(α) θαη (β).  Αο αξρίζνπκε από ην Α’ όπνπ arg w 

= 3π/2.  Φηάλνληαο ζην Β’ arg w = π έηζη δίλνληαο, 

΄ 

Έηζη ε αιιαγή ζην arg είλαη 4π ε νπνία ππαηλίζζεηαη δπν ξίδεο 

Reι > 0 ζην ρώξν V, νη ξίδεο είλαη ζύλζεηεο θιήζεηο. 
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 Αο πάξνπκε ηώξα εθθξάζεηο γηα ην θξίζηκν ηc ηέηνηεο πνπ νη 

θακπύιεο A’Β’C’D’E’F’G’H’A ’ κόιηο πεξλάεη από ηελ αξρή ζην 

επίπεδν w.  

Η αμία ηεο δηαθιάδσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη γηα ην Reι είλαη 

βέβαηα κ=0 έηζη ρξεηαδόκαζηε ηελ αμία(ηηκή) ηνπ η έηζη ώζηε w=0 

ζην (7.55), νλνκαζηηθά, 

 

Από ην νπνίν παίξλνπκε 

 

 

Αλ κεηξήζνπκε ηελ θάζε πιεπξά ηνπ (7.57) ζαλ ιεηηνπξγία ηνπ λ 

όπσο δείρλεηαη ζρεκαηηθώο ζην ζρήκα 7.18 όπνπ γηα 

εηθνλνγξάθεζε έρνπκε πάξεη √b < π/η, βιέπνπκε όηη ππάξρεη 

πάληα κηα ιύζε.  

  

Γίλεηαη από ηελ δηαζηαύξσζε ησλ θακππιώλ, ηέηνηα ζαλ ην  

 

΢ΥΗΜΑ 7.18 ΢ρεκαηηθή 

γξαθηθή ιύζε λ ηνπ 7.57 ζηελ 

πεξίπησζε όπνπ √b < π/η . 
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Πεξαηηέξσ ε ιύζε λ(η) ζαλ ιεηηνπξγία ηνπ η 

 

Δάλ, √b < π/η  ηόηε (7.58) αθόκε θξαηάεη, αιιά θάπνηα άιιε ιύζε 

ππάξρεη κε π/η < λ(η) < √b.   

Θεσξήζηε ηώξα λ(η) πνπ ηθαλνπνηεί ην (7.58).  Μηα ιύζε ησλ 

ηαπηόρξνλσλ εμηζώζεσλ (7.56) πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηήζεη ην 

(7.57) θαη έλα εθ ησλ (7.56) θαη λα είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη 

παίξλνπκε ηελ δεύηεξε.  Με λ(η) ε ιύζε ηνπ (7.57) ηθαλνπνηεί ην 

(7.58) ηε δεύηεξε ηνπ (7.56) δίλεη  

 

 

 

Δάλ ην η είλαη ηέηνην πνπ απηή ε εμίζσζε δελ κπνξεί λα 

ηθαλνπνηεζεί κε ην αληίζηνηρν λ(η) ηόηε θακία ιύζε δελ κπνξεί λα 

ππάξμεη Reι > 0.  Γελ κπνξνύκε λα ιάβνπκε κηα αλαιπηηθή ιύζε 

ηνπ (7.57) γηα ην λ(η) άκα κηα έλδεημε ηνπ ην πώο ε ιύζε 

ζπκπεξηθέξεηαη απνθηάηαη απιά γηα η κεγάιν θαη κηθξό.  Γηα ηελ 

πεξίπησζε ζην (7.58) έρνπκε από ην (7.57), 

 

 
 

Καη ε δεύηεξε ηνπ (7.56) γίλεηαη  
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από θαηαζηάζεηο (7.50).  Έηζη γηα ην αξθεηά κηθξό ηα θακία ιύζε 

δελ ππάξρεη  Reι > 0. Σώξα αο απμήζνπκε ην η κέρξη κηα ιύζε ζην 

(7.59) κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί: απηό πξνζδηνξίδεη ην θξίζηκν ηc 

ζαλ ιύζε ηνπ (7.58) ηνπ (7.57) ην νπνίν επίζεο ηθαλνπνηεί ην 

(7.59).  Η πνξεία είλαη λα απνθηήζεη ην λ(η) από (7.57) θαη κεηά ε 

ηηκή    ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ (7.59).  

Σώξα ππνζέηνπκε όηη η>>1. Από (7.57) παίξλνπκε 

 

Καη ε δεύηεξε ηνπ (7.56) γίλεηαη  

 

 

 Έηζη ππάξρεη κηα θιίκαθα ηνπ η>  >0, ηέηνηα πνπ ε ιύζε ι 

ππάξρεη κε Reι > 0, εάλ d>c.  Mηα θιίκαθα πεξίπνπ γηα ην λ(η) 

κπνξεί λα βξεζεί ζεκεηώλνληαο όηη κε λ <√b < π/η, ε εηδηθή 

πεξίπησζε πνπ ζεσξνύκε θαη ε νπνία ζρεδηάδεηαη ζην ζρήκα 

7.18, 

 

Δίλαη κνλνηνληθή κεησκέλε ζην 0 ≤ λη < π.  Πεξαηηέξσ,  
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Πνπ ππαηλίζζεηαη όηη  

 
 Έρνπκε δείμεη, όηη ππάξρεη, κηα θξίζηκε θαζπζηέξεζε ηc 

ηέηνηα πνπ ε ζηαζεξή θαηάζηαζε , (  ,      ) είλαη γξακκηθώο 

αζηαζήο από αλαπηπζζόκελνπο ηαιαλησηέο. Δθόζνλ ην ζύζηεκα 

κνληέινπ (7.44) έρεη κηα πεξηνξηζκέλε ελέξγεηα κπνξνύκε έηζη λα 

αλακέλνπκε πεξηνξηζκέλεο πεξηνδηθέο θπθιηθέο ιύζεηο.  Απηό είλαη 

πξάγκαηη πνπ ζπκβαίλεη όηαλ νη παξάκεηξνη επηιέγνληαη ώζηε ε 

ζηαζεξή θαηάζηαζε λα είλαη γξακκηθώο αζηαζήο. 

 Σν κνληέιν πνπ πξνηάζεθε από ηνλ Cartwright and Husain 

(1986) είλαη βαζηζκέλν ζε πεξαηηέξσ πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα 

θαη πεξηιακβάλεη πεξαηηέξσ πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα θαη 

πεξηιακβάλεη πεξαηηέξσ θαζπζηεξήζεηο ζηελ παξαγσγή ηνπ 

θαζέλα από ηα R,L θαη T.  Δλζσκαηώλνπλ επίζεο πιεξνθνξίεο 

από LH θαζώο θαη από Σ.  Σν κνληέιν ηνπο είλαη ππνρξεσηηθά πην 

ζύλζεην.  Αλαιπηηθά απνηειέζκαηα όπσο ηα παξαπάλσ, αθόκε 

θαη αλ είλαη πηζαλά, ζα είλαη ππνρξεσηηθά, πνιύ πεξηζζόηεξν 

ζύλζεηα.  Αξηζκεηηθέο εμνκνηώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο κνληέινπ ηνπο 

κε ινγηθέο αμίεο παξακέηξνπ δείρλνπλ ζηαζεξέο πεξηνδηθέο ιύζεηο 

ζε όια ηα R,L θαη T.  Δπίζεο, εθηεινύλ καζεκαηηθά ‘πεηξάκαηα’ ηα 

νπνία κηκνύληαη θάπνηα εξγαζηεξηαθά πεηξάκαηα, κε ελζαξξπληηθά 

απνηειέζκαηα. 

 

Χεκηθόο Δπλνπρηζκόο 

 

Δπηζηξέθνληαο ζην απνηέιεζκα ησλ θαξκάθσλ, όπσο ην Lupron, 

πνπ αλαθέξζεθε πξηλ, έρνπλ ζαλ απνηέιεζκα ρεκηθό επλνπρηζκό.  

Δκπνδίδνληαο ηελ παξαγσγή ηεο νξκόλεο LH  πνπ παξάγεηαη από 

ηνλ ελδνθξηλή αδέλα.  Γειαδή ζην ζύζηεκα κνληέινπ (7.44)        

  = 0.  ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ε θύξηα εμίζσζε γηα L(t), δειαδή 

ε ζπγθέληξσζε ηνπ LH, δελ ηαηξηάδεηε από ηηο άιιεο εμηζώζεηο θαη  

L →0 ε νπνία κε ηε ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη από ηελ T-εμίζσζε 

ζηελ (7.44), όηη ε T → 0 κε ρξόλν πνπ είλαη αληίζηνηρν ηνπ 
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επλνπρηζκνύ.  Απηή ε δηαδηθαζία ηνπ επλνπρηζκνύ κπνξνύζε λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα αληηθαηαζηήζεη ηηο επξέσο 

ρξεζηκνπνηνύκελεο ρεηξνπξγηθέο κεζόδνπο πνπ ηώξα 

ρξεζηκνπνηνύλ θηελίαηξνη ζε θαηνηθίδηα ή ζε άγξηα δώα.  Σέηνην 

εκβόιην έρεη αλαπηπρζεί από ηνλ Carelli θ.α. (1982).  

Πην πξόζθαηε εξγαζία ελ ζρέζε κε ηνλ ρεκηθό επλνπρηζκό 

(ζηείξσζε) από ηνλ Ferro θαη Stimson (1996) θαη Ferro θ.α. (1995) 

βαζίδεηαη ζε απειεπζέξσζε ηεο νξκόλεο (GnRH) ζηελ κνξθή ηνπ 

GnRH εκβνιίνπ πνπ εκπνδίδεη ηελ παξαγσγή ηεο ιενπηηληθήο 

νξκόλεο LH.  Έρεη κηα πηζαλή εθαξκνγή ζε αλζξώπηλεο 

αλσκαιίεο πνπ εμαξηώληαη από ζεμνπαιηθέο νξκόλεο.  Δίλαη 

επίζεο, κηα πηζαλή ζεξαπεία γηα θαξθίλν ηνπ καζηνύ εμαξηώκελν 

από ηζηξνγόλν (Ferro θαη Stimson 1998). 

 Πξηλ αθήζνπκε ην ζέκα ηεο αλάκημεο ζηελ παξαγσγή 

ηεζηνζηεξόλεο, είλαη ζρεηηθό λα αλαθέξνπκε όηη έρεη γίλεη πνιύ 

έξεπλα ζηελ πξνζπάζεηα ηεο αλάπηπμεο ελόο αληηζπιιεπηηθνύ 

‘ραπηνύ’ γηα ηνπ άληξεο.  Μηα νδόο ήηαλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

ςεύηηθεο νξκόλεο πξνζπαζώληαο λα μεγειάζνπλ ην ζύζηεκα ηνπ 

ζώκαηνο γηα λα ζηακαηήζεη λα παξάγεη ηεζηνζηεξόλε.  ΢ην 

παξειζόλ, π.ρ. θνξηώλνληαο ην ζώκα κε ηεζηνζηεξόλε 

ζηακάηεζε ηελ παξαγσγή ηνπ LH ηνπ ελδνθξηληθνύ αδέλα ηεο 

ηεζηνζηεξόλεο.  Ο αδέλαο επίζεο, παξάγεη κηα απιή νξκόλε (πνπ 

δελ πεξηιακβάλεηαη ζην απιό καο κνληέιν), ηελ νξκόλε πνπ 

δηεγείξεη ηνλ αδέλα, FSH θαη πξνάγεη ζύλζεζε ζπέξκαηνο 

πξνθαιώληαο ηνπο λα πνιιαπιαζηαζηνύλ.  Η LH επίζεο βνεζάεη 

ζε απηή ηελ δηαδηθαζία.  Δάλ δελ ππάξρεη LH θαη κε ρακειά 

επίπεδα ηεζηνζηεξόλεο ζηνπο όξρεηο δελ κπνξεί λα παξαρζεί 

ζπέξκα.  Σν πξόβιεκα είλαη όηη έλα ππάξρεη πςειό επίπεδν 

ηεζηνζηεξόλεο ζην αίκα, ππάξρνπλ κεξηθέο δπζάξεζηεο 

παξελέξγείεο όπσο, λεπξηθόηεηα, αθκή θαη αύμεζε βάξνπο.  

Πξόζθαηα ν Anderson θ.α (1997) αλέπηπμε έλαλ ζπλδπαζκό 

ςεύηηθεο ζύλζεζεο progesterone (έλα θύξην ζπζηαηηθό ζην 

γπλαηθείν ράπη αληηζύιιεςεο) θαη έλα ράπη αξγήο απειεπζέξσζεο 

ηεζηνζηεξόλεο, ην νπνίν έρεη ιηγόηεξεο παξελέξγεηεο.  Σν ράπη 

ηεζηνζηεξώλεο ηνπνζεηείηαη θάησ από ην δέξκα θαη παξέρεη κηα 

επαξθή πξνκήζεηα ηεζηνζηεξόλεο γηα ηηο αλάγθεο ηνπ ζώκαηνο γηα 

κεξηθνύο κήλεο, ρσξίο λα αλαγθάζεη ηνπο όξρεηο λα παξάγνπλ 
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ηεζηνζηεξόλε.  Πξνθαλώο νη εκπιεθόκελνη άληξεο ζηηο θιηληθέο 

δνθηκέο έρνπλ απνιαύζεη ηελ ζπκκεηνρή ηνπο.  

Μηα απιή πξνζέγγηζε αλαπηύζζεηαη από ηνπο (Ferro θαη 

Stimson 1998) πνπ είλαη εληειώο δηαθνξεηηθή, νλνκαζηηθά, λα 

θαηαξγήζεη ην FSH εληειώο.  Δίλαη έλα εκβόιην ην νπνίν παξάγεη 

αληηζώκαηα ηα νπνία ζπλδένληαη κε ην FSH θαη ην θαζηζηνύλ 

αλελεξγό.  Απηό δελ έρεη αθόκε θζάζεη ζε δνθηκέο ζε αλζξώπνπο  

-κόλν ζε πνληίθηα- αιιά εάλ ιεηηνπξγεί, ζα ρξεηάδεηαη πεξίπνπ κηα 

ζεξαπεία ηνλ ρξόλν.  Παξ’ όια ηα πξνθαλή νθέιε θαη ηα πηζαλά 

ηεξάζηηα θέξδε γηα ηηο εηαηξίεο πνπ αλαπηύζζνπλ ηέηνηεο 

αληηζπιιεπηηθέο δηαδηθαζίεο γηα άληξεο, ιίγνη έρνπλ αζρνιεζεί, ελ 

κέξεη πξνθαλώο, ιόγσ θόβνπ λνκηθώλ δηαδηθαζηώλ ζηεο Η.Π.Α. 

 

 

9. ΓΙΑΣΑΡΑΓΜΔΝΟΙ ΚΑΙ ΢ΤΝΓΔΓΔΜΔΝΟΙ ΣΑΛΑΝΣΩΣΔ΢ ΚΑΙ 

ΜΑΤΡΔ΢ ΣΡΤΠΔ΢ 

 

9.1 Δπαναηοποθέηηζη Φάζηρ Σαλανηωηών 

 

Με ηελ πιεζώξα γλσζηώλ βηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ θαη ηελ γεληθά 

απνδεθηή ζεκαληηθόηεηα ηνπο, είλαη θπζηθό λα ξσηάκε πνηα 

εμσηεξηθά απνηέιεζκα κπνξεί λα έρνπλ νη δηαηαξάμεηο ζηηο 

ηαιαληώζεηο πνπ αθνινπζνύλ.  ΢ηελ πξσηνπνξηαθή εξγαζία 

ζηνπο ξπζκνύο πεξηόδσλ 24ώξνπ ζηε δεθαεηία ηνπ 1960, ν A.T. 

Winfree έθαλε απηή ηελ βαζηθή θαη παξαπιαλεηηθή εξώηεζε ζε 

έλα βηνινγηθό πεξηερόκελν ελ ζρέζε κε ηελ πεηξακαηηθή ηνπ 

εξγαζία γηα ηελ πεξηνδηθή εκθάληζε ηεο κύγαο ησλ θξνύησλ,  

Drosophila melanogaster από ηελ ρξπζαιίδα ηνπο.  Από ηόηε κηα 

ζεηξά ζεακαηηθώλ αλαθαιύςεσλ πνπ κέρξη ηόηε ήηαλ άγλσζηεο 

ηδηόηεηεο δηαηαξαγκέλσλ ηαιαλησηώλ, δηαζηεκαηηθά ζπλδεδεκέλσλ 

ηαιαλησηώλ, ηαιαλησηώλ ζπλδεδεκέλσλ ζε δηάρπηεο δηαδηθαζίεο 

θ.ν.θ( βι. θεθάιαην 12 θαη 1 κέξνο ΙΙ),έρνπλ γίλεη σο απνηειέζκαηα 

απηήο ηεο απιήο αιιά εηο βάζνο εξώηεζεο.  Ο Winfree έρεη 

αλαπηύμεη κηα θαηλνύξγηα γεσκεηξηθή ζεσξία αληίιεςεο βηνινγηθνύ 
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ρξόλνπ, ε νπνία πξνβάιιεη πνιιά πξνθιεηηθά θαη ελδηαθέξνληα 

πξνβιήκαηα.  Σν δεκηνπξγηθό ινγηζηηθό βηβιίν ηνπ Winfree (2000), 

πνπ έρεη πιήξε βηβιηνγξαθία ζπδεηάεη ηνλ ρώξν κε ιεπηνκέξεηα.  

Γίλεη επίζεο πνιιά ζεκαληηθά παξαδείγκαηα βηνινγηθώλ 

θαηαζηάζεσλ όπνπ ε γλώζε ηέηνησλ απνηειεζκάησλ είλαη θξίζηκε 

γηα λα θαηαλνήζνπκε θάπνηα θαηλόκελα πνπ παξαηεξνύληαη.   

Ο πεξηνδηθόο ξπζκηζηήο ζηελ θαξδηά είλαη έλαο ζεκαληηθόο 

ηαιαλησηήο θαη έλαο πνπ κειεηάηαη επξέσο, ηδηαίηεξα γηα ηα 

απνηειέζκαηα επηβεβιεκέλσλ δηαηαξαρώλ. Π.ρ. Jalife θαη 

Antzelevitch (1979), ησλ νπνίσλ ηα απνηειέζκαηα ζπδεηνύκε ζην 

κέξνο 9.4 αζρνινύληαη δξαζηεξηόηαηα κε βεκαηνδόηε ζηνλ 

θαξδηαθό ηζηό.  Ο Krinsky (1978) ζπδεηάεη θαξδηαθά θύκαηα 

αξξπζκηώλ.  Ο Winfree (1983a,b) ζπδεηάεη, κεηαμύ άιισλ ηηο 

ηνπνινγηθέο πιεπξέο ηνπ απόηνκνπ θαξδηαθνύ ζαλάηνπ.  Τπάξρεη 

επίζεο ελδηαθέξνπζα εξγαζία ζην πξνρσξεκέλν έιεγρν λεύξσλ 

ζπγρξνληζκνύ αλαπλνήο γηα δξνκείο θαη άινγα (βι. π.ρ. 

Hoppensteadt 1985 θαη ζηηο άιιεο αλαθνξέο εθεί). 

Δίδακε ζην κέξνο 7.5 παξαπάλσ όηη θάησ από 

ζπγθεθξηκέλεο θαηαζηάζεηο ηα θύηηαξα λεύξσλ κπνξεί λα δείμνπλ 

θαλνληθή πεξηνδηθή ππξνδόηεζε.  Δλόςεη ηεο θξίζηκεο 

ζεκαληηθόηεηαο ηνπ ζήκαηνο λεπξώλσλ, έρεη αξθεηό ελδηαθέξνλ 

λα κειεηήζνπκε ην απνηέιεζκα εζσηεξηθώλ δηεγέξζεσλ ζε ηέηνηεο 

ηαιαληώζεηο.  Η εξγαζία ηνπ Βest (1979) έρεη ηδηαίηεξε ζρέζε κε 

απηό θαη ηα αθόινπζα ηξία κέξε.  Δμέζεζε έλα από ηα απνδεθηά 

κνληέια γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηεο δπλακηθήο ησλ δξάζεσλ 

λεπξώλ, νλνκαζηηθά, ην FitzHugh–Nagumo κνληέιν (βι. κέξνο 

7.5, εμηζώζεηο (7.39)), ζε πεξηνδηθέο σζήζεηο θαη έδεημε κεξηθά 

από ηα ζεκαληηθά θαηλόκελα πνπ ζπδεηνύκε ζε απηό ην θεθάιαην. 

Όπσο ζα δείμνπκε ζην θεθάιαην 1, ηόκνο ΙΙ, ε ρσξηθή 

δηάδνζε ησλ εξεζηζκάησλ ζηνπο λεπξώλεο πνπ θπζηνινγηθά 

βαζίδνληαη ζε κηα αξρηθή δηέγεξζε πνπ εθαξκόδεηαη θαη είλαη έλα 

ζεκαληηθό πξαθηηθό παξάδεηγκα ελόο ζπλαξπαζηηθνύ κέζνπ.  Σν 

πξόβιεκα ηνπ βεκαηνδόηε θαξδηάο θαη κεξηθώλ εηδώλ θαξδηαθήο 

αλεπάξθεηαο είλαη πηζαλόλ λα ζρεηίδνληαη κε θπκαηηθά θαηλόκελα 

πνπ ζρεηίδνληαη κε δηαηαξαγκέλνπο ηαιαλησηέο, βι. π.ρ. ην γεληθό 

επηζηεκνληθό άξζξν από ηνλ Winfree (1983b).  Απηόο ν ρώξνο έρεη 

κειεηεζεί ζε κηα πεξίνδν εηώλ, εηδηθά κε ηελ ζρέζε ηεο θαξδηαθήο 
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αλεπάξθεηαο θαη είλαη έλα από ηα θίλεηξα γηα ην πιηθό πνπ 

πεξηγξάθεηαη ζε απηό ην κέξνο.  Σα απνηειέζκαηα θαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα ζε απηό ην κέξνο, είλαη αξθεηά γεληθέο θαη είλαη 

πξάγκαηη αλεμάξηεηα-κνληέια, αλ θαη ρξεζηκνπνηνύκε εηδηθά 

κνληέια γηα παηδαγσγηθνύο ξόινπο. 

΢αλ εηζαγσγή πεξηγξάθνπκε, ζύληνκα κεξηθέο πεηξακαηηθέο 

παξαηεξήζεηο πνπ έγηλαλ πεξίπνπ  κε 24-σξε ξπζκηθή εκθάληζε 

από ηηο κύγεο ησλ θξνύησλ από ηηο λύκθεο ηνπο.  Καηά ηελ 

δηάξθεηα ηεο θάζεο ηεο αλάπηπμεο από ηηο κύγεο, κηα 

κεηακόξθσζε ιακβάλεη ρώξα ε νπνία θνξπθώλεηαη κε ηελ 

εκθάληζε κηαο κεγάιεο κύγαο ησλ θξνύησλ.  Δάλ 

κεηακνξθώλνληαο ηελ ρξπζαιίδα, είλαη απιά κόλν ηνπ ζε έλα 

εκεξήζην θύθιν θσηόο θαη ζθόηνπο, νη κύγεο εκθαλίδνληαη ζε 

πνζόηεηεο ζε κηα πεξίνδν 6-8 σξώλ, πεξίπνπ θάζε 24 ώξεο.  Δάλ 

ηέηνηεο ρξπζαιίδεο ηώξα ηνπνζεηνύληαη ζε πιήξεο ζθνηάδη, νη 

κύγεο ζπλερίδνπλ λα εκθαλίδνληαη κε ζρεδόλ ηνλ ηδην ηξόπν, ην 

ζρήκα 9.1 απεηθνλίδεη ηα ζπλνιηθά απνηειέζκαηα πνιιώλ 

πεηξακάησλ.  

Δάλ νη ρξπζαιίδεο, ζην ζθνηεηλό πεξηβάιινλ, εθηίζεληαη ζε 

έλα ζύληνκν παικό θσηόο, ν ρξόλνο ή ε θάζε ηεο πεξηνδηθήο 

εκθάληζεο ηεο κύγαο αιιάδεη.  Με άιια ιόγηα ππάξρεη κηα αιιαγή 

θάζεο ζην ππνθξππηόκελν βηνινγηθό ξνιόη.  Η αιιαγή ηεο θάζεο 

εμαξηάηαη θαη από ηα δπν, ην ρξόλν Σ ηνπ παικνύ  ηνπ θσηόο θαη 

ηελ δηάξθεηα ηνπ ή κάιινλ ηνπ αξηζκνύ  D ζε ergs/cm2 πνπ 

κεηαθέξεηαη από ην θώο.  Μαο ελδηαθέξεη ζην ρξόλν εκθάληζεο ην 

 κεηά ηνλ παικό ηνπ θσηόο, ην λα εμαξηάηαη από ην Σ θαη ην 

D. Δάλ ε δόζε D=0 δίλεηαη ζην Σ ηόηε είλαη ζαθέο όηη ε κεηαηόπηζε 

θάζεο είλαη κεδέλ,  = 24 − T ώξεο.  Ο Winfree (1975) δίλεη ηα 

απνηειέζκαηα πνιιώλ πεηξακάησλ ζηα νπνία ην Σ θαη ην D 

δηαθέξνπλ θαη ην  θαηαγξάθεηαη.  Σν ζεκαληηθό ζεκείν πνπ 

ζεκεηώλεηαη ζε απηή ηε θάζε γηα απηά ηα πεηξάκαηα είλαη όηη 

ππάξρεη κηα θξίζηκε δόζε D, εάλ δίλεηαη ζε έλα νξηζκέλν ρξόλν Σ.  

Έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηηο κε-πεξεηαίξσ πεξηνδηθέο εκθαλίζεηο 

αιιά κάιινλ ζε ζπλερόκελε εκθάληζε.   
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΢ΥΗΜΑ 9.1 Οη ρξπζαιίδεο από ηηο κύγεο ησλ θξνύησλ, ηνπνζεηήζεθαλ ζε έλα 

εληειώο ζθνηεηλό πεξηβάιινλ.  Η εκθάληζε ηεο κύγαο (eclosion)  ιακβάλεη ρώξα 

πεξίπνπ θάζε 24 ώξεο γηα κηα πεξίνδν πεξίπνπ 7 σξώλ κέρξη πνπ όιεο νη 

ρξπζαιίδεο λα έρνπλ σξηκάζεη.  Δδώ καο απαζρνιεί ν πεξηνδηθόο κέγηζηνο ρξόλνο, 

όρη ν αξηζκόο πνπ εκθαλίδεηαη ζε κεγηζηνπνίεζε. (αλαζρεδηαζκέλν από Winfree 

(1980), θαηόπηλ άδεηαο.) 

 

Με άιια ιόγηα ε πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά έρεη θαηαζηξαθεί. Απηό 

πνπ επίζεο πξνμελεί έθπιεμε από ηα δεδνκέλα είλαη αθξηβώο 

πόζν κηθξή ήηαλ ε δόζε πνπ ην πξνμέλεζε, βι. Winfree (1975). 

Βαζηθά, απηά ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα πξνηείλνπλ όηη 

ππάξρεη κηα θξίζηκε θάζε θαη δηέξγεζε πνπ θαηαζηξέθεη ηελ 

ππνθξππηόκελε πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά ή ην βηνινγηθό ξνιόη.  

Απηό έρεη ζεκαληηθέο επηπινθέο γηα ηνπο ηαιαλησηέο γεληθώο. 

Απηό ην κέξνο θαη ηα επόκελα ηξία, είλαη θπξίσο πνπ 

αζρνινύληαη κε ηνπο βηνινγηθνύο ηαιαλησηέο, ην απνηέιεζκα 

δηέγεξζεο θαη ρξόλνπ ζηελ πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά θαη ηα 

πεηξακαηηθά ζηνηρεία θαη επηπινθέο.  Με ηα πεηξάκαηα ηεο κύγαο 

ησλ θξνύησλ, ππάξρεη κηα κνλαδηθόηεηα ή κνλαδηθόηεηεο ζηελ 

δηέξγεζε ηνπ ρξόλνπ-αληαπόθξηζεο ρώξνπ ηνπ ηαιαλησηή ζην 

ζεκείν πνπ ν ηαιαλησηήο απιά ζηακαηάεη ή θάλεη απξόζκελα 

πξάγκαηα.  Πέξα από απηή ηελ κνλαδηθόηεηα, ε επαθόινπζε 



60 
 

ζπκπεξηθνξά είλαη πνιύ ή ιίγν πξνβιέςηκε.  Αξγόηεξα ζην κέξνο 

9.4, πεξηγξάθνπκε απιά πεηξάκαηα δηέξγεζεο, νλνκαζηηθά, ζε 

θαξδηαθό ηζηό, πνπ δείρλνπλ όκνηα ζπκπεξηθνξά θάζεο 

κνλαδηθόηεηαο.  

 Πξηλ γίλεη ε αλάιπζε, ε νπνία είλαη πνιύ εύθνιε γηα ην 

απεηθνληδόκελν παξάδεηγκα πνπ ζεσξνύκε, βνεζάεη λα 

ζεσξήζνπκε ην απιό εθθξεκέο γηα λα δείμνπκε ηα θαηλόκελα ηεο 

επαλαηνπνζέηεζεο ηεο θάζεο θαη δηέγεξζε-ρξόλνπ-θάζεο 

κνλαδηθόηεηαο, πνπ κόιηο πεξηγξάςακε.  Δάλ ππνζέζνπκε, όηη ην 

εθθξεκέο θηλείηαη ζε πεξίνδν σ  θαη κεηξήζνπκε ηε θάζε κεδέλ ή 

ρξόλν t=0 από ην ρξόλν πνπ ην βαξίδη ηνπ εθθξεκέο είλαη ζην S, ην 

πςειόηεξν ζεκείν ηνπ, αο πνύκε πξνο ηα δεμηά.  Σόηε θάζε θνξά 

ην  t = nσ γηα όια ηα n, ην βαξίδη είλαη πάιη ζην S.  Δάλ, θαηά ηελ 

δηάξθεηα ηεο θαλνληθήο ηαιάλησζεο, δώζνπκε έλα παικό ζην 

βαξίδη, κπνξνύκε λα ηαξάμνπκε ηελ θαλνληθή πεξηνδηθή 

ηαιάλησζε.  Μεηά από παικό ή δηέγεξζε, ηειηθά ην βαξίδη δείρλεη 

πάιη απιή αξκνληθή θίλεζε, αιιά ηώξα ην βαξίδη δελ θζάλεη ζην S  

ζε θάζε t = nσ αιιά ζε θάπνην άιιν t = + nσ, όπνπ ην  είλαη 

κηα ζηαζεξά. Με άιια ιόγηα ε θάζε έρεη κεδεληζηεί.  Δάλ ηώξα 

δώζνπκε κηα δηέγεξζε ζην βαξίδη, όηαλ είλαη αθξηβώο ζην ηέινο 

ηεο ηαιάλησζεο ηνπ κπνξνύκε, αλ ε δηέγεξζε ηνπ είλαη αθξηβώο 

ζσζηή, λα ζηακαηήζνπκε ην εθθξεκέο ηειείσο. Γειαδή, εάλ 

δώζνπκε κηα δηέγεξζε ζσζηνύ κεγέζνπο ζηελ ζσζηή θάζε ή 

ρξόλν κπνξνύκε λα ζηακαηήζνπκε ηελ ηαιάλησζε εληειώο.  Απηό 

είλαη ην κνλαδηθό ζεκείν ζηελ δηέγεξζε-θάζε-απάληεζε ηνπ 

δηαζηήκαηνο πνπ αλαθεξζήθακε παξαπάλσ ζηα πεηξάκαηα ηεο 

κύγαο ησλ θξνύησλ.   

Δάλ ππνζέζνπκε, όηη ν ηαιαλησηήο πεξηγξάθεηαη από 

θάπνηα-θαηάζηαζε αλύζκαηνο κεηαβιεηνύ u ην νπνίν ηθαλνπνηεί 

ην ζύζηεκα δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

  

 

όπνπ ην f είλαη ην πνζνζηό ηεο κε γξακκηθήο ιεηηνπξγίαο θαη ην ι 

δείρλεη ηηο παξακέηξνπο ηνπ ηαιαλησηή.  Γηα νπηηθή ζαθήλεηα θαη 

αιγεβξηθή απιόηεηα, αο ππνζέζνπκε (9.1) πεξηγξάθεη έλα 
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ηαιαλησηή νξηαθνύ θύθινπ πνπ εκπιέθεη κόλν δύν είδε, x & y. 

Σόηε ηππηθά ε ηξνρηά ηνπ νξηαθνύ θύθινπ είλαη έλα απιό επίπεδν 

θιεηζηήο θακπύιεο, γ π.ρ. ζην επίπεδν εηδώλ δπν δηαζηάζεσλ 

όπσο ζην ζρήκα 9.2(α).  Από κηα θαηάιιειε αιιαγή κεηαβιεηήο, 

κπνξνύκε λα αιιάμνπκε απηόλ ηνλ νξηαθό θύθιν ζε έλα, ηνπ 

νπνίνπ ε θιεηζηή ηξνρηά είλαη έλαο θύθινο θαη ε θαηάζηαζε ηνπ 

ηαιαλησηή, πεξηγξάθεηαη από κηα γσλία ζ, ε ‘θάζε’, κε ηελ αξρή 

ηεο ζε θάπνην απζαίξεην ζεκείν ηνπ θύθινπ.  Ο νξηαθόο θύθινο 

δηαζηαπξώλεηαη κε ηαρύηεηα v = dζ/dt .  ΢ε κηα νιόθιεξε 

δηαζηαύξσζε ηεο ηξνρηάο, ην ζ απμάλεηαη θαηά 2π. 

Έλα απιό παξάδεηγκα ελόο ηέηνηνπ νξηαθνύ θύθινπ 

ζπζηήκαηνο είλαη 

 

 

 

 
΢ΥΗΜΑ 9.2 (α) Μηα ηππηθή ιύζεο ηξνρηάο νξηαθνύ θύθινπ γ ζηε θάζε επηπέδνπ. (β) 

ηππηθέο ιύζεηο ζην ζύζηεκα (9.2) κε θαηαζηάζεηο (9.3). Με όπνηεο αξρηθέο 

θαηαζηάζεηο ε ιύζε εμειίζζεηαη ζην νξηαθό θύθιν πνπ δίλεηαη από r = 1, dζ/dt = 1. 

(γ) ηππηθή πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά ρξόλνπ ηνπ ζεκείνπ Ρ ζην (α). Πξνζέμηε όηη ε 

ηαρύηεηα ηνπ ζεκείνπ Ρ γεληθώο δελ είλαη ζπλερόκελε όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ (β). 
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Όπνπ  

 

 

 

Απηέο νη θαηαζηάζεηο ζεκαίλνπλ όηη ε (9.2) έρεη έλα κνλαδηθό 

πξνζειθύζηκν  νξηαθό θύθιν r = , dζ/dt = 1. (Μηα ηδηαίηεξα απιή 

πεξίπησζε, πνπ αλαθέξακε πξηλ ζην θεθάιαην , έρεη R(r) =            

r (1 − r ), Φ(r ) = 1, γηα ην νπνίν ε ιύζε κπνξεί λα δνζεί κεδακηλά).  

Δάλ, νκαινπνηήζνπκε ζηνλ θύθιν ζε ζρέζε κε ην  κπνξνύκε 

ηόηε λα πάξνπκε ηνλ νξηαθό θύθιν ώο r=1. 

Σν ζρήκα (9.2)β δείρλεη έλα επίπεδν ηππηθήο θάζεο ιύζεο 

νξηαθνύ θύθινπ.  Σν ζρήκα 9.2(γ) δείρλεη π.ρ. πσο ην ζεκείν       

 =  + cos ζ(t), όπνπ  είλαη ζηαζεξή θαηάζηαζε ζην ζρήκα 

9.2(α) θαη κπνξεί λα δηαθέξεη σο ιεηηνπξγία ηνπ t, κε ίζεο αμίεο ηνπ 

ζ ζεκεησκέλεο ζε δπν ζεκεία. 

 Σν γεγνλόο όηη νη ιύζεηο ηνπ νξηαθνύ θύθινπ κπνξνύλ λα 

θαλνύλ σο κηα θίλεζε γύξσ από έλα θύθιν, έρεη αλαπηπρζεί κε 

έλα δηαηζζεηηθό ηξόπν από ηνλ  Winfree (2000) θάησ από ην 

γεληθό ζέκα ηεο δπλακηθήο ησλ δαρηπιηδηώλ.  Οη ηνπνινγηθέο 

πιεπξέο έρνπλ ελδηαθέξνλ θαη παξάγνπλ θάπνηα κε αλακελόκελα 

απνηειέζκαηα θαη θαηλνύξγηεο αληηιήςεηο.   

Με ηελ παξνπζίαζε ησλ θπζηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ ζην 

κπαιό νξακαηηδόκαζηε θάπνην γεγνλόο, έλα ρηύπν ηεο θαξδηάο, 

π.ρ. λα εκθαληζηνύλ ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηεο θάζεο, ην 

νπνίν κπνξνύκε λα νκαινπνηήζνπκε ζην ζ=0.  Ο βεκαηνδόηεο 

πεγαίλεη ζε έλα επαλαιακβαλόκελν θύθιν θαηά ηελ δηάξθεηα ηνπ 

νπνίνπ αξρίδεη ζε απηή ηελ εηδηθή θάζε (δει. ρξόλν), κεηά γίλεηαη 

δηαζιαζηηθόο γηα έλα κέξνο ηνπ θύθινπ γηα έλα ηαιαλησηή, 

κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ηνλ βεκαηνδόηε ζαλ έλα ζεκείν πνπ 

θηλείηαη ζε έλα δαρηπιίδη κε κηα ζπλερή ηαρύηεηα κε ηελ 

ππξνδόηεζε λα ιακβάλεη ρώξα θάζε θνξά πνπ ην ζεκείν πεξλάεη 

από ηελ ζέζε ηνπ θύθινπ κε ηε θάζε ζ=0.  Αλ θαη από ηελ 

πξννπηηθή ηνπ ρξόλνπ, ην t απμάλεηαη γξακκηθώο, ζε εηδηθνύο 

ρξόλνπο (πνιιαπιαζηαζηέο ηεο πεξηόδνπ) ν βεκαηνδόηεο 

εθπέκπεη ελέξγεηα (δξαζηεξηνπνηείηαη).  Γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ 
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βαζηθή έλλνηα ηεο επαλαθνξάο ελόο ηαιαλησηή από κηα δηέγεξζε, 

ζαλ έλα γξαθηθό παξάδεηγκα, ην πην απιό κε ζεκαληηθό νξηαθό 

θύθιν ελόο ζπζηήκαηνο ηαιαλησηή 

 

 
   

Γηα ην νπνίν ε θάζε ζ(t) = +t , κεηξήζηκν κε 2π. Βιέπε ζρήκα 

9.2(β).  Μαδί κε απηό ζπδεηνύκε ηνπο δπν βαζηθνύο ηύπνπο ηεο 

επαλαθνξάο θάζεο, νλνκαζηηθά, Σύπνπ 1 θαη Σύπνπ 0. 

 

 

9.2 Φάζη Δπαναθοπάρ Καμπςλών  

 

 

Σύπνο 1 Φάζε Δπαλαθνξάο Κακππιώλ  

 

 

Αο ππνζέζνπκε όηη πξώηα δηαηαξάζζνπκε κόλν ηε θάζε, έηζη 

ώζηε ε πξσηαξρηθή εμίζσζε γίλεηαη  

 

όπνπ v(ζ, I ) αληηπξνζσπεύεη ηελ επηβεβιεκέλε αιιαγή ηαρύηεηαο, 

δειαδή, ηε δηέγεξζε, ζηελ γσληαθή ηαρύηεηα dζ/dt. Σν Η είλαη ε 

παξάκεηξνο ε νπνία αληηπξνζσπεύεη ην κέγεζνο ηνπ παικνύ πνπ 

επηβάιιεηαη ζηνλ ηαιαλησηή.  Πάιη γηα παηδαγσγηθνύο ιόγνπο αο 

πάξνπκε έλα απιό, αιιά κε ζεκαληηθό λ ην νπνίν εμαξηάηαη από ζ 

θαη Η θαη ην νπνίν ρξεζηκνπνηήζεθε από ηνλ Winfree (1980), 

νλνκαζηηθά, 
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Όπνπ ην Η κπνξεί λα είλαη ζεηηθό ή αξλεηηθό, εάλ ε δηέγεξζε Η 

επηβάιιεηαη ζην t=0 θαη δηαηεξείηαη γηα έλα ρξόλν Σ ηόηε 

ελζσκαηώλνληαο ηελ (9.6) δίλεη ηελ λέα θάζε θ ζε όξνπο ηεο 

παιηάο ζ όηαλ ε δηέγεξζε είρε αξρίζεη. Από ην (9.6) 

 

  

 

Σν νπνίν ελζσκαηώλνληαο καο δίλεη 

 

 

Όπνπ  

 

Απηά δίλνπλ ζαθέζηαηα, ηελ λέα θάζε θ ζαλ ιεηηνπξγία ηεο 

παιηάο θάζεο ζ θαη ηελ δύλακε Η, δηάξθεηα Σ ηεο δηέγεξζεο.  Έηζη, 

εθαξκόδνληαο κηα δηέγεξζε πξνμελεί κηα θάζε αιιαγήο ζηνλ 

ηαιαλησηή, κε άιια ιόγηα επαλαθέξεη ηε θάζε.  Γηα t>T ν 

ηαιαλησηήο απιά νπηζζνρσξεί ζην dζ/dt = 1 αιιά ηώξα ππάξρεη 

κηα αιιαγή θάζεο.  Απηό ζεκαίλεη όηη ν ηαιαλησηήο ζα μεθηλήζεη 

ζε δηαθνξεηηθνύο ρξόλνπο αιιά ζηελ ίδηα αμία ηεο θάζεο όπσο 
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πξηλ, ε πξνεγνύκελε πεξίνδνο, βέβαηα, είλαη επίζεο ε ίδηα όπσο 

ήηαλ πξηλ ηελ δηέγεξζε.  Γειαδή ην πεξηνδηθό ‘θύκα’ ζρεκαηίδεηαη 

όπσο ζην ζρήκα 9.2(γ), απιά ζα κεηαθηλεζεί ιίγν. 

Μαο ελδηαθέξεη ε επαλαθνξά ηεο θάζεο ζηελ θακπύιε ηνπ 

θ σο ιεηηνπξγία ηνπ ζ γηα δηάθνξα κεγέζε ηεο δηέγεξζεο, ε νπνία 

εμαξηάηαη από ην Η θαη ηε δηάξθεηα ηνπ Σ.  Έλα ζεκαληηθό ζεκείν κε 

δηέγεξζε, όπσο απηή ζην (9.5) είλαη απηή ηνπ  dθ/dζ > 0 γηα όια ηα 

Η, Σ θαη ζ.  Απηό ιέεη όηη έρνπκε ζαλ απνηέιεζκα αξγόηεξα κηα 

θαηλνύξγηα θάζε θ εάλ ν παιηόο εθαξκόδεηαη ζε κηα παιηά θάζε 

αξγόηεξα.  Απηό θαίλεηαη ακέζσο κε ην λ ζην (9.6) 

δηαθνξνπνηώληαο ηελ (9.8) ζε ζρέζε κε ην ζ θαη ζεκεηώλνληαο όηη 

δίλεη κηα έθθξαζε γηα ην dθ/dζ ε νπνία είλαη απζηεξά ζεηηθή.  Δάλ 

ηώξα ζρεδηάζνπκε ηελ λέα θάζε θ, απέλαληη ζηελ παιηά θάζε ζ 

όηαλ εθαξκνζζεί ν παικόο, παίξλνπκε ηελ θακπύιε επαλαθνξάο 

ηεο θάζεο, ε νπνία δείρλεηαη ηππηθά ζην ζρήκα 9.3.  ΢εκεηώζηε όηη 

νπνηαδήπνηε θαη λα είλαη ε δηέγεξζε Η, νη αμίεο ηεο λέαο θάζεο θ, 

θαιύπηνπλ νιόθιεξε ηελ θάζε θύθινπ, εδώ ην ζην 2π.  Με άιια 

ιόγηα όπνηα λέα θάζε   0 < θ ≤ 2π κπνξεί λα πξνθύςεη από κηα 

θαηάιιειε επηινγή κηαο παιηάο θάζεο 0 < ζ ≤ 2π θαη ηε δηέγεξζε 

Η.  Γηα έλα δεδνκέλν Η θαη Σ ε λέα θάζε θ είλαη κνλαδηθά 

πξνζδηνξηζκέλε από ηελ παιηά θάζε ζ.  Απηό είλαη γλσζηό σο 

Σύπνο 1 θάζεο επαλαθνξάο θακπύιεο θαη ραξαθηεξίδεηαη από ην 

γεγνλόο όηη  dθ/dζ > 0 γηα όια ηα 0 < ζ ≤ 2π: ν κέζνο όξνο θιίζεο 

ζε έλα θύθιν είλαη 1-νπόηε θαη ην όλνκα.  Αλ θαη ζην ζρήκα 9.3 

ππάξρεη κηα αύμεζε γηα ην Η ζην 0<ζ<π, έλαο απιόο ηαιαλησηήο 

κπνξεί λα δείμεη κηα θαζπζηέξεζε.  Σν θύξην ζεκείν είλαη ην   

dθ/dζ > 0 ζηνλ Σύπν 1 επαλαθνξάο. 

Απηά δίλνπλ μεθάζαξα ηε λέα θάζε θ ζαλ ιεηηνπξγία ηεο 

παιηάο θάζεο ζ θαη ηε δύλακε Η, δηάξθεηα ηνπ Σ ηεο δηέγεξζεο.  

Έηζη, εθαξκόδνληαο κηα δηέγεξζε πξνμελεί κηα αιιαγή θάζεο ζηνλ 

ηαιαλησηή, κε άιια ιόγηα επαλαπνζεηεί ηελ θάζε. 
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΢ΥΗΜΑ 9.3 Σππηθέο θακπύιεο θάζεο επαλαθνξάο Σύπνπ 1, δίλνπλ ηελ λέα θάζε ζε 

ζρέζε κε ηελ παιηά θάζε ηαρύηεηαο δηέγεξζεο πνπ δίλεηαη από ηελ (9.6) γηα Η≥0 θαη 

Σ ≥ 0.  Απηή ε πεξίπησζε καο δείρλεη κηα αύμεζε ηεο θάζεο γηα έλα παικό ζην  0 < 

ζ < π θαη κηα θαζπζηέξεζε γηα π < ζ < 2π. 

 

Δάλ ην Η είλαη επαξθώο δπλαηό | I | > 1 πξάγκαηη ε θάζε ηαρύηεηαο 

dζ/dt = 1 + v(ζ, I ) κπνξεί λα γίλεη αξλεηηθό γηα θάπνηεο θάζεηο: 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ (9.6) γηα ζ ηθαλνπνηεί ην  1I cos 2πζ< 0. Απηό 

ζεκαίλεη όηη θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ρξόλνπ δηέγεξζεο ππάξρεη 

πξνζέιθπζε θάζεο θαη απώζεζε θάζεο όπνπ, dζ/dt = 0 όπνπ ην  

d[dζ/dt]/dζ είλαη ζεηηθό θαη αξλεηηθό αληηζηνίρσο (ζπκεζείηε ηελ 

αλάιπζε ζηαζεξόηεηαο ησλ κεκνλσκέλσλ κνληέισλ πιεζπζκνύ 

ζην θεθάιαην 1).  Η δηέγεξζε δελ δηαηεξείηαη γηα πάληα, έηζη ν 

ηαιαλησηήο μαλά αξρίδεη ηνλ πεξηνδηθό ηνπ θύθιν αθνύ αθαηξεζεί 

ε δηέγεξζε-αιιά βέβαηα κε δηαθνξεηηθή θάζε όπσο 

πξνζδηνξίζηεθε από ην (9.8). 
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Φάζε Δπαλαθνξάο Κακπύισλ Σύπνπ 0. 

 

Θεσξήζηε ηνλ ίδην νξηαθό θύθιν (9.4), αιιά ηώξα αο ην εθζέζνπκε 

ζε κηα δηέγεξζε Η ε νπνία κεηαθηλεί ηελ ιύζε εθηόο ηνπ νξηαθνύ 

θύθινπ r=1.  Γηα λα είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη αο πάξνπκε Η ζαλ έλα 

παικό παξάιιειν ζηνλ y-άμνλα όπσο δείρλεηαη ζη ζρήκα 9.4.  Η 

αλάιπζε πεξλάεη κέζσ όπνηαο δηαηαξαρήο, αιιά ε άιγεβξα είλαη 

πεξηζζόηεξν δύζθνιε θαη απιά ηείλεη λα παξεκπνδίδεη ην θύξην 

ζέκα.  Αο απνθαζίζνπκε όηη ε παξαηήξεζε ηνπ Η>0 είλαη ε 

θαηάζηαζε πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 9.4, δειαδή κε 0<ζ<π/2 ε 

λέα θάζε θ είλαη ιηγόηεξε από ηελ παιηά θάζε ζ θαη ε λέα ζέζε 

γεληθά έρεη r = ξ = 1.  Σώξα ζέινπκε ηελ λέα θάζε θ ζε ζρέζε κε 

ηελ παιηά θάζε ζ θαη ηελ δηέγεξζε Η.  Από ην ζρήκα  

 

 

Σν νπνίν θαηαξγώληαο ην ξ δίλεη θ=θ(ζ,Η) απεξηόξηζηα. Απηή είλαη 

κηα ηξηώλ δηαζηάζεσλ επηθάλεηα ζην θ=θ(ζ,Η) δηαζηήκαηνο.  Όπσο 

ζα δνύκε, είλαη ε πξνέθηαζε απηήο ηεο επηθάλεηαο κέζα ζην (Η,ζ) 

επίπεδν ην νπνίν έρεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ. Πξηλ ζεσξήζνπκε 

απηό, πάλησο, αο θαηαζθεπάζνπκε θακπύιεο θάζεο επαλαθνξάο 

ίζεο κε απηέο ζην ζρήκα 9.3 νλνκαζηηθά, ε λέα θάζε θ ζαλ 

ιεηηνπξγία ηεο παιηάο θάζεο ζ γηα δηάθνξεο δηεγέξζεηο Η: απηέο 

είλαη πξνεθηάζεηο ηεο επηθάλεηαο θ=θ(ζ,Η) κέζα ζην (θ,ζ) επίπεδν 

γηα δηάθνξα Η. 

Από (9.10), 
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΢ΥΗΜΑ 9.4 Ο παικόο Η παίξλεη ην ζεκείν P(r = 1, παιηά θάζε = ζ) ζηηγκηαία ζην S (r 

=ξ, θαηλνύξγηα θάζε = θ). (α) 0 < I < 1. (β)  I > 1. 

 

 

 
΢ΥΗΜΑ 9.5 (α) Κακπύιεο θάζεο επαλαθνξάο από (9.11) γηα 0<Η<1.  Από (9.12) 

παξαηεξήζηε όηη dθ/dζ > 0  γηα όια ηα Η. (β) θακπύιεο θάζεο επαλαθνξάο από 

(9.11) γηα Η>1.  Δδώ γηα κηα θιίκαθα ηνπ ζ, dθ/dζ < 0 θαη όρη γηα όιεο ηηο λέεο θάζεηο 

θ πνπ κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ. 

 

Απηά δίλνπλ θ, κε όξνπο ηνπ ζ γηα έλα δεδνκέλν Ι.  Αο ππνζέζνπκε 

πξώηα όηη 0<Η<1.  Σόηε είλαη ζαθέο πνηνηηθόο από ην ζρήκα 9.4 

όπνπ γηα 0<ζ<2π θαη 3π/2<ζ<2π, θ<ζ, ελώ γηα π/2<ζ<3π/2, θ>ζ.  

Έηζη, ε πνηνηηθή θάζε επαλαθνξάο θακπύιεο θ έλαληη ηνπ ζ είλαη 
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όπσο δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.5(α): πεξλάεη ηε κεδέλ δηέγεξζε 

δηαγσλίσο ζην ζ=π/2, 3π/2.  Οη πνζνηηθέο ιεπηνκέξεηεο δελ είλαη 

ζεκαληηθέο εδώ.  Από ην 9.11, δηαθνξνπνηώληαο ζε ζρέζε κε ην ζ 

δίλεη, 

 

Έηζη, ζηηο θακπύιεο επαλαθνξάο θάζεο, εάλ 0 < I < 1, dθ/dζ> 0 

γηα όια ηα ζ όπσο απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 9.5(α).  ΢πγθξίλνληαο 

απηά κε ηηο θακπύιεο ζην ζρήκα 9.3 είλαη ηνπνινγηθώο ίζεο, έηζη 

ην ζρήκα 9.5(α) είλαη Σύπνο 1 θακπύιε επαλαθνξάο θάζεο.  Οη 

ίδηεο παξαηεξήζεηο ηζρύνπλ εάλ −1 < I < 0.   

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα, Ι>1. Από  (9.12) ππάξρεη κηα θιίκαθα 

ηνπ ζ όπνπ dθ/dζ< 0.  Αλαθεξζείηε ηώξα ζην ζρήκα 9.4(β) θαη 

αθήζηε ην P λα κεηαθηλεζεί γύξσ από ην θύθιν.  Βιέπνπκε όηη ην 

S πνηέ δελ θηλείηαη ζην άλσ ήκηζπ ηνπ επηπέδνπ. Γειαδή θαζώο ην 

ζ δηαθέξεη ζε νιόθιεξε ηελ πεξίνδν ηνπ 2π, ηνπιάρηζηνλ ην θ 

πνηέ δελ κπαίλεη ζε θάζε, ζηελ θιίκαθα (0,π), πξάγκαηη ε αθξηβήο 

θιίκαθα κπνξεί εύθνια λα ππνινγηζηεί από ην (9.11) ή ην (9.12).  

Η θακπύιε επαλαθνξάο θάζεο ζε απηή ηελ πεξίπησζε πνηνηηθώο 

είλαη όπσο δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.5(β).  Απηή ε θακπύιε δελ είλαη 

ηνπνινγηθά ίζε κε απηέο ζην ζρήκα 9.5(α).  Όιεο νη θακπύιεο 

επαλαθνξάο θάζεο κε Η>1 είλαη ηνπνινγηθά δηαθνξεηηθέο από ηηο 

θακπύιεο επαλαθνξάο Σύπνπ 1.  Κακπύιεο επαλαθνξάο θάζεο 

ζαλ απηέο ζην ζρήκα 9.5(β), νλνκαζηηθά, θακπύιεο ζηηο νπνίεο 

θαζώο ε παιηά θάζε ζ παίξλεη όιεο ηηο αμίεο θάζεο ζην (0,2π) ε 

λέα θάζε θ παίξλεη κόλν κηα ππνηνπνζέηεζε ζηελ πιήξε θιίκαθα 

θύθινπ θαη απηέο νη θακπύιεο νλνκάδνληαη θακπύιεο 

επαλαηνπνζέηεζεο Σύπνπ 0.  ΢εκεηώζηε όηη ζε ηέηνηεο θακπύιεο ε 

θιίζε είλαη  dθ/dζ< 0 γηα θάπνηα θιίκαθα ηνπ ζ: ν κέζνο όξνο 

θιίζεο 
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΢ε απηήλ ηελ θακπύιε είλαη 0, πνπ είλαη ππεύζπλνο γηα ηελ 

νλνκαζία απηνύ ηνπ Σύπνπ θακπύιεο επαλαθνξάο.  ΢εκεηώζηε 

επίζεο, όηη θακπύιεο επαλαθνξάο Σύπνπ 0 δελ κπνξνύλ λα 

πξνθύςνπλ κόλν από κηα δηέγεξζε θάζεο.  Σνπ ίδηνπ ηύπνπ 

θακπύιεο επαλαθνξάο, δειαδή,  Σύπνπ 0 πξνθύπηνπλ γηα ηελ 

δηέγεξζε Η<-1.   

Έλαο άιινο ηξόπνο γηα λα δείμνπκε μεθάζαξα ηελ 

ηαιάλησζε θακπύιεο επαλαθνξάο Σύπνπ 0 ζε Σύπν 1 θαζώο ην Η 

πεξλάεη κέζσ ηνπ Η =1, πξνθύπηεη, ζρεδηάδνληαο  ηελ λέα θάζε θ 

έλαληη ηεο παιηάο θάζεο ζ από ην (9.11).  Έλα παξάδεηγκα πνπ 

δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.6 γηα αληηπξνζσπεπηηθέο αμίεο ηνπ 0 < I < 1, 

I = 1θαη I > 1. 

Γηα λα επαλαηνπνζεηήζεη θάπνηνο ην βηνινγηθό ξνιόη όζν ην 

δπλαηό γξεγνξόηεξα είλαη θάηη πνπ όινη ζέινπλ λα θάλνπλ όηαλ 

ππνθέξνπλ από jet lag.  Απηό πνπ Winfree έρεη δείμεη 

αλακθηζβήηεηα είλαη όηη ξπζκνί θύθισλ 24ώξνπ είλαη πνιύ 

επαίζζεηε ζην θσο.  Έρεη εηζάγεη κηα νιόθιεξε λέα πξνζέγγηζε 

ζην ρώξν ησλ εζσηεξηθώλ ξνινγηώλ.  ΢ε ζρέζε κε ηελ 

΢ΥΗΜΑ 9.6 Αιιαγή ζηηο 

θακπύιεο επαλαθνξάο 

θάζεο ηεο λέαο θάζεο θ 

ζαλ ε ιεηηνπξγία ηεο 

παιηάο θάζεο ζ από 

(9.11) γηα αμίεο ηνπ 0 < I < 

1, I = 1θαη I > 1 ζεκεηώζηε 

ηελ δηαθιάδσζε ζην Η=1 
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επαλαηνπνζέηεζε ηνπ βηνινγηθνύ ξνινγηνύ νη άλζξσπνη δε είλαη 

βαζηθά δηαθνξεηηθνί από ηηο κύγεο ησλ θξνύησλ, θαη ην ξνιόη ελόο 

αλζξώπνπ κπνξεί λα επαλαηνπνζεηεζεί κε ηελ ζσζηή ειαθξηά 

δηέγεξζε πνπ δίλεηαη ζην ζσζηό ρξόλν.  Από ην άξζξν ηνπ 

Winfree (1975) είλαη δπλαηόλ λα πξνζδηνξίζνπκε πόηε λα 

δώζνπκε κηα δπλαηή δόζε θσηόο ειίνπ ζηνλ εαπηό καο, γηα λα 

επαλαθέξνπκε ην βηνινγηθό καο ξνιόη κεηά από κηα πηήζε πνπ 

πεξλάεη κέζσλ πνιιώλ δσλώλ ρξόλνπ. Ο Winfree (1982, 2000) 

ζπδεηάεη γηα ηα αλζξώπηλα ξνιόγηα ζώκαηνο θαη ηνλ ρξόλνπ 

ύπλνπ θαη πξνηείλεη όηη ε θαηαλόεζε ηνπο κπνξεί λα έρεη 

πξαθηηθέο ηαηξηθέο θαη ςπρηαηξηθέο επηπηώζεηο.   

 

 

9.3 Μαύπερ Σπύπερ 

 

 

Από ηελ αλάιπζε ζην πξνεγνύκελν κέξνο βιέπνπκε όηη θαζώο ε 

δηέγεξζε Η απμάλεηαη από 0 πεξλάεη κέζσ Η=1.  Γειαδή, ππάξρεη 

κηα κνλαδηθόηεηα ζηελ θάζε επαλαθνξάο γηα ην Η=1.  Γηα λα δνύκε 

μεθάζαξα ηη ζπκβαίλεη πιηθά, πξέπεη λα ζεσξήζνπκε ηελ 

πξνέθηαζε ηνπ θ=θ(ζ,Η) επηθάλεηαο πνπ δίλεηαη από (9.11), ζην 

(Η,ζ) επίπεδν γηα δηάθνξα θ, δειαδή θαηαζθεπάδνπκε θακπύιεο 

 

 
 

 Γηα δηαθνξεηηθά θ ζηελ θιίκαθα 0≤ θ ≤ 2π.  Αλ θαη απηό είλαη κηα 

άζθεζε ζην βαζηθό ζρέδην θακπύιεο ρξεζηκνπνηώληαο απιό 

ινγηζκό πνπ πξέπεη λα γίλεη κε αξθεηή πξνζνρή.  Σα 

απνηειέζκαηα δείρλνληαη ζρεκαηηθόο ζην ζρήκα 9.7.  Αο 

ζεσξήζνπκε πξώηα ηελ παιηά θάζε θιίκαθαο  0 ≤ ζ ≤ π θαη 

ππνζέζνπκε, γηα έλα ιεπηό , θ = π/2, 3π/2.  Άζρεηα από ηελ αμία 

ηνπ θ όιεο νη θακπύιεο πεξλάλε κέζσ ηνπ ζεκείνπ Η=1, ζ=π/2, 

εθόζνλ εθεί cos ζ tan θ = 0 θαη I = sin π/2 = 1 γηα όια ηα θ.  Όιεο 

νη θακπύιεο π/2 >θ> 0, 2π>θ> 3π/2 δηαζηαπξώλνπλ ην ζ=0 άμνλα 

ζην I =−tan θ.  Γηα π/2 <θ< 3π/2 ιίγν ινγηζκόο ζην (9.13) δίλεη ηηο 
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αμίεο πνπ δείρλνληαη.  Οη εηδηθέο αμίεο  θ = π/2, 3π/2 δίλνπλ ηελ 

θάζεηε κνλαδηθόηεηα γξακκήο κέζσ ζ=π/2, όπσο είλαη νξαηό 

παίξλνληαο ην κνλαδηθό όξην θ → π/2, ή απιά παξαηεξώληαο ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζηαζεξνύ θ, θάζεο θακππιώλ θαζώο ην θ 

πξνζεγγίδεη ην π/2.  Έρνληαο δηαπξαγκαηεπηεί κε ηε ζ-θιίκαθα 

(0,π) ε (π,2π) θιίκαθα κεηαρεηξίδεηαη όκνηα ε όιε εηθόλα πνπ 

πξνθύπηεη δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.7.  Σν ζεκαληηθό πξάγκα πνπ 

πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε είλαη όηη  

 

 

 

 
΢ΥΗΜΑ 9.7 Πξνεθηάζεηο ηεο λέαο θάζεο (θ)-παιηά θάζε (ζ) δηέγεξζε (Η) επηθάλεηα, 

δίλεηαη από (9.13), ζην (Η,ζ) επίπεδν γηα δηάθνξα θ ζηελ πεξίνδν θύθινπ θιίκαθαο 0 

≤ θ ≤ 2π.  ΢εκεηώζηε όηη &   είλαη κνλάδεο κέζα ζηηο νπνίεο εηζέξρεηαη κηα 

νιόθιεξε επηινγή ησλ θάζεσλ θ,0 ≤ θ ≤ 2π, ζε κηα πεξίπησζε δηαζηαπξώλνληαη 

αληίζεηα ηεο θίλεζεο ηνπ ξνινγηνύ, δειαδή γηα  θαη ζηελ άιιε νλνκαζηηθά,  κε 

ηελ θίλεζε ηνπ ξνινγηνύ. 
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Τπάξρνπλ δύν κνλαδηθά ζεκεία  &  πνπ κέζα ζην θαζέλα 

εηζέξρεηαη κηα ζπλερήο θάζεο θακπύιεο, θάζε θάζεο ζην (0,2π).  

΢ηελ κηα πεξίπησζε νη θακπύιεο ηνπ απμαλόκελνπ θ 

ηαθηνπνηνύληαη κε ηελ θίλεζε ηνπ ξνινγηνύ θαη ζηελ άιιε αληίζεηα.  

 Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηηο επηπηώζεηο απηνύ ηνπ ζεκαληηθνύ 

ζρήκαηνο (9.7).  Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε έλα ηέηνην ηαιαλησηή 

θαη ηνπ δίλνπκε κηα δηέγεξζε Η, ζε κηα δεδνκέλε θάζε ζ.  Δθόζνλ   

| I | < 1 κπνξνύκε απιά λα δηαβάζνπκε ηελ λέα θάζε Ι πνπ δίλεηαη 

θαη ηελ παιηά θάζε ζ θαη αθόκε πεξηζζόηεξν, ην απνηέιεζκα είλαη 

κνλαδηθό.  Γηα όια | I | > 1, δεδνκέλεο ηεο παιηάο θάζεο ζ, γηα 

άιιε κηα θνξά ε λέα θάζε πξνζδηνξίδεηαη κνλαδηθά. ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, κπνξνύκε λα πάξνπκε ηελ λέα θάζε θ γηα έλα 

δεδνκέλν Η γηα δπν δηαθνξεηηθέο παιηέο θάζεο ζ.  ΢ηελ 

πξνεγνύκελε έρνπκε αλαθεξόκελνη ζην ζρήκα 7.5, κηα 

επαλαηνπνζέηεζε θάζεο Σύπνπ 1, ελώ ζηελ ηειεπηαία είλαη κηα 

επαλαθνξά θάζεο Σύπνπ 0.  

 Σώξα αο ππνζέζνπκε όηη παίξλνπκε ηελ δηέγεξζε Η=1 θαη 

ηελ επηβάιινπκε ζηελ θάζε ηαιαλησηή ζ=π/2. Σν απνηέιεζκα ζην 

ζρήκα 9.7 είλαη ην κνλαδηθό ζεκείν , ην νπνίν δελ έρεη ηδηαίηεξε 

θάζε θ πνπ ζπλδέεηαη κε απηό, αιιά κάιινλ νιόθιεξε ηελ 

θιίκαθα 0 ≤ θ ≤ 2π. Με άιια ιόγηα ην απνηέιεζκα απηήο ηεο 

δηέγεξζεο ζε απηή ηε θάζε δίλεη ην ελδηάκεζν απνηέιεζκα. Απηά 

ηα κνλαδηθά ζεκεία  θαη  είλαη νη καύξεο ηξύπεο ζην δηάζηεκα 

δηέγεξζεο ηεο θάζεο θαη είλαη ζεκεία όπνπ ην απνηέιεζκα ηεο 

δηέγεξζεο είλαη άγλσζην. Δάλ δελ είλαη αθξηβώο ίζνλ ηνπ 1, αιιά 

θνληά ηνπ, ην απνηέιεζκα είλαη ζαθώο έλα επαίζζεην ζέκα, 

εθόζνλ όιεο νη θάζεηο θ πεξλνύλ κέζσ κηαο κνλαδηθόηεηαο. Από 

πξαθηηθήο πιεπξάο ην απνηέιεζκα ηέηνηα δηέγεξζεο ζην βηνινγηθό 

ηαιαλησηή είλαη απξόβιεπην. Μαζεκαηηθώο, πάλησο, εάλ ε 

αθξηβήο δηέγεξζε Η=1 επηβάιιεηαη αθξηβώο ζην ζ=π/2 δελ ππάξρεη 

λέν απνηέιεζκα θάζεο θ. Απηό ζπκβαίλεη ζηελ απιή θαηάζηαζε 

ηνπ εθθξεκνύο όηαλ δίλεηαη αθξηβώο ν ζσζηόο παικόο όηαλ ην 

εθθξεκέο πεξλάεη αθξηβώο κέζσ ηεο θαζέηνπ ζέζεο. ΢ηελ 

πξαθηηθή, γηα λα ζηακαηήζνπκε ηειείσο ην πξαγκαηηθό εθθξεκέο 

είλαη ζαθώο αξθεηά δύζθνιν, αθόκε θαη εάλ έξζνπκε πνιύ θνληά 

ζηηο καζεκαηηθά ππνινγίζηκεο θαηαζηάζεηο ην απνηέιεζκα ηεο 

θάζεο ζα ήηαλ θαηά πνιύ κε δηαθξηηό.  



74 
 

 Δίλαη ζαθέο όηη νη παξαπάλσ αληηιήςεηο ιόγσ ηνπ Winfree 

(1970, βιέπε επίζεο 2000) είλαη εθαξκόζηκεο ζε νπνηνδήπνηε 

ελδνγελή ηαιαλησηή, έηζη ηα απνηειέζκαηα θαη νη επηπινθέο είλαη 

γεληθέο. ‘Έλα ραξαθηεξηζηηθό θιεηδί, ησλ βηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ 

πνπ κπνξεί λα δείμεη επαλαηνπνζέηεζε Σύπνπ 1 θαη Σύπνπ 0 

θάζεο είλαη όηη ππάξρνπλ παικνί θαη θάζεηο ζην παιηό δηάζηεκα 

θάζεο δηέγεξζεο ην νπνίν αληηζηνηρεί κε ηηο καύξεο ηξύπεο. Η πην 

ζεκαληηθή εθαξκνγή ίζσο είλαη όηη ππάξρεη ζηνπο ηαιαλησηέο  κία 

δηέγεξζε ε νπνία εάλ εθαξκνζηεί κε κία εηδηθή θάζε ζα κεδελίζεη 

ηελ ηαιάλησζε ηειείσο. Η ζπλέρεηα ηεο δηαθσλίαο γηα ηελ ύπαξμε 

ησλ καύξσλ ηξππώλ είλαη όηη όπσο ε δηέγεξζε απμάλεηαη 

ζπλέρεηα, ε κεηάβαζε από ηνλ Σύπν 1 ζηνλ Σύπν 0 ζηελ 

επαλαθνξά ζπκβαίλεη ζε κία ζπγθεθξηκέλε αμία, ηόηε ε καύξε 

ηξύπα ππάξρεη ζηηο αμίεο κεηάβαζεο επαλαθνξάο ηεο θάζεο θαη 

δηέγεξζεο.  

 Αο ζεσξήζνπκε ηώξα κεξηθά από ηα πεηξακαηηθά ζηνηρεία 

ησλ καύξσλ ηξππώλ θαη κεδεληζκνύ ζηνπο πξαγκαηηθνύο 

ηαιαλησηέο.  

 

 

9.4 Μαύπερ Σπύπερ ζηοςρ Ππαγμαηικούρ Σαλανηωηέρ 

 

 

Σώξα ππάξρνπλ αξθεηέο θαηαγεγξακκέλεο πεηξακαηηθέο 

πεξηπηώζεηο ηνπ Σύπνπ 0 θάζεο επαλαθνξάο θαη κεδεληζκνύ 

βαζηθήο ηαιάλησζεο από θαηάιιειε δηέγεξζε ζηε ζσζηή θάζε- 

όια όπσο πξνβιήζεθαλ παξαπάλσ. Δθηόο από ηηο πεξηπηώζεηο 

πνπ ζπδεηνύκε ζε απηό ην κέξνο ππάξρεη, π.ρ. ν Σύπνο 0 ζηελ 

αληίδξαζε θάζεο θακπύιεο ππνινγηζκέλε ζηελ Hydra attenuata 

από Taddei-Ferretti θαη Cordella (1976), ε εξγαζία ηνπ Pinsker 

(1977) γηα ηνπο λεπξώλεο πνπ εθξήγλπληαη ηεο Aplysia θαη 

δηαηαξάζζνληαη από απνηειέζκαηα ζεκείνπ επαθήο – πάιη κία 

πεξίπησζε Σύπνπ 0 -  θαη ε εξγαζία ηνπ Guttman θαη άιισλ 

(1980). Η νπνία δείρλεη κεδεληζκό ζηνλ άμνλα κεκβξάλεο 

λεπξώλα ηαιαλησηή θαιακαξηνύ. Πξηλ πεξηγξάςνπκε κε 

ιεπηνκέξεηα κηα πεηξακαηηθά πεξίπησζε, δίλνπκε ηελ άκεζε 

επαιήζεπζε ηνπ Best (1979) ε ύπαξμε ησλ καύξσλ ηξππώλ ζην 
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κνληέιν Hodgkin–Huxley πνπ ζπδεηήζεθε ζην θεθάιαην 7 κέξνο 

7.5 πνπ δίλεη ηαιαληώζεηο κνληέισλ ζηελ ρσξηθή ζηεξεσκέλε 

κεκβξάλε ηνπ άμνλα γηγάληηνπ θαιακαξηνύ.  

 Σν κνληέιν ηνπ Hodgkin–Huxley (1952) γηα ηελ ρσξηθή 

ζηεξεσκέλε ππξνδόηεζε ηνπ λεπξώλα ηνπ άμνλα θαιακαξηνύ από 

ην ζύζηεκα εμίζσζεο (7.37) θαη (7.38) δείρλεη ηαιαληώζεηο 

νξηαθνύ θύθινπ. ΢ην κέξνο 7.5 δείμακε όηη ην κνληέιν FitzHugh–

Nagumo είρε ζπκπεξηθνξά πεξηνδηθνύ νξηαθνύ θύθινπ. Ο Best 

(1979) εξεύλεζε αξηζκεηηθώο ην πιήξεο Hodgkin–Huxley κνληέιν 

(7.37) θαη (7.38) κε έλα εθαξκνζκέλν ξεύκα ζηελ θιίκαθα όπνπ νη 

ηαιαληώζεηο νξηαθνύ θύθινπ έιαβαλ ρώξα. Μεηά δηαηάξαμε ηνλ 

ηαιαλησηή εθζέηνληάο ηνλ ζε αιιαγέο volt (απηέο είλαη ε δηέγεξζε), 

κε ηελ άπνςε ηεο πεηξακαηηθήο ζπκπιήξσζεο ησλ 

απνηειεζκάησλ. Ωο αλακελόηαλ βξήθε Σύπνπ 1 θαη Σύπνπ 0 

θακπύιεο επαλαθνξάο ηεο θάζεο. Σν ζρήκα 9.8 έλα παξάδεηγκα 

γηα θάζε κία.  

 Η ύπαξμε κηαο καύξεο ηξύπαο ή άθπξνπ δηαζηήκαηνο 

πξνέθπςε ζηηο εμνκνηώζεηο ηνπ Best (1979) από κία κεηάβαζε 

από έλα Σύπνπ 1 ζε έλα Σύπνπ 0 θακπύιεο επαλαθνξάο, θαζώο 

αύμεζε ηελ δηέγεξζε κε volt. Απηό είλαη όπσο κπνξεί λα 

πεξηκέλακε από ην ζρήκα 9.8, όπνπ ηα ζρήκαηα 9.8 (α) θαη (β) 

είλαη ηνπνινγηθά δηαθνξεηηθά θαη έηζη δηαρσξίδεηαη από θάπνηα 

θαηάζηαζεο δηαθιάδσζεο. Λόγσ ησλ εθ ησλ πξνηέξσλ 

ππνινγηζκώλ ζε όπνηα αξηζκεηηθή εμνκνίσζε, δελ είλαη δπλαηόλ 

λα πξνζδηνξίζνπκε έλα κνλαδηθό ζεκείν όπσο ζην ζρήκα 9.7. 

Αληί απηνύ ππάξρεη κηα πεξηνρή γύξσ από ηε κνλαδηθόηεηα, 

καύξεο ηξύπεο ή άθπξν δηάζηεκα, όπνπ, κεηά από θαηάιιειε 

δηαηαξαρή ζηελ θαηάιιειε θιίκαθα ηεο παιηάο θάζεο. Η 

θαηλνύξγηα θάζε είλαη απξνζδηόξηζηε. Σν ζρήκα 9.9 δείρλεη ηα 

απνηειέζκαηα πνπ βξέζεθαλ από ηνλ Best (1979). Δθηόο από ηηο 

πεξηνρέο κε ζθηά ππάξρεη κνλαδηθή επαλαηνπνζέηεζε θάζεο θ. 

γηα κηα δεδνκέλε παιηά θάζε ζ, θαη δηέγεξζε Ι, ζεκεηώζηε πάλησο 

όηη ππάξρεη έλα (Η, ζ) ππνδηάζηεκα όπνπ είλαη δπλαηόλ λα έρνπκε 

ην ίδην θ γηα δύν ζs θαη έλα κνλαδηθό Η. ΢εκεηώζηε επίζεο ηε λέα 

θάζε.  
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΢ΥΗΜΑ 9.8 (α) Ο ηύπνο θακπύιεο θάζεο επαλαθνξάο γηα ην Hodgkin θαη Huxley 

(1952) όηαλ ν ελδνγελήο ηαιαλησηήο εθηέζεθε ζε δηαηαξάμεηο volt ηνπ 2mV. Η 

πεξίνδνο ηνπ θύθινπ έρεη νκαινπνηεζεί ζην 1. Ο κέζνο όξνο θιίζεο ζην γξάθεκα 

είλαη 1. (β) Η θακπύιε θάζεο επαλαθνξάο Σύπνπ 0 κε δηαηαξάμεηο volt 60mV κε 

θιίζε κέζνπ όξνπ 0. (Redrawn από Best 1979). 

 

 

 
 

΢ΥΗΜΑ 9.9 Σαιαληώζεηο volt ζην Hodgkin θαη Huxley ζύζηεκα κνληέινπ (7.37) θαη 

(7.38) θαη ε αληαπόθξηζε όηαλ εθηίζεληαη ζε κηα θξίζηκε δηέγεξζε (εδώ 5mV) ζην 

0.45 κέζσ ηεο θάζεο νκαινπνηνύκελε ζην 1. Best (1959). Σν ίδην εθαξκνζκέλν 

ξεύκα ρξεζηκνπνηήζεθε όπσο ζηα ζρήκαηα 9.8 θαη 9.9. 
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΢ΥΗΜΑ 9.10 Η ηάζε ηαιάλησζεο ζην ζύζηεκα κνληέιν Hodgkin-Huxley (7.37) θαη 

(7.38) θαη ε αληαπόθξηζε όηαλ ππνβάιινληαη ζε  θξίζηκα εξεζίζκαηα (εδώ 5 mV) ζε 

0,45 κέζα από ηε θάζε, λα εμνκαιύλνληαη πξνο 1. (Μεηά ηνλ Best 1979). Σν ίδην 

ηζρύεη ζηελ ηξέρνπζα θάζε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηηο εηθόλεο 9.8 θαη 9.9. 

 

 

Αμίεο δηαθέξνπλ κέζσ ελόο νινθιεξσκέλνπ θύθινπ ηξόπνπ 

θίλεζεο ξνινγηνύ, γύξσ από ηελ Σξύπα 1 θαη κε ηξόπν αληίζεην 

ηεο θίλεζεο ξνινγηνύ γύξσ από ηελ Σξύπα 2 όπσο δείρλεηαη ζην 

ζρήκα. Έλα ραξαθηεξηζηηθό θιεηδί λα ζπκόκαζηε γηα ηελ δηέγεξζε 

γξακκώλ ζρήκαηνο ραξηώλ όπσο ζην ζρήκα 9.9 είλαη ε ζύγθιηζε 

ησλ γξακκώλ ζρήκαηνο ζηε καύξε ηξύπα, κηα γηα ζεηηθή δηέγεξζε 

θαη κηα γηα αξλεηηθή δηέγεξζε. 

 Μηα άιιε θξίζηκε ηδηόηεηα ησλ καύξσλ ηξππώλ είλαη όηη εάλ 

ν ελδνγελήο ηαιαλησηήο εθηίζεηαη ζε κηα θξίζηκε δηέγεξζε ζηελ 

θαηάιιειε θάζε, ε ηαιάλησζε εμαθαλίδεηαη. Ο Best (1979) ην 

έδεημε κε ην ζύζηεκα κνληέινπ Hodgkin θαη Huxley, ην απνηέιεζκα 

δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.10. ΢εκεηώζηε ηνλ κεδεληζκό ηεο 

ελδνγελνύο ηαιάλησζεο.  Ο Guttman θ.ά (1980) έδεημαλ 

πεηξακαηηθώο όηη επαλαιακβαλόκελε ππξνδόηεζε ζε ρσξηθά 

ζηεξεσκέλνπο άμνλεο, βπζηζκέλνπο ζε κηα αδύλακε δηάιπζε 

αζβεζηίνπ, ζηακάηεζε από κηα δηέγεξζε ζσζηνύ κεγέζνπο 

εθαξκνζκέλνπ ζε έλα εηδηθό ρξόλν ηνπ θύθινπ. 

 Ο Jalife θαη Antzelevitch (1979) δηεμήγαγε όκνηα εξγαζία γηα 

ηνπο θαλνληθνύο ρηύπνπο θαξδηαθνύ βεκαηνδόηε θπηηάξσλ, ε 

νπνία είλαη, βεβαίσο άκεζα ζρεηηδόκελε κε ηνλ βεκαηνδόηε 
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θαξδηάο. Υξεζηκνπνίεζαλ ηζηνύο από θαξδηέο ζθύισλ, γαηηώλ θαη 

κνζραξηώλ θαη εμέζεζαλ ηελ βαζηθή ηαιάλησζε ζε ειεθηξηθή 

δηέγεξζε. Από ηα πεηξάκαηά ηνπο πήξαλ θακπύιεο επαλαθνξάο 

θάζεο νη νπνίεο έδεημαλ θακπύιεο επαλαθνξάο Σύπνπ 1 θαη 

Σύπνπ 2. Σν ζρήκα 9.11 δείρλεη κεξηθά από ηα απνηειέζκαηά 

ηνπο.  

 Από ηηο θακπύιεο επαλαθνξάο ζην ζρήκα 9.11 ζα 

πεξηκέλακε κηα κεηάβαζε ηηκήο αμηώλ γηα ηε δηάξθεηα δηέγεξζεο, ε 

νπνία θαηαζηξέθεη ηελ ηαιάλησζε, νλνκαζηηθά, ζην άθπξν 

δηάζηεκα ή ε καύξε ηξύπα ηνπ ελδνγελνύο θαξδηαθνύ ηαιαλησηή. 

Πξάγκαηη είλαη απηό πνπ βξέζεθε όπσο δείρλεη ην ζρήκα 9.12 (α). 

Σν ζρήκα 9.12 (β) δείρλεη ηελ θακπύιε επαλαθνξάο κε ηε 

δηέγεξζε θνληά ζηε κεηάβαζε αμίαο, ελδηάκεζα ζηηο αμίεο ζηα 

ζρήκα 9.11 (α) θαη (β). Σν ζρήκα 9.12 (γ) δείρλεη θαηαζηξνθή 

δηέγεξζεο ηεο θαλνληθήο ηαιάλησζεο ζηνπο ηζηνύο θαξδηάο 

ζθύινπ.  

 Ο  Α. Σ. Winfree γηα θάπνηα ρξόληα εξεπλά ηηο πηζαλέο αηηίεο 

μαθληθνύ θαξδηαθνύ ζαλάηνπ θαη ηε ζρέζε ηνπο κε ηελ ηνπνινγία 

ηαιάλησζεο ηνπ βεκαηνδόηε. 

 

 

 
΢ΥΗΜΑ 9.11 Φάζε επαλαθνξάο θακπύιεο, ζε θπζηνινγηθή θαηάζηαζε θαη ζηε 

ζεηξά πνπ ρξεζηκνπνηείηαη παξαπάλσ πνπ πξνέθπςε από ηνλ Jalife θαη Antzelevitch 

(1979) εθαξκόδνληαο κία ζύληνκε πξόζθαηε δηέγεξζε ζηα θύηηαξα ηνπ βεκαηνδόηε 

ν νπνίνο ππξνδνηήζεθε απζόξκεηα πεξηνδηθώο. (α) επαλαθνξά Σύπνπ 1 πνπ 

πξνέθπςε όηαλ ε δηάξθεηα δηέγεξζεο ήηαλ επαξθώο ζύληνκε, εδώ 10 msec (β) 

επαλαθνξά Σύπνπ 0 κε δηέγεξζε ρξόλνπ 50msec (θσηνγξαθίεο ηνπ J. Jalife θαη κε 

άδεηα αλαπαξαγσγήο) 
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΢ΥΗΜΑ 9.12 Πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηνλ Jalife θαη 

Antzelevitch (1979): (α) ηα ίρλε κηθξνειεθηξνδίνπ ηεο δπλακηθήο ππεξκεκβξάλεο ηνπ 

παιιόκελνπ θαξδηαθνύ ηζηνύ (πάξζεθε από γαηάθη) όηαλ εθηέζεθε ζε κηα απνπνιηθή 

δηέγεξζε ξεύκαηνο 50msec δηάξθεηαο, ζε δηαδνρηθά αξγόηεξνπο ρξόλνπο ζηνλ θύθιν. 

Όηαλ ν ρξόλνο ηεο δηέγεξζεο εθαξκόζηεθε ζηα 130msec ζηνλ θύθιν, όλησο ζην 

ίρλνο 3, ε ηαιάλησζε ήηαλ ηειείσο θαηαπηεζκέλε. (β) ε θακπύιε επαλαθνξάο γηα ηε 

κεζαία δηέγεξζε δηάξθεηαο ήηαλ 30msec, δειαδή κεηαμύ απηώλ ζηα ζρήκαηα 9.1 (α) 

θαη (β): εδώ ε πεξηνδηθή δξαζηεξηόηεηα ηνπ βεκαηνδόηε κπνξεί λα θαηαζηξαθεί 

όπσο δείρλεηαη ζην 3ν ίρλνο ζην (α). (γ) κεδεληζκόο ηαιάλησζεο από κηα δηέγεξζε 

ζηνλ ηζηό θαξδηάο ηνπ ζθύινπ. Η επηπιένλ κηθξή δηέγεξζε ξεύκαηνο δηαξθεί γηα 

200msec θαη εθαξκόδεηαη ζε δηαδνρηθά αξγόηεξεο θάζεηο ζηνλ θύθιν ζην 1,2,3,4. 

΢ην 1 ε επόκελε ππξνδόηεζε είλαη ιίγν  θαζπζηεξεκέλε, ελώ ζην 4 είλαη 

πξνρσξεκέλε. (θσηνγξαθίεο J. Jalife θαη αλαπαξαγόκελεο κε άδεηα).  

 

Αλ θαη ζπζηνιή ηεο θαξδηάο εκπιέθεη ηνλ βεκαηνδόηε, 

απνρσξήζεηο από ην θπζηνινγηθό ζπρλά εκπιέθνπλ ηελ εκθάληζε 

θπθινθνξίαο ξεπκάησλ ζπζηνιήο, αληί ηελ δηαθνπή ηνπ 
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κεραληζκνύ ππξνδόηεζεο. ΢ηελ πεξίπησζε ησλ αζπληόληζησλ 

παικώλ ηεο θαξδηάο όηαλ νη αξξπζκίεο θάλνπλ ηελ θαξδηά λα 

θαίλεηαη ιίγν ζαλ κηα ρνύθηα θηλνύκελσλ ζθνπιεθηώλ, ίζσο 

κπνξεί όηη κηα ιεπηνκεξή θαηαλόεζε ηεο εκθάληζεο κνλαδηθώλ 

ζεκείσλ ή καύξσλ ηξππώλ, λα βνεζήζεη λα ξίμεη θσο ζε απηό ην 

πξόβιεκα. Σν άξζξν ζην Scientific American ηνπ Winfree (1986 β) 

αζρνιείηαη εηδηθά κε ηελ ηνπνινγία ηεο μαθληθήο θαξδηαθήο 

αλαθνπήο. ΢ην θεθάιαην 1, ηόκνο 2 ζπδεηνύκε ηα ειηθνεηδή 

ελαιιαζζόκελα θύκαηα ηα νπνία έρνπλ άκεζε ζρέζε κε ηέηνηα 

πξνβιήκαηα θαξδηάο. Σα καζεκαηηθά πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη 

κε δηπινύο θαη κε κεγάιν ρώξν δηαλνκήο ηαιαλησηέο νη νπνίνη 

εθηίζεληαη ζε εηεξνγελείο κεγάινπ ρώξνπ εθαξκνζκέλσλ 

δηεγέξζεσλ είλαη ζαθώο πξνθιεηηθνί θαη ζπλαξπαζηηθνί, θαη 

κεγάιεο βηνινγηθήο ζεκαληηθόηεηαο.  

 

 

9.5 Γιπλοί Σαλανηωηέρ: Κίνηηπα και ΢ςζηήμαηα Μονηέλος 

 

 

Η εκθάληζε ησλ βηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ θαη πεξηνδηθώλ 

δηαδηθαζηώλ ζηελ νηθνινγία, επηδεκηνινγία, αλαπηπμηαθή βηνινγία 

θ.α.  είλαη έλα απνδεθηό γεγνλόο. Δίλαη αλαπόθεπθην όηη έλαο 

κεγάινο αξηζκόο θαηαζηάζεσλ, νη ηαιαλησηέο είλαη 

δηπιαζηαζκέλνη κε θάπνην ηξόπν γηα λα απνθηήζνπλ ην 

απαηηνύκελν απνηέιεζκα. Μόιηο έρνπκε δεη πόζν ζεκαληηθό είλαη 

λα έρεηο θάπνηα θαηαλόεζε ησλ απνηειεζκάησλ ησλ δηαηαξαρώλ 

ζηνπο ηαιαλησηέο. Έηζη εδώ ζεσξνύκε κεξηθά από ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ δηπιαζηαζκνύ ηαιαλησηώλ θαη πεξηγξάθνπκε 

κία από ηηο αλαιπηηθέο ηερληθέο θιεηδί πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα 

κειεηεζνύλ ηέηνηα πξνβιήκαηα. Γηπιαζηαζκέλνη νξηαθνί θύθινη 

ηαιαλησηώλ έρνπλ κειεηεζεί επξέσο γηα πνιιά ρξόληα θαη ηα 

αλαιπηηθά πξνβιήκαηα δελ είλαη θαζόινπ αζήκαληα. Γελ απνηειεί  

έθπιεμε ε θιίκαθα ησλ θαηλνκέλσλ πνπ κπνξνύλ λα δείμνπλ 

ζπιινγηθόηεηα είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από νπνηνδήπνηε 

κεκνλσκέλν ηαιαλησηή πνπ είλαη ζε ζέζε λα ην πξάμεη (βι. π.ρ. 

Winfree 2000).  Απηό ην ζέκα εξεπλάηαη πξόζθαηα κε κεγάιν θαη 
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απμεκέλν ελδηαθέξνλ, όρη κόλν ζηε βηνινγία αιιά επίζεο θάησ 

από ηνλ γεληθό νξηζκό ηεο κε γξακκηθήο δπλακηθήο. Πνιιέο από 

ηηο δηαδηθαζίεο νη νπνίεο έρνπλ παξαηεξεζεί είλαη αθόκα κεξηθώο 

θαηαλνεηέο. ΢ην ππόινηπν απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ ζα αζρνιεζνύκε 

θπξίσο κε ηνλ ζπγρξνληζκό ησλ δηαδηθαζηώλ όηαλ δελ 

ιεηηνπξγνύλ. Απηά ηα θαηλόκελα ζπγρξνληζκνύ κπνξεί λα 

θιεηδώλνπλ ηε θάζε, ηε ζπρλόηεηα ζπληνληζκνύ θ.α. θαη όια 

πεγάδνπλ από ηνλ δηαδξαζηηθό πνιιαπιαζηαζκό ησλ ηαιαλησηώλ 

νξηαθνύ θύθινπ. Δδώ πεξηνξίδνπκε ηε κειέηε καο ζηνλ 

δηπιαζηαζκό δύν ηαιαλησηώλ θαη ζα ζεσξήζνπκε κόλν ηνλ 

αδύλακν δηπιαζηαζκό. Βαζηθά αθνινπζνύκε ηελ αλάιπζε ηνπ Neu 

(1979). Αξγόηεξα ζην θεθάιαην 12 ζα ζεσξήζνπκε έλα ζεκαληηθό 

θαηλόκελν ζρεηηδόκελν κε κηα αιπζίδα δηπιώλ ηαιαλησηώλ όηαλ 

ζρεκαηίδνπκε ηελ λεπξηθή ηαθηνπνίεζε ζε θάπνηα ζαιάζζηα 

ακθίβηα πνπ κπνξεί λα έρνπλ ζπνλδπιηθή ζηήιε.  

 Πξηλ ζεσξήζνπκε ην καζεκαηηθό πξόβιεκα, ζα ήηαλ ζεκηηό 

λα πεξηγξάςνπκε ζύληνκα έλα από ηα πεηξακαηηθά θίλεηξα γηα ην 

ηδηαίηεξν ζύζηεκα κνληέινπ πνπ βιέπνπκε. Οη Marek θαη Stuchl 

(1975) εξεύλεζαλ ην απνηέιεζκα δηπιαζηάδνληαο δύν Belousov–

Zhabotinskii ζπζηήκαηα αληίδξαζεο κε δηαθνξεηηθέο παξακέηξνπο, 

θαη όπνηεο δηαθνξεηηθέο πεξηνδηθέο ηαιαληώζεηο. Σν έθαλαλ απηό 

έρνληαο θάζε αληίδξαζε ζε κηα μερσξηζηή δεμακελή αληηδξαζηήξα 

θαη δηπιαζηαζκέλνπο κέζσ κηαο αληαιιαγήο πιηθνύ κεηαμύ ηνπο 

δηα κέζσ ελόο ηξππεκέλνπ ηνίρνπ.  

 Παξαηήξεζαλ όηη εάλ νη απηόλνκνη ηαιαλησηέο είραλ 

ζρεδόλ ηελ ίδηα ζπρλόηεηα ηόηε ε δηαθνξά ηεο θάζεο έηεηλε πξνο 

κηα ζηαζεξά αμία θαζώο πεξλνύζε ν ρξόλνο: απηό είλαη γλσζηό 

σο θιείδσκα ηεο θάζεο (phase locking). Πάλησο, εάλ ε δηαθνξά 

ζηηο απηόλνκεο ζπρλόηεηεο ήηαλ πνιύ κεγάιεο ηόηε ην θιείδσκα 

ηεο θάζεο δελ επέκεηλε αιιά αληί απηνύ ην δηπιαζηαζκέλν 

ζύζηεκα είρε κεγάια δηαζηήκαηα αξγήο δηαθνξάο ζηε δηαθνξά 

θάζεο δηαρσξηζκέλε από ηαρύηαηεο δηαθπκάλζεηο ζε κηθξά 

δηαζηήκαηα. Η αλάιπζε πνπ δίλνπκε ηώξα ζα εμεγήζεη απηά ηα 

θαηλόκελα. 

 ΢ηελ αλαιπηηθή καο κειέηε ζε δηπιαζηαζκέλνπο ηαιαλησηέο 

νξηαθνύ θύθινπ, δελ είλαη αλαγθαίν λα μέξνπκε κε ιεπηνκέξεηα ην 

εηδηθό ζύζηεκα πνπ πξνβάιινπλ. Πάλησο, ελ όςεη ησλ παξαπάλσ 
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πεηξακάησλ, έρνπκε ην ζύζηεκα αληίδξαζεο Belousov ππόςε. Αλ 

ππνζέζνπκε όηη νη ηαιαλησηέο νξηαθνύ θύθινπ είλαη νκνηόηππνη θαη 

όηη θάζε έλαο, από κόλνο ηνπ ειέγρεηαη από ηηο εμηζώζεηο  

 

 

 

Όπνπ νη κε γξακκηθέο ιεηηνπξγίεο F θαη G αληηπξνζσπεύνπλ ηε 

δπλακηθή ηνπ ηαιαλησηή. (Θα κπνξνύζαλ λα είλαη π.ρ. νη 

ιεηηνπξγίεο πξνο ηα δεμηά ηνπ (8.27), ελόο από ησλ δύν 

αληηδξάζεσλ κνληέια γηα ηελ αληίδξαζε Belousov, πνπ 

ζπδεηήζεθε ζηα κέξε 8.4 θαη 8.5, ή ζηε δηαδξαζηηθή δπλακηθή ζε 

έλα ζύκα – ζύηεο κνληέιν όπσο απηό πνπ δίλεηαη από (3.18) ζην 

θεθάιαην 3, κέξνο 3.3). Τπνζέηνπκε νη ιύζεηο ηνπ (9.14) δείρλνπλ 

κηα ζηαζεξή ζπκπεξηθνξά νξηαθνύ θύθινπ κε πεξίνδν Σ πνπ 

δίλεηαη από  

 

 

 

Όπνπ εδώ ην  είλαη απζαίξεηα ζηαζεξά.  Έηζη 

 

 

  

Έηζη γηα λα ζπλζέζνπλ ηνλ αδύλακν δηπιαζηαζκό κε έλα εύθνιν 

(όπσο ζα δνύκε) αιιά αθόκε γεληθό ηξόπν πνπ ζεσξνύκε ην 

κνληέιν ζπζηήκαηνο  
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Όπνπ 0 < ε  1 θαη k > 0 είλαη κηα δηπιή ζηαζεξά.  Όηαλ ε=0 νη  

ηαιαλησηέο δηπιαζηάδνληαη θαη απηέο νη εμηζώζεηο κεηώλνπλ ην 

(9.14).  Η γεληθόηεηα ζην ζρήκα (9.16) πεγάδεη από ηνπο ι-όξνπο.  

Δάλ, ε=0 θαη ι=0 νη δπν ηαιαλησηέο είλαη αθξηβώο ίδηνη κε ηηο κε 

δηπιέο ιύζεηο όπσο ε (9.15).  Δάλ ην ε=0 θαη ι=0, δπν δηαθνξεηηθνί 

ηαιαλησηέο δηπιαζηάδνληαη, κε ηνπο ει-όξνπο, ζηηο πξώηεο δπν 

εμηζώζεηο.  Ο εηδηθόο δηπιαζηαζκόο πνπ έρνπκε επηιέμεη, πνπ 

αληηπξνζσπεύεηαη από ηνπο θ-όξνπο, είλαη αλάινγνο ζηηο 

δηαθνξέο    θαη .  ΢ηελ πεξίπησζε ησλ Marek θαη 

Stuchl’s (1975) πεηξακάησλ, αληαλαθιά ην γεγνλόο όηη ππάξρεη κηα 

καδηθή κεηαθνξά εηδώλ, έλα είδνο πξνζέγγηζεο ηεο ξνήο 

δηάρπζεο.  ΢ηελ πεξίπησζε ησλ αιιειεπηδξώλησλ πιεζπζκώλ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ κηα καδηθή κεηαθνξά ησλ εηδώλ, έλα είδνο 

πξνζέγγηζεο ξνή δηάρπζεο.  ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, όηαλ 

ζεσξνύκε ελδνθαηνηαθή επηξξνή ζηελ δπλακηθή ηνπ πιεζπζκνύ, 

ελζσκαηώλεηαη ζπρλά κε απηόλ ηνλ ηξόπν: ππνινγίδεη νιηθά 

δηαζηεκαηηθά απνηειέζκαηα, ρσξίο όξνπο δηάρπζεο, νη νπνίνη 

βέβαηα ζα έθηηαρλαλ ηελ κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε ζπζηεκάησλ 

ηνπ κνληέινπ.  Απηά ζα ηα δνύκε αξγόηεξα. 
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9.6 Κλείδωμα Φάζηρ Σαλανηωηών: ΢ςγσπονιζμόρ 

Πςγολαμπίδων 

 

 

Όηαλ νη βηνινγηθνί ηαιαλησηέο δηπιαζηάδνληαη κπνξεί λα απμεζνύλ 

ζε κηα εθπιεθηηθή πινύζηα ζεηξά θαηλνκέλσλ όπσο ξπζκόο 

δηαρσξηζκνύ, θιείδσκα θάζεσλ θ.α.  Σα καζεκαηηθά ησλ 

ζπλδεκέλσλ ηαιαλησηώλ είλαη πξόθιεζε θαη κπνξεί λα είλαη 

ζύλζεηε θαη εκπιεγκέλε.  Τπάξρεη κηα ηεξάζηηα θηινινγία ηνπ 

ζέκαηνο από ην πην αθεξεκέλν ζην πην πξαθηηθό, όπσο ε 

ζπγρξνληθόηεηα ζηε ιεηηνπξγία ηνπ αλζξώπηλε θύθινπ ύπλνπ-

εγξήγνξζεο (Strogatz1986).  Σν σξαίν (επηζηεκνληθώο θαη 

νπηηθώο) βηβιίν ζηα βηνινγηθά ξνιόγηα από ηνλ Winfree (1987) 

ζπδεηάεη γηα βηνινγηθά ξνιόγηα ζε κηα επξεία πνηθηιία θιάδσλ κε 

έκθαζε ζηνπο ξπζκνύο θίλεζεο ξνινγηνύ θάζεο επαλαθνξάο.  

Βιέπε επίζεο, ην βηβιίν όηαλ ν ρξόλνο θαηαξξέεη (Winfree 1987) 

ην νπνίν αζρνιείηαη θπξίσο κε θαξδηαθνύο ξπζκνύο.  Σν 

εηζαγσγηθό βηβιίν από ηνλ Glass and Mackey (1988) έρεη πνιιά 

παξαδείγκαηα ξπζκηθώλ θαηλνκέλσλ πνπ ζπλδένληαη κε ηα 

βηνινγηθά ξνιόγηα.  Οη εθαξκνγέο είλαη θπξίσο ζηελ θπζηνινγία.  

Σν κε ηερληθό άξζξν ηνπ Scientific American  ηνπ Strogatz θαη 

Stewart (1993) πεξηγξάθεη κηα πνηθηιία θαηλνκέλσλ ζπγρξνληζκνύ 

πνπ έρεη ελδηαθέξνλ πνπ πεξηιακβάλεη κηα αμηόινγε θσηνγξαθία 

ππγνιακπίδσλ πνπ ιάκπνπλ ζπγρξνληζκέλα.  Απηό είλαη έλα ζέκα 

πνπ ζπδεηάκε παξαπάλσ.   

 Έλα ελδηαθέξνλ πξαθηηθό, παξάδεηγκα, όπνπ ηα 

καζεκαηηθά θαη ε βηνινγία πνη είλαη πνιύ ζηελά ζπλδεδεκέλα, 

κειεηήζεθε από ηνλ Glass θαη ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ (Guevara θ.α. 

1981, Guevara θαη Glass 1982, Keener θαη Glass 1984).   Σν 

κνληέιν είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλν κε απηό πνπ ζπδεηάκε 

παξαπάλσ, αιιά ην δηθό ηνπο δίλεη αύμεζε ζε κηα κε γξακκηθή 

δηαθνξά εμίζσζεο ηνπ ηύπνπ πνπ ζπδεηήζακε ζην θεθάιαην 2.  

Γειώλνπλ από ην    ηελ θάζε ιίγν πξηλ κηα ιεηηνπξγία δέιηα 

δηέγεξζεο, δίλεηαη ζην ζύζηεκα.  Γειαδή   +1  έλα μερσξηζηό 

κνληέιν, πνπ δίλεηαη από  

 



85 
 

 
Όπνπ g είλαη κηα ιεηηνπξγία ηνπ   , κηα ιεηηνπξγία πνπ ήηαλ 

κεηέπεηηα πξνζδηνξηζκέλε από πείξακα ζε έλα εηδηθό ζύζηεκα, 

θαη η είλαη ε θπζηνινγηθή δηέγεξζε πεξηόδνπ ζε ζρέζε κε ην κήθνο 

ηνπ θύθινπ.  ΢ηαζεξέο θαηαζηάζεηο απηήο ηεο εμίζσζεο, 

αληηζηνηρνύλ ζε θιείδσκα θάζεο.  Η πξνθαηαξθηηθή αλάιπζε είλαη 

ε ίδηα κε απηή ζην θεθάιαην 2.  Οη Guevera θαη Glass (1982) 

ρξεζηκνπνίεζαλ απηή ηελ εμίζσζε ώζηε λα κειεηήζνπλ ηελ είζνδν 

ηεο βαζηθήο εμίζσζεο (9.4) παξαπάλσ εθηεζεηκέλε ζε κηα 

πεξηνδηθή ιεηηνπξγία δέιηα δηέγεξζεο.  Γηα κηα θιίκαθα 

παξακέηξσλ επίζεο βξήθαλ ρανηηθή ζπκπεξηθνξά.  Αθόκε θαη 

ηέηνηεο απιέο εμίζσζεο κπνξνύλ λα δώζνπλ αύμεζε, όπσο 

έρνπκε δεη ζε κηα πιεζώξα ζύλζεησλ θαη απξόζκελσλ ιύζεσλ.  

Απηό πνπ είλαη ηδηαίηεξα ελδηαθέξνλ γηα απηή ηελ εξγαζία είλαη  όηη 

κεηά ηελ αλάιπζε Guevara θ.α. (1981), κέηξεζε πξαγκαηηθά ηελ 

επαλαθνξά θακπύιεο πεηξακαηηθώο, γηα κηα πξνεηνηκαζία 

απζόξκεησλ παικώλ εκβξπνληθώλ θπηηάξσλ θαξδηάο. ΢ε κηα 

θαξδηά θιίκαθα πιάηνπο θαη ζπρλνηήησλ κπόξεζαλ λα 

πξνβιέςνπλ ηνπο ξπζκνύο πνπ παξαηεξήζεθαλ, 

πεξηιακβαλνκέλσλ θιεηδσκάησλ θάζεο θαη ρανηηθώλ ξπζκώλ. 

Απηό είλαη έλα άξηζην παξάδεηγκα πώο ην καζεκαηηθό κνληέιν θαη 

αλάιπζε βνήζεζε λα επεθηείλνπλ ηελ αληίιεςή καο ελόο 

ζεκαληηθνύ θαη ζύλζεηνπ βηνινγηθνύ θαηλνκέλνπ. Φαίλεηαη όηη δελ 

ππάξρεη ηέινο ζηηο πξνθιήζεηο ηνπ κνληέινπ πνπ ζπλδένληαη κε 

δηπιαζηαζκέλνπο ηαιαλησηέο ζηηο βηνηαηξηθέο επηζηήκεο. Δδώ 

κόλνλ αγγίδνπκε ην ζέκα. 

 Παξαθάησ ζπδεηνύκε κε ιίγν πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα έλα 

ηδηαίηεξα γλσζηό βηνινγηθό παξάδεηγκα. ΢ηνπο ηνκείο 9.7 θαη 9.9 

ζπδεηνύκε κε ηνλ αδύλακν δηπιαζηαζκό δύν ηαιαλησηώλ ηνπο 

νπνίνπο αλαιύζνπκε ρξεζηκνπνηώληαο κνλαδηθέο δηαηαξάμεηο 

ηερληθήο. Έλα άιιν παξάδεηγκα, πνπ εκπιέθεη πνιινύο 

ηαιαλησηέο, ζπδεηείηαη αξγόηεξα ζην θεθάιαην 12.  

 Έλα εληππσζηαθό θαη θαιά γλσζηό νπηηθό παξάδεηγκα 

δηπιαζηαζκέλσλ βηνινγηθώλ ηαιαλησηώλ είλαη κηα ζπγρξνλία ηεο 

πεξηνδηθήο ιάκςεο θσηόο από κεγάιεο νκάδεο ζηαζεξώλ 

ππγνιακπίδσλ. (Pteroptyx malaccae). Ήηαλ ηα αξζεληθά πνπ 
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έιακπαλ γηα λα πξνζειθύζνπλ ηα ζειπθά πνπ πεηνύλ γύξσ 

ςάρλνληαο γηα αξζεληθά κε ηδηαίηεξε ειθπζηηθή ιάκςε. Πνιιέο 

πεηξακαηηθέο κειέηεο έρνπλ πηζηνπνηήζεη ηελ ηθαλόηεηα ηεο 

αηνκηθήο ππγνιακπίδαο (θαη άιισλ εληόκσλ) λα πνηθίινπλ ηελ 

πεξίνδν ησλ ιάκςεσλ ηνπ θσηόο.  Σν Scientific  American κε 

άξζξν ηνπ, από ηνλ Buck & Buck (1976) είλαη κηα πνιύ θαιή 

εηζαγσγή ζην ζέκα ηνπ ζπγρξνληζκνύ ηεο ππγνιακπίδαο. Ο Buck 

(1988) αλαζθνπεί ηελ βηνινγηθή θηινινγία ζηε ζύγρξνλε ξπζκηθή 

ιάκςε απηώλ ησλ ππγνιακπίδσλ. Αξρηθή εξγαζία από ηνλ 

Hanson (1978) έδεημε όηη κηα αηνκηθή ππγνιακπίδα κπνξεί λα 

αιιάμεη ηε θάζε ηεο εθπνκπήο θσηόο ηνπ ηαιαλησηή, ε νπνία 

ειέγρεηαη από ελδνγελή βεκαηνδόηε λεύξσλ, θαη λα ζπγρξνλίδεηαη, 

ή λα εηζέξρεηαη ζε κηα ιάκςε θσηόο εθόζνλ ε πεξίνδόο ηνπ ήηαλ 

ζηελ γεηηνληά ηεο θπζηθήο πεξηόδνπ ηεο ππγνιακπίδαο γηα 

πεξίπνπ 0.9 δεπηεξόιεπηα. Δάλ ε πεξίνδνο ηεο δηέγεξζεο ηνπ 

ςεύηηθνπ θσηόο ήηαλ πνιύ καθξηά από ηε θπζηθή πεξίνδν ε 

είζνδνο ήηαλ δπλαηή. Μεξηθέο ππγνιακπίδεο είλαη θαιύηεξεο ζηελ 

είζνδν από άιιεο.  Pteroptyx malaccae θαίλεηαη λα είλαη 

θπξίαξρνη, κπνξώληαο λα αιιάμνπλ ηε ζπρλόηεηά ηνπο ζρεδόλ 

15%. Τπάξρνπλ δηάθνξα καζεκαηηθά κνληέια ζπγρξνληζκέλσλ 

ππγνιακπίδσλ ζπγθεθξηκέλα από ηνλ Rinzel θαη Ermentrout 

(1983), ν Ermentrout (1991) θαη o Mirollo   θαη o Strogatz (1990). 

Δδώ ζπδεηνύκε κόλν ην απιό αιιά απνηειεζκαηηθό, κνληέιν ηνπ 

Rinzel θαη Ermentrout (1983). 

  Όπσο ζην κέξνο 9.1 αο ζεκεηώζνκε ηε θάζε ηνπ 

ηαιαλησηή ππγνιακπίδαο ζε ρξόλν t από ζ(t) θαη αο αθήζνπκε ηε 

θπζηθή ηνπο ζπρλόηεηα λα είλαη σ, δει. ελ απνπζία εμσηεξηθήο 

δηέγεξζεο, ε θάζεο ηθαλνπνηεί  

 

 
 

Γηα λα είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη, ππνζέηνπκε όηη ν ηαιαλησηήο 

ππξνδνηεί θαη ην θσο ιάκπεη ζην ζ=0.  Αο ζεκεηώζνπκε ηελ 

εμσηεξηθή θάζε από   (t), ην νπνίν έρεη κηα ζπρλόηεηα   θαη έηζη 

ηθαλνπνηεί 
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Η ππγνιακπίδα πξνζπαζεί λα ζπγρξνλίζεη ηελ ζπρλόηεηα ηεο, ζε 

απηή ηεο  εμσηεξηθήο δηέγεξζεο, απνθηώληαο ηαρύηεηα, εάλ αξγεί 

πνιύ θαη θαζπζηεξεί εάλ είλαη πνιύ γξήγνξε.  Έλα απιό κνληέιν 

ην νπνίν θαιεί απηό είλαη 

 

 

 

όπνπ ε παξάκεηξνο I > 0.  Σν κέγεζνο ηεο δηέγεξζεο, Η, είλαη έλα 

κέηξν ηνπ πόζνπ απνηειεζκαηηθή είλαη ε ππγνιακπίδα ζην λα 

αιιάδεη ηελ ζπρλόηεηα ηεο.  Δάλ   , είλαη κπξνζηά από ην ζ(0 <   

−σ<π) ηόηε  ζ>σ θαη ε ππγνιακπίδα πξνζπαζεί λα απμήζεη ηελ 

ηαρύηεηα ηεο.  Δάλ ζ<σ ε ππγνιακπίδα πξνζπαζεί λα κεηώζεη 

ηαρύηεηα.  Απηή ε ζύλζεζε (9.19) είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο 

εμίζσζεο γηα επαλαθνξά θάζεο, εμίζσζε (9.5).  Έλαο όκνηνο 

ηύπνο ηεο ππόζεζεο, βαζηζκέλνο ζε κηα ιεηηνπξγία ηνπ ζ −   (t) 

αιιά ζε κηα πην ζύλζεηε θαηάζηαζε, ρξεζηκνπνηείηαη παξαθάησ 

ζην θεθάιαην 12, κέξνο 12.3.   

 Όηαλ ην ελδηαθέξνλ καο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε πόηε ζα 

πξνθύςεη ε ζπγρξνλία, είλαη ελεκεξσηηθό, όπσο δείρλνπκε 

παξαθάησ θαη ηδηαίηεξα ζην θεθάιαην 12, κέξνο 12.3 λα 

ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε γηα ηελ δηαθνξά, θ ζε θάζεηο, δειαδή   

θ = ζ −   . Από (9.18) έρνπκε 

 

 

 

Δάλ εηζάγνπκε λέεο κεηαβιεηέο  
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Η εμίζσζε γηα θ γίλεηαη 

 

 

 

Η αδηάζηαηε παξάκεηξνο δ έρεη κηα θπζηθή εξκελεία: είλαη έλα 

κέηξν δηαθνξάο κεηαμύ ηεο εζσηεξηθήο ζπρλόηεηαο θαη ηεο 

θπζηθήο ζηε δύλακε ηεο δηέγεξζεο, Η.  Όπσο είδακε ζηνπο ηνκείο 

9.2 θαη 9.3, ην κέγεζνο ηνπ Ι είλαη θξίζηκν. 

 Δλδηαθεξόκαζηε  γηα ηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε ιύζεσλ ηνπ 

(9.22) θαη ηελ ζηαζεξόηεηα ηνπο. Δάλ έρνπκε κηα ζηαζεξή 

θαηάζηαζε ιύζεο,   > 0 π.ρ. απηό ζεκαίλεη από (9.20) όηη ε 

εμσηεξηθή δηέγεξζε θάζεο,    ζα είλαη πάληα κπξνζηά από ηε 

θάζε ηεο ππγνιακπίδαο, ζ, από έλα ζπλερέο πνζό.  Άξα, ν 

ηαιαλησηήο ππγνιακπίδαο, είλαη θιεηδσκέλνο ζηελ θάζε ηεο 

δηέγεξζεο αιιά ιάκπεη ακέζσο κεηά.  Αλ δ=0, θ=0 είλαη κηα ιύζε 

ηεο (9.22)θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε.  Δάλ, θ=0 είλαη ζηαζεξό, νη 

ηαιαλησηέο ιάκπνπλ κε δηαθνξά θάζεο κεδέλ θαη έηζη είλαη 

ζπγρξνληζκέλνη.  Σν ζέκα ηεο εηζόδνπ βαζίδεηαη ζηηο ζηαζεξέο 

θαηαζηάζεηο ηεο (9.22) θαη ηε ζηαζεξόηεηα ηνπο.   

 ΢ην θεθάιαην 1, είδακε όηη απηό πνπ ρξεηάζηεθε λα θάλνπκε 

ήηαλ, εθ ηνπ απνηειέζκαηνο, λα ζρεκαηίζνπκε ηελ δεμηά πιεπξά 

ηεο (9.22), λα δηαβάζνπκε ηηο ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο θαη λα 

ζεκεηώζνπκε εάλ ε θιίζε ήηαλ ζεηηθή ή αξλεηηθή.  Σν ζρήκα 9.13 

δείρλεη ηηο πηζαλόηεηεο ηεο θύξηαο ιύζεο γηα δ   0.  

 Η ζηαζεξόηεηα ησλ θαηαζηάζεσλ πξνζδηνξίδεηαη από ηελ 

θιίζε ηεο ζηαζεξήο θαηάζηαζεο-ζηαζεξή εάλ ε θιίζε είλαη 

αξλεηηθή θαη αζηαζήο εάλ είλαη ζεηηθή.  Με απηό ην κνληέιν 

ππάξρεη κόλν κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε όηαλ ε ππγνιακπίδα θαη ε 

δηέγεξζε θάζεο είλαη θιεηδσκέλεο εάλ  −1 <δ< 1.  Η θαηάζηαζε  

−1 <δ< 0  είλαη ίδηα κε απηή ζην ζρήκα 9.13 αιιά κε δ < 0.   
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 ΢ην ζρήκα 9.13(β), ε ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη 0 <θ1 <π θαη 

έηζη ε ππγνιακπίδα πξέπεη λα απμήζεη ηε ζπρλόηεηα ηεο ζην 

θιείδσκα ηεο θάζεο.  Δάλ, δ>   = 1, όπσο ζην ζρήκα 9.13(γ), 

απιά δελ κπνξεί λα δηαξθέζεη θαη ε δηαθνξά θάζεο θ απιά 

απμάλεηαη κέρξη λα αξρίζεη πάιη ν θύθινο όηαλ ην θ θζάζεη ην 2π.  

Απηή ε ηειεπηαία πεξίπησζε είλαη ε πεξηθεξόκελε θάζε.  Δθόζνλ 

θ’>0 ζην ζρήκα 9.13(γ) θαη δελ είλαη ζπλερόκελν.  Απηό 

ππαηλίζζεηαη όηη ε πεξηθεξόκελε θάζε απμάλεηαη αιιά ζε έλα κε 

νκνηόκνξθν πνζνζηό.   Απηό ζπκβαδίδεη κε ηα πεηξακαηηθά 

απνηειέζκαηα ηνπ Hanson (1978). 

 Μπνξνύκε λα θάλνπκε δηάθνξεο πξνβιέςεηο κε απηό ην 

κνληέιν, ε κε νκνηόκνξθή πεξηθεξόκελε θάζε εάλ δ>1 είλαη κόλν 

κηα.   Η πξόβιεςε θιεηδί είλαη όηη ην θιείδσκα θάζεο από ηε 

δηέγεξζε είλαη δπλαηό εάλ ε εζσηεξηθή ζπρλόηεηα,    ηθαλνπνηεί 
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΢ΥΗΜΑ 9.13  Οη ζηαζεξέο ιύζεηο θαηάζηαζεο ηεο δηαθνξάο θάζεο ηεο εμίζσζεο 

(9.22) γηα δηάθνξα δ.  Δάλ, δ<   (= 1) ππάξρνπλ δπν ιύζεηο, ελώ εάλ δ>   δελ 

ππάξρνπλ ζηαζεξέο ιύζεηο. 

 

Πνπ δίλεη ηελ θιίκαθα ηεο ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο γηα είζνδν.  

Όπσο, παξαπάλσ, ε έληαζε ζπρλόηεηαο Η είλαη ζεκαληηθή.  Δάλ, 

μέξνπκε, από πεηξάκαηα, ηελ θιίκαθα ηεο ζπρλόηεηαο δηέγεξζεο, 

κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην Η θαη κεηά λα πξνβιέςνπκε ηε 

δηαθνξά θιεηδώκαηνο θάζεο από (9.20) θαη (9.22) σο 

 

   
 

όηαλ −1 ≤ δ ≤ 1, ε δηαζηαηηθή πεξίνδνο Σ, ηεο θιεηδσκέλεο θάζεο 

ηαιαλησηή ππγνιακπίδαο, παίξλεηαη από ηελ (9.22) ζαλ ρξόλνο 

γηα ην θ πνπ αιιάδεη από ην 2π, νλνκαζηηθά,  

 

 

 

ην νπνίν δίλεη ηελ εηζεξρόκελε πεξίνδν σο  
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Καζώο δ →±1, ε πεξίνδνο γίλεηαη άπεηξα κεγάιε, κε άιια ιόγηα 

δελ ππάξρεη είζνδνο θαζώο, βέβαηα, δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.13(γ).  

Σώξα κπνξνύκε λα δνύκε πσο νη ππγνιακπίδεο κπνξνύλ λα 

ζπγρξνληζηνύλ ηνπο πεξηνδηθνύο παικνύο θσηόο: θαζώο κηα 

ππγνιακπίδα, π.ρ. κε έλα δπλαηόηεξν Η, εηζέξρεηαη ζε κηα άιιε, ε 

νκαδηθή δηέγεξζε κε κηα κνλαδηθή ζπρλόηεηα αλαπηύζζεηαη, κέρξη 

πνπ εηζέξρνληαη όιεο,  Έλα πην δπλαηό Η ππαηλίζζεηαη έλα 

κηθξόηεξν δ θαη έηζη κηα κηθξή δηαθνξά ζε ζπρλόηεηα κεηαμύ ηνπ 

‘βεκαηνδόηε’ θαη απηώλ κε ζπρλόηεηεο θνληά ηνπ. Δάλ όιε ε 

νκάδα ηώξα ιάκπεη κε ηελ ίδηα ζπρλόηεηα πξέπεη λα είλαη θάπσο 

δύζθνιν γηα ην ζειπθό πνπ θάλεη θύθινπο γηα λα ιάκςεη ζηνλ 

αξρεγό! 

 Η ππγνιακπίδα  Pteroptyx malaccae δελ είλαη ην κνλαδηθό 

είδνο  ππγνιακπίδαο, αιιά θαίλεηαη λα είλαη ην πην ειαζηηθό ζην 

λα κπνξεί λα θιεηδώζεη ηελ θάζε ζηελ εμσηεξηθή δηέγεξζε.  Σώξα 

πνπ έρνπκε δεη πσο έλα απιό κνληέιν κπνξεί λα δώζεη κεξηθά 

από ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα, πξέπεη λα εμεηάζνπκε κνληέια 

πνπ αληαλαθινύλ πεξηζζόηεξν ηε βηνινγία. Η ππόζεζε όηη ε 

πξνζαξκνγή ειέγρεηαη από κία εκηηνληθή ιεηηνπξγία όπσο ην 

(9.19) είλαη πνιύ απιή. ΢ην θεθάιαην 12 ρξεζηκνπνηνύκε πάιη κία 

ηέηνηα ππόζεζε όηαλ αζρνινύκαζηε κε Ν ηαιαλησηέο. Μία 

πεξηζζόηεξν ζσζηή εμίζσζε επηξξνήο ηνπ (9.19) ζα ίζρπε  

 

 

 

όπνπ h(θ)  είλαη κηα πεξηνδηθή ιεηηνπξγία ηνπ ζέκαηνο αιιά όρη 

ζπκκεηξηθή. Έλα πην έμππλν κνληέιν ην νπνίν ελζσκαηώλεη 

πεξηζζόηεξα πξνζαξκνζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ππγνιακπίδαο 
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Pteroptyx malaccae θαη ε νπνία ρξεζηκνπνηεί κία πην γεληθή 

ιεηηνπξγία επηξξνήο, όπσο ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε, δίλεηαη από 

ηνλ Ermentrout (1991).  Δπίζεο, εμνκνηώλεη αξηζκεηηθώο πώο κία 

νκάδα ππγνιακπίδσλ πξνζεγγίδεη ζύγρξνλα ζε έλα δέληξν 

ππγνιακπίδσλ.  Σν παξαπάλσ κνληέιν δείρλεη ζπγρξνλία εθηόο 

από ην δ=0, κε κηα θαζπζηεξεκέλε θάζε.  Δίλαη έλα κεηνλέθηεκα 

θαζώο ην κνληέιν γηα έλα δέλδξν ππγνιακπίδσλ όπνπ ππάξρεη 

ζπγρξνλία ρσξίο ζρεδόλ θαζπζηέξεζε θάζεο.  Απηή ε πιεπξά 

ζπδεηείηαη θαη πηζαλώο έλαο κεραληζκόο πνπ επεξεάδεη, ζύκθσλα 

κε ηνλ  Ermentrout (1991).   

 

9.7 Μοναδική Ανάλςζη Γιαηάπαξηρ: Πποκαηαπκηική 

Μεηαμόπθωζη 

 

 

Οη εμηζώζεηο (9.16) είλαη γεληθώο δύζθνια λα ηηο αλαιύζεηο. Αθόκε 

θαη αξηζκεηηθώο δελ είλαη εύθνιν λα δνύκε πσο ε ζπκπεξηθνξά 

ιύζεο εμαξηάηαη από ηηο δηάθνξεο παξακέηξνπο, ηδηαίηεξα ζηελ κε 

όκνηα πεξίπησζε απηόλνκνπ ηαιαλησηή. Αθνύ ζε πνιιέο 

θαηαζηάζεηο ελδηαθέξνληνο ν πνιιαπιαζηαζκόο είλαη αδύλακνο 

θαη θαζώο ην αλακέλακε λα είλαη ε πεξίπησζε ζε πνιιέο 

βηνινγηθέο εθαξκνγέο, εθκεηαιιεπόκαζηε ην γεγνλόο όηη 0 <ε << 1 

θαη ρξεζηκνπνηεί  κία κνλαδηθή ζεσξία δηαηάξαμεο (βιέπε π.ρ. 

Murray 1984 γηα κία ζύληνκε παηδαγσγηθή ζπδήηεζε βαζηθώλ 

ηερληθώλ).   

 Κάζε ηαιαλησηήο έρεη ηε δηθή ηνπ ιύζε νξηαθνύ θύθινπ ε 

νπνία κπνξεί λα αληηπξνζσπεύεη από κία θιεηζηή ηξνρηά γ ζην     

x − y θάζε πεδίνπ.  Μπνξνύκε λα εηζάγνπκε έλα λέν ζύζηεκα 

ζπληνληζκνύ ρξεζηκνπνηώληαο απηήλ ηελ θακπύιε ζαλ ηε βάζε 

ηνπ ηνπηθνύ ζπζηήκαηνο ζπληνληζκνύ. Μπνξνύκε λα 

ραξαθηεξίζνπκε ηνλ πεξηνδηθό νξηαθό θύθιν από κία θάζε ζ ε 

νπνία πεγαίλεη από 0 ζην Σ θαζώο θάλνπκε έλα νιόθιεξν ξεύκα 

γύξνπ θαη θάζε δηαηάξαμε από απηό από ηελ θάζεηε απόζηαζε Α 

πνπ κεηξάηαη από ην γ ζην γ, Α=0.  Απνδεηθλύεηαη λα είλαη 

ηδηαίηεξα θαηάιιειν γεληθώο ώζηε λα ρξεζηκνπνηήζεη απηόλ ηνλ 
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ραξαθηεξηζκό ζηε δηπιή αλάιπζε ηαιαλησηή.  Έηζη αληί ηνπ (9.15) 

ζαλ ηηο ιύζεηο απηόλνκνπ νξηαθνύ θύθινπ έρνπκε  

 

 

 

όπνπ X(  ) θαη Y(  ) είλαη Σ-πεξηνδηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ ζi. 

΢εκεηώζηε όηη ζi θαη Σ ζρεηίδνληαη κε d  /dt = 1. 

 Η ηδέα αληηπξνζώπεπζεο ηεο ιύζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

επηπέδνπ βάζεο, ε νπνία εηζάγεη κία ιύζε πεξηνδηθνύ νξηαθνύ 

θύθινπ, ζε ζρέζε κε ηε θάζε θαη κία θάζεηε δηαηάξαμε ηνπ 

νξηαθνύ θύθινπ κπνξεί λα εηθνλνγξαθεζεί από ην αθόινπζν 

παξάδεηγκα, ην νπνίν, αλ θαη θαηά παξαδνρή επηλνεκέλν, είλαη 

αθόκε θαζνδεγεηηθό.  

 Θεσξείζηε ην ζύζηεκα δηαθνξηθήο εμίζσζεο  

 

 

 

όπνπ σ είλαη ζεηηθό ζηαζεξό. Μία αλάιπζε επηπέδνπ θάζεο 

(βιέπε πεξηερόκελν Α) δείρλεη όηη (0, 0) είλαη ην κόλν κνλαδηθό 

ζεκείν θαη έλα αζηαζέο ειηθνεηδέο, πνπ ειίζζεηαη αληίζεηα από ηελ 

θίλεζε ξνινγηνύ.  Μία πεξηνξηζκέλε πεξίπησζε κπνξεί λα βξεζεί 

(απιά σο παξάκεηξν r ζαλ κεγάιν θαη παξαηεξνύκε όηη ζε απηό 

ην κεγάιν θύθιν ην άλπζκα ησλ ηξνρηώλ (d  /dt, d  /dt), δείρλεη 

πξνο ηα κέζα), έηζη από ην ζεώξεκα Poincare–Bendixson κία 

ιύζε πεξηνδηθνύ νξηαθνύ θύθινπ ππάξρεη θαη αληηπξνζσπεύεηαη 

από κία θιεηζηή ηξνρηά γ ,ζην (  ,  ) επίπεδν.  Δάλ ηώξα 

αιιάμνπκε ζε πνιηθέο κεηξήζεηο (r,ζ) κε 
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ζην ζύζηεκα (9.28) γίλεηαη  

 

 

 
 

 Σνλ νξηαθό θύθιν, ηελ ηξνρηά γ , βιέπνπκε λα είλαη r = 1.  Η 

ιύζε δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.14 (α).  Ο νξηαθόο θύθινο είλαη 

αζπκπησκαηηθά ζηαζεξόο εθόζνλ από (9.30) νπνηαδήπνηε  

 

 
 

΢ΥΗΜΑ 9.14 (α) Η ιύζε θάζεο επηπέδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

(9.30), ν αζπκπησκαηηθόο νξηαθόο ζηαζεξόο θύθινο είλαη r = 1 κε ηε θάζε ζ=σt 

παίξλνληαο ζ=0 ζην t=0. (β) ζρεκαηηθό παξάδεηγκα πνπ δείρλεη ηηο ηνπηθέο κεηξήζεηο 

ηνπ νξηαθνύ θύθινπ. Σν ζεκείν Ρ έρεη θάζε ζ=0 θαη ε θάζε απμάλεηαη από ην 2π 

ζηελ επηζηξνθή ζην Ρ κεηά ηελ θίλεζε γύξσ από ην γ κία θνξά.  

 

δηαηάξαμε από ην r=1 ζα ηεξκαηηζηεί κε ην r απιά γπξίδνληαο κε ην 

r=1, κε έλα ηξόπν αληίζεην κε ηελ θίλεζε ηνπ ξνινγηνύ γηαηί dζ/dt 

> 0.  ΢ε απηό ην παξάδεηγκα εάλ ε δηαηάξαμε από ηνλ νξηαθό 

θύθιν είλαη ζην ζεκείν r < 1 πνπ κεηώλεηαη θαζώο ηείλεη πξνο ηελ 

ηξνρηά r=1. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε κε r =1 είλαη ηζόηηκν ηεο 

ηξνρηάο γ θαη A, ε θάζεηε απόζηαζε από απηό είλαη απιά r − 1.  Σν 

ζύζηεκα δηαθνξηθήο εμίζσζεο ζε όξνπο ηνπ A(= r − 1) θαη ζ είλαη 

από (9.30) 
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Μπνξνύκε βέβαηα, λα ελζσκαηώζνπκε (9.30) αθξηβώο γηα λα 

πάξνπκε  

 

 
 

όπνπ r(0)=   , ζ(0) =   θαη από (9.29) 

 

 
 

θαζώο t →∞, r (t) → 1(έηζη A(t) → 0) θαη    → cos ζ,    → sin ζ, 

πνπ είλαη ηα ηζόηηκα ηνπ X(ζ) θαη Y (ζ) ζηελ (9.27): είλαη               

2π-πεξηνδηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ ζ. Δδώ ην πνζνζηό ηεο 

δηαζρίδνληαο γ (δειαδή r = 1) είλαη dζ/dt = σ από (9.31).  Σν 

ζρήκα 9.14(β) ζρεκαηηθά δείρλεη ηελ γεληθή θαηάζηαζε.  Δθεί ζ = 0   

ιακβάλεηαη γηα λα είλαη ζε θάπνην ζεκείν Ρ θαη ε θάζε απμάλεηαη 

από 2π θαζώο ε ηξνρηά γ δηαζρίδεηαη κηα θνξά ζε κηα ινγηθή 

αληίζεηε ζηελ θίλεζε ηνπ ξνινγηνύ. 

 Δάλ ζεσξήζνπκε ηώξα, ηνπο δπν ηαιαλησηέο, θάζε έλα κε 

απηόλνκν θιεηζηό νξηαθό θύθιν ε ηξνρηά   , i = 1, 2 ην απνηέιεζκα 

δηπιαζηαζκνύ ζα είλαη λα αιιάμεη ηηο ηξνρηέο θαη ηελ θάζε ηεο 

θάζε κηαο.  Μπνξνύκε λα ραξαθηεξίζνπκε ην απνηέιεζκα ζηνπο 

ηνπηθνύο όξνπο κέηξεζεο από ηελ θάζε    ε νπνία έρεη ζαλ 

παξάκεηξν ηα ζεκεία ζην    θαη κηα δηαηάξαμε    θάζεηε ζηνλ 

αξρηθό νξηαθό θύθιν.  Θπκεζείηε γηα ην ζύζηεκα δηπινύ 

ηαιαλησηή (9.16) ελδηαθεξόκαζηε ζηνλ αδύλακν δηπιαζηαζκό θαη 

έηζη   0 <ε <<1.  Με ε = 0 θάζε ηαιαλησηήο έρεη ηελ ιύζε νξηαθνύ 

θύθινπ ηελ νπνία κε όξνπο ηεο θάζεο κπνξνύκε λα 

θαηαγξάςνπκε όπσο ηελ (9.27), δειαδή 
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Αλακέλνπκε όηη ην απνηέιεζκα ηνπ Ο(ε) δηπιαζηαζκνύ είλαη ε αηηία 

πνπ νη ηξνρηέο    πνπ δίλνληαη από (9.27) λα αληηθαηαζηαζεί από 

Ο(ε).  Έηζη, κπνξνύκε λα δνύκε όηη κηα θαηάιιειε αιιαγή 

κεηαβιεηώλ είλαη από (  ,   ) γηα i = 1, 2 ζηηο ηνπηθέο κεηαβιεηέο 

Αη θαη ηελ λέα θάζε ζη γηα η=1,2, όπνπ Αη είλαη ε απόζηαζε θάζεηε 

ζηελ ηξνρηά     

 Γηα λα δώζνπκε θίλεηξα ζηελ εηδηθή κεηακόξθσζε 

κεηαβιεηώλ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε, αλαθεξζείηε ηώξα ζην ζρήκα 

9.15.  Διιείςεη ζπλδέζκνπ, ε ηξνρηά γ δηαζρίδεηαη κε ηαρύηεηα  

(dx/dt ,dy/dt ), παξάιιεια ζην γ.  Με όξνπο ηεο θάζεο ζ, ε νπνία 

απμάλεηαη κνλνηνληθά θαζώο ε ηξνρηά δηαζρίδεηαη, ε ηαρύηεηα από 

(9.34) θαη (9.35) είλαη ίζε (X’(ζ), Y ‘(ζ)) όπνπ νη αξρέο δείρλνπλ 

δηαθνξνπνίεζε ζε ζρέζε κε ην ζ.  Απηό ην άλπζκα ηαρύηεηαο 

δηαηαξάζζεηαη, ιόγσ ηνπ δηπιαζηαζκνύ, θαη ηεο ηξνρηάο γ πνπ ζα 

εθηνπηζζνύλ. 

 

 
 
΢ΥΗΜΑ 9.15.  Οπηηθό ζρεκαηηθό ηνπ απνηειέζκαηνο δηπιαζηαζκνύ ζηνλ νξηαθό 

θύθιν ηξνρηάο γ.  Σν θάζεην εθηόπηζκα Α ηνπ αλύζκαηνο ηαρύηεηαο δίλεηαη από ην 

θαηάιιειν πξντόλ αλύζκαηνο, δειαδή A(X’, Y ‘, 0) × (0, 0, 1),δειαδή, A(Y ‘,−X’, 0). 

 

 

Απηόο ν εθηνπηζκόο κπνξεί λα πεξηγξαθεί ζε θάζε ζεκείν από ηελ 

θάζεηε απόζηαζε πνπ εθηνπίδεηαη, πξνζδηνξηζκέλε από ην 

άλπζκα Α ζην ζρήκα.  Δθόζνλ, Α είλαη ην άλπζκα πξντόληνο ηεο 
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ηαρύηεηαο (X’(ζ), Y ‘(ζ), 0) θαη ε κνλάδα αλύζκαηνο θάζεηε ζην   

(x, y) επίπεδν, δειαδή, (0,0,1), απηό δίλεη 

 

 

 

 Σώξα ζεσξήζηε, ην ζύζηεκα (9.16) κε 0 <ε << 1 κε ηελ 

ππόζεζε καο όηη νη απηόλνκεο ηξνρηέο δηαηαξάζζνληαη κε Ο(ε).  

Μηα θαηάιιειε αιιαγή ηνπ κεηαβιεηνύ από (  ,   ) ζην (  ,   ) 

ηόηε είλαη ρξεζηκνπνηώληαο (9.34) θαη (9.36), 

 

 

 

Δδώ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη εΑ ζηε ζέζε ηνπ Α γηα λα δώζνπκε 

έκθαζε ζην γεγνλόο, όηη εθόζνλ ην ε είλαη κηθξό ζηελ αλάιπζε 

καο, έηζη είλαη θαη ε δηαηάξαμε ζηελ ηξνρηά. 

 

 

9.8 Μοναδική Ανάλςζη Γιαηαπασών: Μεηαμοπθωμένο 

΢ύζηημα 

 

 

Αο ρξεζηκνπνηήζνπκε ηώξα ηελ αιιαγή κεηαβιεηνύ (9.37) ζην 
δηπιό ζύζηεκα (9.16) κε 0 <ε <<1.  Γειαδή, ρξεζηκνπνηνύκε ηελ 
(9.37) από ηηο δεμηέο πιεπξέο θαη επεθηείλνπκε ζε κηα ζεηξά Taylor  
ζην ε: ε άιγεβξα είλαη ζύλζεηε θαη ιεπηή, αιιά ην αθξηβέο 
ελδηαθέξνλ θαη ζεκαληηθό απνηέιεζκα πνπ δείρλνπκε ζε απηό ην 
θεθάιαην, αιιά επίζεο, γηα ηα δύν άιια δξακαηηθά θαηλόκελα πνπ 
ζα ζπδεηήζνπκε ζηα θεθάιαηα 12 θαη 13.  Δθηεινύκε αξθεηή 
άιγεβξα γηα λα δείμνπκε πσο ζα πάξνπκε ηηο εμηζώζεηο (9.16) κε 
όξνπο ησλ κεηαβιεηώλ    θαη   .  Πάλησο ε ρξήζε ελόο 
δηαθνξεηηθνύ ζηπινύ θαη ραξηηνύ ζπζηήλεηαη γηα απηνύο πνπ 
ζέινπλ λα αθνινπζήζνπλ ηηο ιεπηνκέξεηεο ηεο άιγεβξαο.  ( Απηνί 
νη αλαγλώζηεο πνπ επηζπκνύλ λα παξαιείςνπλ απηή ηελ άιγεβξα 
κπνξνύλ λα πξνρσξήζνπλ ζηηο εμηζώζεηο (9.45) αλ θαη ζα γίλεη 
αλαθνξά αξγόηεξα ζε κεξηθνύο νξηζκνύο πνπ πεξηιακβάλνληαη 

εδώ).   
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΢ηα αθόινπζα, ε δηαθσλία ησλ δηαθόξσλ ιεηηνπξγηώλ, 
θπξίσο X & Y, είλαη     εθηόο εάλ δειώλεηαη αιιηώο ή 
πεξηιακβάλεηαη γηα έκθαζε.  Σν πξώην ησλ (9.16), 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (9.37) γίλεηαη 
 

 

 
Δλώ ην δεύηεξν γίλεηαη 
 
 

 
 
Όηαλ ε=0 έρνπκε από (9.14) 
 

 
Σώξα πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ (9.38) επί Χ’(    θαη ηελ 
πξνζζέηνπκε ζηελ Y’(     επί (9.39) γηα λα πάξνπκε 
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Από (9.40) X’F(X, Y ) =   θαη Y ‘G(X, Y ) =    έηζη ε ηειεπηαία 

εμίζσζε γίλεηαη  

 

 
 

Όπνπ              
 

 

 
Δάλ ηώξα δηαηξέζνπκε θαη ηηο δπν πιεπξέο κε   (1+εΓ   ) θαη 

επεθηείλνπκε ηελ δεμηά πιεπξά ζαλ ζεηξά γηα 0 <ε <<1, παίξλνπκε 
 

 
 
  
Με όκνην ηξόπν παίξλνπκε ηελ εμίζσζε γηα 
   πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (9.38) κε Y’(     θαη αθαηξώληαο ην 

από,  Χ’(    επί ηελ (9.39).  Υξεζηκνπνηώληαο ηελ (9.40) θαη ηελ 

(9.42) γηα d  /dt, έρνληαο θαηά λνπ όηη ε<<1 , παίξλνπκε 
 

 
 

Όπνπ  
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Καη Φ, θ θαη Ψ όια πξνζδηνξίδνληαη: Α θαη θ είλαη ηα αλύζκαηα 

(       θαη (      .  Οη κόλεο ιεηηνπξγίεο ησλ νπνίσλ απαηηνύκε 

ηελ αθξηβή ζύλζεζε είλαη U(       & V(      , πνπ δίλνληαη από 
(9.44) θαη (9.41) αληηζηνίρσο. 
 Δάλ ηώξα θάλνπκε ην ίδην κε ηηο ηξίηεο θαη ηέηαξηεο εμηζώζεηο 
ηνπ (9.16) βξίζθνπκε όηη ην απνηέιεζκα ηεο κεηακόξθσζεο ζην 
(  ,     εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηώλ, είλαη λα αληηθαηαζηήζνπκε ην 
δηπιό ζύζηεκα κνληέινπ ηαιαλησηή 9.16 κε  
 

 
 
Οη ιεηηνπξγίεο U θαη V, πνπ δίλνληαη από (9.41) θαη (9.44) ζα 
αλαθεξζνύλ αξγόηεξα.  Οη αθξηβείο ζπλζέζεηο ησλ ιεηηνπξγηώλ Φ, 
θ, Γ , γ , Ω,   ,   θαη r είλαη βαζηθνί γηα ηελ αθόινπζε αλάιπζε, 
αιιά ην ζεκαληηθό είλαη όηη όιεο ηνπο είλαη Σ-πεξηνδηθνί ζην    θαη 

   θαη όηη ην Φ ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε 
 

 
Απηή ε ηειεπηαία ζρέζε έξρεηαη από ην γεγνλόο όηη νη αξρηθέο 
ιύζεηο νξηαθνύ θύθινπ ησλ κε δηπιαζηαζκέλσλ ηαιαλησηώλ είλαη 
ζηαζεξέο, νπηζζνρσξνύκε ιίγν γηα λα ην απνδείμνπκε. 
 
 

Καηάζηαζε ΢ηαζεξόηεηαο Οξηαθνύ Κύθινπ γηα ηνπο Απνδεπθηηθνύο 
Σαιαλησηέο 
 
 
Οη ηαιαλησηέο είλαη απνζπλδεκέλνη όηαλ θ θαη ι είλαη κεδέλ. 

Θέινπκε λα θξαηήζνπκε ε=0 εθόζνλ πξόθεηηαη λα κειεηήζνπκε 
ηνλ ηαιαλησηή δηαηάξαμεο νξηαθνύ θύθινπ ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 
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κεηακόξθσζε ηνπ (9.37).  Με όξνπο ησλ κεηαβιεηώλ Α θαη ζ λα 
δηεπζύλνπλ ην ζύζηεκα από (9.45) θαη (9.46), κε θ=ι=0 ηόηε είλαη 
 

   
 

Όπνπ Φ είλαη ε Σ-πεξηνδηθή ιεηηνπξγία ηνπ ζ.  Γηα ρξόλνπο Ο(1) ε 
δεύηεξε εμίζσζε δίλεη ζ   t  θαη ε πξώηε γίλεηαη  

 

 
 

Η νπνία ελζσκαηώλνληαο από t ζε t + T, δίλεη 
 

 

 
 
 

Όπνπ ηα όξηα ελζσκάησζεο έρνπλ αιιάμεη γηαηί ε Φ είλαη             
Σ-πεξηνδηθή ιεηηνπξγηά.  Ο κε δηαηαξαγκέλνο νξηαθόο θύθινο είλαη   
A ≡ 0, ζ = t + ς.  Έηζη, ν νξηαθόο θύθινο είλαη ζηαζεξόο εάλ όιεο νη 
ιύζεηο ηνπ (9.48) έρνπλ A(t)→ 0 όπσο t →∞.  Από 9.49 βιέπνπκε 
όηη εάλ  
 

 
 
 

Σόηε, A(t + T) < A(t) γηα όια ηα t θαη έηζη A(t) → 0 όπσο t →∞. 
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9.9 Μοναδική Ανάλςζη Γιαηάπαξηρ: Γςο Υπόνων Δπέκηαζη 
 
 
 
Οη Ο(ε) όξνη ζηηο εμηζώζεηο (9.45) θαη (9.46) ζα έρνπλ απνηέιεζκα 
κεηά από πνιύ ρξόλν, O(1/ε) ζηελ πξαγκαηηθόηεηα.  Απηό 
πξνηείλεη λα ςάμνπκε γηα κηα αζππησκαηηθή ιύζε θαζώο ε → 0 γηα 
ην    θαη ην   ζην (9.45) θαη ζην (9.46) ζηελ αθόινπζε ζύλζεζε 
 

 
 

Όπνπ ηα    θαη ηα     είλαη ιεηηνπξγίεο γηα ην ρξόλν t, ην γξήγνξν 

ρξόλν θαη η =εt, ηνλ κεγάιν ή ηνλ κηθξό ρξόλν.  Με άιια ιόγηα 
κόλν κεηά ηνπο ρξόλνπο Σ=Ο(1), δειαδή t = O(1/ε), θάλνπλ ηα      
ε-απνηειέζκαηα λα δείρλνπλ. (Βιέπε π.ρ. Murray 1984 γηα κηα 
πξνθαηαξηηθή έθζεζε γηα απηήλ ηελ επεθηαηηθή εξγαζία δπν 
ρξόλσλ.  Σώξα όια ηα παξάγσγα ρξόλσλ 
 

 
 

Καη ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ, (9.45) θαη (9.46), γίλεηαη έλα κεξηθό 
ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. 
 Η άιγεβξα ζην ππόινηπν απηνύ ηνπ κέξνπο είλαη επίζεο 
ζύλζεηε.  Σν ηειηθό απνηέιεζκα, δειαδή, ε εμίζσζε (9.69) 
απαηηείηαη ζην αθόινπζν κέξνο (9.10), όπνπ έλα ζεκαληηθό 
απνηέιεζκα δηπιώλ ηαιαλησηώλ παξάγεηαη. 
 Δάλ ηώξα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ (9.50) κε ηελ (9.51) κέζα 
ζην (9.45) θαη (9.46) θαη λα εμηζώζνπκε ηηο δπλάκεηο ηνπ ε, 
παίξλνπκε ηελ αθόινπζε ηεξαξρία εμηζώζεσλ 
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Δάλ ελζσκαηώζνπκε ηελ δεύηεξε θαη ηελ ηέηαξηε ηνπ (9.52) 
παίξλνπκε  
 

 
 

Όπνπ, ζε απηή ηελ θάζε ην       είλαη απζαίξεηεο ιεηηνπξγίεο ηνπ 
η.  Δάλ ηώξα αληηθαηαζηήζνπκε απηέο, κέζα ζηηο πξώηεο θαη ηξίηεο 
εμηζώζεηο ηνπ (9.52) παίξλνπκε 
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Γηα λα πάξνπκε ηηο απαηηνύκελεο ιύζεηο γπξλάκε πίζσ πάιη θαη 
ζεσξνύκε ηηο ιηγόηεξν ζύλζεηεο εμηζώζεηο 

  
 

Όπνπ ρ ≡        Θπκεζείηε όηη νη ιεηηνπξγίεο Φ, θ θαη U είλαη 
όιεο Σ-πεξηνδηθέο.  Η επλντθή ή νκνγελήο ιύζε γηα θάζε κηα είλαη 

 
Από (9.47) έρνπκε v(s) < 0, πνπ είλαη αλαγθαίν γηα ηελ 
ζηαζεξόηεηα ηνπ ρσξηζηνύ νξηαθνύ θύθινπ ηαιαλησηώλ.  Σώξα νη 
επλντθέο ιύζεηο ζα έρνπλ θζνξά, ηειηθόο, ζην κεδέλ.  Μπνξνύκε 
ηώξα λα δείμνπκε όηη θάζε κηα από ηελ (9.56) έρεη κηα κνλαδηθή    
Σ-πεξηνδηθή ιύζε.  Γηα λα γίλεη απηό ζεσξνύκε, π.ρ. ην πξώην ηεο 
(9.56).  Η αθξηβήο ιύζε είλαη   
 

 
 
Η εμίζσζε γηα x δελ έρεη ππνζηεί αιιαγή εάλ αληηθαηαζηήζνπκε s 
κε s + T .  Δθόζνλ, ε παξαπάλσ ιύζε γηα x(s) είλαη πεξηνδηθή 
 

 
 
Η νπνία είλαη κηα εμίζσζε γηα ηελ αξρηθή αμία x(0), αληηθαηάζηαζε 

από ηελ νπνία κέζα ζην (9.57) δίλεη ηελ κνλαδηθή Σ-πεξηνδηθή 

ιύζε ηεο πξώηεο ηνπ (9.56).  Οκνίσο, ε δεύηεξε ηνπ (9.56) έρεη 
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κηα κνλαδηθή Σ-πεξηνδηθή ιύζε.  Γειώλνπκε απηέο ηηο πεξηνδηθέο 

ιύζεηο από  

 
 
Με όξνπο απηώλ ησλ ιύζεσλ (9.58) νη γεληθέο ιύζεηο ηνπ (9.55) 
είλαη  
 

 
 

 Όπνπ ην    θαη    είλαη απζαίξεηεο ιεηηνπξγίεο ηνπ η.  Δάλ ηώξα 

αληηθαηαζηήζνπκε απηέο κέζα ζηηο ζ-εμηζώζεηο ζην (9.53) 

παίξλνπκε 

 
Δάλ f(t) είλαη κηα Σ-πεξηνδηθή ιεηηνπξγία κπνξνύκε λα γξάςνπκε 
 

 
 
Όπνπ σ(t) είλαη κηα Σ-πεξηνδηθή έρεη κεδεληθή έλλνηα.  Δάλ ηώξα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε  απηό ην γεγνλόο ζην (9.60) παίξλνπκε 
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Όπνπ 

 
 
Με  
 

 
 
Οη ιεηηνπξγίεο   ( t, η ) θαη   ( t, η ) είλαη θηηαγκέλεο εθζεηηθά από 
θζαξκέλνπο όξνπο θαη πεξηνδηθνύο όξνπο ηεο κεδεληθήο έλλνηαο, 
έηζη ελζσκαηώλνληαο ην (9.62) παίξλνπκε 
 
 

 
 

Όπνπ    θαη    είλαη δεζκεπκέλεο ιεηηνπξγίεο.  Αλ ηώξα 
αληηθαηαζηήζνπκε απηέο ηηο ιύζεηο κέζα ζηελ ηξίηε ηνπ (9.53) θαη 

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ (9.54) θαη (9.57), ε εμίζσζε γηα    
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Όπνπ B(t, η) είλαη κηα άιιε ιεηηνπξγία ε νπνία απνηειείηαη από έλα 

εθζεηηθό θζαξκέλν όξν θαη έλα Σ-πεξηνδηθό κέξνο. 
 ΢ην ζπλήζε ηξόπν αζπκπησκαηηθήο κνλαδηθήο δηαηάξαμεο 

ηώξα απαηηνύκε ην Ο(ε) κέξνο ηνπ έβξνπο, δειαδή,     θαη ηνπ 

ρξόλνπ παξαγώγνπ ηνπ.      /  , λα είλαη δεζκεπκέλν γηα όιν ην 

ρξόλν-απηό δηαζθαιίδεη όηη νη ζεηξέο ιύζεο ηεο (9.50) είλαη 

νκνηόκνξθα έγθπξε όιν ην ρξόλν.  Από (9.66) απηό απαηηεί όηη 

 

 
 

Πξέπεη λα δεζκεύεηαη όινο ν ρξόλνο. Πάλησο εθόζνλ    θαη    
είλαη Σ-πεξηνδηθέο ιεηηνπξγίεο (θαη έηζη δελ ηείλεη ζην κεδέλ θαζώο 
t  ) ν κόλνο ηξόπνο πνπ κπνξνύκε λα πάξνπκε δέζκεπζε είλαη 
εάλ 
 

 
 
Γεληθώο    θαη    είλαη δπν δηαθνξεηηθέο πεξηνδηθέο ιεηηνπξγηέο, 

έηζη ν κόλνο ηξόπνο λα δηαζθαιίζνπκε ηελ (9.67) είλαη εάλ   θαη 

   είλαη θαη ηα δπν κεδέλ, δειαδή, από (9.63), απαηηνύκε, 
 

 
Καη έηζη 
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Φέξλνληαο ζηελ κλήκε όηη ρ =      , εάλ αθαηξέζνπκε ηηο δπν 

ηειεπηαίεο εμηζώζεηο παίξλνπκε ηελ αθόινπζε κνλαδηθή εμίζσζε 

γηα  ρ.  

 
Όπνπ  

 
 
Σν εμαξηώκελν κεηαβιεηό ρ  είλαη ε αιιαγή θάζεο ιόγσ ηνπ 

δηπιαζηαζκνύ: Η θνηλή δηαθνξηθή εμίζσζε (9.69) δηεπζύλεη ην 

ρξόλν εμέιημεο ηεο αιιαγήο θάζεο.  Η παξαγσγή απηήο ηεο 

εμίζσζεο είλαη ν θύξηνο ζθνπόο ηεο κνλαδηθήο αλάιπζεο ηεο 

δηαηάξαμεο ζηα κέξε 9.8 θαη 9.9.  Δπίζεο, είλαη ε εμίζσζε ηελ 

νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πξνο όθεινο, όρη κόλν εδώ, αιιά θαη 

ζην θεθαιαίν 12. 

 

 

 
9.10 Ανάλςζη Δξίζωζηρ ηηρ Αλλαγήρ Φάζηρ και Δθαπμογήρ 
ηων Γιπλών Belousov–Zhabotinskii Ανηιδπάζεων  
 
 
 
Οη ιεηηνπξγίεο H(ρ) θαη H(−ρ) είλαη Σ-πεξηνδηθέο ιεηηνπξγίεο από 
ηνλ νξηζκό ηεο(9.64).  Έηζη,  ε P(ρ) ζηελ εμίζσζε αιιαγήο θάζεο 
ηεο (9.69) είλαη επίζεο κηα Σ-πεξηνδηθή πεξηνδηθή ιεηηνπξγία.  Δάλ  
ρ = 0, P(0) = H(0) − H(0) = 0.  Από ηελ ζύλζεζε ηνπ H(ρ) ζηελ 
(9.64) όζν ην παξάγσγν ηεο ζην ρ = 0 είλαη 
 

 
 

 

Η ιεηηνπξγία ξ(s, ρ) είλαη ε Σ-πεξηνδηθή ιύζε ηεο δεύηεξεο ηεο 
(9.56), νλνκαζηηθά, 
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Η νπνία δηαθνξνπνηνύκελε ζε ζρέζε κε ην ρ θαη ηνπνζεηώληαο ην 
ρ =0 δίλεη 
 

 
 

Από ηνλ νξηζκό ηνπ U ζηελ (9.44) βιέπνπκε όηη               = 0 

θαη έηζη ε κόλε πεξηνδηθή ιύζε ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο είλαη 
            =0.  Υξεζηκνπνηώληαο ηελ (9.41) ην νπνίν δίλεη ηνλ 

νξηζκό ηνπ V, παίξλνπκε               =1.  Με απηέο ηηο αμίεο ηεο 

(9.70) δίλεη  
 

 
 

Έηζη, P’(0) = −H’(0) – H’(0) = −2k. Σν ζρήκα 9.16(α) δείρλεη έλα 
ηππηθό P(ρ).  Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηελ εμίζσζε εμέιημεο ρξόλνπ  
ηεο (9.69)  γηα ηελ αιιαγή θάζεο ρ =      .  Σν θιείδσκα θάζεο 
πξνθύπηεη όηαλ ε δηαθνξά θάζεο είλαη ζπλερόκελν όιν ην ρξόλν, 
δειαδή όηαλ ρ =     είλαη ζπλερέο.  Οη ιύζεηο  θιεηδώκαηνο θάζεο 

δίλνληαη από (9.69) ηνπνζεηώληαο dρ/dη = 0, δειαδή, ιύζεηο     
ηεο 
 

 
 
΢ΥΗΜΑ 9.16. (α) ΢ρεκαηηθή ζύλζεζε ηεο Σ- πεξηνδηθήο ιεηηνπξγίαο  P(ρ) ζηελ 
εμίζσζε ηεο αιιαγήο θάζεο, δίλνληαη από ηελ (9.69).  (β) Πξνζδηνξηζκόο 

ιύζεσλ ζηαζεξήο θαηάζηαζεο      από ηελ δηαζηαύξσζε ηνπ  P(ρ) = ιβ.   
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Η γξακκηθή ζηαζεξόηεηα ηνπ    δίλεηαη από ηελ γξακκηθόηεηα ηεο 
(9.69), ε νπνία δίλεη 
 

 
Αθόκα θαη ηελ  
 

 
 

 
Γηα παξάδεηγκα, αλ νη δηπινί ηαιαλησηέο είλαη αθξηβώο όκνηνη, ι=0 
από (9.16) θαη από ην ζρήκα 9.16(α) ρ=0 είλαη κηα ιύζε ηνπ      
P(ρ) =0 θαη ηνπ παξαγώγνπ ηεο P’(0) < 0.  Δηζη, ρ=0 είλαη ζηαζεξό.  
Απηό ζεκαίλεη όηη, ν δηπιαζηαζκόο ζπγρξνλίδεη ηνπο ηαιαλησηέο. 
  Αο ππνζέζνπκε ηώξα, όηη νη δηπινί ηαιαλησηέο δελ είλαη 
όκνηνη, δειαδή ι 0 θαη ε 0 ζηελ (9.16).  ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε 

νη ζηαζεξέο θαηαζηάζεηο       ηεο (9.71) ζα εμαξηεζνύλ ζην εάλ ε 
νξηδόληηα γξακκή ιβ δηαζηαπξώλεηαη κε ηελ θακπύιε ηνπ P(ρ) ζην 
ζρήκα 9.16(α).  Έηζη, ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ δπν ιύζεηο ζηαζεξώλ 
θαηαζηάζεσλ ζην 0 ≤      ≤ T, εάλ 

 

 
 
Αλαθεξόκελνη, ζην ζρήκα 9.16(β) βιέπνπκε όηη νη δπν ηππηθέο 

ιύζεηο    θαη     είλαη αληίζηνηρα αζηαζείο θαη ζηαζεξέο από ηελ 

(9.72), εθόζνλ από επηζεώξεζε P’(  ) > 0 θαη P’(  ) < 0.  ΢ε 
απηήλ ηελ θαηάζηαζε, ν δηπιόο ηαιαλησηήο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα 
εμειηρζεί ζε ηαιαλησηή νξηαθνύ θύθινπ κε αιιαγή ζπλερνύο 

θάζεο    κεηαμύ δπν ηαιαλησηώλ κεηά από πνιύ ρξόλν, θαη 
ελλννύκε  η κεγάιν, πνπ ζηε ζπλέρεηα ελλνεί  εt κεγάιν.  Δάλ, 

ππάξρνπλ ή όρη νη ιύζεηο  ζηαζεξώλ θαηαζηάζεσλ γηα ηελ αιιαγή 
ηεο θάζεο ρ εμαξηάηαη από ηελ ζύλζεζε ηνπ P(ρ), ην παξάδεηγκα 
ζην ζρήκα 9.16 είλαη ελδεηθηηθό ηεο πην απιήο θαηάζηαζεο. 

Δθόζνλ, ην ιβ βξίζθεηαη κεηαμύ ηνπ κεγίζηνπ ειάρηζηνπ P(ρ) 

ηεο (9.73) είλαη ηθαλνπνηεκέλν, νη ιύζεηο ζηαζεξήο θαηάζηαζεο    
ηεο (9.71) εμαξηώληαη ζπλερώο από ην ιβ.  Απηό είλαη μεθάζαξν 
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από ην ζρήκα9.16(β) εάλ ε γξακκή P = ιβ κεηαθηλείηαη ζπλερώο 
κεηαμύ ησλ πςειόηεξσλ θαη ρακειόηεξσλ νξίσλ P(  ) θαη P(  ).  
Γηα παξάδεηγκα, θαζώο ην ιβ απμάλεηαη ε ζηαζεξή θαηάζηαζε 

αιιαγήο ηεο θάζεο κεηαμύ ησλ ηαιαλησηώλ κεηώλεηαη.   
Αο ππνζέζνπκε ηώξα, όηη ιβ είλαη ηέηνην πνπ  νη δπν ιύζεηο 

ζπλαπμάλνληαη, είηε ζην P(  ) ή ζην P(  ) θαη ξσηάκε ηη ζπκβαίλεη 

όηαλ ην ιβ είλαη ηέηνην πνπ νη ιύζεηο δελ ππάξρνπλ πιένλ.  Γηα λα 

εμεηάζνπκε απηήλ ηελ θαηάζηαζε αο είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη θαη λα 

ζεσξήζνπκε ηελ πεξίπησζε όπνπ ιβ είλαη ειαθξώο ιηγόηεξε από 

ηελ θξίζηκε αμία     = P(  ).  Mε ιβ αθξηβώο ιηγόηεξν από P(  ) 

δελ ππάξρεη δηαζηαύξσζε ηνπ P(ρ) θαη ηελ γξακκή.   

 

 
 
Σώξα γξάθνπκε ηελ εμίζσζε δηαθνξάο θάζεο (9.69) ζηελ 
ζύλζεζε 
 

 
ν

 
 
΢ΥΗΜΑ 9.17 (α) Η θαηάζηαζε γηα ηελ ρ-εμίζσζε (9.75) όπνπ δελ ππάξρεη 

ιύζε ζηαζεξήο θαηάζηαζεο.  Δδώ 0 <     1.  (β) Η ζρεκαηηθή ιύζε, θαηά 
ηελ δηάξθεηα ηεο νπνίαο ππάξρνπλ κεγάινη πεξίνδνη πνιύ κηθξήο αιιαγήο ζην 
ρ δηαζπώκελν κε δηάθνξεο ηαρύηεηεο.   
 
 

Σν ζρήκα 9.17(α) δείρλεη   /    ζαλ ιεηηνπξγία ηνπ ρ γηα   >0.  

Απηή είλαη ε ίδηα θακπύιε όπσο ζην ζρήκα 9.16(α) απιά 
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κεηαθίλεζε κηα απόζηαζε - P(  )+   , ε νπνία ζηελ θαηάζηαζε 
καο είλαη επαξθήο λα θάλεη ηελ (9.75) λα κελ έρεη ιύζεηο ζηαζεξώλ 
θαηαζηάζεσλ γηα ην ρ δειαδή, ε θακπύιε ηνπ   /    ζαλ 

ιεηηνπξγία ηνπ ρ δελ δηαζηαπξώλεη ην   /   =0 άμνλα.   

Η ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ πξνέθπςε από (9.75) είλαη κηα 
άιιε κνλαδηθή δηαηάξαμε πνπ όηαλ 0 < δ  1 θαη κπνξεί λα 
δηαπξαγκαηεπζεί από κνλαδηθέο ηππηθέο ηερληθέο δηαηαξάμεηο (βι. 
Murray 1984).  Πάλησο δελ είλαη αλαγθαίν λα εθηειέζνπκε ηελ 
αζπκπησκαηηθή αλάιπζε γηα λα δνύκε ηη ζπκβαίλεη κε ηηο ιύζεηο.  

Πξώηα ζεκεηώζηε, όηη όηαλ δ = 0 (δειαδή ιβ= P(  )) ππάξρνπλ νη 
ιύζεηο ηεο ρ =    + nT γηα  n = 0, 1, 2, . . . εθόζνλ P(ρ) είλαη ζηελ 
Σ- πεξηνδηθή ιεηηνπξγία.  Γηα λα είκαζηε ζπγθεθξηκέλνη, αο 
αξρίζνπκε κε ρ ≈   ζην ζρήκα 9.17(α).  Από (9.75) θαη από ην 
γξάθεκα ζην ζρήκα 9.17,   /   =O(   >0 ην νπνίν ππαηλίζζεηαη 

όηη ρ ≈   +  η θαη έηζη γηα ρξόλνπο η = O(1), ρ  δελ δηαθέξεη πνιύ 
από ην      Πάλησο, γηα όια ηα η > 0,   /    > 0 θαη έηζη ην ρ ζίγα 

ζηγά απμάλεηαη.  Με η επαξθώο κεγάιν, έηζη ώζηε ην ρ αξρίδεη λα 
δηίζηαηαη ζεκαληηθώο από    , P(ρ) -  P(  ) δελ είλαη πιένλ κεδέλ, 

πνπ ζε απηή ηελ πεξίπησζε    /    είλαη O(1) θαη ην ρ αιιάδεη 

κεηξήζηκα ηνπο ρξόλνπο η = O(1) θαη ρ →    +T.  Όηαλ ην ρ είλαη 
θνληά ζην    +T, γηα άιιε κηα θνξά P(ρ) -  P(  ) ≈ 0 θαη            

  /   =O(    πάιη.  Η πνηνηηθή εηθόλα ηώξα είλαη ζαθήο.  Η ιύζε 

παξακέλεη ζηελ πεξηνρή ησλ ιύζεσλ ρ =    + nT γηα πνιύ ρξόλν 

η = O(1/  ), κεηά αιιάδεη ζηνπο ρξόλνπο η = O(1), ζηελ επόκελε 
ιύζε κε δ=0, όπνπ πάιη παξακέλεη γηα πνιύ ρξόλν.  Απηή ε 
δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη ζε κηα ζρεδόλ πεξηνδηθή αιιά αξθεηά 
δηαθνξεηηθνύ ηξόπνπ Σ-πεξηνδηθήο ζπκπεξηθνξάο νξηαθνύ θύθινπ 
πνπ πήξακε πξηλ.  Η ιύζε δείρλεηαη ζην ζρήκα 9.17(β).  Οη 
ηαρύηαηεο αιιαγέο πεξηνρώλ είλαη κνλαδηθέο πεξηνρέο ζηαζεξέο 
πεξηνρέο είλαη κε κνλαδηθά κέξε ησλ ιύζεσλ.  Απηή ε 
ζπκπεξηθνξά είλαη γλσζηή σο δηαρσξηζκόο ξπζκνύ.  Έηζη, θαζώο 
ιβ     = P(  ) ε ιύζε ηνπ ρ δηαθιαδώλεηαη από ηνλ 
ζπγρξνληζκό ζην δηαρσξηζκό ξπζκνύ. 

Σώξα πνπ γλσξίδνπκε ηελ πνηνηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ          
ρ =       κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε ην    θαη ην   από ηελ 
(9.68),  
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Οη ιύζεηο    θαη     ηόηε δίλνληαη από  
 

 
 

 

 
 
 
΢ΥΗΜΑ 9.18. (α) Η ζπρλόηεηα dζ/dt από έλαλ ησλ ηαιαλησηώλ όηαλ ιβ είλαη 

ειαθξώο ιηγόηεξν από ην ειάρηζην P(  ) θαη πξνθύπηεη ν δηαρσξηζκόο 
ξπζκνύ. (β) Η δηαθνξά ρξόλνπ ζην    όηαλ ην θιείδσκα θάζεο πνπ 
δηαθιαδώλεη ηνλ ξπζκό δηαρσξηζκνύ. 
 
 

 
Η ζπρλόηεηα ησλ ηαιαλησηώλ πνπ δίλεηαη ζην O(ε) από, 
 

 
 

Σν ζρήκα (9.18) δείρλεη ηελ ιύζε ηνπ ξπζκνύ δηαρσξηζκνύ.  Σα 
κηθξά εμνγθώκαηα είλαη νη ηαρύηαηεο δηαθνξέο ζην ρ επί O(1) ελώ 
νη κεγάιεο επίπεδεο πεξηνρέο αληηζηνηρνύλ ζηηο αξγά 

δηαθνξνπνηνύκελεο ιύζεηο όπνπ ε δηαθνξά θάζεο       (=ρ) 
είλαη πεξίπνπ ζπλερήο.  Σν ζρήκα 9.18(β) δείρλεη κηα ηππηθή ιύζε 
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   ζαλ ιεηηνπξγία ηνπ t   πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ξπζκό δηαρσξηζκνύ.  
΢εκεηώζηε ηελ απόηνκε αιιαγή, ζηελ ζπρλόηεηα ε νπνία 
πξνθύπηεη όηαλ ε δηαθνξά θάζεο ρ πεξλάεη από ηελ πεξηνρή ηεο 

ηαρύηαηεο αιιαγήο από κηα ιύζε     ζηελ επόκελε       
 Απηό ην θαηλόκελν δηαθιάδσζεο πνπ παξνπζηάζηεθε από 
δηπινύο ηαιαλησηέο, όπνπ ππάξρεη κηα απόηνκε αιιαγή από 
θιείδσκα θάζεο ζε δηαρσξηζκό ξπζκνύ, είλαη αθξηβώο απηό πνπ 
επεδείρζε πεηξακαηηθώο από ηνλ  Marek θαη Stuchl (1975),όπσο 
πεξηγξάθηεθε ζην κέξνο 9.5, δειαδή παξαηήξεζαλ πξώηα ην 
θιείδσκα θάζεο.  Σόηε όηαλ νη παξάκεηξνη άιιαμαλ έηζη ώζηε νη 
ζπρλόηεηεο απηόλνκσλ νξηαθώλ θύθισλ ήηαλ επαξθώο 
δηαθνξεηηθέο, παξαηήξεζαλ όηη ε θάζε δηαθνξάο ήηαλ αξγά 
δηαθνξνπνηνύκελε γηα κεγάιεο πεξηόδνπο ρξόλνπ, αιιά ηνληζκέλε 
από κηθξώλ πεξηνδηθώλ ηαρπηήησλ δηαθπκάλζεσλ.  Απηό είλαη ην 
θαηλόκελν δηαρσξηζκνύ ξπζκνύ πνπ έρνπκε ζπδεηήζεη 
παξαπάλσ.  
 

 
 

 


