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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Αυτός ο τελευταίος τόµος του µαθήµατος της θεωρητικής φυσικής ασχολείται µε  

φυσική κινητική, υπό την ευρεία έννοια της θεωρίας του µικροσκοπικού των διαδικασιών 

σε συστήµατα όχι σε στατιστική ισορροπία. 

Σε αντίθεση µε τις ιδιότητες των συστηµάτων τα οποία είναι σε στατιστική 

ισορροπία, οι κινητικές ιδιότητες σχετίζονται πολύ περισσότερο µε τη φύση τις 

αλληλεπιδράσεις του µικροσκοπικού µε ένα συγκεκριµένο φυσικό αντικείµενο. Αυτός 

είναι ο λόγος για τη τεράστια ποικιλία σε αυτές τις ιδιότητες και την σηµαντικά 

µεγαλύτερη πολυπλοκότητα της σχετικής θεωρίας. Η επιλογή θεµάτων που θα 

περιληφθούν σε µια γενική πορεία της θεωρητικής φυσικής γίνεται έτσι λιγότερο σαφής.  

Ο σκοπός του βιβλίου θα είναι εµφανής από το πίνακα περιεχοµένων. Εδώ, θα 

προσθέσουµε µόνο µερικά σηµάδια. 

Περισσότερη προσοχή δίνεται στη θεωρία των οξυγόνων, ως τον απλούστερο 

κλάδο, της αρχής της κινητικής θεωρίας. Πολλά κεφάλαια αναρωτούνται µε τη θεωρία 

του πλάσµατος, όχι µόνο εξαιτίας της εσωτερικής /ουσιαστική της φυσικής πολυτιµότατης 

αυτού του µέρους της κινητικής θεωρίας, αλλά επίσης επειδή πολλά από τα προβλήµατα 

που εµπλέκονται µπορούν να λυθούν εντελώς και να προµηθεύσουν ένα διδασκόµενο 

παράδειγµα των γενικών µεθόδων της κινητικής θεωρίας.  

Οι ιδιότητες της κινητικής των υγρών είναι ιδιαίτερα πολυποίκιλα.  
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Θεωρία Αστάθειας 

∆εν πρέπει να προσδιορίσουµε τη φυσική φύση της διαταραχής ψ, ούτε εποµένως 

τη δύναµη της πηγής g. Το µόνο σηµαντικό σηµείο είναι, ότι οι συνιστώσες ωk της 

διαταραχής προσδιορίζονται από την πηγή  

                                                                                       (63.2) 

 
Αυτή η έκφραση προέρχεται από την ανοµοιογενή γραµµικοποιηµένη «εξίσωση της 

κίνησης» του συστήµατος, στο οποίο το g (t, x) ενεργεί «στη σωστή δεξιά πλευρά» 

ακριβώς όπως (62.4) ήταν η λύση της οµοιογενούς εξίσωσης  µε την αρχική κατάσταση 

που καθορίστηκε από τη λειτουργία g(0, x). Η πηγή (63.1) είναι t 

                                                                                        (63.3) 

Η λειτουργία ψ(t, x ) βρέθηκε από το τύπο αναστροφής  

                                                                           

                                                                                                                                                                      

 

 

 

Αυτή η έκφραση ικανοποιεί κατ 'ανάγκη την εξίσωση ψ (t, x) = 0 για t<0, σύµφωνα µε 

τις συνθήκες του προβλήµατος: η διαταραχή εµφανίζεται µόνο µετά που έρχεται η πηγή 

σε t = 0. 

 Το πρόβληµα τώρα είναι να βρεθεί η ασυµπτωτική εξίσωση για ψ (t, x) µακριά 

από την αιτία (׀x׀ ∞→ ) σε καταστάσεις σταθερότητας, για παράδειγµα σε µεγάλο 

χρονικό διάστηµα µετά που η πηγή αρχίζει να λειτουργεί ( t ∞→ ). Εάν η διαταραχή 

τείνει στο µηδέν, τότε ως x ±∞→ , έχουµε έλλειψη διαφάνειας: αν αυξάνει στη µια ή 

στην άλλη κατεύθυνση από την πηγή, υπάρχει ενίσχυση. Σε κάθε περίπτωση, µπορούµε 

να µιλάµε προφανώς µόνο για ένα convectively ασταθές (η σταθερό) σύστηµα. Με 

απόλυτη αστάθεια, η διαταραχή αυξάνει χωρίς όριο κατά τη διάρκεια του χρόνου σε 

κάθε σηµείο του χώρου, έτσι ώστε να µην είναι δυνατόν να επιτευχθούν σταθερές 

συνθήκες.  

Για να βρείτε την απαιτούµενη ασυµπτωτική µορφή, παρατηρούµε πρώτα από 

όλα ότι το ασυµπτωτικό όριο t →  ∞  πρέπει να ληφθεί πριν από το ׀x׀→ ∞ : εφόσον η 
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διαταραχή δεν µπορεί να µεταδοθεί στο άπειρο σε ένα πεπερασµένο χρόνο, ψ→0, καθώς 

→׀x ׀  ∞ , για πεπερασµένο χρόνο t. 

 Όπως στη §62, µετακινούµε το περίγραµµα της ολοκλήρωσης σε σχέση µε το ω 

(63.4) προς τα κάτω για να πάρει την ασυµπτωτική έκφραση ως t→ ∞ .Οι αναλυτικές 

ιδιότητες του Φ(ω, x) είναι παρόµοιες µε εκείνες του φ(ω, x) στο §62. Εφόσον το 

σύστηµα θεωρείται µόνο convectively ασταθής, Φ(ω, x) δεν έχει µοναδικότητα στο άνω 

ήµισυ του ω και η υψηλότερη µοναδικότητα του ολοκληρώµατος στο (63.4)  είναι ο 

πόλος ω = 0ω  στο πραγµατικό άξονα. Εξ ου και η ασυµπτωτική µορφή t ∞→  είναι 

                                                                                          (63.6) 

 

 

§63                                           Ενίσχυση και Έλλειψη ∆ιαφάνειας 

Για να βρεθεί  η ασυµπτωτική µορφή του Φ( 0ω , x) σαν ׀x׀ ∞→ , πρέπει να 

προχωρήσουµε στο δρόµο της ενοποίησης σε σχέση µε το k προς τα πάνω για x>0 ή προς 

τα κάτω για x<0, µέχρι να πιαστεί στο πόλο του ολοκληρώµατος (63.5), δηλαδή η ρίζα 

της εξίσωσης ∆( 0ω ,k)= 0. 

Ας δηλώσουµε k + (ω) και k_(ω) τους πόλους, στο οποίους im ω ∞→  είναι 

αντίστοιχα στο άνω και στο κάτω µισό επίπεδο του k. Καθώς το im ω µειώνεται, οι πόλοι 

κινούνται και για ένα πραγµατικό ω = 0ω  µπορούν είτε να παραµείνουν στο αρχικό µέσο 

επίπεδο ή να προσχωρίσουν στο άλλο µισό επίπεδο. Στην πρώτη περίπτωση, το 

περίγραµµα της ένταξης στο Φ( 0ω , x) παραµένει στο πραγµατικό άξονα, όπως στην 

εικόνα 22a; Στη δεύτερη περίπτωση είναι παραµορφωµένο, όπως φαίνεται στην εικόνα 

22b, έτσι ώστε να αγκαλιάσουν τους πόλους k + ( 0ω ) και k _ ( 0ω ) (σηµεία Α και C) που 

έχουν «δραπετεύσει» από το άλλο µισό επίπεδο. Σε κάθε περίπτωση, όταν το περίγραµµα 

µετακινείται προς τα επάνω ή προς τα κάτω, πιάνει τους πόλους k + και k _  αντίστοιχα. 

 

* Στον υπολογισµό g kω θα πρέπει να υπενθυµίσουµε, ότι η ενσωµάτωση στον αντίστροφο 

µετασχηµατισµένο τύπο λαµβάνεται µαζί µε ένα περίγραµµα im ω>0;  ως εκ τούτου e
ω
→0 ως t → ∞ . 
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Ο ασυµπτωτικός τύπος του ψ(t, x) ως x +∞→  καθορίζεται από τη συνεισφορά του 

χαµηλότερου πόλου k + ( 0ω ); και ως x −∞→  καθορίζεται από τον ψηλότερο πόλο 

k _ ( 0ω ). Ο πόλος που µας ενδιαφέρει είναι έτσι πιο κοντά στον πραγµατικό άξονα (αν 

όλοι οι πόλοι µιας δεδοµένης κατηγορίας είναι ακόµη στο αρχικό τους µέσο επίπεδο), ή 

στο πιο αποµακρυσµένο από τον πραγµατικό άξονα µεταξύ εκείνων που έχουν 

µετακινηθεί στο άλλο µέσο επίπεδο. Με αυτές τις τιµές του k + και k _  έχουµε 

      

                                                                            (63.7) 

Για ένα σταθερό σύστηµα, όλοι οι πόλοι παραµένουν στο αρχικό µέσο επίπεδο, 

όταν ω=ω 0 , δεδοµένου ότι η απουσία ταλάντωσης των διακλαδώσεων µε im ω(k)> 0 

(για πραγµατικό k) σηµαίνει ότι ένας πόλος k(ω) µπορεί να διαπεράσει τον πραγµατικό 

άξονα µόνο µε im ω<0. Ως εκ τούτου, στο (63.7),  

                                                 , 

  έτσι τα κύµατα µετριάζουν και προς στις δύο κατευθύνσεις από τη πηγή. 

  Στην περίπτωση αστάθειας της συναγωγής, οι πόλοι k(ω) φτάνουν τον 

πραγµατικό άξονα µε im ω>0. Υπάρχουν ωστόσο συγκεκριµένοι πόλοι k + ή k _ , οι οποίοι 

έχουν εισέλθει στο άλλο µέσο επίπεδο για ω = ω 0 , δηλαδή τα οποία έχουν im k + (ω 0)<0 

ή im k _ (ω 0)>0.  Η παρουσία ενός τέτοιου πόλου k + (ω 0) ή k(ω 0) ενισχύει το κύµα προς 

τα δεξιά ή τα αριστερά της πηγής αντίστοιχα. 

 Από τα προηγούµενα επιχειρήµατα, φτάνουµε στο εξής κριτήριο για τη διάκριση 

των περιπτώσεων της έλλειψης διαφάνειας και ενίσχυσης για κύµατα από µια πηγή µε 

συχνότητα ω 0  σε ένα ασταθές σύστηµα που µεταφέρει θερµότητα: ένα κύµα µε 

σύµπλεγµα k(ω 0) και πραγµατικό ω 0  ενισχύεται, εάν το im k(ω) αλλάζει σηµείο, όταν το 

im ω διαφέρει από +∞  σε 0 µε µια δεδοµένη re ω= ω 0 ; Αν το im k(ω) δεν αλλάζει 

σηµείο, υπάρχει έλλειψη διαφάνειας. 

 Το κριτήριο έχει την προέλευσή του στις απαιτήσεις της αιτιότητας. Όταν η πηγή 

έρχεται σε δράση ακαριαία, η διαταραχή πρέπει πάντα να µειώνεται στο x ±∞→ , απλά 

επειδή δεν µπορεί να µεταδοθεί σε µια άπειρη απόσταση σε έναν πεπερασµένο χρόνο. 

Από την άλλη πλευρά, αυτή η «απείρως ταχεία» έναρξης της πηγής µπορεί να 
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πραγµατοποιηθεί ως ω−e  µε im ∞→ , Είναι ωστόσο σαφές, ότι τα κύµατα που 

ενισχύονται (για πραγµατικό ω) σε µία ή στην άλλη κατεύθυνση από την πηγή πρέπει να 

µειώνονται σε αυτή την κατεύθυνση όταν im ω ∞→  και αυτό οδηγεί στο κριτήριο που 

διατυπώθηκε παραπάνω. 

 Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν έχουν µια περαιτέρω πτυχή, η οποία µας 

επιτρέπει να καθορίζουµε την κατεύθυνση της διάδοσης των κυµάτων σε ένα µέσο µε 

απορρόφηση ή ενίσχυση. Σε ένα διαφανές µέσο, (δηλαδή, όταν ω και k είναι 

πραγµατικά), η φυσική κατεύθυνση της διάδοσης είναι αυτής της οµάδας του 

διανύσµατος της ταχύτητας. Ειδικότερα, στη µονοδιάστατη περίπτωση ένα κύµα µε ένα 

θετικό ή αρνητικό παράγωγο dω/dk κινείται στη θετική ή αρνητική x- κατεύθυνση 

αντίστοιχα. Σε ένα µέσο µε απορρόφηση ή ενίσχυση, µπορούµε να πούµε ότι τα κύµατα 

από τις οµάδες k + και k διαδίδουν στις θετικές και αρνητικές κατευθύνσεις αντίστοιχα. 

Για πραγµατικό ω και k, αυτή η γενική διατύπωση είναι η ίδια µε την προηγούµενη: 

µικρές αλλαγές στο ω και  k σχετίζονται µε 

                                                   , 

από το οποίο βλέπουµε, ότι εάν το ω αποκτά ένα φανταστικό µέρος im ω>0, το k κινείται 

προς τo ανώτερο ή κατώτερο µέσο επίπεδο σύµφωνα µε dω/dk >0 ή <0.  

 Ως ένα απλό παράδειγµα της εφαρµογής των κριτηρίων που προέρχεται από τις 

§62 και 63, ας εξετάσουµε την αστάθεια µιας δέσµης κρύου ηλεκτρόνιου σε ένα ψυχρό 

πλάσµα, όπως συζητήθηκε στην §61. Η σχέση διασποράς για αυτό το σύστηµα είναι  

                                           

δείτε (61.6) (για κύµατα που πολλαπλασιάζονται προς την κατεύθυνση της δέσµης, k . V 

= kV). Οι ρίζες k(ω) αυτής της εξίσωσης έχουν ως ׀ω׀ ∞→  το τύπο* 

                                      

Όταν im ω ∞→ , οι δύο ρίζες βρίσκονται στο ίδιο (πάνω) µέσο επίπεδο δηλαδή, και τα 

δυο είναι στη k + (ω) θέση. Στην κίνησή τους ωστόσο, δεν µπορούν να πιάσουν το k- 

 

 

* Σηµειώστε ότι το (63.9) είναι το ίδιο µε τη σχέση διασποράς για την ίδια δέσµη στην απουσία του 

πλάσµατος σε κατάσταση ηρεµίας. 
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περίγραµµα καθώς το im ω µειώνεται, έτσι η αστάθεια να είναι συναγωγής. Η 

ασυµπτωτική συµπεριφορά µιας διαταραχής που δηµιουργήθηκε κατά την αρχική στιγµή 

διέπεται από τη συχνότητα ω= Ωe, κοντά στην οποία οι ρίζες της εξίσωσης (63.8) 

τείνουν στο άπειρο, σύµφωνα µε  

                                                  

Έτσι όπως t ∞→ , µόνο µη αποσβεννυµµένα κύµατα πλάσµατος παραµένουν από τη 

διαταραχή. 

 Για πραγµατικές τιµές της εξίσωσης ω< Ωe(63.8) έχει δύο σύνθετες συζευγµένες 

ρίζες k(ω). Το ένα για το οποίο το im k(ω) έχει µετακινηθεί από το ανώτερο στο 

χαµηλότερο µέσο επίπεδο. Έτσι, όταν τα κύµατα πολλαπλασιάζονται από µια πηγή µε 

συχνότητα ω 0<Ωe, ευρύνονται προς την κατεύθυνση του x> 0, δηλαδή  «κάτω» από την 

ακτίνα/δέσµη. 

 

 

§64. Aστάθεια µε αδύναµη σύζευξη των δύο διακλαδώσεων του φάσµατος 

ταλάντωσης 

Ας εφαρµόσουµε τη γενική µέθοδος που αναπτύχθηκε στι; §§62 και 63 για να 

ερευνήσουµε την αστάθεια που προκύπτει από την «αλληλεπίδραση» των ταλαντώσεων 

µε τις γειτονικές τιµές των ω και k και ανήκουν σε διάφορες διακλαδώσεις του φάσµατος 

ταλάντωσης ενός µη στατικού συστήµατος (εδώ δηλώνεται µια στην οποία και η αληθινή 

διάλυση και η απόσβεση Landau απουσιάζουν).  

Εάν οι δύο κλάδοι ω= ω 1(k) και ω= ω 2 (k) ήταν πλήρη ανεξάρτητοι, η σχέση 

διασποράς θα µπορούσε να χωριστεί σε δύο παράγοντες:  

                                              

Κοντά σε ένα σηµείο τοµής τέτοιων διακλαδώσεων, οι λειτουργίες ω 1(k) και ω 2 (k) θα 

µπορούσαν να έχουν το γενικό τύπο 

                                         

όπου u1και u2 είναι κάποιες σταθερές, ω 0και  k0  οι (πραγµατικές) τιµές του ω και k στο 

σηµείο τοµής.   
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Μια τέτοια περίπτωση ωστόσο, γενικά δεν είναι ρεαλιστική. Η σύνδεση µεταξύ 

των δύο διακλαδώσεων θα µπορούσε να είναι εντελώς απούσα για (στην καλύτερη) 

κάποιες συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος και θα µπορούσε να 

εµφανιστεί, όταν αυτές άλλαζαν πολύ λίγο.* Για να αντιπροσωπευτεί µια πραγµατική 

κατάσταση ως εκ τούτου, θα ήταν αναγκαίο να ληφθεί υπόψη η παρουσία µιας ασθενούς 

σύζευξης µεταξύ διακλαδώσεων. Αυτό έχει το αποτέλεσµα της αντικατάστασης µια 

µικρής ποσότητας є για µηδέν στα δεξιά του (64.1). Η σχέση διασποράς κοντά στο 

σηµείο τότε γίνεται 

                             

Η λύση για ω είναι 

                                           

και η λύση για k είναι 

                                   

Η ύπαρξη συνδέσµου µεταξύ των διακλαδώσεων µετατοπίζει το σηµείο της 

αλληλεπίδρασης τους στην περιοχή του συγκροτήµατος. Οι λειτουργίες ω(k) για 

πραγµατικό ω και k ποικίλλουν σε µορφή σύµφωνα µε το σηµείο σταθεράς є και τα 

σχετικά σηµεία σταθεράς u1 και u2 . Αυτές οι λειτουργίες εµφανίζονται στην εικόνα 23 

για τέσσερις περιπτώσεις που θα εξετάσουµε στη συνέχεια. 

 

 

 

* Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση όπου η αλληλεπίδραση είναι απών για λόγους συµµετρίας για 

παράδειγµα, εάν µια διακλάδωση σχετίζεται µε διαµήκη κύµατα και από την άλλη εγκάρσια κύµατα σε ένα 

ισοτροπικό µέσο. ∆εδοµένου ότι σε ένα τέτοιο µέσο, η κατά µήκος του ρεύµατος δεν µπορεί να 

προκαλέσει ένα εγκάρσιο τοµέα και το αντίστροφο, τα κύµατα αυτά δεν αλληλεπιδρούν. Η κατάσταση εδώ 

είναι ανάλογη µε το τι βρέθηκε στην κβαντική µηχανική για την αλληλεπίδραση των διαφορετικών όρων 

µε συµµετρία; βλέπε QM, §79.  
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 (Α) Εδώ οι λειτουργίες ω(k) είναι πραγµατικές για όλα (πραγµατικό) τα k και εποµένως 

το σύστηµα είναι σταθερό. Οι λειτουργίες k(ω) είναι επίσης πραγµατικές για όλα τα ω, 

έτσι τα κύµατα διαδίδονται χωρίς ενίσχυση για όλα τα ω. 

 (Β) Οι λειτουργίες ω(k) είναι πραγµατικές για όλα τα k και εποµένως το σύστηµα είναι 

σταθερό. Οι λειτουργίες  k(ω) είναι πολύπλοκες στη περιοχή συχνοτήτων. 

                                                       

∆εδοµένου ότι το σύστηµα είναι σταθερό, δεν υπάρχει έλλειψη διαφάνειας σε αυτό το 

φάσµα. 
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(C) Όταν 

                                                          

οι λειτουργίες ω(k) είναι πολύπλοκες και για ένα από αυτά im (ω)k>0, δηλαδή υπάρχει 

αστάθεια και είναι συναγωγής αστάθεια, αφού όταν ׀ω׀  ∞→  οι ρίζες k(ω) είναι 

                                                  

 και όταν im ∞→ω  βρίσκονται στο ίδιο µέσο επίπεδο του k. Ας u1και u2 >0. Τότε αυτό 

είναι το ανώτερο µέσο επίπεδο και οι ρίζες ανήκουν στη k + (ω)τάξη. Για το πραγµατικό 

ω στη περιοχή (64.7), οι ρίζες k(ω) σχηµατίζουν ένα συγκρότηµα συζευγµένου 

ζευγαριού. Αυτό για το οποίο im k(ω)<0 έχει µετακινηθεί από το ανώτερο στο κατώτερο 

επίπεδο του µέσο επιπέδου. Στην περιοχή των συχνοτήτων (64.7) ως εκ τούτου υπάρχει 

ενίσχυση των κυµάτων που διαδίδονται στη θετική x-κατεύθυνση. 

Είναι επίσης εύκολο να βρεθούν σε αυτή την περίπτωση “η ταχύτητα οµάδας” 

των κυµάτων, τα οποία ορίζονται στο (62.14), δηλαδή η ταχύτητα του πλαισίου 

αναφοράς στο οποίο υπάρχει απόλυτη αστάθεια µε το µέγιστο ρυθµό ανάπτυξης. 

∆ιαφοροποιώντας το (64.3) σε σχέση µε το k και αντικαθιστώντας dω/dk = V σύµφωνα 

µε (62.13) και (62.14), βρίσκουµε 

                              

Επειδή η αριστερή πλευρά είναι πραγµατική, η δεξιά πλευρά πρέπει να είναι έτσι, ακόµη 

και αν το ω είναι πολύπλοκο. Αυτή η συνθήκη δείχνει k = k0  ; Έπειτα από (64.10) 

                                                    

και από (64.3) το αντίστοιχο µέγιστο ποσοστό αύξησης είναι 

                                                      

(D) Οι λειτουργίες k(ω) είναι πραγµατικές για όλα (πραγµατικό) ω, αλλά το ω(k) 

είναι πολύπλοκο στη περιοχή, (64.8), έτσι το σύστηµα είναι ασταθές. Για να 

προσδιοριστεί η φύση αυτής της αστάθειας, σηµειώνουµε ότι από το (64.9) (µε αντίθετα 

σηµεία του u1 και u2 ), όπως im ∞→ω , οι ρίζες k(ω) βρίσκονται στo αντίθετο µέσο 

επίπεδο. Αυτές οι δύο ρίζες συγχωνεύονται σε ένα σηµείο στο ανώτερο µέσο επίπεδο του 

ω, το οποίο δίνεται από 
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Η αστάθεια είναι κατά συνέπεια απόλυτη µε το ρυθµό ανάπτυξης im 0ω . Για u1 = - u2  

που αντιστοιχεί στη διατάραξη σε ένα πλαίσιο αναφοράς που κινούνται µε ταχύτητα 

(64.11), ο ρυθµός ανάπτυξης φτάνει τη µέγιστη τιµή της (64.12).  

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 Προσδιορίστε τη φύση της αστάθειας των χαµηλών συχνοτήτων (ω~ iβω ) «αργή» 

εγκάρσια ηλεκτροµαγνητικά κύµατα διαδίδονται κατά µήκος ενός σταθερού µαγνητικού πεδίου σε 

ένα ψυχρό magnetoactive πλάσµα, µε χαµηλή πυκνότητα κρύας δέσµης ηλεκτρονίου που κιινείται µέσω 

του πλάσµατος προς την ίδια κατεύθυνση. 

 

ΛΥΣΗ. Για τον καθορισµό της σχέσης διασποράς, γράφουµε πρώτα για τη δέσµη ηλεκτρονίων, σε ένα 

πλαίσιο αναφοράς για το οποίο η δέσµη βρίσκεται σε κατάσταση ηρεµίας. Σύµφωνα µε (56.9), έχουµε σε 

αυτό το πλαίσιο, 

                                                         

 όπου Ω 'e  είναι η συχνότητα του πλάσµατος που αντιστοιχεί στη πυκνότητα της δέσµης. Κατά την 

επιστροφή στο πλαίσιο εργαστηρίου, στο οποίο η δέσµη κινείται µε ταχύτητα V (που παίρνουµε για να 

είναι στη x-κατεύθυνση), θα πρέπει να αντικαταστήσουµε ω µε ω - kV στα δεξιά της εξίσωσης; η διαφορά 

k 2 e2 - ω 2
είναι αµετάβλητη σε σχέση µε την αλλαγή στο πλαίσιο αναφοράς. Τώρα προσθέτοντας στο 

πλαίσιο εργαστηρίου, οι όροι που οφείλονται στα ηλεκτρόνια και στα ιόντα του πλάσµατος, βρίσκουµε 

                              

Παραλείποντας εδώ (σύµφωνα µε τους όρους του προβλήµατος) το ω σε σύγκριση µε ek και βεω και 

σηµειώνοντας επίσης ότι  θα έχουµε τη σχέση διασποράς µε το τύπο 

                               
Ο πρώτος παράγοντας στα αριστερά αντιστοιχεί στο “αρχικό” κλάδο ταλάντωσης και ο δεύτερος 

παράγοντας στον κλάδο δέσµης; η δεξιά πλευρά περιγράφει την «αλληλεπίδραση» αυτών των κλάδων. 

Με τα παραπάνω σηµεία στο (1), οι σχέσεις διασποράς για τις δύο ανεξάρτητους 

κλάδους/διακλαδώσεις εµφανίζονται από τις συνεχείς καµπύλες στην εικόνα 24; Είναι όπως πάντα, 

αρκετό να  θεωρήσου τις διακλαδώσεις µε ω> 0. Κοντά στο σηµείο ω 0  k 0  όπου τέµνονται, η επέκταση της 

εξίσωσης (I) είναι 
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µε θετικό συντελεστή u1 . (όπως προκύπτει από την κλίση των καµπυλών στην εικόνα 24). Συγκρίνοντας 

µε το (64.3) δείχνει ότι έχουµε περίπτωση C, συναγωγική αστάθεια. Οι διακεκοµµένες καµπύλες στην 

εικόνα 24 δείχνουν τη µορφή των διακλαδώσεων, όταν η αλληλεπίδρασή τους λαµβάνεται υπόψη.  

Παρόµοια διαγράµµατα για τα χαµηλότερα σηµεία (1) δίνονται στην εικόνα 25. Κοντά στο σηµείο 

της τοµής, η σχέση διασποράς είναι  

                           

όπου και πάλι u1  >0. Έχουµε τώρα την περίπτωση D, απόλυτη αστάθεια. Η δεύτερη τοµή σε αυτή τη 

περίπτωση φαίνεται από το διάγραµµα για να εµφανιστεί ω eβω≥ , το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τους 

όρους του προβλήµατος. 
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§65. Αστάθεια σε πεπερασµένα συστήµατα 

Το σύνολο της θεωρίας στις §61-63 σχετίζονται σε οµοιογενή µέσα µαζικής 

ενηµέρωσης απεριόριστης έκτασης τουλάχιστον σε µια κατεύθυνση (στον άξονα x). Για 

εφαρµογές σε πραγµατικά οριοθετηµένα συστήµατα αυτό σηµαίνει, ότι οι συνέπειες 

εξαιτίας της αντανάκλασης των κυµάτων από τα όρια έχουν παραµεληθεί; Μια τέτοια 

θεωρία περιορίζεται στους χρόνους της τάξης του χρόνου που απαιτείται από τη 

διατάραξη για να διαδώσει το µήκος του συστήµατος. 

 Ας θεωρήσουµε τώρα τη σταθερότητα σε µια αντίθετη κατάσταση, όπου το 

πεπερασµένο του συστήµατος είναι σηµαντικό και το φάσµα των χαρακτηριστικών του 

ταλαντώσεων διέπονται από τις οριακές συνθήκες στα άκρα; Όπως και πριν, πρέπει να 

ερευνήσουµε µόνο την µονοδιάστατη περίπτωση και το µήκος του συστήµατος στη x-

κατεύθυνση και θα πρέπει να δηλώνεται από το L. Η συχνότητα του φάσµατος σε ένα 

πεπερασµένο σύστηµα είναι διακριτό και εάν µία ή περισσότερες από τις 

χαρακτηριστικές συχνότητες έχει ένα θετικό ιδανικό µέρος, το σύστηµα είναι ασταθές. Η 

διάκριση µεταξύ απόλυτης και συναγωγής αστάθειας δεν έχει κανένα νόηµα σε αυτή τη 

περίπτωση. 

Έτσι το πρόβληµα που προσδιορίζει τη σταθερότητα ή την αστάθεια ενός 

πεπερασµένου συστήµατος είναι ισοδύναµο µε εκείνο της εξεύρεσης (µπλέγµα) 

ιδιοσυχνοτήτων. Η σχέση διασποράς, η οποία δίνει αυτές τις συχνότητες µπορεί να 

προκύψει σε µια γενική µορφή για ένα σύστηµα µε πεπερασµένο, αλλά µε επαρκώς 

µεγάλες διαστάσεις L, έτσι ώστε im ׀k׀.  (A.G. Kulikovskii, 1966).  

Ας k(ω) είναι λύσεις της σχέσης διασποράς για ένα άπειρο µέσο. Χωρίζουµε ξανά 

τις διακλαδώσεις αυτής της συνάρτησης µε πολλές αξίες σε δύο οµάδες k + (ω) και 

k − (ω), όπως ορίζεται στη §63. Οι χαρακτηριστικές ταλαντώσεις ενός πεπερασµένου 

συστήµατος µπορεί να θεωρηθεί σαν αποτέλεσµα από τη προσθήκη των κυµάτων που 

µετακινούνται και αντανακλώνται από τα δύο όρια (σε ένα µέσο χωρίς απορρόφηση και 

ενίσχυση, θα µπορούσαν να είναι συνηθισµένα στάσιµα κύµατα). Η αντανάκλαση γενικά 

συνοδεύεται από ένα αµοιβαίο µετασχηµατισµό των κυµάτων που ανήκουν σε 

διαφορετικές διακλαδώσεις του φάσµατος. Το κύµα που µετακινείται µιας δεδοµένης 

συχνότητας είναι συνεπώς µια προσθήκη όλων των διακλαδώσεων. Μακριά από τα όρια 

ωστόσο, η κύρια συµβολή του κάθε κύµατος προέρχεται από ένα µόνο όρο στη 
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προσθήκη. Για παράδειγµα, σε ένα κύµα που πολλαπλασιάζεται από την αριστερή 

πλευρά του ορίου x=0 (εικόνα 26) στη θετική x-κατεύθυνση, η ασυµπτωτική έκφραση 

µακριά από το όριο αυτό είναι  

                                    

                                 

και k + (ω) πρέπει να λαµβάνεται ως η διακλάδωση σε αυτή την οµάδα για την οποία im 

k + (ω) έχει τουλάχιστον την αλγεβρικά της αξία για το συγκεκριµένο πραγµατικό ω. * 

 Μετά την αντανάκλαση από τη δεξιά πλευρά του ορίου x=L, το κύµα διαδίδεται 

προς τα αριστερά και σε αρκετά µεγάλες αποστάσεις από αυτό το όριο έχοντας την 

ασυµπτωτική µορφή                         

                         

όπου k − (ω) είναι η διακλάδωση σε αυτή την οµάδα για την οποία im k − (ω) έχει τη 

µεγαλύτερη αλγεβρική αξία. Ο συντελεστής R2 εξαρτάται από το νόµο του 

µετασχηµατισµού του κύµατος σε ένα συγκεκριµένο όριο. 

Τέλος, µετά από µια δεύτερη σκέψη/αντανάκλαση, αυτή τη φορά στο αριστερό 

όριο έχουµε και πάλι ένα κύµα που πολλαπλασιάζεται προς τα δεξιά: 

                                   

∆εδοµένου ότι ψ(t,x) είναι ένα αξιόλογο, αυτό πρέπει να συµπίπτει µε (65.1), έτσι ώστε  

                                                    

*Αυτή είναι η λιγότερη θετική τιµή, αν όλα im k + (ω)>0 και η µεγαλύτερη (σε απόλυτο µέγεθος) αρνητική 

τιµή, εάν υπάρχουν διακλαδώσεις για τις οποίες im k + (ω)<0. Στη πρώτη περίπτωση (65.1) είναι το κύµα 

µε τη τουλάχιστον ραγδαία απόσβεση (µε αύξηση του x); στη δεύτερη περίπτωση, είναι η µία από τις πιο 

ραγδαίες αυξήσεις. 
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Αυτό καθορίζει το φάσµα συχνοτήτων για το πεπερασµένο σύστηµα, δηλαδή είναι η η 

σχέση διασποράς. 

Παίρνοντας το µέτρο της κάθε πλευράς έχουµε 

                                                       

Όταν το L ∞→ , ο εκθετικός παράγοντας τείνει στο µηδέν ή στο άπειρο ανάλογα µε το 

σηµείο im (k +  - k − ). Ως εκ τούτου, για αρκετά µεγάλα συστήµατα, η εξίσωση (65.5) 

είναι πιθανή µόνο εάν 

                                                     

Σε αυτή τη περίπτωση εποµένως, η σχέση διασποράς µειώνει σε µια µορφή που 

εξαρτάται µόνο από τις ιδιότητες του µέσου της ίδιας και ανεξάρτητη από τις ειδικές 

συνθήκες στα όρια. Η εξίσωση (65.6) ορίζει ένα µια καµπύλη στο ω-επίπεδο, στο οποίο 

οι διακριτές ίδιο-συχνότητες βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους (για ευρύ L). Εάν η 

καµπύλη βρίσκεται ακόµη και εν µέρει στο άνω ηµιεπίπεδο, το σύστηµα είναι ασταθές. 

∆εδοµένου, ότι αυτή η αστάθεια είναι λόγω των ιδιοτήτων του συστήµατος ως σύνολο, 

ονοµάζεται παγκόσµια αστάθεια.  

Κάποια περαιτέρω σχόλια µπορούν να γίνουν για τη σχέση µεταξύ της 

παγκόσµιας αστάθειας ενός πεπερασµένου συστήµατος και την αστάθειας ενός άπειρου 

µέσου. Πρώτα απ 'όλα, είναι εύκολο να δει κανείς, ότι µε την παρουσία της παγκόσµιας 

αστάθειας το άπειρο µέσο είναι σίγουρα ασταθές, εφόσον υπάρχουν πραγµατικές τιµές 

του k για τις οποίες im ω(k) >0. Από τον ορισµό του k + (ω) και k − (ω), οι αξίες τους για 

im ω ∞→ βρίσκονται σε διαφορετικά µέσο επίπεδα του k. Η συνθήκη (65.6) δηλώνει ότι, 

καθώς το im ω µειώνεται, τα σηµεία k + (ω) και k − (ω), µπορούν να έρθουν στο ίδιο µέσο 

επίπεδο και το κάνουν (στη περίπτωση της παγκόσµιας αστάθειας), ενώ im ω>0. Κατά 

συνέπεια, τουλάχιστον ένα από αυτά τα σηµεία διασχίζει τον πραγµατικό άξονα ακόµη 

νωρίτερα, δηλαδή σίγουρα ενώ im>0; Αυτό αποδεικνύει την παραπάνω δήλωση.  

Η αντίστροφη δήλωση ωστόσο, ισχύει µόνο για την απόλυτη (δεν συναγωγής) 

αστάθεια του άπειρου µέσου: Η παρουσία της απόλυτης αστάθειας είναι αρκετή για να 

προκαλέσει την παγκόσµια αστάθεια του πεπερασµένου συστήµατος. Η συνθήκη για την 

απόλυτη αστάθεια είναι ότι υπάρχει ένα σηµείο διακλάδωσης του k(ω) µε im ω>0 και οι 
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ενωµένες διακλαδώσεις ανήκουν στις k + και k οµάδες. Σε ένα τέτοιο σηµείο, η συνθήκη 

(65.6) είναι σίγουρα ικανοποιηµένη. 

Ένα ασταθές µέσο µε συναγωγή µπορεί να είναι είτε σταθερό ή ασταθές, όταν 

υπάρχουν όρια. 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ VII 

ΜΟΝΩΤΕΣ 

§66.  Αλληλεπίδραση των φωτoνίων 

Η φυσική φύση των διαδικασιών µεταφοράς, όπως η θερµική και ηλεκτρική 

αγωγιµότητα σε αέρια, συνίσταται στη µεταφορά από τη θερµική κίνηση των 

σωµατιδίων του αερίου: στα στερεά, τα σωµατίδια αντικαθίστανται από ψευδό/οιονεί 

σωµατίδια. Για να µελετήσει κανείς αυτές τις διαδικασίες, θα πρέπει να ξεκινήσουµε µε 

θερµική αγωγιµότητα σε µη µαγνητικούς µονωτές. Η σχετική απλότητα της φυσικής 

εικόνας εδώ σε σύγκριση µε τις διαδικασίες µεταφοράς σε στερεά από άλλα είδη, 

προκύπτει από την παρουσία των οιονεί σωµατιδίων µόνο ενός είδους που ονοµάζονται 

φωτόνια. 

Η έννοια των ελεύθερων φωτονίων είναι το αποτέλεσµα της κβάντωσης της 

παλµικής κίνησης των ατόµων στο κρυσταλλικό πλέγµα, στην αρµονική προσέγγιση, 

δηλαδή µόνο µε τους τετραγωνικούς όρους (στις µετατοπίσεις των ατόµων) που 

περιλαµβάνονται στο Hamiltonian; βλέπε SP 1, §72. Οι ποικίλλες διαδικασίες 

αλληλεπίδρασης του φωτονίου είναι το αποτέλεσµα, όταν λαµβάνονται υπόψη όροι 

υψηλότερων συστηµάτων µικρότητας: οι αναρµονικοί όροι της τρίτης και µετέπειτας 

συστηµάτων στις µετακινήσεις.* 

Η πρώτη αναρµονία (το κυβικό) όρων στην κλασική ενέργεια πλέγµατος είναι  

                       

 

*  Η ανάγκη να ληφθεί υπόψη η αναρµονία των ατοµικών δονήσεων στο πλέγµα εξετάζοντας τη 

θερµική αγωγιµότητα σε ένα κρύσταλλο παρατηρήθηκε για πρώτη φορά από τους P. Debye (1914) και 

M. Born (1914). 
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Εδώ το U s(n) είναι τα ατοµικά διανύσµατα µετατόπισης στο πλέγµα; α, β, γ είναι 

διάνυσµα κατάληξης παίρνοντας τις τιµές x, y, z; s1, s2 , s3  αριθµώντας τα άτοµα στη 

µονάδα του πυρήνα; n1, n2 , n3  είναι ενσωµατωµένα «διανύσµατα» δίνοντας τη θέση του 

πυρήνα στο πλέγµα; (n,s) κάτω από το σύµβολο αθροίσµατος υποδηλώνει το άθροισµα 

πάνω από όλα το n και s. Επειδή ο κρύσταλλος είναι οµοιογενής, οι λειτουργίες Λ 

εξαρτώνται µόνο από τις σχετικές θέσεις n1~ n3 , n2 ~ n3 , των πυρήνων/κύτταρων, όχι 

στις απόλυτες θέσεις τους στο πλέγµα. 

Το δεύτερο quatized Hamiltonian διαπιστώθηκε από την αντικατάσταση της 

µετατόπισης των διανυσµάτων στο (66.1) από τους φορείς  που εξέφρασαν σε όρους 

της δηµιουργίας και εξαΰλωσης  για φωτόνια του τύπου g (δηλαδή διακλάδωση 

g του φάσµατος του φωτονίου) µε οιονεί ορµή k: 

                               

όπου N είναι ο αριθµός των κυττάρων στο πλέγµα, M η συνολική µάζα των ατόµων στο 

κύτταρο, e )(g
s (k) τα διανύσµατα πόλωσης του φωτονίου και ω g (k) η ενέργεια των 

φωτονίων τύπου g.* Η αντικατάσταση δηµιουργεί τους όρους που περιέχουν τους φορείς 

∧

c  και 
+∧

c σε οµάδες των τριών. Αυτοί οι όροι αποτελούν διαδικασίες που αφορούν τρία 

φωτόνια: προϊόντα του τύπου 
+∧

c
+∧

c
∧

c  για τη διάσπαση ενός φωτονίου σε δύο και  
+∧

c
∧

c
∧

c  

για τη συνένωση δυο φωτονίων που συγκρούονται σε ένα; όροι 
∧

c
∧

c
∧

c  και 
+∧

c
+∧

c
+∧

c θα 

αντιστοιχούν στις διαδικασίες που απαγορεύονται από το νόµο της διατήρησης της 

ενέργειας.  

Ας γράψουµε για παράδειγµα τους όρους που αντιστοιχούν στην αποσύνθεση 

ενός φωτονίου k1 g1 σε δύο φωτόνια k 2 , g2  και k 3 , g3  Αλλάζοντας στο (66.1) από  
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*Σε αυτό το κεφάλαιο χρησιµοποιούµε µονάδες, ώστε h=1. Οι διαστάσεις της ορµής και το διάνυσµα 

κύµατος είναι τότε τα ίδια και εκείνες της ενέργειας και της συχνότητας είναι ίδια. 

 

 

άθροιση n1, n2 , n3σε  άθροιση v1= n1- n3 , v 2 =  n2 - n3 , n3 , µπορούµε να βάλουµε 

αυτούς τους όρους µε τη µορφή  

                   

όπου  

            

Ο εκθετικός παράγοντας διαχωρίζεται στο (66.3), ο οποίος εξαρτάται από την 

απόλυτη θέση n3  του κυττάρου στο πλέγµα. Άθροιση αυτού του παράγοντα επί του 

συνόλου u3  δίνει N, εάν k1- k 2 - k 3είναι ίσο µε οποιαδήποτε αµοιβαίο πλέγµα περιόδου 

b; διαφορετικά, είναι µηδέν. Ως εκ τούτου 

                                 

και το φωτόνιο οιονεί ορµές ικανοποιεί το νόµο διατήρησης 

                                              

Ο όρος (66.6) πρέπει να θεωρηθεί ως µία εξίσωση που δίνει την τιµή, ας πούµε την 

ταχύτητα κίνησης οιονεί k 3από καθορισµένες τιµές των k1και k 2 . Οι τελευταίες πρέπει 

να ληφθούν µέσα σε κάποιο επιλεγµένο µονάδα πυρήνα του αντίστροφου πλέγµατους 

(συµπεριλαµβανοµένων όλες τις φυσικές διαφορετικές τιµές της οιονεί ορµής) και 

πρέπει να επαληθεύσουµε, ότι k 3είναι επίσης στο επιλεγµένο κελί. Αυτός ο τελευταίος 

όρος καθορίζει την απαιτούµενη τιµή του b στο (66.6) και το κάνει χωρίς αµφιβολία. Εάν 

µε καθορισµένα k1, k 2 και b, το διάνυσµα k 3  βρίσκεται στο επιλεγµένο κελί, τότε 

οποιαδήποτε αλλαγή στο b θα φέρει σίγουρα k 3  έξω από αυτό το πυρήνα. 

 ∆ιαδικασίες (σε αυτή την περίπτωση, η αποσύνθεση των φωτονίων) για τις οποίες ο 

νόµος της διατήρησης των οιονεί-ορµή περιλαµβάνουν ένα µη µηδενικό διάνυσµα b που 

ονοµάζεται διεργασίες Umklapp, σε αντίθεση µε τις κανονικές διαδικασίες, για τις οποίες 
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b = 0. Σηµειώστε ότι η διαφορά µεταξύ αυτών των δύο κατηγοριών διαδικασιών είναι σε 

κάποιο βαθµό συµβατικά: κάθε συγκεκριµένη διαδικασία µπορεί να είναι είτε άλλης 

κατηγορίας, ανάλογα µε την επιλογή της βάσης του πυρήνα. Είναι σηµαντικό ωστόσο, 

ότι καµιά επιλογή δεν µπορεί να κάνει το b µηδέν ταυτόχρονα για όλες τις πιθανές 

διαδικασίες. Είναι εύκολο να επιλέξεις το βασικό κύτταρο του αµοιβαίου πλέγµατος, 

έτσι ώστε το σηµείο k=0 (άπειρο µήκος κύµατος) είναι στο κέντρο του; Aυτό θα 

θεωρηθεί στο εξής. Με αυτήν την επιλογή, χαµηλές τιµές της ψευδή ταχύτητα κίνησης 

( ,όπου d είναι η σταθερά πλέγµατος) αντιστοιχούν σε όλα τα φωτόνια χαµηλής 

συχνότητας και όλες οι διεργασίες που αφορούν µόνο τα φωτόνια χαµηλής συχνότητας 

είναι κανονικές διαδικασίες.* Μεγάλες τιµές της ψευδής ταχύτητας 

(k~1/d)αντιστοιχούν σε µικρό µήκος κύµατος φωτόνια µε υψηλή ενέργεια (της τάξης της 

θερµοκρασίας Debye Θ). 

Ας επιστρέψουµε στη διαδικασία αποσύνθεσης του φωτονίου. Σύµφωνα µε τις 

γενικές αρχές της κβαντικής µηχανικής (βλέπε QM (43.1)), η πιθανότητα µιας 

αποσύνθεσης, στην οποία η οιονεί-ορµή ενός από τα δύο νεοσύστατα φωτόνια 

εξαπλώνεται στην κλίµακα d3k 2 , δίνεται από το τετράγωνο του αντίστοιχου στοιχείου 

καλούπι του φορέα διαταραχής (66.5): 

                           

όπου Ν 1= Ν
11gk , N 2 , N3  είναι οι αριθµοί κατοχής των φωτονίων στην αρχική κατάσταση 

του κρυστάλλου. Τα στοιχεία του καλουπιού/µήτρας της δηµιουργίας του φωτονίου και 

οι φορείς εκµηδένισης δίνονται από 

                                                    

Έτσι λάβαµε την πιθανότητα διάσπασης, µε το τύπο 

                                     

όπου 
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και το υ= V/N είναι ο όγκος του κυττάρου πλέγµατος του κρυστάλλου. Η πιθανότητα 

των διαδικασιών είναι ωστόσο ανάλογη µε τον αριθµό Ν 1 των αρχικών φωτονίων στην 

 

* Εάν, από την άλλη πλευρά, το κύτταρο βάσης επιλέγεται, έτσι το σηµείο k=0 είναι σε µια από τις 

κορυφές της, για παράδειγµα χαµηλές συχνότητες θα αντιστοιχούν επίσης στις γειτονιές των άλλων 

κορυφών κοντά στο οποίο το k δεν είναι µικρό. 

αρχική κατάσταση του κρυστάλλου καθώς επίσης και µε τους αριθµούς των Ν 2 +1 και 

Ν 3+1 των τελικών φωτονίων στην τελική κατάσταση. Η τελευταία ιδιότητα σχετίζεται 

µε τη στατιστική Bose υπακούοντας από τα φωτόνια και είναι αλήθεια όλων των 

διεργασιών/διεργασιών που περιλαµβάνουν µποζόνια.* 

Η αντίστροφη διαδικασία της αποσύνθεσης είναι η ένωση δυο φωτονίων k 2  και 

k 3  για να σχηµατίσουν ένα φωτόνιο k1. Μπορούµε εύκολα να δείξουµε, ότι οι όροι στο 

Hamiltonian που είναι υπεύθυνοι για αυτή τη διαδικασία διαφέρουν από το (66.5) στο ότι 

οι c-φορείς στον αριθµητή έχουν αντικατασταθεί από 1

+∧

c  2

∧

c 3

∧

c και Ω µε Ω*. Η 

πιθανότητα αυτής της διαδικασίας δίνεται εποµένως από έναν τύπο, ο οποίος διαφέρει 

από το (66.9) µόνο όσον αναφορά τους παράγοντες Ν: 

                                 

Οι λειτουργίες w εδώ και στο (66.9) είναι ίδιες σύµφωνα µε το γενικό κανόνα ότι στη 

προσέγγιση Born (η πρώτη προσέγγιση της θεωρίας διαταραχών) οι πιθανότητες άµεσης 

και αντίστροφης διασκόρπισης γεγονότων είναι ίσες; Βλέπε QM, §126. 

Οι διακλαδώσεις του φάσµατος των φωτονίων πάντα περιλαµβάνουν τρεις 

ακουστικές διακλαδώσεις στις οποίες η ενέργεια τείνει στο µηδέν, όπως k 0→ ; για 

µακρύ-µήκους κύµατος (µικρό k) ακουστικά φωτόνια, η συνάρτηση ω(k) είναι γραµµική. 

Η συµπεριφορά της λειτουργίας w στο (66.10) για τέτοια φωτόνια θα είναι αναγκαία 

παρακάτω. Μπορεί να καθοριστεί σηµειώνοντας την ιδιότητα των συντελεστών Λ στο 

Hamiltonian (66.1), η οποία εκφράζει το γεγονός, ότι µια απλή µετατόπιση του 

κρυστάλλου ως σύνολο αφήνει την ενέργειά του αµετάβλητη, έστω και αν ο κρύσταλλος 



 21 

παραµορφώνεται. Αυτό σηµαίνει, ότι η ενέργεια H )3(  πρέπει να είναι ανεπηρέαστη, αν 

κάποιος από τους παράγοντες U s(n) έχει αντικατασταθεί από U s+ a µε ένα διάνυσµα a 

που είναι ανεξάρτητος από το n και s. Για να είναι έτσι, πρέπει να έχουµε 

 

** Η λειτουργία της κατανοµή των φωτονίων Ν k ή Ν (k) θα πρέπει να ορίζεται ως κατοχή των αριθµών 

των κβαντικών καταστάσεων µε διάφορες τιµές της οιονεί ορµή k. Ο αριθµός των καταστάσεων που 

ανήκουν σε ένα στοιχείο d3 k στο k-χώρο είναι d3 k/(2π) 3
και έτσι η κατανοµή σε σχέση µε το d3  k είναι 

Ν k /(2π) 3 . 

          

όπου οι αθροίσεις είναι πάνω από ένα τουλάχιστον ζεύγος µεταβλητών n1 s1.  

 Από τα τρία φωτόνια που εµπλέκονται στη διαδικασία, είτε το ένα είτε και τα 

τρία µπορεί να είναι µακρύ-µήκους κύµατος ακουστικά φωτόνια: εάν υπάρχουν δύο 

τέτοια φωτόνια και ένα σύντοµο µήκος κύµατος, οι νόµοι διατήρησης της ορµής και της 

ενέργειας δεν µπορούν να ικανοποιηθούν. Για ένα ακουστικό φωτόνιο στο όριο k 0→ ,  

τα διανύσµατα πόλωσης es(k) τείνουν σε ένα συνεχή ανεξάρτητο s,  δεδοµένου ότι όλα 

τα άτοµα στο πυρήνα δονούνται από κοινού και οι παράγοντες exp (ik · r n ) τείνουν στην 

ενότητα. Λόγω της ιδιότητας (66.12), η ποσότητα Ω (66.4) τείνει στο µηδέν και για 

µικρά k είναι ανάλογη µε k ή (το ίδιο συµβαίνει και για ένα ακουστικό φωτόνιο) στο ω. 

Το αποτέλεσµα είναι 

                                                            

εάν υπάρχει ένα µακρύ µήκους κύµατος φωτονίου, ή 

                                                          

 αν υπάρχουν τρία. 

Τα αποτελέσµατα (66.13) και (66.14)  µπορούν επίσης να επιτευχθούν µε έναν 

πιο εµφανή τρόπο επισηµαίνοντας, ότι τα µακρύ µήκους κύµατος ακουστικών φωτονίων 

αντιστοιχούν σε µακροσκοπικά ηχητικά κύµατα, τα οποία µπορούν να αντιµετωπιστούν 

µε τη µακροσκοπικά µε τη θεωρία ελαστικότητας. Τότε η ενέργεια του 

παραµορφωµένου κρυστάλλου εκφράζεται σε όρους του τανυστή…./στέλεχος διάχυσης.  
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όπου U(r) είναι το µακροσκοπικό διάνυσµα µετατόπισης για σηµεία στο ελαστικό µέσο. 

Τα συστατικά αυτού του τανύων µυς είναι οι µικρές ποσότητες που χρησιµοποιήθηκαν 

στην επέκταση της ελαστικής ενέργειας. Στη δεύτερη κβαντοποίηση, το διάνυσµα U 

αντικαθίσταται από το χειριστή ανάλογο του (66.2). Η διαφοροποίηση του σε 

σχέση µε τις συντεταγµένες για την απόκτηση των χειριστών αβ δίνει τον επιπλέον 

παράγοντα k που οδηγεί στα αποτελέσµατα (66.13) και (66.14). 

 

§67. Η εξίσωση µεταφοράς για φωτόνια σε ένα µονωτικό υλικό 

Σε ένα στέρεο κρύσταλλο, τα φωτόνια σχηµατίζουν ένα rarefied αερίο και η 

εξίσωση µεταφοράς τους λαµβάνεται µε παρόµοιο τρόπο σε αυτό για ένα συνηθισµένο 

αέριο. 

Ας N= Ν g (t,r,k) είναι η συνάρτηση κατανοµής για φωτόνια τύπου g. Η εξίσωση 

µεταφοράς για κάθε τύπο φωτονίου είναι γραµµένο ως 

                            

όπου υ=∂ω/∂k είναι η ταχύτητα φωτονίου. 

Μια σηµαντική διαφορά από την περίπτωση των συνηθισµένων αερίων ωστόσο, 

είναι ότι σε συγκρούσεις των φωτόνια αερίων, ούτε ο αριθµός των φωτονίων, (λόγω 

διεργασιών Umklapp) ούτε  το σύνολο της ψευδό-ορµής είναι γενικά διατηρηµένη. Ο 

µόνος νόµος διατήρησης που παραµένει είναι ότι από την ενέργεια εκφράζεται από 

                       

Πολλαπλασιάζοντας (67.1) επί ω, ενσωµατώνοντας πάνω d3k και αθροίζοντας πάνω g, 

παίρνουµε το νόµο της διατήρησης της ενέργειας µε το τύπο 

                                           

όπου η θερµική ενεργειακή πυκνότητα Ε του κρυστάλλου και η ενέργεια ροής q δίνονται 

από τις προφανείς εκφράσεις 
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Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος στο (67.1) πρέπει να περιλαµβάνει καταρχήν 

όλες τις διαδικασίες που µπορούν να προκύψουν σαν αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης 

των φωτονίων τύπου g µε όλα τα άλλα φωτόνια. Στην πράξη ωστόσο, η κύρια συµβολή 

προέρχεται από τις τρεις διεργασίες φωτονίων που συζητούνται στη §66. ∆ιεργασίες που 

εµπλέκουν ένα µεγαλύτερο αριθµό φωτονίων προκύπτουν από µεταγενέστερους όρους 

στην επέκταση του Hamiltonian σε δυνάµεις των µετακινήσεων των ατόµων: Αυτοί οι 

όροι µειώνουν ραγδαία όσο αυξάνεται η τάξη τους. Ο λόγος για τη µείωση είναι ότι η 

αναλογία του πλάτους δόνησης µε τη σταθερά πλέγµατος d είναι µικρή: σε στέρεους  

 

 

κρυστάλλους, αυτή παραµένει µικρή σε όλες τις θερµοκρασίες µέχρι το σηµείο τήξεως. * 

Για µια πρόχειρη εκτίµηση, µπορούµε να αρχίσουµε από την κλασική σχέση Mω 2 ξ 2 ~ 

Τ; υπολογίζοντας τη χαρακτηριστική συχνότητα ω~u/d, **  βρίσκουµε 

                                        

Το ολοκλήρωµα σύγκρουσης είναι όπως πάντα η διαφορά µεταξύ των αριθµών 

των διεργασιών (ανά µονάδα χρόνου), οι οποίες δηµιουργούν φωτόνια σε µία δεδοµένη 

κατάσταση g, k και οι οποίες µετακινούν τα φωτόνια από αυτή την κατάσταση. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις διαδικασίες µόνο τριών φωτονίων έχουµε 

 

όπου Ν 1=Ν 1g (k1),…Ο πρώτος όρος στις αγκύλες αντιστοιχεί στις άµεσες και 

αντίστροφες διεργασίες 

                                          

ο συντελεστής 
2

1
σε αυτό τον όρο λαµβάνει υπόψη το γεγονός, ότι λόγω της ταυτότητας 

των φωτονίων πρέπει να συνοψίσουµε µόνο πάνω από το µισό των τελικών 

καταστάσεων. Ο δεύτερος όρος στους δεσµούς αντιστοιχούν στις διαδικασίες 
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ο συντελεστής 
2

1
 δεν είναι απαραίτητος σε αυτόν τον όρο, δεδοµένου ότι ένα από τα δύο 

φωτόνια σχηµατίζονται από τη διάσπαση. Στο ολοκλήρωµα του (67.6) θα πρέπει να 

σηµειωθούν τα τριπλά γινόµενα ΝΝ 1Ν 2  και ΝΝ 1Ν 3  µαταίωσης. 

Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος είναι πανοµοιότυπα µηδέν για τη διανοµή 

φωτονίων ισορροπίας, η κατανοµή Planck. 

                                 

* Εκτός από τον  «κβαντικό κρύσταλλο» στερεό ήλιο. 

** Στις εκτιµήσεις,  µπορούµε να θεωρήσουµε u ως την ταχύτητα του ήχου, αν και αυτό είναι φυσικά 

κυριολεκτικά σωστό µόνο για τα µεγάλα-µήκους κύµατος ακουστικά φωτόνια. 

                                        

Αυτό φαίνεται εύκολα για το ολοκλήρωµα (67.6) µε άµεσο υπολογισµό: 

πολλαπλασιασµός των παραγόντων δίνει 

                                    

και µε το νόµο της διατήρησης της ενέργειας ο εκθετικός παράγοντας στα δεξιά είναι 

ίσος µε την ενότητα. 

Εάν οι Umklapp διαδικασίες ήταν απούσες, όχι µόνο η συνολική ενέργεια, αλλά 

και η συνολική οιονεί ορµή των φωτονίων θα ήταν µηδενική. Τότε όχι µόνο η 

συνάρτηση κατανοµής (67.9), αλλά επίσης οι λειτουργίες 

                                            

που αντιστοιχούν στην ευθύγραµµη κίνηση (παρασύρουν) του αερίου του φωτονίου ως 

σύνολο σε σχέση µε το πλέγµα µε οποιαδήποτε ταχύτητα V θα µπορούν να είναι 

συναρτήσεις ισορροπίας. Αυτό το αποτέλεσµα είναι σύµφωνα µε τις γενικές αρχές της 

στατιστικής φυσικής. Μπορεί επίσης να αποδειχθεί άµεσα: µε τις λειτουργίες (67.11) ως  

Ν 0 , ένας περαιτέρω παράγοντας exp[V· (k - k1- k 2 )/ Τ] που εµφανίζεται στα δεξιά του 

(67.10) και είναι ίσος προς τη µονάδα για τις µη Umklapp διεργασίες, όπου k= k1+ k 2 . 

Η διανοµή (67.11) οδηγεί φυσικά σε µια µη µηδενική ενέργεια ροής q. Έτσι, στην 

απουσία των διεργασιών Umklapp, µια ροή θερµότητας θα µπορούσε να υπάρξει στον 
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κρύσταλλο, αν και η θερµοκρασία ήταν σταθερή σε όλο το σώµα; Ο κρύσταλλος θα 

µπορούσε να έχει άπειρη θερµική αγωγιµότητα. Μια πεπερασµένη αγωγιµότητα 

προκύπτει µόνο και µόνο επειδή υπάρχουν διαδικασίες Umklapp.* 

Για τον υπολογισµό της θερµικής αγωγιµότητας πρέπει να γράψουµε την εξίσωση 

µεταφοράς για ένα κρύσταλλο, στο οποίο η θερµοκρασία µεταβάλλεται αργά διαµέσου 

του όγκου. Ως συνήθως, αναζητούµε τις λειτουργίες διανοµής του φωτονίου µε τη µορφή 

                                  

 

* Η κβαντική θεωρία της θερµικής αγωγιµότητας σε µονωτές µε βάση την εξίσωση µεταφοράς για 

φωτόνια οφείλεται στον R.E. Peierls (1929), ο οποίος πρώτος επέστησε την προσοχή στο ρόλο των 

διαδικασιών Umklapp, στις διαδικασίες µεταφοράς σε στερεά. 

όπου δΝ είναι µία µικρή διόρθωση στη λειτουργία ισορροπίας. Οι εξισώσεις µεταφοράς 

είναι τότε 

                                                

όπου I(δΝ) είναι το γραµµικό ολοκλήρωµα σύγκρουσης. 

Οι λειτουργίες δΝ πρέπει επίσης να πληρούν την επόµενη κατάσταση  

                                             

που σηµαίνει, ότι οι διαταραγµένες λειτουργίες διανοµής δίνουν την ίδια τιµή του 

πλέγµατος ενεργειακής πυκνότητας, όπως κάνουν οι λειτουργίες ισορροπίας. Όπως έχει 

ήδη σηµειωθεί στη §6, αυτή η συνθήκη ουσιαστικά καθορίζει τον ορισµό της 

θερµοκρασίας σε ένα µη-ισορροπηµένο σώµα. Οι άλλες καταστάσεις που επιβάλλονται 

στη δΝ στη §6 δεν εφαρµόζονται σε αέριο φωτονίου, σε αντίθεση µε ένα συνηθισµένο 

αέριο. Ο αριθµός των σωµατιδίων στο αέριο φωτονίου δεν είναι µια σταθερή ποσότητα, 

αλλά εξαρτάται από τη θερµοκρασία. Η συνολική πραγµατική ορµή (………) των 

φωτονίων στον κρύσταλλο είναι αναγκαστικά µηδέν, διότι αλλιώς θα µπορούσε να 

υπάρξει ροή του στερεού, η οποία είναι σίγουρα αδύνατη για ένα ιδανικό (ελάττωµα-

ελεύθερο) κρυσταλλικό πλέγµα. Κάθε άτοµο στο πλέγµα εκτελεί µόνο µια πεπερασµένη 

κίνηση, η ταλάντωση γύρω από την τοποθεσία του πλέγµατος; η µέση δυναµική µιας 

τέτοιας κίνησης είναι πανοµοιότυπα µηδέν. 
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Έτσι, η ροή του φωτονίου (που σχετίζεται µε τη ροή ενέργειας) σε ένα στέρεο  

κρύσταλλο δεν συνοδεύεται από µεταφορά µάζας.*  

Ας γράψουµε ρητά το γραµµικό ολοκλήρωµα σύγκρουσης (67.6). Εδώ, είναι 

βολικό να χρησιµοποιηθεί αντί του  δΝ νέο άγνωστο χ λειτουργίες που ορίζεται από 

                                 

Η διαδικασία της γραµµικοποίησης απλοποιείται σηµειώνοντας ότι 

                                              
 

* Σε αντίθεση µε ένα υγρό, όπου η κίνηση του φωτονίου είναι η πραγµατική δυναµική και η ροή του 

φωτονίου περιλαµβάνει τη µεταφορά της µάζας. Σε ένα υγρό, τα άτοµα εκτελούν µια κίνηση άπειρη: σε 

ένα αρκετά µεγάλο χρονικό διάστηµα, κάθε άτοµο µπορεί να φτάσει οποιοδήποτε σηµείο του όγκου.  

Η έκφραση στις τετραγωνισµένες αγκύλες στο πρώτο ολοκλήρωµα (67.6), για 

παράδειγµα µπορεί να γραφτεί 

                                        

Στους παράγοντες που λαµβάνονται έξω από τις αγκύλες µπορούµε να βάλουµε αµέσως 

Ν = Ν 0 . Η διαφορά στις αγκύλες δίνει 

                                                   

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τον τύπο 

                                                 

Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος  γίνεται στη µορφή 

                                 

Σηµειώστε ότι χ(k) εµφανίζεται στα ολοκληρώµατα ως απλά αθροίσµατα των τιµών του 

για διάφορα k, όπως στην κλασσική σύγκρουση του ολοκληρώµατος για αέρια (6.4), 

(6.5). 
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Σε µια λύση του (67.13) µπορούµε πάντα να προσθέσουµε την προφανή λύση της 

οµογενής εξίσωσης. 

                                          

η οποία καθιστά το ολοκλήρωµα (67.17) πανοµοιότυπα µηδέν, λόγω της διατήρησης της 

ενέργειας σε συγκρούσεις. Όπως ήδη εξηγήθηκε στη §6, αυτή η «επιπλέον» λύση 

ανταποκρίνεται απλά σε µικρή συνεχόµενη αλλαγή στη θερµοκρασία και αποκλείεται 

από τη περαιτέρω κατάσταση (67.14). 

Μια δεύτερη «επιπλέον» λύση, 

                                                

µε δV σταθερά, αντιστοιχεί σε µια µικρή αλλαγή στην ταχύτητα του αερίου του 

φωτονίου ως σύνολο (cf. (6.6)) και αποκλείεται από την παρουσία των διαδικασιών 

Umklapp, οι οποίες έχουν ως αποτέλεσµα ότι η συνολική ψευδό ταχύτητα του φωτονίου 

δεν διατηρείται. 

 

§68.  Θερµική αγωγιµότητα σε µονωτήρες. Υψηλές θερµοκρασίες 

Η εξίσωση (67.13) µας επιτρέπει να καθορίσουµε αµέσως τη θερµοκρασία 

εξάρτησης της θερµικής αγωγιµότητας ενός µονωτή σε θερµοκρασίες πολύ µεγαλύτερες 

από τη θερµοκρασία Debye Θ ~ u/d (ή hu/d σε συνήθεις µονάδες). 

Η µέγιστη ενέργεια φωτονίου σε όλους τους κλάδους του φάσµατος είναι της 

τάξης του Θ. Ως εκ τούτου, όταν , οι ενέργειες όλων των φωτονίων  και για τα 

περισσότερα από αυτά ω ~ Θ. Η συνάρτηση της διανοµής ισορροπίας (67.9) γίνεται τότε 

                                 

Στη σύγκρουση του ολοκληρώµατος (67.17), η θερµοκρασία διαχωρίζεται ως ένα 

παράγοντα Τ 2 ; Η λειτουργία w για συχνότητες ω ~ Θ δεν επηρεάζει την εξάρτηση 

θερµοκρασίας του ολοκληρώµατος. Στην αριστερή πλευρά του (67.13), ∂N 0 /∂T ~1/ω 

δεν εµπλέκει τη θερµοκρασία. Ως εκ τούτου, 

                                                   

και έτσι η ροή θερµότητας* 
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 Η θερµική αγωγιµότητα είναι έτσι αντιστρόφως ανάλογη µε τη θερµοκρασία: 

                                                

στη κλασσική θεωρία, αυτό το αποτέλεσµα αποκτήθηκε από τον Debye. Σε ένα 

ανισοτροπικό κρύσταλλο, οι κατευθύνσεις των q και ∇Τ σε γενικές γραµµές δεν είναι 

το ίδιο και η αγωγιµότητα είναι εποµένως η διάχυση βαθµού δύου, δεν είναι βαθµιδωτά;  

 

*  Η προφανής εξαφάνιση του q σε ισορροπία ακολουθεί επίσηµα από την εξαφάνιση του ολοκληρώµατος 

d3 k, επειδή το ολοκλήρωµα είναι µια περιττή λειτουργία του k: η συχνότητα ω(k) και εποµένως Ν 0 (ω) 

είναι ακόµη λειτουργίες του k και η ταχύτητα u= ∂ω/∂k είναι µια περιττή λειτουργία. Η συνάρτηση k(ω) 

είναι άρτια λόγω της συµµετρίας υπό την αναστροφή του χρόνου, ανεξάρτητα από την συµµετρία του 

κρυσταλλικού πλέγµατος (βλέπε SP 1, §69).  

∆εν πρέπει να λάβουµε υπόψη αυτό, όταν θεωρώντας τη θερµοκρασία εξάρτηση του. 

Ας υπολογίσουµε τη µέση ελεύθερη διαδροµή του φωτονίου στο εύρος της 

θερµοκρασίας που µας αφορά. Σύµφωνα µε τη στοιχειώδη σχέση (7.10) της κινητικής 

θεωρίας των αερίων, κ ~  όπου C είναι η συγκεκριµένη θερµοκρασία ανά µονάδα 

όγκου,  η µέση ταχύτητα των φορέων ενέργειας και Ι µέση ελεύθερη διαδροµή τους. 

Η συγκεκριµένη θερµότητα του κρυστάλλου είναι σταθερή σε υψηλές θερµοκρασίες και 

έτσι είναι η ταχύτητα των φωτονίων που µπορεί να εκτιµηθεί ως η ταχύτητα του ήχου u. 

Βλέπουµε λοιπόν, ότι η µέση ελεύθερη διαδροµή Ι ∞ 1/Τ. Αυτό θα πρέπει να γίνει µε τη 

σειρά της σταθεράς του πλέγµατος d σε θερµοκρασίες τόσο υψηλές που τα πλάτη 

δόνησης των ατόµων είναι επίσης της τάξης του d. Σύµφωνα µε την εκτίµηση (67.5) 

τέτοια θερµοκρασία είναι ~Μu 2 και έχουµε για τη µέση ελεύθερη διαδροµή και για την 

αποτελεσµατική σύγκρουση συχνότητα v ~ u/Ι τις εκτιµήσεις                           

                                           

Από αυτό βλέπουµε ότι σε σχεδόν όλες τις θερµοκρασίες κάτω από το σηµείο 

τήξης.  

Στην ανάλυση αυτή, αυτό έχει ουσιαστικά θεωρηθεί, ότι τα τρία φωτόνια 

µηχανισµού της θερµικής αντίστασης σε ένα κρυσταλλικό πλέγµα  είναι λειτουργικά για 

όλα τα φωτόνια. Οι ροές ενέργειας που µεταφέρονται από τις διάφορες οµάδες φωτονίων 

είναι αθροιστικές και έτσι είναι οι συνεισφορές τους στη θερµική αγωγιµότητα. Αν ο 
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µηχανισµός ήταν ανεπαρκής για µια ακόµη οµάδα από φωτόνια, θα µπορούσε να ήταν 

ανεπαρκής για να παρέχει µια πεπερασµένη αγωγιµότητα. Οι µεγάλου µήκους κύµατος 

ακουστικών φωτονίων χρειάζονται ιδιαίτερη προσοχή εδώ. 

Ας εξετάσουµε πρώτα τις διαδικασίες που αφορούν µόνο τέτοια φωτόνια µε 

µικρή ψευδό ορµή του συγκρίσιµου µεγέθους που συµβολίζεται µε f µε την κατάλληλη 

κατάληξη. Θα πρέπει να εκτιµήσουµε για αυτές τις διαδικασίες το ολοκλήρωµα 

σύγκρουσης (67.17), όσον αφορά την εξάρτησή της από την f. Σύµφωνα µε την (66.14), 

σε αυτή την περίπτωση w∞  ff 1f 2 ∞ f 3 . Οι παράγοντες Ν 0  ~ T/ω ∞ 1/f. Η ολοκλήρωση 

στo k-χώρο είναι πάνω από ένα όγκο ~ f3 , αλλά η συνάρτηση δέλτα διαχωρίζει εντός του 

όγκου µια επιφάνεια µε χώρο ~ f 2 . Θα βρείτε έτσι για το ολοκλήρωµα σύγκρουσης 

                                                         

όπου η τελευταία έκφραση χρησιµοποιεί το γεγονός, ότι δΝ ∞ χ/f 2 (67.15); Το 

αποτέλεσµα µπορεί επίσης να γραφτεί σε ότι αφορά την αποτελεσµατική συχνότητα 

συγκρούσεως όπως 

                                                   

Στην αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς (67.13), ο παράγοντας u είναι (για 

ακουστικά φωτόνια) ανεξάρτητος από το f και  ∂Ν 0  ~  ∂T/ ∞ 1/f. Συνεπώς 

 

Η συµβολή του µακρύ µήκους-κύµατος φωτόνια στην ενέργεια ροής q δίνεται από το 

ολοκλήρωµα (67.4) που λαµβάνεται πάνω από ένα όγκο ~ f 3 . Αυτό το ολοκλήρωµα, 

                                      

αποκλίνει όπως I/f για µικρά f. Έτσι οι τρεις διαδικασίες φωτονίων ανάµεσα σε µόνο 

µεγάλου µήκους-κύµατος ακουστικά φωτόνια θα µπορούσε να οδηγήσει σε µια άπειρη 

θερµική αγωγιµότητα; Για να καταλήξουµε σε µία πεπερασµένη αγωγιµότητα, οι 

συγκρούσεις µεταξύ αυτών και των µικρών µήκους κυµάτων φωτονίων είναι 

απαραίτητες (I. Ya. Pomeranchuk 1941).  

Ας αφήσουµε µια µικρού µήκους-κύµατος φωτονίου µε ψευδο ορµή 

αποσύνθεσης k, σε ένα µακρύ µήκους-κύµατος ακουστικού φωτονίου f και ένα σύντοµου 

µήκους-κύµατος φωτονίου k – f- b που ανήκουν στην ίδια διακλάδωση του φάσµατος 
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ω(k), όπως το φωτόνιο k; Στην ακόλουθη ανάλυση η απόλυτη αξία του k είναι λιγότερο 

σηµαντική από το γεγονός ότι  ∆εδοµένου, ότι ω(k)είναι περιοδικό στο αντίστροφο 

πλέγµα, έχουµε ω( k – f – b) και κατά το νόµο της διατήρησης της ενέργειας αναφέρει 

ότι 

                                             

Ο δεύτερος όρος στα δεξιά, η ακουστική συχνότητα φωτονίου είναι µία γραµµική 

συνάρτηση της f; είναι η ταχύτητα φάσης του ήχου, η οποία εξαρτάται από την 

κατεύθυνση n= I/f. Επεκτείνοντας ω(k- f) στις αρµοδιότητες του µικρού διανύσµατος f, 

µπορούµε να βάλουµε αυτή την εξίσωση µε το τύπο                                                                                   

                                          

Μπορεί να πληρούνται µόνο εάν η ταχύτητα του µικρού µήκους-κύµατος φωτονίων να 

υπερβαίνουν εκείνη του ήχου: 

                                              

Με αυτή την έννοια, η πιο «επικίνδυνη» ακουστική διακλάδωση είναι, ότι µε την 

υψηλότερο ταχύτητα του ήχου και αυτό είναι η διακλάδωση που πρέπει να έχουµε κατά 

νου, όταν αναφέρεται σε ακουστικά φωτόνια.* 

Άλλες δυνατότητες για τρεις διεργασίες φωτονίων συµβαίνουν όταν υπάρχουν 

σηµεία εκφυλισµού στο χώρο k, όπου οι ενέργειες των δύο ή περισσότερων 

διακλαδώσεων του φάσµατος φωτονίων συµπίπτουν (C. Herring 1954); Η παρουσία 

τέτοιων σηµείων (είτε αποµονωµένων, είτε σχηµατίζοντας µια γραµµή ή επίπεδο) είναι 

σε πολλές περιπτώσεις µια αναγκαία συνέπεια της συµµετρίας του κρυσταλλικού 

πλέγµατος. Οι δυνατότητες που προκύπτουν απεικονίζονται µε µια γραφική κατασκευή 

που θα πρέπει πρώτα να δώσουµε για την υπόθεση που έχει ήδη συζητηθεί, ότι από την 

εκποµπή από το «υπερηχητικά» µικρού µήκους-κύµατος φωτόνιο.  

Για µία δεδοµένη κατεύθυνση της f, παίρνουµε τη κατεύθυνση όπως το x-άξονα; 

Εικόνα 27a, η συνεχής καµπύλη αντιπροσωπεύει τη συνάρτηση ω(k g ) (που δίδεται k y  

k 2 ) για µικρού µήκους-κύµατος. Γράφοντας τη συνθήκη (68.7) στο τύπο 
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βλέπουµε, ότι η εκποµπή ενός ακουστικού φωτονίου είναι πιθανή, εάν σε κάποιο σηµείο 

η κλίση της καµπύλης είναι ίση µε την ταχύτητα του ήχου. Οι συχνότητες ω(k) και ω(k – 

f) από του µικρού µήκους-κύµατος φωτονίων κοντά σε αυτό το σηµείο, στη συνέχεια 

δίδεται από τις τοµές της καµπύλης µε τη διακεκοµµένη γραµµή, της οποίας η κλίση 

είναι u(nx ); Η διαφορά µεταξύ της συντεταγµένης από αυτά τα σηµεία δίνει τη 

συχνότητα fu.  

 

   * Σε µια ισοτροπικό στερεό, ένας κλάδος του ακουστικού φάσµατος αντιστοιχεί σε διαµήκεις δονήσεις 

και τα άλλα δύο σε εγκάρσιες δονήσεις; Η ταχύτητα των διαµήκη κυµάτων ήχου υπερβαίνει από τα 

εγκάρσια κύµατα. Σε ανισότροπο κρύσταλλο, η κατανοµή των κυµάτων σε διαµήκη και εγκάρσια σε 

γενικές γραµµές δεν έχει κανένα νόηµα. Ωστόσο, στη βιβλιογραφία η διακλάδωση µε την υψηλότερη 

ταχύτητα του ήχου είναι συχνά αυθαίρετη, ονοµάζονται διάµηκες 

 

Εάν ωστόσο, οι καµπύλες των δύο διακλαδώσεων ω(k g ) τέµνονται σε ένα 

σηµείο k g =k 0g , µια διαδικασία τριών φωτονίων είναι πάντα δυνατή κοντά σε αυτό το 

σηµείο ανεξάρτητα από τις κλίσεις των καµπυλών και αν ή όχι k 0  είναι µια απλή 

διασταύρωση (εικόνα 27b) ή ένα σηµείο επαφής (εικόνα 27c). Τα δύο τότε σύντοµα 

µήκους κύµατος φωτόνια ανήκουν σε διαφορετικές διακλαδώσεις του φάσµατος. 
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Ας εκτιµήσουµε τώρα τον πραγµατικό αριθµό των συγκρούσεων µιας µακράς 

µήκους-κύµατος ακουστικού φωτονίου, όταν υπάρχουν σηµεία εκφυλισµού. Αυτές 

πρέπει να είναι διαδικασίες (67.8) απορρόφησης και εκποµπής του φωτονίου: η 

διάσπαση του φωτονίου από τις διαδικασίες (67.7) θα οδηγούσε σε δύο µεγάλα µήκους -

κύµατος φωτονίων, η περίπτωση αυτή έχει ήδη συζητηθεί. Έχουµε λοιπόν για να 

εκτιµήσουµε  το δεύτερο όρο (67.17) µε την υπόθεση ότι 

                                       

Εδώ χρησιµοποιούµε τα γεγονότα, ότι w ∞  f,  Ν 0 ∞ Ι/f και οι υπόλοιποι παράγοντες 

στο ολοκλήρωµα µπορούν να αντικατασταθούν από ανεξάρτητες µέσες τιµές της f, αφού 

η ενσωµάτωση έχει ληφθεί µόνο πάνω από τη γειτονιά των σηµείων εκφυλισµού. Πάλι 

χρησιµοποιώντας δΝ ∞ χ/ f 2  έχουµε αποκτήσει µια εκτίµηση της εξάρτησης της 

σύγκρουσης του ολοκληρώµατος στην f µε το τύπο Ι(x) ∞ v(f)δN , όπου 

                                

Το ολοκλήρωµα µπορεί να µετασχηµατιστεί σε µια επιφάνεια αναπόσπαστη σε k-

χώρο, η επιφάνεια που ορίζεται από 

                  

µε τη βοήθεια του τύπου * 

                                    

το ολοκλήρωµα που λαµβάνεται πάνω από την επιφάνεια F(k)= 0. Στη συνέχεια έχουµε 

                    

όπου ∆S(f) είναι η περιοχή της επιφάνειας (68.10) και οι γωνιακές παρενθέσεις 

συµβολίζουν µέσο όρο πάνω από την επιφάνεια. 

Ας θεωρήσουµε µια τυπική περίπτωση, στην οποία τα σηµεία εκφυλισµού 

σχηµατίζουν µια καµπύλη στο k-χώρο. Στη συνέχεια, ως f →0, η επιφάνεια (68.10) 

συστέλλεται σε µία καµπύλη επί της οποίας βρίσκονται τα εκφυλισµένα σηµεία και για 

τα µικρά f είναι ένας στενός σωλήνας που περιτριγυρίζει αυτή τη γραµµή; Η εξάρτηση 

της περιοχής ∆S στην f είναι συνεπώς το ίδιο µε την f -εξάρτηση της διαµέτρου του 

σωλήνα . 
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Αν οι επιφάνειες ω(k) ανταποκρίνονται στην καµπύλη εκφυλισµού, αλλά δεν 

αγγίζουν (εικόνα 27b) την απόσταση του σηµείου k από το σηµείο εκφυλισµού 

µεταβάλλονται γραµµικά µε την f και έτσι  ∆S∞ f επίσης. ∆εδοµένου, ότι η διαφορά των 

παραγώγων σε αυτή την περίπτωση είναι πεπερασµένη στο σηµείο της τοµής, έχουµε 

                                   

Το ολοκλήρωµα (68.5) αποκλίνει πλέον µόνο λογαριθµικά. Η απόκλιση αυτή πρέπει να 

αφαιρεθεί κατά τον ίδιο τρόπο, όπως όταν δεν υπάρχει εκφυλισµός (βλέπε παρακάτω). 

Επειδή η απόκλιση είναι αδύναµη, αυτό συνήθως δεν προκαλεί καµία σηµαντική αλλαγή 

στο νόµο (68.2). 

 

* Αυτό προέρχεται αµέσως σηµειώνοντας ότι 

                                                     

 όπου Ι είναι η απόσταση κατά µήκος του κανονικού προς την επιφάνεια. 

Τώρα ας αφήσουµε τις επιφάνειες ω(k) να έχουν µια τετραγωνική επαφή στο 

σηµείο εκφυλισµού. Κατόπιν, όπως βλέπουµε στην Εικ.27c, f είναι ανάλογη προς το 

τετράγωνο της απόστασης από το σηµείο της επαφής. Η περιοχή ∆S είναι ανάλογη προς 

αυτή την απόσταση, είναι ∆S ∞ f 2/1 . Στην εν λόγω περίπτωση, η ίδια εξάρτηση από την 

f συµβαίνει για τη διαφορά των παραγώγων στο (68.12), δεδοµένου ότι οι παράγωγες 

καµπύλες τέµνονται χωρίς επαφή. Σε αυτή τη περίπτωση ωστόσο,  

                                         

και δεν υπάρχει απόκλιση στη θερµική αγωγιµότητα. 

Άλλοι τύποι των σηµείων εκφυλισµού µπορούν επίσης να αντιµετωπιστούν παρόµοια. * 

Εάν δεν υπάρχουν σηµεία εκφυλισµού στο φάσµα του φωτονίου, ο όρος (68.6) πρέπει να 

πληρείται για όλες τις κατευθύνσεις n σε µια τουλάχιστον διακλάδωση ω(k) φάσµατος, 

προκειµένου να διασφαλιστεί πεπερασµένη θερµική αγωγιµότητα από τρεις διαδικασίες 

φωτονίων. ∆ιαφορετικά, η πεπερασµένη αγωγιµότητα είναι αποτέλεσµα µόνο από 

µεγαλύτερες τάξης (τέσσερα-φωτόνια) διεργασίες και ο όρος (68.2) δεν ισχύει. Σε 

χαµηλές θερµοκρασίες, η µέση ελεύθερη διαδροµή αυξάνεται και µπορεί να γίνει 

συγκρίσιµο µε το µέγεθος L του σώµατος; Η απόκλιση του ολοκληρώµατος (68.5) 

µπορεί στη συνέχεια να κοπεί στο f ~Ι/L, η οποία θα καθιστούσε tη θερµική αγωγιµότητα 

εξαρτώµενη από την L. 
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§69. Θερµική αγωγιµότητα σε µονωτές. Χαµηλές θερµοκρασίες 

Σε χαµηλές θερµοκρασίες , η µεταφορά θερµότητας σε µονωτήρες γίνεται 

αρκετά διαφορετικά. Ο λόγος είναι ότι κάτω από αυτές τις συνθήκες, ο αριθµός των 

διεργασιών Umklapp γίνονται εκθετικά µικρές, όπως προκύπτει από τα ακόλουθα 

επιχειρήµατα. 

Η διατήρηση της οιονεί ορµής σε µια διαδικασία τριών φωτονίων µε Umklapp 

που εκφράζεται από k= k1+ k 2 + b απαιτεί τουλάχιστον µία από τις τρεις οιονεί ορµές θα 

πρέπει να είναι µεγάλες; ας είναι αυτό k1 ~ b. Tότε η ενέργεια ω 1~ Θ και η διατήρηση 

της ενέργειας (ω= ω1 + ω 2 ) απαιτεί ότι η ενέργεια ω ~Θ πρέπει να είναι επίσης µεγάλη.  

 

*  Η συζήτηση αυτών µπορούν να βρεθούν στο αρχικό έγγραφο από τον C. Herring, Physical Review 95, 

954, 1954. 

Οταν , η πλειονότητα των φωτονίων έχουν ενέργειες ~Τ και ο αριθµός µε 

ενέργειες ~ Θ  είναι εκθετικά µικρός. Έτσι, τόσο για τη διαδικασία αποσύνθεσης των 

φωτονίων, όσο και για την αντίστροφη διαδικασία της συνένωσης δύο φωτονίων, οι 

αριθµοί αρχικών φωτονίων και συνεπώς οι αριθµοί των διαδικασιών είναι εκθετικά 

µικροί. Είναι εύκολο να δει κανείς, ότι στη πραγµατικότητα πρόκειται για µια διαδικασία 

τριών φωτονίων ασήµαντη σε αυτά τα επιχειρήµατα, τα οποία ισχύουν εξίσου και για τις 

διαδικασίες που αφορούν µεγαλύτερο αριθµό φωτονίων. 

Σε αυτήν την κατάσταση, η φυσική εικόνα της µεταφοράς θερµότητας έχει ως 

εξής. Πολυάριθµες κανονικές συγκρούσεις φωτονίων, στην οποία η συνολική οιονεί 

ορµή διατηρείται, καθορίζει µόνο την «εσωτερική» ισορροπία του αερίου του φωτονίου 

που µπορεί ακόµη να κινείται σε σχέση µε το πλέγµα µε οποιαδήποτε ταχύτητα V. Ο 

µικρός αριθµός συγκρούσεων µε Umklapp αλλάζουν τη λειτουργία διανοµής ελάχιστα, 

αλλά καθιερώνουν µια οριστική τιµή του V ανάλογη µε την κλίση θερµοκρασίας; Αυτό 

µε τη σειρά του καθορίζει τη ροή θερµότητας. Τώρα θα δείξουµε πώς αυτή η εικόνα 

παρουσιάζεται στη µαθηµατική λύση του προβλήµατος. * 

Η εξίσωση µεταγωγής/µεταφοράς γράφεται ως 
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το ολοκλήρωµα της σύγκρουσης διαχωρίζεται σε τµήµατα που συνδέονται µε κανονικές 

και Umklapp συγκρούσεις. Η συνάρτηση της κατανοµής ισορροπίας που αντιστοιχεί 

στην κίνηση του αερίου ως σύνολο µε ταχύτητα V λαµβάνεται από Ν 0(ω) για την 

αντικατάσταση του επιχειρήµατος ω µε ω- k. V; όταν το V είναι µικρό έχουµε 

                                                 

Σύµφωνα µε την εικόνα που περιγράφεται παραπάνω, επιδιώκουµε τη λύση της εξίσωσης 

(69.1) µε το τύπο 

                                                 

 

* Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ο σαφής διαχωρισµός των διεργασιών Umklapp ως ένα µικρό αποτέλεσµα 

επιτυγχάνεται µε ακρίβεια η επιλογή που περιγράφεται στη §66 για το κύτταρο βάσης στο αµοιβαίο 

πλέγµα, ως αποτέλεσµα του οποίου όλες οι συγκρούσεις µεταξύ µακρύ µήκους-κύµατος φωτονίων µόνο µε 

χαµηλές ενέργειες  είναι φυσιολογικές. 

χu είναι µέρος της µεταβολής στη συνάρτηση κατανοµής που οφείλεται σε Umklapp 

διεργασίες και είναι µικρό σε σύγκριση µε το χ N . Εάν v u και ν N  δηλώνουν τις τάξεις 

µεγέθους των αποτελεσµατικών συχνοτήτων σύγκρουσης µε και χωρίς Umklapp 

(v u ν N ), όταν 

                                          

Η αντικατάσταση στο (69.1) δίνει 

                                 

όπου οι γραµµικοί φορείς που αντιδρούν στις λειτουργίες χ ορίζονται στο (67.17). Στο 

(69.5) έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι Ι N (χ N )=0 και παραλείπονται Ι u (χu) ως µια 

µικρή ποσότητα; Οι δύο όροι που αποµένουν στα δεξιά είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, 

εάν (69.4) είναι έγκυρο. 

Ας τονίσουµε καταρχάς, ότι όταν οι διεργασίες Umklapp έχουν παραµεληθεί και 

η κλίση της θερµοκρασίας δεν είναι µηδέν, η εξίσωση µεταφοράς δεν έχει καµία λύση. 

Εάν πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση (69.5) µε k, ενσωµατώνουµε πάνω d3k/(2π) 3και 

αθροίσουµε όλες τις διακλαδώσεις του φάσµατος φωτονίων. ∆εδοµένου ότι οι 
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κανονικές συγκρούσεις διατηρούν τη συνολική ψευδό ορµή, ο όρος Ι N (χu) γίνεται µηδέν 

αφήνοντας 

                

Όταν έχουν παραµεληθεί οι διεργασίες Umklapp, η δεξιά πλευρά είναι µηδέν, ενώ η 

αριστερή πλευρά δεν είναι βέβαια µηδέν, το ολοκλήρωµα γίνεται µια άρτια λειτουργία, 

δεδοµένου ότι ω(k) είναι άρτια και υ=∂ω/∂k περιττή. Αυτή η αντίφαση σηµαίνει, ότι η 

εξίσωση µεταφοράς δεν έχει καµία λύση. 

Με διεργασίες Umklapp που λαµβάνονται υπόψη ωστόσο, εξίσωση (69.6) 

προσδιορίζει την άγνωστη ποσότητα V στην επίλυση (69.3). Για να απλοποιηθεί ο 

συµβολισµός θα πρέπει να υποθέσουµε, ότι ο κρύσταλλος έχει κυβική συµµετρία. Η 

ανισοτροπία του κρυστάλλου τότε δεν εµφανίζεται* στα ολοκληρώµατα στο (69.6) και 

αυτή η εξίσωση γίνεται µετά την αντικατάσταση του χ N  από (69.3), 

                                        

* Για κυβική συµµετρία, κάθε τανυστής τάξης δύο µειώνει σε ένα βαθµωτό:  

µε τη σηµείωση 

                                    

ο παράγοντας β διαχωρίζεται προκειµένου να απλοποιηθεί ο µεταγενέστερος τύπος. 

Η εξίσωση (69.7) προσδιορίζει το V και η ροή της ενέργειας στη συνέχεια 

υπολογίζεται ως ολοκλήρωµα (67.4), στην οποία το Ν θα αντικατασταθεί από 

                             

Τότε q=Τβ 1V και µαζί µε το (69.7) δίνει q= - κ∇Τ µε τη θερµική αγωγιµότητα 

                                                    

Είναι αξιοσηµείωτο, ότι σε αυτή την περίπτωση ο υπολογισµός του κ δεν απαιτεί την 

εξίσωση µεταφοράς (69.5) για να λυθεί, αλλά µόνο να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα 

(69.8).  
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Τα ολοκληρώµατα β 1 και β 2  διέπονται από την περιοχή συχνοτήτων ω~ Τ, το 

οποίο περιέχει την πλειονότητα των φωτονίων. Εξαρτώνται από το T µόνο µε ένα νόµο 

δύναµης. ∆εδοµένου, ότι µόνο ακουστικά φωτόνια µπορούν να έχουν χαµηλές ενέργειες, 

β 1 και β 2 πρέπει στην πράξη να αθροίζονται µόνο στη διάρκεια των τριών ακουστικών 

διακλαδώσεων του φάσµατος. Είναι εύκολο να δούµε τότε ότι έχουµε 

                                          

Η εκθετική εξάρτηση περιέχεται στο ολοκλήρωµα v u . Ο συγκεκριµένος τύπος 

του µπορεί να ληφθεί µε τη βοήθεια του (67.17). Για Umklapp διεργασίες, 

                         

Για την πλειοψηφία φωτονίων ω ~Τ και η συνάρτηση κατανοµής Ν 0~1;  Για φωτόνια µε 

ω Τ ωστόσο Ν 0 1. Οι παράγοντες Ν 0+ 1~1 ωστόσο δεν πρέπει να λαµβάνονται 

υπόψη για την εκτίµηση του ολοκληρώµατος. Οι λειτουργίες  

                                                     

περιέχουν παράγοντες e T/ω που µπορεί να είναι µικροί εκθετικά και οι οποίοι έχουν 

αποφασιστική επίδραση στην εκτίµηση του ολοκληρώµατος. 

 Έτσι, αν λάβουµε υπόψη µόνο την εκθετική εξάρτηση θερµοκρασίας του v u  

έχουµε  

                  

το άθροισµα είναι πάνω από όλες τις διακλαδώσεις g, g1 g2  του φάσµατος και πάνω 

από όλες τις µη-µηδενικές τιµές του b που πραγµατοποιούνται στις Umklapp διεργασίες. 

Η εξίσωση  

                              

ορίζει µία επιφάνεια πέντε διαστάσεων σε έξι-διαστάσεις kk1-χώρο. Ας είναι ∆(g, g1 g2 ) 

η ελάχιστη τιµή του ω g (k) σε αυτό το υπερ-διαστάσεων; ∆εδοµένου ότι οι ενέργειες των 

φωτονίων που εµπλέκονται σε διεργασίες Umklapp είναι µεγάλες, αυτές οι τιµές είναι 

~Θ. Κάθε ένα από τα ολοκληρώµατα στο άθροισµα από (g) στο (69.11) είναι αναλογικό 

σε exp[-∆(g, g1 g2 )/Τ]. ∆ιατηρώντας µόνο το µεγαλύτερο από αυτά, έχουµε 
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 όπου ∆ min  είναι το µικρότερο από τα ∆(g, g1 g2 ) . 

 Μπορούµε λοιπόν να συµπεράνουµε, ότι η θερµική αγωγιµότητα εξαρτάται 

ουσιαστικά από τη θερµοκρασία σύµφωνα µε την εκθετική σχέση 

                                          

µε ∆ min ~ Θ (R.E. Peirls, 1929).  

Οι υψηλότερες στη σειρά διαδικασίες που περιλαµβάνουν ένα µεγαλύτερο αριθµό 

φωτονίων, οδηγούν σε εξάρτηση της θερµοκρασίας ενός παρόµοιου τύπου µε ∆ την 

χαµηλότερη δυνατή τιµή της ενέργειας των αρχικών φωτονίων σε κάθε διεργασία (ή 

ισοδύναµα, το ήµισυ τουλάχιστον της συνολικής ενέργειας όλων των φωτονίων, αρχικά 

και τελικά, λαµβάνοντας µέρος στη διαδικασία). Κατ 'αρχήν, µπορεί να συµβεί, ότι η 

τιµή αυτή είναι µικρότερη από τρεις διεργασίες τριών φωτονίων, στην περίπτωση αυτή η 

συνεισφορά υψηλότερων στη σειρά διεργασίες για τη θερµική αγωγιµότητα µπορεί να 

γίνει κυρίαρχη, παρά το γεγονός ότι ο συντελεστής του εκθέτη µειώνεται φυσικά όσο η 

σειρά της διαδικασίας αυξάνεται.  

Σε αντίθεση, µε τη συχνότητα διεργασίας Umklapp vu , η αποτελεσµατική 

συχνότητα v N  των κανονικών συγκρούσεων µειώνεται ως δύναµη της θερµοκρασίας; 

Πρέπει να καθορίσουµε τη σχέση προκειµένου να το χρησιµοποιήσουµε στη §71. 

Κανονικές συγκρούσεις λαµβάνουν χώρα µεταξύ ακουστικών φωτονίων µε ω~T, 

οι οποίες αποτελούν την πλειοψηφία. Η οιονεί ορµή Στη σύγκρουση του 

ολοκληρώµατος (67.17), η ενσωµάτωση είναι πάνω από µια επιφάνεια µε περιοχή - k 2  

που διακρίνεται από τη δέλτα λειτουργία σε έναν όγκο ~k 2 . Στην περιοχή αυτή, οι 

λειτουργίες Ν 0~1 και ω∞ k 2 σύµφωνα µε (66.14). Ως εκ τούτου, v N ∞Τ 5 . Ο 

συντελεστής αναλογικότητας είναι περισσότερο απλά καθορισµένος από τον όρο, ότι 

όταν Τ ~ Θ η έκφραση αυτή και η εκτίµηση (68.3) πρέπει να δώσουν το ίδιο αποτέλεσµα, 

έτσι ώστε 

                      

 

§70. Φωτόνια διασκορπίζονται από ακαθαρσίες 
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Στις §68 και §69 έχουµε υποθέσει, ότι το κρυσταλλικό πλέγµα είναι ιδανικό και 

ελεύθερο από ελαττώµατα. Ας εξετάσουµε τώρα την πιθανή σηµασία διασκόρπισης 

φωτονίου µε άτοµα πρόσµιξης όσον αφορά τη θερµική αγωγιµότητα σε µονωτές. 

Σε σχέση µε τα µακρύ µήκους-κύµατος ακουστικά φωτόνια, η πρόσµειξη ατόµου 

είναι ένα σηµείο ελαττώµατος στο πλέγµα. Μια χαρακτηριστική ιδιότητα της 

διασκόρπισης από τέτοια ελαττώµατα είναι ότι είναι ελαστική (η συχνότητα φωτονίων 

είναι αµετάβλητη) και η διατοµή διασκόρπισης µειώνεται γρήγορα µε τη συχνότητα, για 

παράδειγµα µε τον αριθµό κύµατος, ως k 4 * 

Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος για το φωτόνιο που διασκορπίζεται από 

ακαθαρσίες είναι 

                

Ως συνήθως, ο πρώτος όρος στους δεσµούς δίνει τον αριθµό των γεγονότων  

 

* Αυτή είναι µια γενική ιδιότητα των κυµάτων ήχου διασκόρπισης από εµπόδια µικρά σε σύγκριση µε το 

µήκος κύµατος; cf. FM, §76.  Συγκρίνοντας επίσης την αντίστοιχη περίπτωση στη διασκόρπιση των µακρύ 

ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων (Fields, . §79).   

διασκόρπισης ανά µονάδα χρόνου, το οποίο  φέρνει ένα φωτόνιο σε µια κατάσταση µε 

µια συγκεκριµένη οιονεί ορµή k από καταστάσεις µε οποιαδήποτε άλλες τιµές k’ που 

αντιστοιχούν στην ίδια ενέργεια. Οµοίως, ο δεύτερος όρος δίνει τον αριθµό των 

γεγονότων διασκόρπισης που λαµβάνουν φωτόνια από αυτή την κατάσταση σε 

οποιαδήποτε άλλη. Αν τα άτοµα πρόσµιξης είναι διατεταγµένα τυχαία και η µέση 

απόσταση µεταξύ τους είναι πολύ µεγαλύτερη από το πλάτος διασκόρπισης, τότε 

διαφορετικά άτοµα διασκορπίζονται ανεξάρτητα και οι πιθανότητες είναι προσθετικές. 

Υπό αυτές τις συνθήκες, οι οποίες έχουν θεωρηθεί στο (70.1) ο συνολικός αριθµός των 

γεγονότων διασκόρπισης είναι ανάλογος προς τη συγκέντρωση του ατόµου πρόσµειξης 

Ν imp . Για διασκόρπιση σε ένα ανισότροπο µέσο, η συνάρτηση w(k,k’) εξαρτάται από τις 

κατευθύνσεις των δύο διανυσµάτων k και k’, αλλά η εξάρτηση της στο µέγεθος k είναι 

w∞ k 4 . Στο (70.1) έχουµε θέσει w(k,k’) = w(k’,k). Στην προσέγγιση Born αυτό 

προκύπτει από την µοναδιαία κατάσταση και τη µικρότητα του πλάτους διασκόρπισης, 

όταν δεύτεροι όροι παραµελούνται. (βλέπε QM, §126). Η προσέγγιση Born δεν είναι 

γενικά εφαρµόσιµη στη διασκόρπιση φωτονίων από ένα άτοµο ακαθαρσίας. Σε χαµηλές 
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θερµοκρασίες ωστόσο, όταν µας ενδιαφέρουν φωτόνια µε µικρό k, το πλάτος 

διασκόρπισης είναι µικρό για έναν άλλο λόγο, να είναι ανάλογο µε k 2 ; Εάν όροι 

∞k 4 είναι παραµεληµένοι, έχουµε και πάλι την ίδια εξίσωση. 

Τα γινόµενα N k N 'k  στους δεσµούς στο (70.1) ακυρώνονται και µετά την 

αντικατάσταση N= N 0δN το ολοκλήρωµα σύγκρουσης γραµµατικοποιήθηκε αµέσως: 

         

Αυτό το ολοκλήρωµα είναι σαν w ανάλογο µε k 4 . Από ∂Ν 0 /∂ Τ ∞1/ω ∞1/k όταν ω Τ, 

σε αυτή την περιοχή συχνότητας έχουµε 

                                             

Μια παρόµοια περίπτωση έχει ήδη συµβεί στη §68; cf. (68.4). Η σχέση (70.3) οδηγεί 

στην απόκλιση του ολοκληρώµατος για τη ροή θερµότητας. Έτσι, η παρουσία των 

προσµείξεων στον κρύσταλλο δεν µπορεί από µόνη της να εξασφαλίσει µια πεπερασµένη 

θερµική αγωγιµότητα του µονωτικού υλικού. 

Αυτό δεν σηµαίνει ωστόσο, ότι οι ακαθαρσίες δεν παίζουν κανένα ρόλο στον 

προσδιορισµό της αγωγιµότητας. Ο λόγος είναι ότι η διασκόρπιση από άτοµα πρόσµιξης 

δεν διατηρούν την ψευδο ορµή των φωτονίων και µε αυτή την έννοια µπορεί να λάβει τη 

θέση των Umklapp διεργασιών. Σε επαρκώς καθαρά δείγµατα µπορεί να υπάρχει µία 

σειρά από χαµηλές θερµοκρασίες, στις οποίες η πραγµατική συχνότητα v umpτης 

διασκόρπισης από ακαθαρσίες (για φωτόνια µε ω~Τ) είναι ενδιάµεση µεταξύ των 

συχνοτήτων των φυσιολογικών και συγκρούσεων Umklapp µεταξύ των φωτονίων: 

                                                    

Κάτω από αυτές τις συνθήκες, ο ρόλος των διεργασιών Umklapp λαµβάνονται από τη 

διασκόρπιση ακαθαρσίας και τις εξισώσεις (69.6)- (69.8) που εξακολουθούν να ισχύουν, 

αν ΙU  αντικαθίσταται από Ι imp . Η θερµική αγωγιµότητα στη συνέχεια δίδεται από το 

(69.9) µε ν impστη θέση του νU : 

                                              

Σύµφωνα µε το (70.2), ν imp ∞ω
4 ~Τ 4 . Οι ποσότητες β 1 και β 2 για τα ακουστικά φωτόνια 

είναι ανάλογα µε Τ 3 ; Έτσι σε αυτή την περίπτωση έχουµε κ ∞1/Τ. 
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§71. ∆υναµικές αερίου του φωτονίου σε µονωτές. 

Η προσέγγιση διατήρησης της ψευδό ορµής όταν η µέση ελεύθερη διαδροµή 

(Ι N ) για κανονικές συγκρούσεις είναι µικρή σε σύγκριση µε εκείνη (ΙU ) για Umklapp 

διεργασίες, 

                              

καθιστά το σύστηµα των φωτονίων στον κρύσταλλο σε χαµηλές θερµοκρασίες παρόµοιο 

από πολλές απόψεις µε ένα συνηθισµένο αέριο. Οι κανονικές συγκρούσεις καθιερώνουν 

εσωτερική ισορροπία σε κάθε στοιχείο όγκου του αερίου (µεγάλες σε σύγκριση µε Ι N ), 

το οποίο µπορεί ακόµα να κινείται µε οποιαδήποτε ταχύτητα V. Εάν V και θερµοκρασία 

Τ διαφέρουν αισθητά µόνο σε αποστάσεις µεγάλες σε σύγκριση µε Ι N  (και σε στιγµές 

µεγάλες σε σχέση µε 1/uN ), ένα σύστηµα εξισώσεων «υδροδυναµικών» µπορεί να 

προέρχεται για αυτούς. Μπορούµε να προσθέσουµε αυτές στη γραµµική προσέγγιση σε 

σχέση µε την ταχύτητα V και την κλίση της θερµοκρασίας, οι οποίες θα θεωρηθούν ως 

µικρές ποσότητες της ίδιας τάξης. Επιπλέον, για να απλοποιήσουµε το τύπο, µπορούµε 

πάλι να υποθέσουµε, ότι το κρύσταλλο έχει κυβική συµµετρία. 

Μία από τις απαιτούµενες εξισώσεις εκφράζει το νόµο της διατήρησης της 

ενέργειας. Λαµβάνεται ότι µε την αντικατάσταση της συνάρτησης διανοµής (69.2) στο 

(67.3) και (67.4). Τα ολοκληρώµατα των ω(k ·V) ∂ Ν 0 ∂ω και των ωuΝ 0  είναι µηδέν, 

όταν η ενσωµάτωση πάνω στις κατευθύνσεις του k διεξάγεται; cf η πρώτη υποσηµείωση 

της §68. Η συνάρτηση  Ν 0(ω) εξαρτάται από τις συντεταγµένες και το χρόνο µέσω του 

T. Παραµελώντας τους νόµους, οι οποίοι περιλαµβάνουν τη διεξαγωγή V·∇Τα, 

βρίσκουµε   

                    

όπου 

                                                      

Ε 0  είναι η πυκνότητα ενέργειας ισορροπίας και β 1 ορίζεται στο (69.8). 
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Η δεύτερη εξίσωση εκφράζει (την προσέγγιση) τη διατήρησης της ορµής οιονεί. 

Λαµβάνεται από την εξίσωση µεταφοράς 

          

αντικαθιστώντας Ν µε το τύπο (69.2), πολλαπλασιάζοντας µε k, ενσωµατώνοντας πάνω 

d3k και αθροίζοντας πάνω τους τύπους του φωτονίου. Το ολοκλήρωµα του kC N  

(N)είναι µηδέν µε τη διατήρηση της ψευδό ορµής σε κανονικές συγκρούσεις. Το 

αποτέλεσµα είναι 

                               

 µε β 2  και vU  που δίνονται από (69.8). Οι εξισώσεις (71.2) και (71.5) είναι οι 

υδροδυναµικές εξισώσεις για ένα αέριο φωτονίου σε ένα µονωτήρα. 

 Ο εκθετικά µικρός (σαν vU ) όρος στα δεξιά (71.5) αντιπροσωπεύει την επίδραση 

των Umklapp διεργασιών. Όταν αυτός ο όρος είναι παραµεληµένος, η οιονεί ορµή 

διατηρείται ακριβώς. Κάτω από αυτές τις συνθήκες χωρίς απόσβεση κύµατα µπορούν να 

µεταδοθούν στο αέριο φωτονίου, ανάλογο προς στα δεύτερα ηχητικά κύµατα σε ένα 

υπερρευστό (V. P. Peshkov 1946): Εξαλείφοντας V από (71.2) και (71.5) έχουµε σε αυτή 

την περίπτωση 

                                 

δηλαδή την κυµατική εξίσωση που περιγράφει την διάδοση των συγκρούσεων 

θερµοκρασίας µε ταχύτητα 

                                          

Όπως ήδη αναφέρθηκε, οι συνεισφορές προς τα ολοκληρώµατα β 1, β 2 , β 3  σε χαµηλές 

θερµοκρασίες προέρχονται σχεδόν αποκλειστικά από τις ακουστικές διακλαδώσεις του 

φάσµατος. Για γραµµικές σχέσεις διασποράς ω(k), αυτά τα ολοκληρώµατα είναι ανάλογα 

προς Τ 3 ; Η ταχύτητα (71.7) είναι τότε ανεξάρτητη της θερµοκρασίας και η ίδια σειρά 

όπως η ταχύτητα του ήχου. *  

Μέχρι στιγµής έχουµε θεωρήσει ότι το κρύσταλλο είναι πεπερασµένου µεγέθους. 

Σε χαµηλές θερµοκρασίες, όταν η µέση ελεύθερη διαδροµή του φωτονίου αυξάνεται 

ταχέως µια κατάσταση µπορεί πράγµατι να συµβεί κατά την οποία η µέση ελεύθερη 
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διαδροµή γίνεται συγκρίσιµη µε ή ακόµη πολύ µεγαλύτερη από το µέγεθος L του 

κρυστάλλου. Αυτό ισχύει ιδίως για την εκθετικά αυξανόµενη ΙU . 

Ας εξετάσουµε τη µεταφορά θερµότητας σε ένα µονωτή µε ΙU >>L (η κατάσταση 

θα καθοριστεί ακριβέστερα παρακάτω), αλλά ακόµα Ι N  <<L; Η τελευταία ανισότητα 

µας δίνει τη δυνατότητα να χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις της υδροδυναµικής των 

φωτονίων (J. A. Sussmann and A. Thellung 1963, R. N. Gurzhi 1964). 

Λόγω των µικροσκοπικών ανωµαλιών της κρυσταλλικής επιφάνειας, τα φωτόνια 

συνήθως αντανακλώνται από αυτό τυχαία (ή διάχυτα); Αυτό σηµαίνει, ότι η 

µακροσκοπική ταχύτητα V του αερίου των φωτονίων είναι µηδέν στην επιφάνεια. 

 

 

*  Σε ένα ισότροπο υγρό µε ένα φάσµα ενέργειας φωτονίου (υπερρευστό ήλιο σε χαµηλές θερµοκρασίες) 

υπάρχει µόνο µια ακουστική διακλάδωση, στην οποία ω= uk. Τότε β 1 / β 2 =u 2 , β 1 / β 3 =
3

1
και η 

ταχύτητα του δεύτερου ήχου είναι u2 =u/V3. 

 

Εξισώσεις (71.2) και (71.5) ωστόσο, δεν επιτρέπουν µια τέτοια οριακή κατάσταση; Οι 

λύσεις τους µπορεί να ικανοποιήσουν µόνο την κατάσταση που η κανονική συνιστώσα 

της ταχύτητας είναι µηδέν στην επιφάνεια. Όπως στις υδροδυναµικές συνήθων υγρών, η 

κατάσταση του ορίου που η εφαπτόµενη ταχύτητα της συνιστώσας είναι µηδέν απαιτεί 

το ιξώδες να λαµβάνεται υπόψη.  

Στη σταθερή κατάσταση, η εξίσωση (71.2) δίνει div V=0. Η περίληψη του 

ιξώδους προσθέτει έναν όρο σε ∆V στην δεξιά πλευρά του (71.5), παρόµοιο µε τον 

αντίστοιχο όρο στην εξίσωση Navier-Stokes για ένα συνηθισµένο ιξώδες υγρό. Σε 

σταθερή κατάσταση η εξίσωση είναι 

                               

Η ποσότητα µ έχει τις διαστάσεις [L 2 /T] και ενεργεί ως το κινηµατικό ιξώδες του αερίου 

του φωτονίου.* Ο υπολογισµός του απαιτεί στην αρχή τη λύση της εξίσωσης της 

αντίστοιχης µεταφοράς. Ωστόσο, για µία τάξη µεγέθους εκτίµησης που µπορούµε να 
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χρησιµοποιήσουµε το συνήθη τύπο από την κινητική θεωρία των αερίων, σύµφωνα µε 

την οποία 

                                        

Το µέγεθος των αποτελεσµάτων είναι κυρίαρχα, όταν ο όρος vU V στο (71.8) 

είναι αµελητέα σε σύγκριση µε µ∆V. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τη µεταφορά 

θερµότητας κατά µήκος µιας κυλινδρικής ράβδου µε διάµετρο R, η οποία είναι το 

χαρακτηριστικό µήκος όσον αφορά κκκκκκκκκ της ταχύτητας V, ώστε ∆V~ V/R2 . 

Βλέπουµε ότι ο όρος vU V είναι αµελητέος, αν µ/R2 >>  vU . Με την εκτίµηση (71.9), 

αυτός ο όρος γίνεται  όπου 

                                             

 ενεργεί ως ένα αποτελεσµατικό φωτόνιο µέσης ελεύθερης διαδροµής στο πεπερασµένο 

σώµα. Αν από την άλλη πλευρά, το µέγεθος του σώµατος είναι ασήµαντο και 

(69.14) είναι έγκυρο. 

 

* Λαµβάνοντας υπόψη το πρόβληµα καθαρά ποιοτικά, εδώ παραµελούµε εντελώς την ανισοτροπία του 

κρυστάλλου. Θα πρέπει να θυµόµαστε, ότι ακόµη και µε κυβική συµµετρία, το ιξώδες δεν περιγράφεται µε 

έναν βαθµιδωτό συντελεστή, αλλά από ένα τανυστή βαθµού τέσσερα έχοντας περισσότερες από µία 

ανεξάρτητη συνιστώσα. 

Η διαδικασία της µεταφοράς θερµότητας κατά µήκος της ράβδου, 

όταν είναι µία ροή Poiseuille ενός ιξώδους αερίου φωτονίου και µπορεί να 

περιγραφεί από µια αποτελεσµατική θερµική αγωγιµότητα, η οποία καθορίζει την 

ενεργειακή ροή - κ eff και ∇Τ, όπου∇Τ είναι η βαθµίδα θερµοκρασίας κατά µήκος της 

ράβδου. Αυτή η ροή µπορεί να εκτιµηθεί αντικαθιστώντας (71.10) στην έκφραση 

κ eff ~Culeff . Σε χαµηλές θερµοκρασίες, η ειδική θερµότητα πλέγµα C∞T3και 

Ι N ~u/v N ∞T 5− σύµφωνα µε (69.15). Η αποτελεσµατική θερµική αγωγιµότητα είναι 

εποµένως  

                

αυτό µειώνεται µε πτώση της θερµοκρασίας. 

Τέλος, σε ακόµα χαµηλότερες θερµοκρασίες, όταν επίσης  συγκρούσεις 

µεταξύ φωτονίων γίνονται ασήµαντες, όπως στην περίπτωση Knudsen για ιδιαίτερα 
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αραιά συνήθη αέρια. Ο ρόλος της µέσης ελεύθερης διαδροµής λαµβάνεται στη συνέχεια 

µε τη R µέγεθος του σώµατος και η αποτελεσµατική θερµική αγωγιµότητα είναι 

             

(H. B. Casimir 1938). 

 

 
§72. Ήχος απορρόφησης σε µονωτές. Μακριά κύµατα 

Η φύση του ήχου απορρόφησης σε µονωτή κρυστάλλων εξαρτάται σε µεγάλο 

βαθµό από τη σχέση µεταξύ του µήκους κύµατος και της µέσης ελεύθερης διαδροµής Ι 

των θερµικών φωτονίων. Εάν το µήκος κύµατος είναι πολύ µεγαλύτερο από το Ι ( , 

όπου f είναι ο ήχος διανύσµατος του κύµατος), η µακροσκοπική θεωρία που βασίζεται 

στις εξισώσεις της θεωρίας ελαστικότητας είναι έγκυρη (βλέπε ΤΕ, §35), σύµφωνα µε 

την οποία ο συντελεστής απορρόφησης ήχου περιλαµβάνει δύο όρους, οι οποίοι 

αντιστοίχως καθορίζονται από τη θερµική αγωγιµότητα και το ιξώδες του µέσου. Και οι 

δυο όροι είναι ανάλογοι µε το τετράγωνο της συχνότητας.  Στόχος µας εδώ είναι να 

βρούµε την εξάρτησή τους στη θερµοκρασία. 

 

Η θερµική αγωγιµότητα συνεισφορά στον συντελεστή απορρόφησης του ήχου 

δίνεται στην τάξη µεγέθους από * 

                        

όπου α είναι ο συντελεστής θερµικής διαστολής του σώµατος, C η ειδική θερµότητα ανά 

µονάδα όγκου και ρ η πυκνότητα. Σε υψηλές θερµοκρασίες της θερµικής 

αγωγιµότητας κ ∞  1/Τ, ενώ το C και α είναι ανεξάρτητα από τη θερµοκρασία: βλέπε SP 

1,  §§65.67. Σε αυτό το εύρος, το γ th  είναι ανεξάρτητο από τη θερµοκρασία. Σε χαµηλές 

θερµοκρασίες, η εξάρτηση θερµοκρασίας της διέπεται κυρίως (σε ένα ιδανικό πλέγµα) 

από τη θερµική αγωγιµότητα, η οποία αυξάνει εκθετικά, καθώς το Τ µειώνεται. 

Ας καθορίσουµε τώρα το µέρος του ιξώδους του συντελεστή ήχου απορρόφησης 

(A.I. Akhiezer 1938). Το εξωτερικό πεδίο ήχου µεταβάλλει τη σχέση διασποράς του 

φωτονίου προκαλώντας µια µακροσκοπική παραµόρφωση του κρυσταλλικού πλέγµατος. 

Το µήκος κύµατος των θερµικών φωτονίων είναι µικρό σε σύγκριση µε το µήκος 

κύµατος του ήχου; Εποµένως η παραµόρφωση µπορεί να θεωρηθεί σαν προστασία σε 
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σχέση µε ένα θερµικό φωτόνιο, δηλαδή η τελευταία µπορεί να θεωρηθεί σαν να είναι σε 

ένα πλέγµα που εξακολουθεί να είναι κανονικό, αλλά έχει µεταβληθεί ελαφρά σε 

περιόδους. Στην πρώτη προσέγγιση σε σχέση µε την µικρή παραµόρφωση, η συχνότητα 

του φωτονίου ω(k) σε ένα τέτοιο πλέγµα σχετίζεται µε την αξία ω )0( k στο µη 

παραµορφωµένο πλέγµα 

                               
όπου 

                                                    

είναι ο τανυστής ελέγχου και U το διάνυσµα µετατόπισης. Ο χαρακτηριστικός τανυστής 

λ αβ  του κρυστάλλου γενικά εξαρτάται από το k; Για µεγάλου µήκους κύµατος 

ακουστικά φωτόνια µε µία γραµµική σχέση διασποράς, ωστόσο δεν εξαρτάται από το 

µέγεθος του k.  

 

* ∆ίνουµε τον συντελεστή απορρόφησης ανά µονάδα µήκους διαδροµής. Οι εξαρτήσεις συχνοτήτων και 

θερµοκρασίας είναι οι ίδιες για τον συντελεστή ανά µονάδα χρόνου, εφόσον οι δύο συντελεστές διαφέρουν 

µόνο µε ένα σταθερό παράγοντα, την ταχύτητα του ήχου. 

Οι παρενθέσεις στο (72.2) πρέπει επίσης να περιέχουν έναν όρο της µορφής λ 

curl U που εκφράζει το ασήµαντο γεγονός ότι, εάν η παραµόρφωση προκαλεί 

περιστροφή ενός στοιχείου όγκου του πλέγµατος (curl U≠ 0), αυτό αλλάζει την 

κατεύθυνση των αξόνων (το αµοιβαίο πλέγµα) σε σχέση µε την οποία η ψευδό ορµή 

ενός φωτονίου στη σχέση διασποράς είναι να προσδιοριστεί; Ο όρος λ curl U θα 

εκπροσωπήσει την αντίστοιχη µεταβολή στo k. ∆εν έχουµε γράψει αυτόν τον όρο στο 

(72.2), εφόσον είναι προφανές εκ των προτέρων, ότι δεν µπορεί να επηρεάσει την 

απορρόφηση ενέργειας στο ηχητικό κύµα που µας απασχολεί εδώ: Tο πραγµατικό 

φυσικό φαινόµενο (απαγωγή) δεν µπορεί να εξαρτάται από το διάνυσµα curl U, το οποίο 

διαφέρει από το µηδέν ακόµη και για µια απλή περιστροφή σώµατος ως σύνολο.  

Η αλλαγή στη συνάρτηση της διανοµής φωτονίου λόγω της παραµόρφωσης του 

πλέγµατος δίνεται από την εξίσωση µεταφοράς  

                                     

όπου C(Ν) είναι η σύγκρουση του ολοκληρώµατος φωτόνιο-φωτόνιο (67.6) και Τ ο 

ρυθµός µεταβολής της θερµοκρασίας σε ένα δεδοµένο σηµείο στον κρύσταλλο που 
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απαραίτητα καταλήγει από την παραµόρφωση. Γραµµατικοποιώντας την εξίσωση αυτή 

µε τον συνήθη τρόπο και χρησιµοποιώντας τη λειτουργία χ που ορίζεται από (67.15) 

µπορούµε να το µειώσει στο τύπο  

                                  

όπου Ι(χ) είναι η γραµµατικοποιηµένο σύγκρουση του ολοκληρώµατος (67.17). Από 

την αριστερή πλευρά, το παράγωγο ω έχει µεταµορφωθεί µέσω του (72.2); Ο εκθέτης (0) 

στην ατάραχη συχνότητα παραλείπεται εδώ και στο εξής. 

Τα παράγωγα Τ µπορούν κατ 'αρχήν να εκφραστούν σε όρους του ίδιου τανυστή 

λ αβ . Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές της εξίσωσης (72.4) µε ω, 

ενσωµατώνοντας σε k-χώρο και αθροίζοντας όλες τις διακλαδώσεις του φάσµατος των 

φωτονίων, µειώνει την δεξιά πλευρά στο µηδέν, λόγω της διατήρησης της ενέργειας σε 

συγκρούσεις. H αριστερό πλευρά δίνει  

                               

όπου λ αβ είναι ο τανυστής κατά µέσο όρο ω ∂2 Ν 0 /∂ ω. Και στις δυο περιορισµένες 

περιπτώσεις της υψηλής και χαµηλής θερµοκρασίας λ αβ είναι ανεξάρτητες από τη 

θερµοκρασία: Όταν , τα σηµαντικά φωτόνια στο µέσο όρο είναι εκείνα µε τη 

θερµοκρασία ανεξάρτητη οιονεί ορµή k ~k max~1/d και όταν τα µακρύ µήκους-

κύµατος ακουστικά φωτόνια είναι τα σηµαντικά µε λ αβ ανεξάρτητα του k, έτσι ώστε ο 

µέσος όρος να µην προκαλεί πάλι καµία εξάρτηση στην θερµοκρασία. 

Με λ αβ - λ αβ = λ αβ γράφουµε την εξίσωση µεταφοράς ως 

                                     

Στη συνέχεια, παράγουµε έναν τύπο για τη διάχυση της ενέργειας σε ένα µη 

ισορροπηµένο φυσικό αέριο φωτονίου. Ξεκινάµε από την έκφραση για την εντροπία ανά 

µονάδα όγκου ενός αερίου Bose: 

                      

(βλέπε SP 1, §55). Η διαφοροποίηση ως προς το χρόνο δίνει 
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Αντικαθιστώντας εδώ Ν από το ολοκλήρωµα C(Ν) (cf. §4) και µετονοµάζοντας 

κατάλληλα τους µεταβλητές k, k1 και k 2  σε δύο όρους (67.6), µπορούµε να βάλουµε S 

στον τύπο.  

                                   

Πολλαπλασιασµός µε Τ δίνει dissipative λειτουργία, δηλαδή η ενέργεια που 

καταναλώνεται ανά µονάδα χρόνου και όγκου. Αντικαθιστώντας Ν = Ν 0+ δΝ µε δΝ 

στον τύπο (67.15) και κρατώντας τους πρώτους (τετραγωνικούς) όρους στην επέκταση 

των αρµοδιοτήτων του δΝ, βρίσκουµε 

                                       

Ο παραπάνω τύπος είναι επαρκής για να προσδιοριστεί η εξάρτηση της 

θερµοκρασίας του συντελεστή απορρόφησης ήχου. Ας εξετάσουµε πρώτα το φάσµα των 

υψηλών θερµοκρασιών.  

Σε αυτή την περίπτωση, η σύγκρουση του ολοκληρώµατος Ι(χ) περιέχει τη 

θερµοκρασία ως παράγοντα Τ 2 (βλέπε την αρχή της §68). Από την αριστερή πλευρά της 

εξίσωσης µεταφοράς (72.6) έχουµε ω∂Ν 0  /∂ ω ≈  - Τ/ω και για την πλειοψηφία των 

φωτονίων η συχνότητα ω~Θ είναι ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία. Για αυτές τις 

συχνότητες συνεπώς  

                                         

Από το (72.9) στο οποίο πρέπει να θέσουµε Ν 0 ≈Τ/ω 1, διαπιστώνουµε τώρα ότι η 

dissipative λειτουργία είναι ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία. Το ίδιο ισχύει και για το 

συντελεστή απορρόφησης που λαµβάνεται µε την κατάδυση….. λειτουργία από τη ροή 

ενέργειας στο ηχητικό κύµα, η οποία είναι ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία. Όταν , 

ωστόσο τόσο το τµήµα του ιξώδους, όσο και η θερµική αγωγιµότητα, µέρος του 

συντελεστή απορρόφησης ήχου είναι ανεξάρτητα από τη θερµοκρασία. 

Σε χαµηλές θερµοκρασίες υπάρχει πρώτα απ 'όλα µια θεµελιώδη διαφορά από το 

πρόβληµα της θερµικής αγωγιµότητας: ο συντελεστής του ήχο απορρόφησης είναι 
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πεπερασµένος, ακόµη και όταν οι Umklapp διεργασίες (των οποίων η συχνότητα είναι 

µικρή σε χαµηλές θερµοκρασίες) έχουν παραµεληθεί. Στην περίπτωση της θερµικής 

αγωγιµότητας, η απουσία οποιασδήποτε λύσης της εξίσωσης µεταφοράς, όταν οι 

Umklapp παραµελούνται φάνηκε από την αντίφαση που προκύπτει από τον 

πολλαπλασιασµό της εξίσωσης αυτής µε k και την ένταξη σε όλο το φάσµα του 

φωτονίου: Η δεξιά πλευρά είναι τότε µηδέν, αλλά στην αριστερή πλευρά δεν είναι 

σίγουρα µηδέν; cf. (69.6). Ωστόσο για την εξίσωση (72.6), η αντίφαση δεν συµβαίνει: 

εφόσον από την αριστερή πλευρά είναι µια ακόµη λειτουργία του k, γίνεται µια περιττή 

λειτουργία για τον πολλαπλασιασµό µε k και εξαφανίζεται στην ένταξη πάνω από d3k. 

Εδώ υποθέτουµε, ότι το ολοκλήρωµα του όρου που περιέχει το χειριστή της Umklapp 

διεργασίας, δηλαδή kI U (χ) είναι επίσης µηδέν. ∆εδοµένου ότι αυτό δεν εξασφαλίζεται 

από κανένα νόµο διατήρησης, µια συγκεκριµένη συνθήκη επιβάλλεται στη λύση της 

εξίσωσης µεταφοράς: Η συνάρτηση χ(k) πρέπει να είναι άρτια στο k (και kI U (χ) είναι 

τότε µια περιττή συνάρτηση, αφού είναι εύκολο να αποδειχθεί, ότι ο φορέας Ι δεν 

αλλάζει την ισοτιµία του χ). Αυτή η προϋπόθεση εξαλείφει την αυθαιρεσία που οφείλεται 

στην ύπαρξη (σε αντίθεση µε τις Umklapp διεργασίες) µιας «επιπλέον» λύσης του τύπου 

χ =k ·δV, µια περιττή συνάρτηση του k και εξασφαλίζει µια σωστή δίοδο στην οριακή 

περίπτωση, όπου οι διαδικασίες αυτές είναι απούσες. 

Όταν , φωτόνια µε ενέργεια ω~Τ είναι τα πιο σηµαντικά στη σύγκρουση 

του ολοκληρώµατος (και στην ------------ λειτουργία). Αυτές είναι µακρύ µήκους-

κύµατος φωτόνια στις ακουστικές διακλαδώσεις του φάσµατος; Η συχνότητά τους 

ποικίλλει γραµµικά µε k και έχουν ως εκ τούτου k~Τ/u. Σύµφωνα µε το (66.14) η 

λειτουργία w στο ολοκλήρωµα (67.17) για συγκρούσεις τέτοιων φωτονίων είναι w 

∞kk1k 2 . Η συνάρτηση κατανοµής Ν 0  εξαρτάται µόνο από την αναλογία ω/Τ, έτσι ώστε 

Ν 0~ 1, όταν ω ~ Τ. Η ενσωµάτωση είναι d3
1k= k 2

1 dk1do1 και για k1 από µία περιοχή 

~Τ. Κάθε παράγοντας k, k1 , k 2 συµβάλλει εποµένως σε ένα Τ παράγοντα στο 

ολοκλήρωµα και η δέλτα λειτουργία δίνει έναν παράγοντα 1/Τ. Έτσι το σύνολο 

ολοκληρώµατος ως προς την εξάρτηση θερµοκρασίας του υπολογίζεται ως χΤ 4 . Η 

αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς (72.6) είναι ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία 

όταν ω ~ Τ.  Ως εκ τούτου έχουµε, όταν ω ~ Τ, 
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Μια αντίστοιχη εκτίµηση του ολοκληρώµατος (72.9) οδηγεί στη συνέχεια στο 

αποτέλεσµα, ότι η ποσοτικοµηχανική λειτουργία και συνεπώς το τµήµα του ιξώδους του 

συντελεστή απορρόφησης ήχου είναι αντιστρόφως ανάλογο προς το Τ. Έτσι 

                                                   

Η απουσία οποιαδήποτε ανάγκης για Umklapp διεργασίες έχει το αποτέλεσµα ότι αυτό 

το µέρος του συντελεστή απορρόφησης αυξάνεται µόνο από ένα νόµο δυνάµεως µε 

µειωµένη θερµοκρασία όχι εκθετική. 

 Η χρήση της ……. λειτουργίας διασκόρπισης στην προηγηθείσα ανάλυση 

κατέστησε δυνατό να αποφευχθεί την έκφραση του ιξώδες τανυστή στρες στον 

κρύσταλλο από την άποψη της λειτουργίας διανοµής φωτονίου. Αυτό δεν είναι ένα 

ασήµαντο πρόβληµα, επειδή η πραγµατική ροή ορµής του τανυστή εµπλέκεται και αυτή 

η ορµή δεν είναι η ίδια µε την οιονεί ορµή των φωτονίων. Θα δείξουµε πώς αυτή η 

έκφραση µπορεί στη συνέχεια να προέρχεται από τον τύπο της συνάρτησης dissipative. 

Για να γίνει αυτό, θα αρχίσουµε πάλι από το ολοκλήρωµα (72.8) και τώρα 

γράφουµε σε αυτό Ν ως έκφραση στα αριστερά της εξίσωσης µεταφοράς (72.6). Ο 

λογάριθµος του ολοκληρώµατος είναι γραµµένος στο τύπο (βλέπε (67.16). 

 

Το αποτέλεσµα είναι 

                                    

όπου δN= - χ∂Ν 0 /∂ ω; Ο όρος µε το παράγοντα ω στη θέση του χ είναι πανοµοιότυπα 

µηδέν, από τον ορισµό του Αντί µπορούµε εδώ να θέσουµε απλά 

, αφού το ολοκλήρωµα που περιέχει το σταθερό παράγοντα είναι µηδέν µε την 

περαιτέρω προϋπόθεση (67.14) που ισχύει για δN. 

Η ποσοτικοµηχανικό συνάρτηση (ανά µονάδα όγκου) µπορεί να εκφραστεί µε 

όρους του ιξώδους τανυστή στρες σ '
αβ  ως σ '

αβ  Uαβ ; cf. ΤΕ, §34. Μια σύγκριση µε 

(72.11) δίνει την ακόλουθη έκφραση για το ιξώδες τανυστή στρες: 

                                       

(V. L. Gurevich 1980) 
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§73. Ήχος απορρόφηση σε µονωτές. Σύντοµα κύµατα 

Στην αντίθετη περίπτωση σύντοµων µήκων κύµατος, , η διαδικασία 

µετρίασης του ήχου κύµατος µπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσµα της απορρόφησης 

ατοµικών κβάντων ήχου, όταν συγκρούονται µε θερµικά φωτόνια (L. D. Landau and Yu. 

B. Rumer, 1937). Για αυτή τη θεραπεία/κατεργασία για να είναι επιτρεπτή, η ενέργεια 

και η ορµή των θερµικών φωτονίων πρέπει να ορίζονται µε επαρκή ακρίβεια: Όταν 

άλλαξε από την απορρόφηση του κβαντικού ήχου, θα πρέπει να έρχονται σε µια σειρά 

έξω από την κβαντική αβεβαιότητα λόγω της πεπερασµένης µέσης ελεύθερης διαδροµής 

και αυτό διασφαλίζεται από την ανισότητα . Στην πράξη, µια τέτοια κατάσταση 

µπορεί να συµβεί µόνο σε χαµηλές θερµοκρασίες, όταν η µέση ελεύθερη διαδροµή 

γίνεται επαρκώς µεγάλη. 

Στην πρώτη προσέγγιση, δηλαδή όταν οι διεργασίες  που απαιτούν το µικρότερο 

αριθµό φωτονίων θεωρούνται, έχουµε τρεις διεργασίες φωτονίων: 

                                 

όπου ω και f  είναι η ενέργεια και η ….ορµή του ήχου της κβαντικής µηχανικής, ενώ 

ω 1, k1 και ω 2 , k 2  ανήκουν σε θερµικά φωτόνια. Το τελευταίο είναι ω 1, ω 2 ~Τ, k 1, 

k 2 ~Τ /u. Θα υποθέσουµε ότι 

                                                         

Τότε ω 1, k1 και ω 2 , k 2 είναι µεγάλες σε σύγκριση µε ω και f αντίστοιχα. 

Όπως έχουµε δει στη §68, οι νόµοι διατήρησης (73.1) µπορούν να τηρούνται 

µόνο εάν η ταχύτητα του θερµικού φωτονίου υπερβαίνει εκείνη του ήχου κβάντα που 

απορροφάται (ή που εκπέµπεται). Χωρίς να υπεισέλθουµε σε µια συζήτηση για τις 

διάφορες δυνατές περιπτώσεις, θα υποθέσουµε ότι το ηχητικό κύµα δεν είναι «διαµηκές» 

(δηλαδή δεν αντιστοιχεί στην ακουστική διακλάδωση του φάσµατος του φωτονίου για 

την οποία η ταχύτητα είναι η µεγαλύτερη) και ότι η κατάσταση που αναφέρεται µπορεί 

εποµένως να πληρείται. ∆εδοµένου ότι ω και f είναι µικρά, τα αρχικά και τελικά θερµικά 

φωτόνια ανήκουν γενικά στην ίδια διακλάδωση του ακουστικού φάσµατος φωτονίου: Σε 

χαµηλές θερµοκρασίες είναι µακρύ µήκους-κύµατος φωτόνια. 
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Οι πιθανότητες της εκποµπής φωτονίου ή απορρόφησης σε µία διαδικασία τριών 

φωτονίων δίνεται από (66.9) ή (66.11). Η κατοχή αριθµών Ν 1=Ν(k 1) και Ν 2 =Ν(k 2 ) 

δίνονται από την συνάρτηση κατανοµής ισορροπίας Planck (67.9). Ένα µακροσκοπικό 

κύµα ήχου αντιστοιχεί σε ένα πολύ µεγάλο αριθµό κατοχής για µία δεδοµένη κατάσταση 

φωτονίου f; Συγκρίνοντας το µε αυτό, η ενότητα είναι φυσικά αµελητέα. Παραλείποντας 

τον συντελεστή N(f) παίρνουµε την πιθανότητα ανά ήχο κβαντικής. 

Έτσι, η πιθανότητα της απορρόφησης ενός ήχου κβαντικής σε συγκρούσεις του 

µε θερµικά φωτόνια που έχουν όλες τις δυνατές τιµές του k1 δίδεται από το ολοκλήρωµα 

                         

Η πιθανότητα της αντίστροφης διεργασίας της εκποµπής ενός φωτονίου f από όλα τα 

πιθανά φωτόνια k 2  είναι 

                                     

Η λειτουργία  w στο (66.9) και (66.11) είναι γραµµένη σύµφωνα µε το (66.14) µε το 

τύπο Αk1k 2 f, και τα τρία φωτόνια είναι µεγάλου µήκους-κύµατος (το Α είναι µια 

λειτουργία/συνάρτηση) των κατευθύνσεων όλων των φωτονίων). Η απορρόφηση των 

φωτονίων (το σχετικό ποσοστό µείωσης του αριθµού των φωτονίων) καθορίζεται από τη 

διαφορετικότητα των δύο αυτών πιθανοτήτων. ∆εδοµένου, ότι η συχνότητα ω είναι 

µικρή σε σύγκριση µε ω 1 και ω 2  έχουµε  

                             

Ο συντελεστής απορρόφησης είναι ως εκ τούτου  

                               

  Ενδιαφερόµαστε για την εξάρτηση αυτής της ποσότητας στον ήχο συχνότητας ω 

και στη θερµοκρασία Τ του κρυστάλλου. ∆ιέπεται εξ ολοκλήρου από το γεγονός, ότι 

όλες οι συχνότητες στο (73.5) είναι πρώτης τάξης οµογενούς λειτουργίες των 

διανυσµάτων κύµατος. Για να απλουστεύσουµε τη συζήτηση, είναι σηµαντικό να ληφθεί 

ω=Uf, ω 1=uk1, ω 2 =uk2 , όπου U και u είναι ταχύτητες ανεξάρτητες από την 

κατεύθυνση. ∆εδοµένου, ότι f είναι µικρό, µπορούµε να βάλουµε k1 ≈k 2 . Για τον ίδιο 

λόγο,  



 53 

                                           

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ της f και k. Τότε 

                                         

και το ολοκλήρωµα (73.5) γίνεται  

                         

ή µετά την αφαίρεση της δέλτα λειτουργίας,  

  

∆εδοµένου, ότι το Ν 1 είναι µια συνάρτηση µόνο της αναλογίας ω 1/Τ≈uk1/T (λόγω της 

ταχείας σύγκλισης, η ολοκλήρωση όσον αφορά το k1 µπορεί να επεκταθεί στο άπειρο), 

το υπόλοιπο ολοκλήρωµα είναι ανάλογο µε Τ 4 . Έτσι 

                                    

Εδώ, ο συντελεστής του ήχου απορρόφησης µεταβάλλεται γραµµικά µε τη συχνότητα. 

Με την κατάσταση (73.2) όπως θεωρήθηκε παραπάνω, ο µηχανισµός του ήχου 

εξασθένησης στην ερώτηση είναι ακριβώς ανάλογη µε την απόσβεση Landau στο 

πλάσµα. Τα ηλεκτρόνια «συντονισµού» εδώ εκπροσωπούνται από φωτόνια που 

κινούνται σε φάση µε το ηχητικό κύµα. Υπάρχει συνεπώς µια φυσική οµοιότητα µεταξύ 

του (73.6) και του τύπου της Landau απόσβεσης (30.1). 

 

 

                                            ΚΕΦΑΛΑΙΟ VIII 

Quantum ΥΓΡΑ 

§74. Εξίσωση µεταφοράς για οιονεί σωµατίδια σε ένα υγρό Fermi 

Η εξίσωση µεταφοράς για οιονεί σωµατίδια σε ένα κανονικό υγρό Fermi έχει ήδη 

συζητηθεί (SP 2, §§4 και 5) σε σχέση µε τον πολλαπλασιασµό των ταλαντώσεων σε 

αυτό; Το ολοκλήρωµα σύγκρουσης στην εξίσωση ήταν ασήµαντο. Θα συνεχίσουµε 

τώρα τη συζήτηση για την εξίσωση µεταφοράς µε µια µατιά στην εφαρµογή του σε 

dissipative διαδικασίες που αφορούν ειδικά τις συγκρούσεις. 
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Τα οιονεί σωµατίδια σε ένα υγρό Fermi έχουν περιστροφική κίνηση 1/2. 

Συνεπώς, η λειτουργία της διανοµής τους είναι γενικά ένα καλούπι σε σχέση µε τις 

µεταβλητές της περιστροφικής κίνησης. Ωστόσο, υπάρχει ένα ευρύ φάσµα των 

προβληµάτων, το οποίο είναι αρκετό για να εξετάσουµε µια κατανοµή ανεξάρτητη των 

µεταβλητών της περιστροφικής κίνησης, µειώνοντας σε µια βαθµιδωτή λειτουργία n(r,p) 

που είναι κανονική, έτσι ώστε nd3p/(2πh) 3να είναι ο αριθµός των οιονεί σωµατιδίων ανά 

µονάδα όγκου µε ορµές στο φάσµα d3p και µια δεδοµένη συνιστώσα περιστροφικής 

κίνησης. Αυτό θα πρέπει να θεωρηθεί στις §§74-76 . 

Η χαρακτηριστική ιδιότητα του φάσµατος ενός υγρού Fermi είναι, ότι η ενέργεια 

є των οιονεί σωµατιδίων είναι µια συνάρτηση της διανοµής λειτουργίας. Όταν το 

τελευταίο µεταβάλλεται κατά ένα µικρό ποσό: 

                                             

όπου n0  είναι η κατανοµή ισορροπίας, η ενέργεια αλλάζει  

       

όπου f(p, p’) είναι η συνάρτηση των οιονεί σωµατιδίων αλληλεπίδρασης. Έτσι, η 

κατανοµή (74.1) αντιστοιχεί στην ενέργεια του οιωνούς σωµατιδίου 

                                                                

όπου e0(p) είναι η ενέργεια που ανταποκρίνεται στην κατανοµή ισορροπίας.  

Η εξίσωση µεταφοράς είναι 

                                                 

Χαρακτηριστικό της είναι ότι, σε ένα ανοµοιογενές υγρό, η αριστερή πλευρά της 

εξίσωσης περιέχει έναν όρο που περιλαµβάνει το παράγωγο ∂ є/∂r ακόµη και εν απουσία 

ενός εξωτερικού πεδίου, λόγω της ισότιµης εξάρτησης του є (74.3). 

Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος στα δεξιά του (74.4) έχει το τύπο 

                        

όπου n,n1, n’, n’ 1 είναι λειτουργίες της ορµής p, p1 , p’,p’ 1  των συγκρουόµενων οιονεί 

σωµατιδίων. Ο νόµος της διατήρησης της ορµής στις συγκρούσεις θεωρείται ότι έχει ήδη 
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ληφθεί υπόψη, έτσι ώστε η ενσωµάτωση p+ p1= p’,p’ 1; Η ολοκλήρωση του (74.5) έχει 

ληφθεί µόνο µε δύο ορµές, όχι τρεις. Η διατήρηση της ενέργειας εξασφαλίζεται από τη 

γραπτή δέλτα λειτουργία. Τέλος, το w είναι µία συνάρτηση της ορµής που δίνει την 

πιθανότητα σύγκρουσης. Οι δύο όροι στις τετραγωνισµένες παρενθέσεις δίνουν 

αντίστοιχα τον αριθµό των οιονεί σωµατιδίων που εισέρχονται και αφήνουν µια 

συγκεκριµένη κβαντική κατάσταση ως αποτέλεσµα των συγκρούσεων. ∆ιαφέρουν από 

τους αντίστοιχους όρους στο ολοκλήρωµα σύγκρουσης αερίου Boltzmann από τους 

παράγοντες (1 – n) κλπ. Η παρουσία αυτών των παραγόντων οφείλεται στις στατιστικές 

Fermi δια το οποίου οι συγκρούσεις µπορούν να λάβουν οιονεί σωµατίδια µόνο σε µη 

κατειληµµένα καταστάσεις. 

Η προσέγγιση Born σε γενικές γραµµές δεν ισχύει για τις συγκρούσεις των οιονεί 

σωµατιδίων σε ένα υγρό Fermi. Παρ 'όλα αυτά, οι πιθανότητες των άµεσων και 

αντίστροφων διεργασιών διασκόρπισης µπορούν να θεωρηθούν το ίδιο. Εξετάζουµε 

ποσότητες που έχουν ήδη κατά µέσο όρο πάνω από τις κατευθύνσεις των οιονεί 

σωµατιδίων περιστροφές. Κάτω από αυτές τις συνθήκες, η πιθανότητα διασκόρπισης 

εξαρτάται µόνο από την αρχική και την τελική ορµή των συγκρουόµενων οιονεί 

σωµατιδίων. Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να εφαρµόσουµε τα ίδια επιχειρήµατα που 

χρησιµοποιήθηκαν στη §2, όταν προκύπτει η αρχή της λεπτοµερούς ισορροπίας µε το 

τύπο (2.8). Εδώ είναι σηµαντικό, ότι σε ένα υγρό Fermi υπάρχει και πάλι αναλλοίωτο 

υπό χωρική αναστροφή. Έτσι φτάνουµε στην εξίσωση 

                                 

που ήδη χρησιµοποιείται στην αναπόσπαστη σύγκρουση (74.5). Η λειτουργία w 

εξαρτάται σε γενικές γραµµές από τους αριθµούς κατάστασης της κατοχής και ως εκ 

τούτου από τη θερµοκρασία. Ωστόσο, δεδοµένου ότι η θερµοκρασία είναι χαµηλή (ένα 

σηµαντικό σηµείο σε όλη την θεωρία των υγρών Ferni) w στο ολοκλήρωµα σύγκρουσης 

πρέπει να λαµβάνεται ως η λειτουργία που υπολογίζεται για Τ=0.. 

Το ολοκλήρωµα (74.5) εξαφανίζεται µε τον ίδιο όπως θα έπρεπε, όταν 

αντικαθιστάµε για n τη συνάρτηση Fermi κατανοµής ισορροπίας.   

                                        

Για  
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 βλέπουµε αµέσως, ότι ο νόµος της διατήρησης της ενέργειας οδηγεί στην εξίσωση 

                                      

Ας χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση µεταφοράς για να εκφράσουµε τους νόµους 

διατήρησης της µάζας, της ενέργειας και της ορµής σε ένα υγρό Fermi σε ότι αφορά τη 

λειτουργία διανοµής. Η εξάρτηση της ενέργειας των οιονεί σωµατιδίων στην κατανοµή 

τους το καθιστά ένα αρκετά συγκεκριµένο πρόβληµα. 

Έχουµε ενσωµατώσει και τις δύο πλευρές (74.4) πάνω 2d3p/2πh)3 ; Ο 

παράγοντας 2 λαµβάνει υπόψη τις δύο πιθανές κατευθύνσεις της περιστροφής. Λόγω της 

διατήρησης του αριθµού των οιονεί σωµατιδίων σε συγκρούσεις, το ολοκλήρωµα της 

C(n) είναι µηδέν. Από την αριστερή πλευρά, ο όρος –(∂n/∂p) έχει ενσωµατωθεί κατά 

µέρη και η εξίσωση στη συνέχεια γίνεται,  

                                                 

όπου Ν είναι ο αριθµός πυκνότητας των οιονεί σωµατιδίων, 

                                                                

και ν=∂є/∂p είναι η ταχύτητα των οιονεί σωµατιδίων.* Αυτή είναι η εξίσωση της 

συνέχειας για οιονεί σωµατίδια και i είναι ως εκ τούτου η ροή των οιονεί σωµατιδίων. 

∆εδοµένου ότι ο αριθµός των οιονεί σωµατιδίων σε ένα υγρό Fermi είναι ο ίδιος µε τον 

αριθµό των πραγµατικών σωµατιδίων, i είναι επίσης η ροή των πραγµατικών 

σωµατιδίων, έτσι ώστε i = (p/m). 

Ας εφαρµόσουµε τώρα τις ίδιες λειτουργίες (74.4), αφού πρώτα 

πολλαπλασιάσουµε και τις δύο πλευρές µε p. Το ολοκλήρωµα της pC(n) είναι µηδέν, 

λόγω της διατήρησης της συνολικής ορµής των οιονεί σωµατιδίων σε συγκρούσεις. Η 

αριστερή πλευρά στις συνιστώσες του διανύσµατος είναι 

                               

Το ολοκλήρωµα στο δεύτερο όρο µπορεί να ξαναγραφτεί ως 
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Στην ολοκλήρωση ο τρίτος όρος δίνει µηδέν και ο δεύτερος όρος δίνει το παράγωγο 

∂Ε/∂x 0  της ενεργειακής πυκνότητας Ε του υγρού, η ενέργεια του οιονεί σωµατιδίου σε 

ένα υγρό Fermi προσδιορίζεται από την µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας, 

                                                            

Έτσι έχουµε την εξίσωση της διατήρησης της ορµής µε το τύπο 

                                                          

 

όπου ο τανυστής της η ταχύτητα της κίνησης της ροής είναι 

                                                             

 

 

* Εδώ και στην υπόλοιπη §74 (…) υποδηλώνει την ενσωµάτωση πάνω στη διανοµή n:  

Τέλος, πολλαπλασιάζοντας τις δύο πλευρές του (74.4) µε є και ενσωµατώνοντας, 

παίρνουµε οµοίως την εξίσωση της διατήρησης της ενέργειας: 

                                            

όπου η ροή της ενέργειας είναι 

                                                               

Σε ισορροπία, όλες οι ροές I, q και Π αβ είναι µηδέν. Μπορούµε να παράγουµε 

εκφράσεις για αυτές που είναι γραµµικές στη µικρή διόρθωση δn στη διαταραγµένη 

διανοµή (74.1). Η συνάρτηση ισορροπίας n0εξαρτάται µόνο από την ενέργεια του οιονεί 

σωµατιδίου, το οποίο µε τη σειρά του αντιστοιχεί στην κατανοµή ισορροπίας. 

Συµβολίζοντας το γεγονός αυτό µε την κατάληξη του µηδέν σε є, γράφουµε τον ορισµό 

(74.1) στον πιο ακριβό τύπο 

                                                 

Εάν n0εκφράζεται ως µια λειτουργία του πραγµατικού οιονεί σωµατιδίου ενέργειας є, 

πρέπει να θέσουµε 

                                                  

και η διαταραγµένη συνάρτηση κατανοµής τότε γίνεται 
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∆εδοµένου, ότι στα ολοκληρώµατα (74.8)-(74.11), є και ν=∂є/∂p είναι η 

πραγµατική ενέργεια και ταχύτητα του οιονεί σωµατιδίου. Αρκεί να αντικατασταθεί το n 

σε αυτά µε το τύπο (74.13), ο οποίος δίνει αµέσως 

                                       

 

στην τελευταία έκφραση, έχουµε επίσης χρησιµοποιήσει (74.9). Τώρα, όπως έχουν 

διαχωριστεί οι πρώτοι όροι στο  µπορούµε φυσικά να χειριζόµαστε τα є όπως є 0(p) 

στα ολοκληρώµατα (74.14). 

Όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις, εκφράζουµε δn ως 

                                                      

Σε αυτή τη περίπτωση, ο διαχωρισµός του παράγοντα ∂n 0 /∂є έχει µια συγκεκριµένη 

σηµασία. Η διαταραχή δn συγκεντρώνεται στη θολή περιοχή της κατανοµής Fermi. Το 

παράγωγο ∂n 0 /∂є επίσης είναι αισθητώς διαφορετικό από το µηδέν σε αυτήν ακριβώς τη 

περιοχή; Όταν αυτός ο παράγοντας έχει διαχωριστεί, η λειτουργία ψ που παραµένει είναι 

ένα αργά εναλλασσόµενο. 

Μαζί µε (74.15) θα γράψουµε  

                                                 

όπου 
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Στην προσέγγιση µηδενικής τάξεως σε σχέση µε τις µικρές αναλογίες Τ/є p , η 

λειτουργία n0 (є) µπορεί να αντικατασταθεί από ένα βήµα λειτουργίας που αποκόπτεται 

στο περιορισµό ενέργειας є p . Τότε 

                                          

και η ένταξη του d3p µειώνει σε ένταξη πάνω από την επιφάνεια Fermi є= є p . Το 

στοιχείο όγκου µεταξύ δύο απείρων κλειστών σταθερών-ενέργειας επιφάνειες στο χώρο 

ορµής είναι 

                                            

 όπου dS είναι ένα στοιχείο χώρου για τη συνεχή-ενεργειακή επιφάνεια. Η ενσωµάτωση 

στο d3p γίνεται έτσι ένα πάνω στην επιφάνεια Fermi σύµφωνα µε τον τύπο 

                                         

όπου uF  είναι η ταχύτητα στη επιφάνεια Fermi. Αυτός ο τύπος δεν θεωρεί ότι η 

επιφάνεια Fermi είναι σφαιρική; Σε µια σφαίρα dSF =p2
F  κάνει µε σταθερά pF . 

Μετά από αυτό το µετασχηµατισµό, ο ορισµός (74.17) καθίσταται 

                                       

όπου pF  συµβολίζει την ορµή (µε µεταβλητή κατεύθυνση) στην επιφάνεια Fermi. Η ροή 

του σωµατιδίου είναι 

                                                  

και η ροή ορµής δίνεται από µια παρόµοια έκφραση. Στη ροή της ενέργειας, η 

προσέγγιση (74.18) είναι σίγουρα ανεπαρκής: Θα µπορούσε να µειώσει το q απλά στην 

συναγωγή µεταφοράς ενέργειαςς  є F i, τον πρώτο όρο στην έκφραση 

                                             

Για να γιίνει γραµµικοποίηση η σύγκρουση του ολοκληρώµατος, θα πρέπει να 

σηµειωθεί ότι η κατανοµή ισορροπίας n0(є) ως λειτουργία της πραγµατικής ενέργειας є 

που καθιστά τη σύγκρουση, αναπόσπαστο µηδέν.* Η γραµµικοποίηση γίνεται έτσι µε 

αντικατάσταση του n στο τύπο (74.13) και (74.16). Οι υπολογισµοί είναι παρόµοιοι µε 
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αυτούς που πηγαίνουν από το (67.6) στο (67.17). Η έκφραση στις τετραγωνισµένες 

παρενθέσεις στο (74.5) είναι γραµµένη µε το τύπο  

                 

και χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι 

                                               

Σηµειώστε, ότι η απαιτούµενη διαταραχή της λειτουργίας διανοµής (για να βρεθεί από 

την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς) εµφανίζεται κατά την αναπόσπαστη σύγκρουση, 

καθώς το εµφανίζεται στις ροές (74.14). Εάν οι όροι στο δn µπορούν να παραλείπονται  

 

* Αυτή είναι µια γενική παρατήρηση, η οποία ισχύει για κάθε σύγκρουση ολοκληρώµατος που αφορά τα 

οιονεί σωµατίδια Fermi, όχι µόνο για το (74.5). 

 

στα αριστερά της εξίσωσης µεταφοράς (όπως για τον υπολογισµό της θερµικής 

αγωγιµότητας και το ιξώδες; Βλέπε §75), τότε η συνάρτηση κατανοµής του οιονεί 

σωµατιδίου f(p, p’) δεν παρουσιάζεται ρητά στις εξισώσεις που προκύπτουν: οι 

εξισώσεις  f για τα άγνωστα  είναι τα ίδια µε εκείνα µε f=0 για το άγνωστο δn. Σε 

τέτοια προβλήµατα εποµένως, οι επιδράσεις των υγρών Fermi δεν εµφανίζονται και η 

κατάσταση είναι τυπικά όµοια µε εκείνη για ένα αέριο Fermi. 

Θα δείξουµε, ότι µια παρόµοια περίπτωση συµβαίνει σε µία συγκεκριµένη 

κατηγορία προβληµάτων, όπου οι πρώτοι όροι δn πρέπει να διατηρηθούν στην αριστερή 

πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς. Εάν η συνάρτηση n0  είναι ανεξάρτητη από τις 

συντεταγµένες, αυτοί οι όροι είναι 

                      

Με από (74.13) γίνονται 

                                                      

Αν η χρονική παράγωγος µπορεί να αγνοηθεί και πάλι µόνο  συµβαίνει εδώ.  
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Αυτές οι δηλώσεις εξακολουθούν να ισχύουν όχι µόνο για ένα ηλεκτρικό 

ουδέτερο υγρό Fermi που συζητείται εδώ, αλλά επίσης και για το ηλεκτρόνιο υγρού σε 

µέταλλα, το οποίο θα εξετασθεί στο κεφάλαιο IX. Για το λόγο αυτό και προκειµένου να 

µην χρειαστεί να επιστρέψουµε στο θέµα, θα γίνουν εδώ µερικές πρόσθετες 

παρατηρήσεις. 

Εάν τα οιονεί σωµατίδια φέρουν ένα ηλεκτρικό φορτίο -e, τότε στην παρουσία 

ενός ηλεκτροµαγνητικού πεδίου το παράγωγο p= - ∂є/∂r περιέχει ένα περαιτέρω όρο, τη 

δύναµη Lorentz στη φόρτιση. Συνεπώς, η αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς 

περιέχει έναν όρο 

                                       

Το ηλεκτρικό πεδίο θεωρείται γενικά, ότι είναι αδύναµο και στον όρο –eΕ. ∂n/∂p είναι 

επαρκής, ώστε να θέσει n = n0 . Ο όρος του µαγνητικού πεδίου είναι ταυτόσηµα µηδέν 

για µια λειτουργία n0(є) που εξαρτάται µόνο στο є. Εάν το πεδίο είναι ισχυρό ωστόσο, 

µπορεί να είναι αναγκαίο να διατηρηθούν επίσης οι πρώτοι όροι διάταξης στο δn. Αυτοί 

είναι 

                             

 όπου v=∂є 0 /∂p. Ο παράγοντας ∂n 0 /∂є που εξαρτάται µόνο από τo є µπορεί να ληφθεί 

σύµφωνα µε στους δεσµούς; Το παράγωγο της είναι παράλληλο προς το v και δίνει 

µηδέν στο πολλαπλασιασµό µε v x Β. Οι όροι αυτοί ήρθαν από τον τύπο 

                                                               

το οποίο ξανά περιέχει µόνο . 

 

 

§75. Θερµική αγωγιµότητα και ιξώδες ενός υγρού Fermi 

Οι εξαρτήσεις θερµοκρασίας του ιξώδους και θερµικής αγωγιµότητας ενός υγρού 

Fermi µπορεί να αποδειχθεί µε απλά ποιοτικά επιχειρήµατα (I. Ya. Pomeranchuk 1950).  

Σύµφωνα µε τo στοιχειώδη τύπο (8.11) στην κινητική θεωρία των αερίων, το 

ιξώδες είναι η ~mNuΙ, όπου m είναι η µάζα του σωµατιδίου, Ν ο αριθµός πυκνότητας του 
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σωµατιδίου, u η µέση θερµική ταχύτητα και Ι η µέση ελεύθερη διαδροµή. Στην 

προκειµένη περίπτωση, τα σωµατίδια της κινητικής θεωρίας είναι οιονεί σωµατίδια, 

αλλά επειδή οι αριθµοί του καθενός είναι ίδια, το προϊόν mN είναι µια ποσότητα 

ανεξάρτητη από την θερµοκρασία, ονοµαστικά η πυκνότητα του υγρού.* Η ταχύτητα 

u~u F , όπου u F  είναι η θερµοκρασία-ανεξάρτητη ταχύτητα στην επιφάνεια Fermi. Η 

µέση ελεύθερη διαδροµή Ι ~u F
τ ,  όπου τ είναι ο ίδιος χρόνος µεταξύ των συγκρούσεων 

των οιονεί σωµατιδίων. Αυτή τη φορά ποικίλλει µε τη θερµοκρασία ως Τ 2−  (βλέπε SP 

2,§1), έτσι ώστε για το ιξώδες  

                                               

Η θερµική αγωγιµότητα υπολογίζεται από το (7.10): κ ~cNul, όπου c είναι η  

 

* Από τη στιγµή που θα επιδιώξουµε το περιορισµένο τύπο της λειτουργίας η(Τ) σε χαµηλές 

θερµοκρασίες, αυτό το όριο φυσικά εννοείται για όλες τις ποσότητες που τείνουν σε µια πεπερασµένη τιµή, 

όπως T→0. 

ειδική θερµότητα ανά σωµατίδιο. Για ένα υγρό Fermi c ∞Τ και έτσι                                                            

                                             

Για τον ακριβή καθορισµό του η και κ πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση 

µεταφοράς. Η αλληλουχία του υπολογισµού για την αγωγιµότητα είναι η ακόλουθη. 

Η αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς (74.4) µεταφέρεται µε ένα όµοιο 

τρόπο στην διαδικασία της §7 για τη θερµική αγωγιµότητα ενός κλασικού αερίου. 

Ας υπάρχει εκεί µια βαθµίδα θερµοκρασίας στο υγρό, το οποίο είναι 

µακροσκοπικό σε κατάσταση ηρεµίας. Η τελευταία προϋπόθεση σηµαίνει, ότι η πίεση 

είναι σταθερή σε όλο το υγρό και η κατανοµή θερµοκρασίας είναι σταθερή. Στα 

αριστερά της (74.4) έχουµε αντικαταστήσει n και є, τις τοπικές τιµές ισορροπίας τους µε 

µια θερµοκρασία κυµαινόµενη µέσω του υγρού. Τότε ∂є/∂r =0 και µόνο ο όρος ν . ∂n 0 /∂r 

παραµένει (εµείς παραλείπουµε τη κατάληξη 0 έως є και ν). Η λειτουργία n περιλαµβάνει 

µόνο το συνδυασµό (є – µ)/Τ και αφού θα επιδιώξουµε µόνο τους περιορισµένους 

τύπους, όπως Τ→0, το χηµικές δυναµικό µ(Τ) µπορεί να ληφθεί για να έχουν τιµές σε Τ 

= 0 (το οποίο είναι το ίδιο σαν την περιορισµένη ενέργεια є 1). Στη συνέχεια 
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και η εξίσωση µεταφοράς γίνεται  

                               

µε Ι(φ) από το (74.24). Η λύση της εξίσωσης αυτής θα πρέπει να υποβάλλεται σε µια 

περαιτέρω κατάσταση που εκφράζει την απουσία κάθε µεταφοράς µακροσκοπικής 

µάζας: 

                                          

Εξαιτίας αυτής της κατάστασης µόνο ο δεύτερος όρος παραµένει στη ροή της ενέργειας 

(74.23).  

Όπως έχει ήδη σηµειωθεί στη §74, οι εξισώσεις (75.3) και (75.4) δεν περιέχουν 

τη συνάρτηση αλληλεπίδρασης του οιονεί σωµατιδίου, έτσι το πρόβληµα της θερµικής 

αγωγιµότητας σε ένα υγρό Fermi (και το ίδιο ισχύει για το πρόβληµα ιξώδους) είναι 

τυπικά ταυτόσηµη µε εκείνη για ένα αέριο Fermi. 

Σε όλα τα ολοκληρώµατα, η πιο σηµαντική περιοχή είναι εκεί όπου є – µ ~ T και 

η κατανοµή Fermi είναι θολή; Η ταχύτητα του οιωνούς σωµατιδίου είναι κοντά στην 

ακτίνα ρ F  της σφαίρας Fermi και σε αυτό το εύρος є – µ =uF (p- pF ). Όπου η ορµή 

συµβαίνει εκτός από τη διαφορά p- pF , µπορούµε να βάλουµε p=pF  και η ταχύτητα 

µπορεί παντού να εξοµοιωθεί µε uF . Ειδικότερα, αυτό µπορεί να γίνει w, το οποίο στη 

συνέχεια γίνεται συνάρτηση µόνο για τις γωνίες, οι οποίες περιγράφουν τον σχετικό 

προσανατολισµό των φορέων p, p1 , p’, p’ 1. Για µια δεδοµένη p και p1, ο νόµος της 

διατήρησης της ορµής καθορίζει τη γωνία µεταξύ των διανυσµάτων p’ και p’ 1= p+p1- 

p’; Η ενσωµάτωση σε σχέση µε αυτή τη γωνία αποµακρύνει τη δέλτα λειτουργία από το 

ολοκλήρωµα σύγκρουσης. Εκεί παραµένουν ενσωµατώσεις πάνω στα µεγέθη p1 και p’ 

(και πάνω από τις άλλες µεταβλητές γωνίας). Οι ενσωµατώσεις σε αυτά τα µεγέθη 

αντικαθίστανται από ένα πάνω Τ 2 du1du’ , όπου u= (є – µ)/Τ = uF (p - pF )/Τ είναι 

µεταβλητές στις οποίες οι λειτουργίες διανοµής n0  εξαρτόνται; ενόψει της ταχείας 

σύγκλισης, αυτές οι εντάξεις µπορούν να ληφθούν από -∞  σε ∞ . Στη συνέχεια 

βρίσκουµε, ότι ολόκληρο το ολοκλήρωµα Ι(φ)είναι ανάλογο µε Τ και η λύση του (75.3) 

είναι 
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Όταν αυτό αντικαθίσταται στο (74.23), η ολοκλήρωση προς τις κατευθύνσεις του ν βάζει 

τη ροή θερµότητας µε το τύπο q= -κ∇Τ µε 

                                          

Ως εκ τούτου, βλέπουµε και πάλι, ότι κ ∞Τ 1− . 

Οι παραπάνω απλουστεύσεις της σύγκρουσης του ολοκληρώµατος είναι 

επαρκείς για την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς ακριβώς (και το ίδιο ισχύει και για το 

πρόβληµα του ιξώδους). Οι τύποι που πάρθηκαν για κ και η εκφράζουν αυτούς σε ότι 

αφορά τους παραµέτρους  pF  και  uF  και τη συνάρτηση w κατάλληλη ως προς µέσος 

όρος στις κατευθύνσεις.* 

 

 

*Βλέπε G. A. Brooker and J. Sykes, Physical Review Letters 21, 279, 1968. 

§76. Ήχος απορρόφησης σε ένα υγρό Fermi * 

Έχει αποδειχθεί στο SP 2 (§4), ότι η φύση των κυµάτων που διαδίδονται σε ένα 

υγρό Fermi εξαρτώνται ουσιαστικά από την αξία του προϊόντος ωτ όπου τ είναι η µέση 

ελεύθερη ώρα. 

 Όταν , έχουµε συνηθισµένα υδροδυναµικά ηχητικά κύµατα. Οι εξαρτήσεις 

συχνότητας και θερµοκρασίας του συντελεστή γ για την απορρόφηση αυτών των 

κυµάτων ανά µονάδα απόστασης µπορεί να βρεθεί από το γνωστό τύπο γ~ ω 2 η/ρu 3 , 

όπου το η είναι το ιξώδες, ρ η πυκνότητα του υγρού και u η ταχύτητα του ήχου. ∆είτε 

FM, §77. Επειδή σε ένα υγρό Fermi η∞Τ 2− , έχουµε 

                                                                    

Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί τυπικά να προέρχεται σηµειώνοντας, ότι η απορρόφηση 

περιγράφεται από τον πρώτο διορθωµένο όρο (σε σχέση µε τη µικρή παράµετρο) στη 

σχέση ήχου διασποράς: 

                                                        

όπου α είναι µία σταθερά. Το πλασµατικό µέρος της έκφρασης αυτής (για µια 

πραγµατική συχνότητα) δίνει γ; αφού τ ∞Τ 2− ,επιστρέφουµε στο (76.1). 
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Όταν ωτ~1 η απορρόφηση γίνεται πολύ ισχυρή, η διάδοση των ηχητικών 

κυµάτων δεν µπορεί να συµβεί.  

Όταν , η διάδοση ασθενών κυµάτων απόσβεσης (ήχου µηδέν) γίνεται και 

πάλι δυνατή. Η απορρόφηση περιγράφεται από έναν όρο διόρθωσης στην σχέση 

διασποράς, σε αυτή την περίπτωση περιλαµβάνεται η µικρή παράµετρος 1/iωτ: 

                                       

όπου υ 0  είναι η ταχύτητα της διάδοσης του ήχου µηδενικής. Ο συντελεστής 

απορρόφησης είναι συνεπώς ανάλογος ως προς τη συχνότητα σύγκρουσης: γ∞1/τ και το 

τελευταίο είναι µε τη σειρά του αναλογικό στο τετράγωνο πλάτος της θολής περιοχής της 

κατανοµής του οιονεί σωµατιδίου. Όταν  , το πλάτος αυτό διέπεται από την  

 

* Τα αποτελέσµατα σε αυτό το τµήµα οφείλονται στον L. D. Landau (1957). 

 

θερµοκρασία, έτσι ώστε 1/τ∞Τ 2  και ο συντελεστής απορρόφησης είναι 

  

Εάν ωστόσο, (αλλά ακόµα ως απαραίτητη προϋπόθεση για ολόκληρη τη 

θεωρία για να µπορεί να εφαρµοστεί), η διανοµή είναι θολή σε µια περιοχή πλάτους ~hω. 

Η απορρόφηση του µηδενικού ήχου είναι τότε 

                                                         

Αυτή η περίπτωση περιλαµβάνει ειδικότερα µηδενικό ήχο σε όλες τις συχνότητες στο 

Τ=0. Θα αποδειχθεί παρακάτω, ότι υπάρχει µια σχέση µεταξύ των σταθερών α και b στο 

(76.4) και (76.5). 

Η διαφορά στη φύση της απορρόφησης του συνηθισµένου και µηδενικού ήχου 

οφείλεται σε µία διαφορά στη φυσική φύση τους. Σε ένα συνηθισµένο κύµα ήχου σε 

οποιοδήποτε µικρό στοιχείο όγκου σε σύγκριση µε το µήκος κύµατος, η κατανοµή του 

οιονεί σωµατιδίου αντιστοιχεί στην πρώτη προσέγγιση σε ισορροπία για µία δεδοµένη 

τοπική θερµοκρασία και ταχύτητα του υγρού. Σε αυτή την προσέγγιση, δεν υπάρχει 

διάλυση και απορρόφηση ήχου και εµφανίζεται µόνο όταν πάρουµε υπόψη την επίδραση 

των βαθµίδων θερµοκρασίας και ταχύτητας στη διανοµή του οιονεί-σωµατιδίου. Σε ένα 
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µηδενικό ηχητικό κύµα ωστόσο, οι δονήσεις οι ίδιες προκαλούν τη λειτουργία διανοµής 

να παρεκκλίνουν από την ισορροπία από κάθε στοιχείο του όγκου και οι συγκρούσεις 

των οιονεί σωµατιδίων προκαλούν απορρόφηση του ήχου. 

Σύµφωνα µε τις βασικές ιδέες της κανονικής θεωρίας υγρού Fermi, ένα οιονεί 

σωµατίδιο σε ένα τέτοιο υγρό µπορεί να θεωρηθεί κατά µία έννοια ως ένα σωµατίδιο στο 

ίδιο-σταθερό πεδίο για τα περιβάλλοντα σωµατίδια. Σε ένα ηχητικό κύµα µηδέν, αυτό το 

πεδίο είναι περιοδικό στο χρόνο και το χώρο. Σύµφωνα µε τους γενικούς κανόνες της 

κβαντικής µηχανικής µια σύγκρουση δύο οιονεί σωµατιδίων σε ένα τέτοιο πεδίο 

συνοδεύεται από µια αλλαγή στη συνολική ενέργεια και ορµή τους µε hω και hk 

αντίστοιχα: Μπορούµε να πούµε, ότι στη σύγκρουση ένας «µηδενικός ήχος κβαντικής» 

εκπέµπεται ή απορροφάται.* Το συνολικό αποτέλεσµα αυτών των συγκρούσεων είναι να  

 

* Τέτοια εκποµπή ή απορρόφηση από ένα οιονεί σωµατίδιο είναι αδύνατο, εφόσον η ταχύτητα του ήχου 

µηδενικής υπερβαίνει την ταχύτητα Fermi uF . 

µειωθεί ο συνολικός αριθµός των κβάντων ήχου; Ο ήχος συντελεστής απορρόφησης 

είναι ανάλογος µε το ρυθµό αυτής της µείωσης. 

Με αυτή την προσέγγιση ο συντελεστής απορρόφησης του µηδενικού ήχου είναι  

                  

Στο ολοκλήρωµα, οι δέλτα λειτουργίες που παρέχουν για τη διατήρηση της ενέργειας και 

της ορµής σε συγκρούσεις, εµφανίζονται ρητώς. Ο πρώτος όρος στις παρενθέσεις 

αντιστοιχεί σε συγκρούσεις p1, p2 →  p’ 1, p’ 2 µε απορρόφηση της κβαντικής, η δεύτερη 

σε p’ 1, p’ 2 →  p1, p2  µε την εκποµπή ενός κβαντικού. Η λειτουργία W που σχετίζεται µε 

την πιθανότητα συγκρούσεων µε «ακτινοβολία», καθορίζεται από τις ιδιότητες του 

µηδενικού ηχητικού κύµατος. Το ίδιο το κύµα µπορεί να θεωρηθεί ως πολλαπλασιαστικό 

στο Τ=0 (βλέπε SP 2, §4) και  W είναι έτσι ανεξάρτητο από τη θερµοκρασία.* 

Ωστόσο, δεν είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε τη λειτουργία W, εάν επιδιώκουµε 

µόνο να εκφράσουµε το συντελεστή απορρόφησης όσον αφορά την αξία του στην 

οριακή περίπτωση . Για να γίνει αυτό, σηµειώνουµε ότι στο ολοκλήρωµα (76.6) οι 

µόνο σηµαντικές αξίες των ενεργειών του οιονεί σωµατιδίου είναι αυτές στην περιοχή 
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θόλωσης από την κατανοµή Fermi. Στην περιοχή αυτή, οι µόνοι παράγοντες στο 

ολοκλήρωµα, οι οποίοι ποικίλλουν ραγδαία είναι εκείνοι που περιέχουν τις συναρτήσεις 

n(є). Επιπλέον, τα ολοκληρώµατα στις αγκύλες (76.6) είναι σχεδόν αµετάβλητα, όταν 

πάµε από το  σε . Κατά συνέπεια, αρκεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 

                                

που λαµβάνεται µόνο σε σχέση µε τις ενέργειες. Ο συντελεστής αναλογικότητας µεταξύ 

του γ και J εξαρτάται µόνο από το ω, όχι στο Τ, έτσι ώστε να µπορεί να βρεθεί από την 

οριακή τιµή του γ όταν . 

Στο ολοκλήρωµα (76.7) µπορούµε βέβαια να παραµελήσουµε την ελαφρά στρέβλωση 

 

* Προς αποφυγή παρανόησης θα πρέπει να τονιστεί, ότι W δεν είναι το ίδιο, όπως w στο ολοκλήρωµα 

σύγκρουσης (74.5). 

της λειτουργίας της διανοµής στο κύµα, βάζοντας 

                                                     

Με το συµβολισµό 

                                       

έχουµε 

                         

Λόγω της ταχείας σύγκλισης του ολοκληρώµατος, το εύρος της ολοκλήρωσης µπορεί να 

επεκταθεί από -∞  σε ∞ . 

Για την πραγµατοποίηση της ένταξης αλλάζουµε τους µεταβλητές y1 y2  u1, u2 , 

όπου y= x – x’=ex . Η ενσωµάτωση σε σχέση µε το  u1 και u 2  είναι στοιχειώδη και δίνει 
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Για τον υπολογισµό αυτής της διαφοράς των δύο ολοκληρωµάτων που αποκλίνουν, 

βάζουµε πρώτα σε ένα πεπερασµένο όριο χαµηλότερο -Λ, γραπτώς 

                                

Σκοπεύοντας να λάβουµε το όριο Λ ∞→ , παραµελούµε e y  στον παρονοµαστή του 

δεύτερου ολοκληρώµατος. Το πρώτο ολοκλήρωµα µετασχηµατίζεται ως εξής 

                                   

Ακυρώνοντας τους όρους  και παίρνοντας στη συνέχεια το όριο Λ ∞→ , έχουµε στο 

τέλος 

                                                     

Ο αναλογικός συντελεστής µεταξύ του γ και J είναι όπως έχει ήδη αναφερθεί από 

τη κατάσταση,  ότι όταν έχουµε , έχουµε γ=αΤ 2  από (76.4). Αυτό δίνει  

                                     

Ειδικότερα, στο όριο των υψηλών συχνοτήτων , αποκτάµε 

                                                          

 που καθορίζει τη σχέση µεταξύ των συντελεστών στο (76.4) και (76.5). 

 

 

§77.  Εξίσωση µεταφοράς για οιονεί σωµατίδια σε ένα υγρό Bose. 

Εάν η µέση ελεύθερη διαδροµή των οιονεί σωµατιδίων σε ένα υπερρευστό Bose 

είναι µικρή σε σύγκριση µε τις χαρακτηριστικές διαστάσεις του προβλήµατος, η 

ταχύτητα του υγρού περιγράφεται από τις εξισώσεις Landau δύων ταχυτήτων 

υδροδυναµικής (βλέπε FM, κεφάλαιο XVI). Οι όροι του υλικού απορρόφησης σε αυτές 

τις εξισώσεις περιέχουν αρκετές συντελεστές µεταφοράς (τη θερµική αγωγιµότητα και 

τέσσερις συντελεστές ιξώδους). Ο υπολογισµός τους απαιτεί µια λεπτοµερή συζήτηση 

διαφόρων διαδικασιών διασκόρπισης, η πολλαπλότητα των οποίων οφείλεται στην 



 69 

ύπαρξη δύο τύπων οιονεί σωµατιδίων (φωτόνια και rotons). Στην πραγµατικότητα, σε 

υγρό ήλιου, η κατάσταση περιπλέκεται περαιτέρω από την αστάθεια του αρχικού 

τµήµατος του φάσµατος φωτονίων. Τέτοια θέµατα δεν θα συζητηθούν εδώ. 

Οι µέσες ελεύθερες διαδροµές των οιονεί σωµατιδίων αυξάνονται, καθώς η 

θερµοκρασία πέφτει, έστω και εάν µόνο λόγω της µείωσης του αριθµού  πυκνότητας 

τους. Ως εκ τούτου, σε αρκετά χαµηλές θερµοκρασίες µπορούν να υπάρχουν σηµαντικές 

ανατροπές του συστήµατος των οιονεί σωµατιδίων. Υπό αυτές τις συνθήκες, οι εξισώσεις 

των δύο ταχυτήτων υδροδυναµικής δεν ισχύουν. Οι έννοιες της θερµοκρασίας και της 

κανονικής ταχύτητα v n  επίσης παύουν να έχουν νόηµα (µπορούν να οριστούν µόνο από 

την άποψη της κατανοµής ισορροπίας των οιονεί σωµατιδίων) και κατά µήκος µε v n , 

έτσι γίνεται ο διαχωρισµός της πυκνότητας του υγρού µέσα σε υπερρευστό και σε 

φυσιολογικά µέρη. Η συνολική πυκνότητα ρ και η υπερρευστή ταχύτητα v s  ωστόσο 

διατηρούν το νόηµά τους και από την άποψη αυτή είναι ουσιαστικά µηχανικές 

µεταβλητές. Το σύνολο των εξισώσεων που περιγράφουν έναν υπερρευστό πρέπει τότε 

να αποτελούν την εξίσωση µεταφοράς για τη συνάρτηση κατανοµής του οιονεί 

σωµατιδίου n(t,r,p) η εξίσωση συνέχειας για τη πυκνότητα ρ και την εξίσωση για την 

ταχύτητα v s . 

Η εξίσωση µεταφοράς έχει το συνήθη τύπο* 

  

όπου є είναι η ενέργεια του οιονεί σωµατιδίου, ανάλογα µε την ταχύτητα v s  του 

υπερρευστού ως παράµετρος; Το σύµβολο є συγκρατείται για την ενέργεια του οιονεί 

σωµατιδίου σε ένα ρευστό σε κατάσταση ηρεµίας. Η σχέση µεταξύ  є και καθορίζεται 

ως εξής. 

Εξ ορισµού є(ρ) είναι η σχέση διασποράς για οιονεί σωµατίδια σε ένα πλαίσιο της 

αναφοράς Κ 0  τέτοια ώστε v s =0. Αυτή είναι η παρουσία µόνο ενός οιονεί σωµατιδίου, η 

ενέργεια του υγρού (σε σχέση µε εκείνο του Τ = 0) είναι є(ρ) και η ορµή του είναι ίση µε 

τη ορµή p του οιονεί σωµατιδίου. Κάνουµε ένα µετασχηµατισµό Galilean σε ένα πλαίσιο 
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αναφοράς Κ σε κατάσταση ηρεµίας, κατά την οποία η ταχύτητα του υπερρευστό είναι 

v s . Στο πλαίσιο αυτό, η ενέργεια και η ορµή της µάζας Μ του υγρού είναι 

    

Από αυτό βλέπουµε, ότι σε ένα υγρό µε υπερρευστή κίνηση, η ενέργεια ενός οιονεί 

σωµατιδίου είναι 

                                                                  

cf. τα επιχειρήµατα στην παραγωγή της κατάστασης υπερρευστότητας (SP 2, §23).  

Τα παράγωγα που εµφανίζονται στην εξίσωση µεταφοράς είναι ως εκ τούτου ** 

        

* Είναι βέβαια δεδοµένο ότι η κατάσταση της οιονεί κλασικότητας είναι ικανοποιητική: όλες οι ποσότητες 

διαφέρουν µόνο ελαφρώς σε αποστάσεις της τάξης του µήκους κύµατος του οιονεί σωµατιδίου h / p. 

* Ο τύπος (77.2) έχει προέλθει αυστηρά µιλώντας για µια οµοιογενές υπερρευστή ροή v s = σταθερή. Σε 

µια ανοµοιογενές ροή, η ενέργεια µπορεί να περιέχει όρους στα χωρικά παράγωγα του v s . Ωστόσο, αν 

v s θεωρηθεί, ότι µεταβάλλεται αργά, αυτοί οι όροι θα µπορούσαν να οδηγήσουν σε διορθώσεις των 

υψηλότερων τάξεων του µικρού µεγέθους στην εξίσωση µεταφοράς. 

                               

Στη δεύτερη εξίσωση έχουµε χρησιµοποιήσει τα δεδοµένα, ότι η ενέργεια є εξαρτάται 

από το µεταβλητή πυκνότητας p και έτσι µπορεί να εξαρτώνται από τις συντεταγµένες 

και (στο µετασχηµατισµό των παραγώγων του p, vs ) ότι η υπερρευστή ροή είναι πάντα 

µια πιθανή ροή: 

                                                             

Η εξίσωση συνέχειας για την πυκνότητα είναι 

                                                 

όπου i είναι εξ ορισµού η δυναµική του υγρού ανά µονάδα όγκου. Μία έκφραση για i 

µπορεί να βρεθεί κατευθείαν από το δεύτερο τύπο (77.2) αθροίζοντας πάνω από όλα τα 

οιονεί σωµατίδια σε µονάδα όγκου: 
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Εδώ και στην υπόλοιπη της §77, οι αγκύλες υποδηλώνουν την ένταξη στη δυναµική 

κατανοµή: 

                                         

Μένει να βρούµε µια εξίσωση για την υπερρευστή ταχύτητα. Για να γίνει αυτό, 

θα ξεκινήσουµε από το νόµο της διατήρησης της ορµής που εκφράστηκαν από 

                                         

όπου i δίνεται από (77.7) και Π αβ  είναι ο τανυστής ροής της ορµής. Έστω Π )(ο
αβ  είναι η 

τιµή αυτού του τανυστή στα πλαίσια αναφοράς Κ 0 . Μετασχηµατισµός στο πλαίσιο 

αποδόσεων Κ * 

                                  

* Ο τύπος µετασχηµατισµού του Galilean για  Π αβ  βρίσκεται εύκολα θεωρώντας ένα κλασσικό σύστηµα 

των σωµατιδίων, για τα οποία Π αβ =Σρ a u β =Σm a u β ,όπου το άθροισµα είναι από όλα τα σωµατίδια σε 

µονάδα όγκου. 

 i )0(  ={ρ} είναι η δυναµική ανά µονάδα όγκου του υγρού στο πλαίσιο Κ 0 . Αυτό 

καθορίζει την εξάρτηση του τανυστή Π αβ  για την ταχύτητα v s . 

Για περαιτέρω µετασχηµατισµό της εξίσωσης (77.8) πάµε πίσω στην εξίσωση 

µεταφοράς (77.1) πολλαπλασιάζοντας το µε pa  και ενσωµατώνοντα d 3p/(2πh)3 . Επειδή 

η ολική ορµή των οιονεί σωµατιδίων διατηρείται σε συγκρούσεις, η δεξιά πλευρά της 

εξίσωσης γίνεται µηδέν. Το ολοκλήρωµα στην αριστερή πλευρά µετασχηµατίζεται 

ακριβώς όπως στην παραγωγή του (74.10) δίνοντας 

                                      

Τώρα αντικαθιστάµε στο (77.8) την έκφραση (77.7) και (77.9) για το i και  Π αβ και στη 

συνέχεια εξαλείφουµε ∂p/∂t και ∂{p}/ ∂t µέσω των (77.6) και (77.10). Το αποτέλεσµα 

είναι 
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Από τον όρο curl vs=0 (ο οποίος έχει ήδη χρησιµοποιηθεί στο δεύτερη όρο) προκύπτει, 

ότι το άθροισµα των τριών τελευταίων όρων θα πρέπει να είναι η κλίση κάποιας 

λειτουργίας. Επιπλέον, ο τανυστής Π )(ο
αβ στην απουσία των οιονεί σωµατιδίων πρέπει να 

είναι ίσος προς Ρ 0δ αβ ,όπου Ρ 0 (ρ) είναι η πίεση του υγρού Τ =0. Αυτά τα επιχειρήµατα  

δίνουν το µόνο δυνατό τύπο του Π )(ο
αβ   

                                                 

 Η εξίσωση για  v sγίνεται τώρα 

                                                 

όπου µ 0  είναι το χηµικό δυναµικό του υγρού σε (Τ =0) που σχετίζεται µε την πίεση 

Ρ 0από τον θερµοδυναµικό τύπο dµ 0=md Ρ 0 /ρ (όπου m είναι η µάζα του σωµατιδίου 

ενός υγρού και m/p ο µοριακός όγκος). 

Οι εξισώσεις (77.1), (77.6) και (77.12) για ένα πλήρες σετ για την περιγραφή ενός 

υπερρευστού στην κατάσταση µη ισορροπίας (I.M> Khalatnikov 1952). 

Για την πληρότητα, ας εξετάσουµε επίσης το νόµο της διατήρησης της ενέργειας. 

Αυτό εκφράζεται από 

                                    

όπου q είναι η ροή της ενέργειας στο υγρό. Σύµφωνα µε το (77.2), 

                                            

όπου Ε 0(ρ) είναι η ενέργεια σε Τ =0 και σχετίζεται µε το χηµικό δυναµικό από 

dΕ 0=µ 0dο/m. Με τη διαφοροποίηση (77.14) σε σχέση µε το χρόνο και χρησιµοποιώντας 

τις εξισώσεις που είναι ήδη διαθέσιµες για τις διάφορες ποσότητες, η ροή της ενέργειας  

µπορεί να βρεθεί. Κάνοντας τους υπολογισµούς, θα δώσουµε το τελικό αποτέλεσµα: 

                            

Η ισορροπία της συνάρτησης κατανοµής του οιονεί σωµατιδίου σε ένα πλαίσιο 

αναφοράς, όπου το «αέριο του οιονεί σωµατιδίου» είναι σε κατάσταση ηρεµίας ως 

σύνολο (για παράδειγµα, η κανονική ταχύτητα v n =0) είναι η συνήθης κατανοµή Bose µε 

την ενέργεια του οιονεί σωµατιδίου δίνεται από το (77.3). Η κατανοµή σε ένα πλαίσιο 
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όπου η κανονική ταχύτητα δεν είναι µηδέν λαµβάνεται για την αντικατάσταση σε є -

ρ. v n . Έτσι, η κατανοµή ισορροπίας των οιονεί σωµατιδίων όταν και οι δύο κινήσεις 

είναι παρόντες είναι 

                                                 

Κατά µέσο όρο οι παραπάνω εξισώσεις κατά τη διάρκεια αυτής της διανοµής, οι 

εξισώσεις των δύο ταχυτήτων υδροδυναµικών (χωρίς τους όρους dissipative, σε αυτή την 

προσέγγιση)  µπορεί να προκύψει, αλλά εµείς δεν θα σταµατήσουµε να το κάνουν εδώ. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Προσδιορίστε το συντελεστή απορρόφησης ήχου σε ένα υγρό Bose σε συχνότητες , όπου ν 

είναι η συχνότητα  της σύγκρουσης του οιονεί σωµατιδίου. Η θερµοκρασία υποτίθεται ότι είναι τόσο 

χαµηλή που σχεδόν όλα τα οιονεί σωµατίδια είναι φωτόνια (A. F. Andreev and I. M. Khalatnikov 1963). 

ΛΥΣΗ. Κάτω από τις συνθήκες που δηλώθηκαν, µπορούµε να παραµελήσουµε τη σύγκρουση του 

ολοκληρώµατος (77.1). Βάλαµε ρ =ρ 0+δρ. n=n0+δn (όπου δρ και δn είναι µικρές διορθώσεις στην 

πυκνότητα ισορροπίας του υγρού και της συνάρτησης κατανοµής ισορροπίας του φωτονίου) και 

γραµµικοποίηση εξισώσεων (77.1), (77.6) και (77.12) σε σχέση µε τις µικρές ποσότητες δρ, δn και ν s . 

Υποθέτοντας, ότι όλα αυτές οι αναλογίες µε exp βρίσκουµε 

                                     

Εδώ έχουµε χρησιµοποιήσει τις θερµοδυναµικές σχέσεις 

                                             

όπου υ 0  είναι η ταχύτητα του ήχου σε Τ = 0; ο δείκτης 0 στο ρ και n παραλείπεται εδώ και στο εξής. 

∆εδοµένου ότι ο αριθµός των φωτονίων είναι µικρός σε θερµοκρασίες κοντά στο µηδέν, οι 

εκφράσεις στα δεξιά των εξισώσεων (1)-(3) είναι µικρές διορθώσεις. Παραλείποντας τους συνολικά, 

έχουµε από το (2) και (3) 

                                                          

Στην επόµενη προσέγγιση έχουµε αντικαταστήσει αυτές στα δεξιά του (1): 

                                                      

όπου το 0 είναι η γωνία µεταξύ ρ και k. Η σχέση διασποράς του φωτονίου είναι γραµµένο 
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συµπεριλαµβάνοντας τον επόµενο όρο µετά την γραµµική στην επέκταση; Για το υγρό ήλιο σε συνήθεις 

πιέσεις, α > 0 σηµαίνει, ότι τα φωτόνια είναι ασταθείς σε σχέση µε την αυθόρµητη αποσύνθεση. 

 Η παρουσία ενός «συντονισµένου» παρανοµαστή στο (5) οδηγεί (βλέπε παρακάτω) σε ένα 

µεγάλο λογαριθµικό παράγοντα στην ολοκλήρωση. Χρησιµοποιούµε µόνο λογαριθµική ακρίβεια και 

παραµέληση στα δεξιά του (3) όρου στο δρ, το οποίο δεν έχει τέτοιο παρανοµαστή. Στη συνέχεια, 

εξαλείφοντας το ν από το (2) και (3) έχουµε τελικά καταλήξει στη σχέση διασποράς  

                                            

όπου  

                                                        

Το φανταστικό µέρος του ολοκληρώµατος ως προς το cos θ προσδιορίζεται µε το πέρασµα γύρω από το 

πόλο (ο οποίος είναι στην περιοχή της ενσωµάτωσης α> 0). Το πραγµατικό µέρος υπολογίζεται µε 

λογαριθµική ακρίβεια κόβοντας την ενσωµάτωση στο κατώτερο όριο 1 –cos θ ~αp 2 ~αΤ 2 /u 0
2  και στο 

ανώτερο όριο 1 ~cos 0 ~1. Η αριστερή πλευρά της εξίσωσης (6) γράφεται ως 2 u0 (δu - u0γω), όπου γ 

είναι ο συντελεστής απορρόφησης και δu η διόρθωση στην ταχύτητα του ήχου. Ο υπολογισµός του 

ολοκληρώµατος δίνει 

                                             

όπου είναι το µέρος του φωτονίου της κανονικής πυκνότητας του υγρού. Οι 

εξαρτήσεις της συχνότητας και της θερµοκρασίας του γ είναι φυσικά το ίδιο όπως εκείνα που βρέθηκαν 

στη §73. 

 

 

                                                       ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΧ                                        

                                                         ΜΕΤΑΛΛΑ 

 

§78. Υπολειµµατική αντίσταση 

Οι ιδιότητες µεταφοράς των µετάλλων είναι πολύ πιο περίπλοκες από ό, τι εκείνες των 

µονωτήρων, έστω και µόνο επειδή περιέχουν οιονεί σωµατίδια διαφόρων ειδών 

(ηλεκτρόνια αγωγιµότητας και φωτόνια). 

     Το ηλεκτρικό φορτίο φυσικά µεταφέρεται από τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας. Η 

µεταφορά θερµότητας από την άλλη πλευρά, είναι και από τα ηλεκτρόνια και τα 

φωτόνια. Στην πράξη ωστόσο, τα ηλεκτρόνια επίσης κυρίαρχα σε θερµική αγωγιµότητα 

σε µέταλλα επαρκώς υψηλής καθαρότητας, κυρίως επειδή οι ταχύτητές τους (uF  επί της 
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επιφάνειας Fermi) είναι πολύ µεγαλύτερες από εκείνες των φωτονίων (η ταχύτητα του 

ήχου). Επιπλέον, σε χαµηλές θερµοκρασίες το ηλεκτρόνιο σε ειδική θερµότητα 

υπερβαίνει σηµαντικά την ειδική θερµότητα του φωτονίου. 

     Τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας υφίστανται συγκρούσεις διαφόρων τύπων: ένας µε τον 

άλλο, µε φωτόνια και µε άτοµα πρόσµιξης (και άλλα ελαττώµατα πλέγµατος). Η 

συχνότητα σύγκρουσης για τους δυο πρώτους τύπους µειώνεται µε τη θερµοκρασία. Σε 

αρκετά χαµηλές θερµοκρασίες κατά συνέπεια, η διασκόρπιση των ηλεκτρονίων από 

ακαθαρσίες είναι ο καθοριστικός παράγοντας σε φαινόµενα µεταφοράς. Αυτή η τάξη 

ονοµάζεται εναποµένουσα αντοχή τάξης και εµείς θα θεωρήσουµε αυτό ως το πρώτο 

θέµα στην κινητική των µετάλλων. 

     Οι σχέσεις µεταξύ του ηλεκτρικού ρεύµατος j και της ροής ενέργειας 

ποσοτικοµηχανικό q’ σε ένα µέταλλο και το ηλεκτρικό πεδίο Ε και την θερµοκρασιακή 

κλίση, έχουν την µορφή (44.12), (4.13). 

                                               

Σε αυτή τη µορφή εφαρµόζονται σε κρυστάλλους µε κυβική συµµετρία, καθώς και για 

την απλότητα, αυτή η συµµετρία θα θεωρηθεί παντού. Για κρυστάλλους που δεν έχουν 

κυβική συµµετρία, οι συντελεστές σ, κ και α αντικαθίστανται από τανυστές βαθµού δύο. 

Η σχέση (78.2) είναι πιο βολική να χρησιµοποιηθεί, αν j σε αυτό εκφράζεται µε όρους 

της Ε µέσω του (78.1): 

                                      

     Η συζήτηση στη §74 για την εξίσωση µεταφοράς για ένα υγρό Fermi παραµένει σε 

µεγάλο βαθµό έγκυρο για ένα υγρό ηλεκτρόνιο σε ένα µέταλλο. Η ορµή των οιονεί 

σωµατιδίων εδώ αντικαθιστώνται από την οιονεί ορµή τους και η µορφή της επιφάνειας 

Fermi είναι γενικά πολύπλοκη και διαφορετικό για κάθε άτοµο µετάλλου. 

Οι συντελεστές µεταφοράς για ένα µέταλλο στην αρχή υπολογίζεται µε τη 

βοήθεια της εξίσωσης µεταφοράς γραµµικοποιηµένη 

                               

όπου ν= ∂є/∂p και το ολοκλήρωµα σύγκρουσης γραµµατικοποιείται σε σχέση µε την 

απαιτούµενη µικρή λειτουργία που καθορίζεται από το (74.13). ∆ιαφοροποίηση του 
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n 0  σε σχέση µε το r µπορεί αυθαίρετα να πραγµατοποιηθεί µε µ= σταθερή, δεδοµένου, 

ότι η κλίση του µ θα εξακολουθεί να εισέρχεται στο συνδυασµό eΕ + ∇ µ, όπως θα 

έπρεπε κατά (78.1). Τότε 

                                           

και η εξίσωση µεταφοράς παίρνει τη µορφή 

                                       

Η πυκνότητα ρεύµατος και η ποσοτικοµηχανική ενεργειακή ροή δίνονται από τα 

ολοκληρώµατα      

                               

όταν q' υπολογίζεται ως η ροή της κινητικής ενέργειας є - µ, δεν υπάρχει καµία ανάγκη 

να αφαιρεθεί η αγώγιµη µεταφορά του ενεργειακού δυναµικού, φj. 

Ένα χαρακτηριστικό της διασκόρπισης ηλεκτρονίων αγωγιµότητας από άτοµα 

πρόσµιξης είναι ότι είναι ελαστική. Επειδή τα άτοµα έχουν µια µεγάλη µάζα και είναι 

''αναπήδηµα'' στο πλέγµα, η ενέργεια ηλεκτρονίων µπορεί να θεωρηθεί ως αµετάβλητη 

σε µία σύγκρουση. Θα αποδειχθεί, ότι η υπόθεση της ελαστικής διασκόρπισης είναι από 

µόνη της αρκετή για να δώσει µια απλή σχέση µεταξύ των ηλεκτρικών και θερµικών 

αγωγιµοτήτων του µετάλλου. 

Για να επιτευχθεί αυτό, σηµειώνουµε ότι ο φορέας της ελαστικής σύγκρουσης δεν 

επηρεάζει την εξάρτηση της λειτουργίας στην ενέργεια є; Οι συγκρούσεις 

µετακινούν απλά τα σωµατίδια σε συνεχή – ενεργειακή επιφάνεια. Αυτό σηµαίνει, ότι 

κάθε παράγοντας δn που εξαρτάται µόνο από το є µπορεί να ληφθεί έξω από το χειριστή 

Ι. Μπορούµε να αναζητήσουµε ως εκ τούτου τη λύση της εξίσωσης µεταφοράς στο τύπο 

                                    

όπου Ι(p) ικανοποιεί την εξίσωση 

                                        

Η πυκνότητα ρεύµατος που υπολογίζεται από τη διανοµή (78.6) είναι 
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Ο πρώτος όρος δίνει τον τανυστή αγωγιµότητας 

                                    

Σε ένα κρύσταλλο µε κυβική συµµετρία, σ αβ =σδ αβ και η αγωγιµότητα είναι 

                                  

ή, µετατρέποντας το ολοκλήρωµα όπως στο (74.18) - (74.20), 

                                      

Η ένταξη στο J F  πάνω σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας Fermi µε ένα µοναδικό κύτταρο 

του αµοιβαίου πλέγµατος. 

     Οµοίως, ο δεύτερος όρος στο (78.8) δίνει συγκρίνοντας µε (78.1) 

                                      

όπου η=є-µ. Η ενσωµάτωση πάνω στο d3p  αντικαθίσταται από την ένταξη πάνω από τις 

συνεχείς- ενέργεια επιφάνειες η=σταθερή και πάνω η. Πάλι µε το J στο (78.10), 

βρίσκουµε 

                                       

Η συνάρτηση 

                                             

µειώνεται εκθετικά ως η ±∞→ ; Η ενσωµάτωση σε σχέση µε το η µπορεί να επεκταθεί 

από - ∞σε + ∞ . Το ολοκλήρωµα διέπεται κυρίως από τη σειρά η ~Τ ; J (η) από την 

άλλη πλευρά ποικίλλει σηµαντικά µόνο στην περιοχή η~  Εποµένως, αρκεί να 

γράψετε 

                                                

Στην αντικατάσταση του (78.11), το ολοκλήρωµα του πρώτου όρου είναι µηδέν, επειδή 

το ολοκλήρωµα είναι µία περιττή συνάρτηση του η; Ο δεύτερος όρος δίνει 
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Το ολοκλήρωµα  

                                               

χρησιµοποιώντας επίσης (78.10), βρίσκουµε  

                                                  

Στην τάξη  µεγέθους, a ~Τ/eє µ . 

Ας βάλουµε τώρα E = 0 και υπολογίστε τη ροή της ενέργειας. Πάλι χρησιµοποιώντας µε 

τη κυβική συµµετρία, θα βρούµε 

                                               

Εδώ είναι αρκετό να βάλουµε J=JF  που δίνει  

                                             

Συγκρίνοντας (78.3) και (78.10) δείχνει, ότι 

                                           

Από την εκτίµηση της α που δόθηκε παραπάνω, ο όρος Tσα 2  στα αριστερά είναι µικρός 

σε σύγκριση µε τη δεξιά πλευρά, στην αναλογία (Τ/є F ) 2 . Η παραµέληση αυτού του 

όρου, έχουµε τελικά την ακόλουθη σχέση µεταξύ των θερµικών και ηλεκτρικών 

αγωγιµοτήτων: 

                                                 

ο νόµος Wiedermann- Franz *. 

 Πρέπει να τονίσουµε και πάλι, ότι η απόδειξη αυτής της σχέσης χρησιµοποιεί 

µόνο το γεγονός ότι η διασκόρπιση των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας είναι ελαστική. Η 

εξέταση της απόδειξης επίσης δείχνει εύκολα, ότι η υπόθεση της κυβικής συµµετρίας 

απλώς απλοποιεί το τύπο. Στην γενική περίπτωση, όπου ο κρύσταλλος έχει οποιαδήποτε 

συµµετρία, µια παρόµοια σχέση (78.13) υπάρχει µεταξύ των τανυστών κ αβ  και σ αβ . 

 Για να βρούµε την εξάρτηση θερµοκρασίας των συντελεστών κ και σ χωριστά, 

χρειάζεται η σύγκρουση του ολοκληρώµατος. Για συγκρούσεις µε άτοµα πρόσµιξεις, η 
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µορφή της είναι ακριβώς ανάλογη µε το ολοκλήρωµα (70.3) για τη διασκόρπιση 

φωτονίων από ακαθαρσίες: 

                        

Οι παράγοντες 1- n και 1 - n’που λαµβάνονται υπόψη από την αρχή του Pauli (η 

µετάβαση µπορεί να πραγµατοποιηθεί µόνο σε µια µη κατειληµµένη κατάσταση); Οι 

παράγοντες n και n’ σηµαίνουν, ότι διασκόρπιση µπορεί να προκύψει από µια 

κατεχόµενη κατάσταση. Όπως στο (70.3), θεωρείται ότι στο ολοκλήρωµα (78.14), ότι τα 

άτοµα πρόσµιξης κατανεµήθηκαν τυχαία και ότι η µέση απόσταση µεταξύ τους είναι 

πολύ µεγαλύτερη από το πλάτος διασκόρπισης; Τα διάφορα άτοµα, στη συνέχεια 

διασκορπίζονται ανεξάρτητα. Η εξίσωση w (p, p ') = w (p’, p) έχει ήδη χρησιµοποιηθεί 

στο (78.14). Η προσέγγιση Born είναι δεν ισχύει σε γενικές γραµµές για τη διασκόρπιση 

των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας από άτοµα πρόσµιξεις. Η εξίσωση που δίνεται µπορεί 

να 

*  Ένας τύπος του τύπου (78.13) παρήχθη ποιοτικά από τον P. Drude (1900), ο οποίος πρώτος 

διαµόρφωσε την έννοια της αγωγιµότητας των ηλεκτρονίων που συµµετέχουν στη θερµική ισορροπία του 

µετάλλου. Το ποσοτικό αποτέλεσµα στην κλασική στατιστική δόθηκε από τον H.A. Lorentz (1905) και στα 

στατιστικά Fermi από τον A. Sommerfeld (1928). 

δικαιολογηθεί από τα επιχειρήµατα που χρησιµοποιούνται κατά τον υπολογισµό της 

αρχής της λεπτοµερούς ισορροπίας, µε το τύπο (2.8). Εδώ ωστόσο, υπονοείται ότι οι 

θέσεις που καταλαµβάνονται από τα άτοµα πρόσµιξεις στο πλέγµα µετάλλου έχουν 

συµµετρία που επιτρέπουν την αναστροφή. 

 Η γραµµικοποίηση των ποσών των συγκρούσεων του ολοκληρώµατος στην 

αντικατάσταση της διαφοράς n’(1 – n) – n(1 – n’)= n; - n µε δn’ – δn. Η εξίσωση (78.7) 

γίνεται τότε  

                                  

 Αυτό δεν περιλαµβάνει την θερµοκρασία. Η λύση g(p) είναι εποµένως 

ανεξάρτητη από τη θερµοκρασία, όπως είναι η αγωγιµότητα σ από την (78.10). Έτσι σε 

αρκετά χαµηλές θερµοκρασίες, όταν η διασκόρπιση από προσµίξεις είναι ο κύριος 

µηχανισµός για την ηλεκτρική αντίσταση, η αντίσταση τείνει σε µια σταθερή 
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(υπολειµµατική) αξία. Κατά συνέπεια, η θερµική αγωγιµότητα κ σε αυτό το φάσµα είναι 

ανάλογη µε Τ.* 

 Για µια πρόχειρη ποσοτική εκτίµηση της υπολειµµατικής αντίστασης, 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον στοιχειώδη τύπο (43.7), θέτοντας (για ηλεκτρόνια 

σε ένα µέταλλο) p ~ pF : 

                                                      

όπου Ν είναι η πυκνότητα του ηλεκτρονίου. Για διασκόρπιση από ακαθαρσίες, η µέση 

ελεύθερη διαδροµή Ι~ 1/Ν imp σ 1, όπου  σ 1 είναι η διασκόρπιση µεταφοράς διατοµής. Εξ 

ου και η υπολειµµατική αντίσταση ρ res  είναι  

                                                       

 Ένα περαιτέρω σχόλιο θα πρέπει να προστεθεί στη παραπάνω συζήτηση. Η 

γενική προϋπόθεση για την εφαρµογή της εξίσωσης µεταφοράς σε ένα υγρό Fermi 

απαιτεί, ότι η κβαντική αβεβαιότητα για την ενέργεια των ηλεκτρονίων πρέπει να είναι 

µικρή σε σύγκριση µε το πλάτος (~Τ) του θερµικού θολώµατος της κατανοµής Fermi.  

 

*  Στην ανάλυση αυτή υποτίθεται ότι η εξίσωση (78.15) δεν περιέχει ποσότητες που ποικίλλουν γρήγορα 

κοντά στο є=є F  και γι 'αυτό µπορεί το Ι να αντικατασταθεί από το Ι στο (78.9). Αυτό είναι αλήθεια για 

διασκόρπιση µε συνήθεις ακαθαρσίες, αλλά όχι για διασκόρπιση από παραµαγνητικά άτοµα. 

Αυτή η αβεβαιότητα είναι ~h/τ, όπου τα ~ 1/uF  είναι η µέση ελεύθερη ώρα. Για 

διασκόρπιση από ακαθαρσίες Ι~ 1/Ν imp σ1; Η αβεβαιότητα h/τ είναι ανεξάρτητη από τη 

θερµοκρασία και συνεπώς θολώνει το όριο Fermi ακόµη και όταν Τ =0. Εκ πρώτης 

όψεως προκύπτει, ότι το σύνολο της παραπάνω συζήτησης υπόκειται στην πολύ σοβαρή 

κατάσταση ανάλογα µε τη συγκέντρωση ακαθαρσιών. Στην πραγµατικότητα ωστόσο, 

δεν υπάρχει τέτοιος περιορισµός (L. D. Landau, 1934) 

                                          

 Ο λόγος είναι, ότι λόγω των σταθερών θέσεων των ατόµων πρόσµιξης και την 

ελαστικότητα της διασκόρπισης των ηλεκτρονίων από αυτά, ολόκληρο το πρόβληµα 

υπολογισµού του ηλεκτρικού ρεύµατος µπορεί κατ 'αρχήν να τυποποιηθεί ως πρόβληµα 

κβαντικής µηχανικής της κίνησης ενός ηλεκτρονίου σε ένα περίπλοκο εξωτερικό πεδίο 
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που έχει ένα δυναµικό. Οι καταστάσεις του ηλεκτρόνιου προσδιορίζονται ως στάσιµες 

καταστάσεις σε αυτό το πεδίο, η ενέργεια δεν έχει αβεβαιότητα; Σε Τ =0, τα ηλεκτρόνια 

καταλαµβάνουν µια σειρά από καταστάσεις που οριοθετούνται από µία επιφάνεια Fermi, 

αλλά στο χώρο των κβαντικών αριθµών για κίνηση στο πεδίο και όχι στο χώρο ορµής. 

Με αυτή τη διατύπωση του προβλήµατος, οι συνθήκες του τύπου (78.18) δεν 

προκύπτουν. 

 

 

§79. Αλληλεπίδραση ηλεκτρόνιο-φωτόνιο 

 Σε επαρκώς καθαρά µέταλλα, ο κύριος µηχανισµός για τη δηµιουργία της 

ισορροπίας σε µία ευρεία περιοχή θερµοκρασίας είναι η αλληλεπίδραση µεταξύ των 

ηλεκτρονίων αγωγιµότητας και φωτόνια.  

 Η προϋπόθεση για ένα ηλεκτρόνιο να είναι σε θέση να εκπέµπει (ή να 

απορροφά) ένα φωτόνιο απαιτεί η ταχύτητα του ηλεκτρονίου να είναι µεγαλύτερη από 

εκείνη του φωτονίου. Συγκρίνετε το ανάλογο αποτέλεσµα στη §68 για την εκποµπή ενός 

φωτονίου από ένα φωτόνιο. Η ταχύτητα των ηλεκτρονίων στην επιφάνεια Fermi είναι 

όµως συνήθως µεγάλη σε σύγκριση µε εκείνη των φωτονίων; Η κατάσταση είναι 

συνεπώς ικανοποιητική και η κύρια συνεισφορά στο ολοκλήρωµα σύγκρουσης 

ηλεκτρόνιο-φωτόνιο προέρχεται από αυτές µόνο ένα-φωτόνιο διεργασίες.  

 Το ολοκλήρωµα σύγκρουσης έχει τότε τον ακόλουθο τύπο ανάλογο προς το 

ολοκλήρωµα φωτόνιο- φωτόνιο (67.6): * 

                                 

Ο πρώτος όρος αντιστοιχεί σε διεργασίες µε εκποµπή ενός φωτονίου που διαθέτει οιονεί 

ορµή k από ένα ηλεκτρόνιο που έχει µία δεδοµένη οιονεί ορµή p και τις αντίστροφες 

διαδικασίες µε απορρόφηση ενός φωτονίου k από ηλεκτρόνια p’ µε επιστροφή στην 

οιονεί ορµή p: 
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σε αυτές τις διαδικασίες, οι µεταβάσεις λαµβάνουν χώρα µεταξύ µιας κατάστασης 

ηλεκτρονίου µε δεδοµένη ενέργεια є ρ και καταστάσεις χαµηλότερης ενέργειας. Ο 

δεύτερος όρος αντιστοιχεί σε διεργασίες µε απορρόφηση ενός φωτονίου από ένα 

ηλεκτρόνιο p και τις αντίστροφες διαδικασίες της εκποµπής από ηλεκτρονία p ': 

                                                   

σε αυτές τις διαδικασίες οι µεταβάσεις λαµβάνουν χώρα µεταξύ µιας καθορισµένης 

κατάστασης ηλεκτρονίων και αυτών µε υψηλότερη ενέργεια. Για τους ίδιους λόγους 

όπως και στην περίπτωση των εκποµπών των φωτονίων από φωτόνια (§66), η τιµή του b 

στις εξισώσεις (79.2) προσδιορίζεται µοναδικά καθορίζοντας τις τιµές των k και p µε την 

προϋπόθεση, ότι p' πρέπει να είναι στο ίδιο επιλεγµένο πυρήνα του αµοιβαίου πλέγµατος. 

Οι παράγοντες λειτουργία δέλτα (79.1) εκφράζουν το νόµο της διατήρησης της 

ενέργειας; є p  είναι η ενέργεια ηλεκτρονίου και ω k  η ενέργεια του φωτονίου. Όπως και 

στο κεφάλαιο VII, η συνάρτηση κατανοµής του φωτονίου (αριθµοί κατεχόµενων µελών) 

υποδηλώνονται από το n p . Οι δείκτες που σηµατοδοτούν το τµήµα του φάσµατος του 

φωτονίου και τα σηµάδια της άθροισης σε σχέση µε αυτούς, θα πρέπει να παραλείπεται 

για λόγους συντοµίας.  

 

* Στις §§79-83 οι µονάδες που χρησιµοποιήθηκαν είναι τέτοιες ώστε h= 1. 

 

Θεωρείται, ότι οι πιθανότητες µετάβασης είναι ανεξάρτητες από τη περιστροφική κίνηση 

του ηλεκτρονίου, οι οποίες είναι αµετάβλητες στην µετάβαση. 

 Υπάρχει µια παρόµοια έκφραση για τη σύγκρουση του ολοκληρώµατος  

φωτόνιο – ηλεκτρόνιο, το οποίο πρόκειται να προστεθεί στο ολοκλήρωµα φωτόνιο- 

φωτόνιο στη δεξιά πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς για τη λειτουργία διανοµής του 

φωτονίου: 

                           

µε p=p’ + k + b. Αυτή η διαφορά µεταξύ του αριθµού των φωτονίων k εκπέµπονται από 

τα ηλεκτρόνια µε οποιαδήποτε οιονεί ορµές p και του αριθµού που απορροφάται από τα 
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ηλεκτρόνια µε οποιοδήποτε p’. Ο συντελεστής 2 επιτρέπει για τις δύο πιθανές 

περιστροφικές κινήσεις της εκποµπής ή απορρόφησης των ηλεκτρονίων. 

 Στην πρώτη τάξη θεωρία διαταραχών, οι πιθανότητες της εκποµπής φωτονίων 

ή απορρόφηση από ένα ηλεκτρόνιο που συµβαίνουν σε αυτά τα ολοκληρώµατα 

προσδιορίζονται από το φορέα γραµµικής αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-φωτονίου στους 

φορείς φωτονίου (66.2): Η γραµµικότητα αντιστοιχεί στο γεγονός ότι αυτοί οι φορείς 

είναι υπεύθυνοι για µεταβάσεις στις οποίες µόνο µια κατάσταση φωτονίου κατοχής 

αριθµών αλλάζει µε ενότητα. Χωρίς να επαναλάβουµε τη συζήτηση της §66, µπορούµε 

να σηµειώσουµε ότι, στο όριο καθώς  η οιονεί ορµή k του φωτονιου τείνει στο µηδέν, η 

εκποµπή ή πιθανότητα απορρόφησης του φωτονίου είναι ανάλογη µε k: 

                                                       

 Σύµφωνα µε µία γενική ιδιότητα των πιθανοτήτων µετάβασης στη προσέγγιση 

Born, οι πιθανότητες των άµεσων και αντίστροφων µεταβάσεων είναι ίσες και έτσι * 

                                                

Αυτό το ακίνητο έχει ήδη χρησιµοποιηθεί στα ολοκληρώµατα (79.1) και (79.3).  

 Μια περαιτέρω απλούστευση επιτυγχάνεται λαµβάνοντας υπόψη τη συµµετρία 

(που εκφράζεται από το γεγονός ότι οι φορείς  , είναι πραγµατικές) µε τις οποίες η 

 

* Οι κβαντικοί αριθµοί i και f των αρχικών και τελικών καταστάσεων γράφονται πάντα στη σειρά fi µε την 

ένδειξη για την πιθανότητα. 

 

δηµιουργία φωτονίου και εκµηδένισης των φορέων εµφανίζονται στο φορέα 

αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίο- φωτόνιο. Εξαιτίας αυτού, η εκποµπή ενός φωτονίου µε 

οιονεί ορµή k είναι ισοδύναµη στην απορρόφηση ενός µε οιονεί ορµή -k.  Μπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε επίσης το γεγονός, ότι οι ενέργειες των ηλεκτρονίων є p και є p  είναι 

κοντά στην ενέργεια Fermi. Έστω p και p' είναι διανύσµατα στις κατευθύνσεις του p και 

p' καταλήγοντας στην επιφάνεια Fermi και έστω οι συναρτήσεις w να εκφραστούν όσον 

αφορά στις κατευθύνσεις των p F  και p 'F και οι διαφορές η ρ =є ρ - є p , η ρ =є ρ - є p  που 

αντιπροσωπεύουν µε εγγύτητα την ενέργεια του ηλεκτρονίου є p . Όσον αφορά αυτές τις 

µεταβλητές, w είναι µια αργή µεταβαλλόµενη λειτουργία, η οποία αλλάζει αισθητά µόνο 
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σε περιοχές ~є p >>Τ. Παραµελώντας ποσότητες ~η ~T µπορούµε να βάλουµε 

σε αυτές τις λειτουργίες. Η ισοδυναµία που αναφέρθηκε παραπάνω 

εκφράζεται στη συνέχεια από την εξίσωση 

                                     

 το w είναι συναρτήσεις µόνον από τις κατευθύνσεις των p p και p’ p . Αν τώρα 

αλλάξουµε το µεταβλητή της ολοκλήρωσης k σε -k στο δεύτερο όρο στο (79.1), οι 

συντελεστές w στα δύο ολοκληρώµατα γίνονται ίσοι; ∆εδοµένου ω k−  =ω k , η αλλαγή 

αντικαθιστά απλά Ν k  σε Ν k− .  

 Τα ολοκληρώµατα (79.1) και (79.3) είναι φυσικά µηδέν, όταν το ηλεκτρόνιο 

ισορροπίας και οι λειτουργίες διανοµής του φωτονίου  είναι υποκατεστηµένα. Η 

γραµµικοποίηση αυτών των ολοκληρωµάτων για µικρές αποκλίσεις από την ισορροπία 

διεξάγεται ταυτόχρονα σε σχέση και µε τις δυο συναρτήσεις κατανοµής, τις οποίες 

γράφουµε ως  

                                 

Ο µετασχηµατισµός είναι ακριβώς όµοιος µε εκείνο στις §§67 και 74. Για παράδειγµα, η 

έκφραση στις αγκύλες στο πρώτο όρο (79.1), ξαναγράφεται ως  

            

 τίθεται στη µορφή 

                                            

Αυτό βολικά µετασχηµατίζεται περαιτέρω µέσω της εξίσωσης 

                                 

η οποία είναι εύκολη να επαληθευθεί µε άµεσο υπολογισµό. Στη συνέχεια βρίσκουµε 

                              

Οι άλλοι όροι µετασχηµατίζονται οµοίως, οδηγώντας στις ακόλουθες γραµµικοποιηµένες 

συγκρούσεις ολοκληρωµάτων: 
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 και στα δύο ολοκληρώµατα, p=p’+k+b. 

 Αυτά τα ολοκληρώµατα εµπίπτουν φυσικά σε δύο µέρη, οι γραµµικοί  φορείς 

ολοκληρωµάτων που ενεργούν για το φ και χ αντίστοιχα. Για παράδειγµα, 

                                    

Μία σηµαντική ιδιότητα του φορέα είναι ότι δεν αλλάζει την ισοτιµία της 

συνάρτησης φ(η, p p ) σε σχέση µε τον µεταβλητή η, για παράδειγµα αφήνει µονές και 

ζυγές λειτουργίες το ίδιο: Όσον αφορά την επίδρασή της στη συνάρτηση της η, 

                              

όπου 

                        

Αφού 

                                    

και έτσι  

                          

βλέπουµε ότι 

                                                   

και αυτό αποδίδει αµέσως την παραπάνω ιδιότητα του φορέα, η οποία θα χρησιµοποιηθεί 

στις §§80 και 82. 

 Τα ολοκληρώµατα σύγκρουσης (79.9) και (79.10) είναι πανοµοιότυπα µηδέν 

για τις λειτουργίες  

                                             

 µε την ίδια σταθερά. Αυτή η «πλαστή» λύση της εξίσωσης µεταφοράς αντιστοιχεί, όπως 

η λύση (67.18) στην εξίσωση φωτόνιο-φωτόνιο σε µία αλλαγή στη θερµοκρασία του 
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συστήµατος από ένα µικρό σταθερό ποσό. Τα ολοκληρώµατα (79.9) και (79.10) είναι 

ωστόσο επίσης µηδέν, όταν 

                                             

και το χ =0. Η λύση αυτή οφείλεται στην σταθερότητα του συνολικού αριθµού των 

ηλεκτρονίων (σε αντίθεση µε το συνολικό αριθµό των φωτονίων); Τυπικά, αντιστοιχεί σε 

µια µεταβολή του χηµικού δυναµικού των ηλεκτρονίων από ένα µικρό σταθερό ποσό. 

 Για να προχωρήσουµε σε ποσοτικές εκτιµήσεις σηµειώνουµε, ότι οι τάξεις 

µεγέθους των παραµέτρων του φάσµατος ηλεκτρονίου σε ένα µέταλλο µπορεί να 

εκφραστεί σε όρους της σταθεράς πλέγµατος d και της αποτελεσµατικής µάζας m* του 

ηλεκτρόνιου; Για παράδειγµα, η ορµή Fermi (σε συνήθη µεριδία) είναι pF ~h/d, η 

ταχύτητα uF ~ pF /m* ~h/m*d και η ενέργεια є F  ~ uF p F ~h 2 /m*d 2 . Οι παράµετροι του 

φάσµατος φωτονίου και η αλληλεπίδραση ηλεκτρόνιο-φωτόνιο περιέχουν επίσης την 

µάζα Μ των ατόµων. Η πυκνότητα της ουσίας ρ ∞Μ και η ταχύτητα του ήχου 

 Καθιστώντας τις διαστάσεις δεξιά µέσω του h, d και m* (η οποία µπορεί να 

γίνει µε έναν µόνο τρόπο), παίρνουµε την εκτίµηση  

                                              

Εξ ου και η θερµοκρασία Debye  

                                 

Η µάζα Μ εµφανίζεται στο φορέας αλληλεπίδρασης ηλεκτρόνιο-φωτόνιο µόνο µέσω της 

µετατόπισης φορέων (66.2) των ατόµων; Η αλληλεπίδραση αυτή δεν περιέχει άλλους 

µικρούς όρους σε 1/Μ, η ενέργεια του είναι ~є F , όταν U S~d. Τα στοιχεία της µήτρας 

των φορέων  και συνεπώς εκείνου του φορέα αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-

φωτονίου, είναι Για ένα δεδοµένο οιονεί ορµή k, η συχνότητα ω~ uk 

∞  Μ 2/1− . Η πιθανότητα διασκόρπισης δίνεται από το τετράγωνο του στοιχείου µήτρας. 

Ως εκ τούτου, η συνάρτηση w στην σύγκρουση του ολοκληρώµατος είναι αναλογική µε 

Μ 2/1−  ή κάνοντας τις διαστάσεις δεξιά, 

  

 Η εκτίµηση αυτή χρειάζεται τροποποιήσεις σε σχέση µε την εκποµπή ή 

απορρόφηση µιας µακράς µήκους κύµατος ακουστικού φωτονίου. Το γεγονός, ότι w 
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είναι τότε ανάλογο προς k σηµαίνει ότι η εκτίµηση πρέπει να περιλαµβάνει έναν 

επιπλέον παράγοντα k/kmax  ~kd: 

                                                      

 

§80. Συντελεστές µεταφοράς σε µέταλλα. Υψηλές θερµοκρασίες 

 Σε υψηλές θερµοκρασίες  , τα φωτόνια µε όλες τις πιθανές οιονεί ορµές 

διεγείρονται στο κρύσταλλο µέχρι την µέγιστη τιµή, η οποία έχει την ίδια τάξη µεγέθους 

όπως η ορµή Fermi του ηλεκτρόνιου kmax  ~ pF ~ 1/d. Από τον ορισµό της θερµοκρασίας 

Debye, η µέγιστη ενέργεια φωτονίου   ω max ~ Θ και έτσι  για όλα τα φωτόνια. 

 Υπό αυτές τις συνθήκες κατά συνέπεια, οι ενέργειες φωτονίων είναι µικρές σε 

σύγκριση µε το πλάτος της θολής περιοχής στην κατανοµή Fermi των ηλεκτρονίων. 

Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να αντιµετωπίσουµε την εκποµπή φωτονίου ή 

απορρόφησης περίπου ως ελαστική διασκόρπιση ενός ηλεκτρονίου. Οι γωνίες 

διασκόρπισης δεν είναι µικρές, δεδοµένου ότι η οιονεί ορµή του ηλεκτρόνιου και 

φωτονίου υπό αυτές τις συνθήκες είναι της ίδιας τάξης µεγέθους. 

 Σε ψηλές θερµοκρασίες, όταν οι αριθµοί κατοχής της κατάστασης του 

φωτονίου είναι υψηλές, η εγκατάσταση της ισορροπίας σε κάθε στοιχείο όγκου του 

αερίου φωτονίου (φωτόνιο-φωτόνιο χαλάρωση) λαµβάνει χώρα πολύ γρήγορα. 

Μπορούµε να θεωρήσουµε τη λειτουργία διανοµής του φωτονίου σαν να είναι η 

ισορροπία του ενός, όταν εκτιµώντας  τις ηλεκτρικές και θερµικές αγωγιµότητες, για 

παράδειγµα παίρνοντας χ=0 στη σύγκρουση ολοκληρωµάτων (µια ποσοτική εκτίµηση 

του χ θα γίνει στο τέλος αυτής της ενότητας). Είναι επαρκής, να ασχοληθούµε µε την 

εξίσωση µεταφοράς µόνο για τα ηλεκτρόνια. 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι ταυτόχρονα σε µια προσέγγιση, η οποία αναλαµβάνει 

την ελαστική διασκόρπιση ηλεκτρονίου, τα αποτελέσµατα από τη §78 εξακολουθεί να 

ισχύει βασιζόµενη µόνο σε αυτή την προσέγγιση συµπεριλαµβανοµένου του νόµου 

Wiedermann-Franzw (78.13), ο οποίος δίνει την αναλογία σ/κ. Για να προσδιοριστεί η 

εξάρτηση της θερµοκρασία του σ και κ ξεχωριστά είναι αναγκαίο να εξεταστούν µε 

µεγαλύτερη λεπτοµέρεια η σύγκρουση του ολοκληρώµατος ηλεκτρόνιο-φωτόνιο (79.9). 
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 Σύµφωνα µε την ερώτηση, το ολοκλήρωµα είναι σε µεγάλο βαθµό 

απλοποιηµένο. Επειδή η ενέργεια του φωτονίου είναι µικρή ω=± (є’-є), µπορούµε να 

επεκτείνουµε τη διαφορά n’ 0  – n0  σε δυνάµεις του ω:* 

                      

Μπορούµε να θέσουµε τότε ω=0 στα επιχειρήµατα των συναρτήσεων δέλτα αποκτώντας 

                     

Όταν η συνάρτηση κατανοµής του φωτονίου Ν 0 ≈Τ/ω, έτσι ώστε ∂ Ν 0 /∂ω ≈ -Τ/ω 2  

Το παράγωγο ∂n 0 /∂є ~ -1/Τ. Το ολοκλήρωµα διέπεται από  τη σειρά k~k maxστο οποίο 

ω ~Θ. Όταν οι συναρτήσεις δέλτα ληφθούν υπόψη, η ενσωµάτωση προσθέτει πάνω d3k 

ένα συντελεστή k 2
max /u F  στην εκτίµηση του ολοκληρώµατος: 

                               

Με (79.19) δίνει αυτό 

                                                  

Αυτό σηµαίνει ότι η συχνότητα σύγκρουσης ηλεκτρόνιο-φωτόνιο  (Τ/h σε 

συνήθεις µονάδες), η µέση ελεύθερη διαδροµή Ι ~u F /T και (78.16) δίνει για την  

 

 

* Η παρουσία του ω σε αυτή διαφορά είναι συνεπής µε την προσέγγιση ότι η διασκόρπιση ηλεκτρονίου 

είναι ελαστική. Είναι απαραίτητο, διότι φέρνοντας τη σύγκρουση του ολοκληρώµατος στη µορφή (79.9), 

χρησιµοποιήσαµε εξίσωση (79.8), η δεξιά πλευρά του οποίου καθίσταται ακαθόριστη, όταν є =є’.  

 

ηλεκτρική αγωγιµότητα (σε συνήθεις ενότητες).* 

                                               

Η ηλεκτρική αγωγιµότητα του µετάλλου είναι συνεπώς αντιστρόφως ανάλογη 

προς την θερµοκρασία, όταν . Ο νόµος Wiedermann-Franz δείχνει τότε, ότι η 

θερµική αγωγιµότητα είναι σταθερή: 

      

Ας εκτιµήσουµε τώρα τις διορθωµένες συναρτήσεις φ και χ στις διανοµές 

ηλεκτρόνιου και φωτόνιου, προκειµένου να δικαιολογήσουµε την παραµέληση χ στη 
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σύγκρουση ολοκληρώµατος. Μπορούµε να κάνουµε αυτό, δηλαδή στην περίπτωση όπου 

υπάρχει ένα ηλεκτρικό πεδίο, αλλά καµία κλίση θερµοκρασίας. 

∆εδοµένου ότι το ηλεκτρικό πεδίο δεν επηρεάζει την κίνηση των φωτονίων, η 

αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς για φωτόνια είναι µηδέν. Η εξίσωση µειώνει 

ως εκ τούτου την εξαφάνιση του αθροίσµατος των ολοκληρωµάτων σύγκρουσης για 

φωτόνια µε ηλεκτρόνια και φωτόνια µε φωτόνια . 

                        

οι εκθέτες (1) και (2) διακρίνουν τα δύο µέρη του ολοκληρώµατος (79.10) µε τον ίδιο 

τρόπο όπως έγινε στο (79.11). 

Το ολοκλήρωµα Ι eph,  εκτιµάται παροµοίως προς  Ι phe, ανωτέρω. Εδώ όµως, 

πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι η ενσωµάτωση επί της  οιονεί ορµής ηλεκτρονίου p στην 

πράξη λαµβάνονται µόνο κοντά στην επιφάνεια Fermi, επί του όγκου ενός στρώµατος µε 

πάχος ~T/uF  και περιοχή ~p F
2 . Η συνάρτηση δέλτα προσθέτει έναν παράγοντα 1/є F  

προς την εκτίµηση του ολοκληρώµατος. Το αποτέλεσµα είναι 

                            

 

* Σηµειώστε ότι η κβαντική αβεβαιότητα της ενέργειας ηλεκτρονίου  είναι της τάξης του 

πλάτους της θολής περιοχής στη διανοµή ηλεκτρονίου. Το γεγονός αυτό, ωστόσο δεν κάνει ανεφάρµοστα 

τα αποτελέσµατα για ένα λόγο παρόµοιο µε αυτό που δίνεται στο τέλος της §78 σε σχέση µε τη 

διασκόρπιση από ακαθαρσίες. Λόγω της σχετικής βραδύτητας των δονήσεων των ατόµων στο πλέγµα και 

την ελαστικότητα της διασκόρπισης του ηλεκτρονίου, το πρόβληµα µπορεί κατ 'αρχήν να τυποποιηθεί ως 

εκείνη που το ηλεκτρόνιο κινείται στο δεδοµένο δυναµικό πεδίο του παραµορφωµένου πλέγµατος. 

Το ολοκλήρωµα σύγκρουσης φωτόνιο- φωτόνιο εκτιµάται ως  

                                        

µε την αποτελεσµατική συχνότητα σύγκρουσης από (68.3): 

                  

Έτσι  

                                 

Συγκρίνοντας το (80.5) και (80.6) δείχνει πρώτα απ 'όλα ότι  
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η πραγµατική συχνότητα των συγκρούσεων φωτόνιο-ηλεκτρόνιο (για τα ηλεκτρόνια 

ισορροπίας, δηλαδή µε φ= 0) είναι µικρή σχετικά ως προς τη συχνότητα σύγκρουσης 

φωτόνιου-φωτόνιου. Μπορούµε εποµένως να παραµελήσουµε το δεύτερο όρο στο (80.4). 

Η σύγκριση των δύο όρων που παραµένουν δίνει  

                                               

 και αυτό δικαιολογεί την παραµέληση του χ στην σύγκρουση του ολοκληρώµατος 

ηλεκτρόνιο-φωτόνιο. Φαίνεται εύκολα ότι το ίδιο αποτέλεσµα (80.7) λαµβάνεται, όταν 

µία κλίση θερµοκρασίας είναι παρούσα. 

Η παραµέληση της λειτουργίας χ στην εξίσωση µεταφοράς ηλεκτρονίου µπορεί 

ωστόσο, να είναι µη επιτρεπτή στην αγωγή των θερµοηλεκτρικών φαινοµένων. 

Σύµφωνα µε το (78.12), ο υπολογισµός του οποίου βασίστηκε µόνο στην υπόθεση της 

ελαστικής διασκόρπισης των ηλεκτρονίων, ο συντελεστής του θερµοηλεκτρικού είναι 

                                             

η έννοια του εκθέτη Ι θα εξηγηθεί αργότερα. Η ποσότητα αυτή είναι «ανώµαλα» µικρή 

µε την έννοια ότι η τάξη µεγέθους του ολοκληρώµατος στο (78.8) (ο δεύτερος όρος) 

µειώθηκε στην αναλογία Τ/є F  επειδή 

                                                        

 είναι µια περιττή συνάρτηση του η= є-µ. Αυτή η ιδιότητα είναι µε µια έννοια τυχαία και 

µπορεί να έχει το αποτέλεσµα ότι µία συγκριτικά µικρή προσθήκη στη φ λόγω της µη-

ισορροπίας των φωτονίων αποδίδει µια συµµετοχή στην α που είναι συγκρίσιµη µε το 

(80.8). 

Θα επιδιώξουµε τη λύση της εξίσωσης µεταφοράς ηλεκτρονίου 

                                  

ως ένα σύνολο φ= φ 1+φ11, όπου φ 1 είναι η λύση της εξίσωσης χωρίς δεύτερο όρο στα 

δεξιά και  φ 11είναι η λύση της εξίσωσης  
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Εδώ φ1 είναι το «µεγαλύτερο» µέρος της φ; Επειδή ο φορέας είναι ακόµη σε σχέση 

µε το µεταβλητή (§79), αυτό το µέρος έχει το τύπο (80.9) και είναι µονή συνάρτηση του 

η. Η εξίσωση (80.11) δείχνει ότι φ 11~χ και εποµένως  

                                             

Σε αντίθεση µε την φ 1, η φ 11δεν είναι µηδέν, όταν є=µ. Κατά τον υπολογισµό της 

αντίστοιχης συνεισφοράς στην πυκνότητα ρεύµατος, ο κύριος όρος ωστόσο δεν 

ακυρώνεται και το αποτέλεσµα είναι µικρό µόνο µε την έννοια, ότι φ 11είναι σχετικά 

µικρή. Αυτό σηµαίνει ότι, η συµβολή του τελευταίου µε τον συντελεστή 

θερµοηλεκτρικής είναι  

                                           

Στο κατώτερο άκρο της εξεταζόµενης περιοχής θερµοκρασίας, όπου Τ~Θ, έχουµε 

eα 11~1 σε σηµείο της µικρής ποσότητα eα 1, ~Θ/ є F . 

Ο συντελεστής θερµοηλεκτρικής συνεπώς αποτελείται από δύο πρόσθετα µέρη. 

Αυτές µπορεί να είναι ίδιας τάξης µεγέθους, αλλά ποικίλλουν διαφορετικά µε τη 

θερµοκρασία. Η φυσική προέλευση του δεύτερου όρου α είναι ότι η µεταφορά 

θερµότητας στο κρύσταλλο προκαλεί µία ροή των φωτόνια («άνεµο φωτονίου»), όπου 

µεταφέρει τα ηλεκτρόνια µε αυτό. * 

 

 

* Ο ρόλος του συρόµενου φωτονίου για τα ηλεκτρόνια όσον αφορά στις επιδράσεις της µεταφοράς στα 

µέταλλα είχε διευκρινιστεί από τον L.E. Gurevich (1946). 

 

 

 

§81. ∆ιεργασίες Umklapp σε µέταλλα 

Η φύση της διασκόρπισης ηλεκτρονίου φωτονίου σε χαµηλές θερµοκρασίες είναι 

αρκετά διαφορετική από ότι όταν . Όταν  τα φωτόνια διεγείρονται µε ενέργειες 

ω~ Τ στον κρύσταλλο (και ανήκουν γενικά σε ακουστικά σηµεία του φάσµατος). Όταν 

ένα τέτοιο φωτόνιο εκπέµπεται ή απορροφάται, η ενέργεια του ηλεκτρονίου αλλάζει 

κατά ένα ποσό ~Τ, δηλαδή κατά µία ποσότητα της τάξεως του συνολικού πλάτους της 
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θολής περιοχής στην κατανοµή Fermi. Η αλλαγή στην οιονεί ορµή του ηλεκτρονίου είναι 

ίση µε την οιονεί ορµή του φωτονίου. ∆εδοµένου k ~Τ/u<<kmaxκαι k max~p F , ακολουθεί 

ότι η οιονεί ορµή του ηλεκτρονίου αλλάζει µόνο από ένα σχετικά µικρό ποσό. Σε 

χαµηλές θερµοκρασίες κατά συνέπεια, υπάρχει µια οριακή περίπτωση, η οποία είναι το 

αντίθετο της ελαστικής διασκόρπισης: η χαλάρωση του ηλεκτρόνιου στην ενέργεια 

λαµβάνει χώρα πολύ πιο γρήγορα από ό, τι αφορά την κατεύθυνση της οιονεί ορµής. 

Η χαλάρωση της ενέργειας είναι µια ταχεία «ανάµιξη» στην θολή περιοχή της 

κατανοµής Fermi. Η χαλάρωση όσον αφορά την κατεύθυνση αποτελεί µια εξίσωση της 

κατανοµής πάνω στην επιφάνεια αυτή; Λαµβάνει χώρα σε µικρές ποσότητες (~Τ/u), για 

παράδειγµα, είναι µια αργή διάχυση πάνω από την επιφάνεια. 

Πριν προχωρήσουµε σε µια λεπτοµερή εξέταση των φαινοµένων µεταφοράς κάτω 

από αυτές τις συνθήκες, θα κάνουµε µερικές γενικές παρατηρήσεις σχετικά µε το ρόλο 

των διεργασιών Umklapp. Όπως και στο µονωτή κρυστάλλων, το πεπερασµένο των 

συντελεστών µεταφοράς σε ένα ιδανικό κρύσταλλο µετάλλου (χωρίς προσµίξεις ή 

ελαττώµατα) είναι λόγω της εµφάνισης αυτών των διεργασιών. Μόνο µε τις κανονικές 

διαδικασίες που διατηρούν τη συνολική οιονεί ορµή των ηλεκτρονίων και φωτονίων, οι 

εξισώσεις µεταφοράς θα µπορούσαν να έχουν νοθές λύσεις που αντιστοιχούν στην 

κίνηση των συστηµάτων ηλεκτρονίου και φωτονίου ως σύνολο σε σχέση µε το πλέγµα. 

Αυτές είναι λύσεις  του τύπου 

                              

µε ένα σταθερό διάνυσµα δV; cf. (67.19). Μειώνουν σε µηδέν τα ολοκληρώµατα 

σύγκρουσης (79.9), (79.10), εάν η εκποµπή ή η απορρόφηση των φωτονίων από τα 

ηλεκτρόνια πραγµατοποιείται µε διατήρηση της οιονεί ορµής (p=p’ +k). 

Σε υψηλές θερµοκρασίες, όταν η οιονεί ορµή των δύο ηλεκτρονίων και φωτονίων 

είναι µεγάλες (~1/d) οι διεργασίες Umklapp λαµβάνουν χώρα γενικά µε την ίδια 

συχνότητα, όπως στις κανονικές διεργασίες. Η ανάγκη να ληφθούν υπόψη  ως εκ τούτου 

δεν αναπτύσει κανένα από τα ειδικά χαρακτηριστικά των φαινοµένων µεταφοράς. 

Οι οιονεί κείνται ορµές του ηλεκτρόνιου κοντά στην επιφάνεια Fermi και µε 

αυτή την έννοια είναι σχεδόν ανεξάρτητες από τη θερµοκρασία. Σε χαµηλές 

θερµοκρασίες όµως, οι οιονεί ορµές του φωτονίου γίνονται µικρές και οι διεργασίες 
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Umklapp µπορούν συνεπώς να παρεµποδίζονται. Από την άποψη αυτή, η κατάσταση 

είναι αισθητά διαφορετική για κλειστές και ανοικτές επιφάνειες Fermi. 

Μια ανοικτή επιφάνεια Fermi, για κάθε επιλογή του συνόλου του κυττάρου  στο 

χώρο p (το αντίστροφο πλέγµα), διασχίζει τα όρια του κυτάρου. Στην περίπτωση αυτή, 

σαφώς οι διεργασίες Umklapp είναι πάντα δυνατόν µε εκποµπή ή απορρόφηση ενός 

φωτονίου µε αυθαίρετα χαµηλή ενέργεια: Ακόµη και µια µικρή αλλαγή στην οιονεί ορµή 

του ηλεκτρόνιου κοντά στο όριο του κυττάρου µπορεί να µεταφέρει το ηλεκτρόνιο σε 

ένα γειτονικό κύτταρο. Κατά τη διάρκεια της διάχυσης τους πάνω από στην επιφάνεια 

Fermi, όλα τα ηλεκτρόνια θα φθάσουν τελικά τα όρια του πυρήνα και επιπλέον µπορεί να 

πάρουν µέρος στις διεργασίες Umklapp. Κατά συνέπεια, σε αυτή την περίπτωση επίσης η 

πιθανότητα τέτοιων διεργασιών δεν περιέχουν κανένα πρόσθετο µικρό παράγοντα σε 

σύγκριση µε τις κανονικές διαδικασίες. Πράγµατι, η κατάταξη σε κανονικές και 

Umklapp διεργασίες εξαρτώνται από την επιλογή του αµοιβαίου πλέγµατος του 

κυττάρου και είναι αυθαίρετο. Με µια ανοιχτή επιφάνεια Fermi, η ιδιότητα ότι δεν 

υπάρχει µικρός πρόσθετος συντελεστής στη συχνότητα των διεργασιών Umklapp, 

υπάρχει για κάθε επιλογή του κυττάρου. Είναι τότε επιθυµητό να αποφεύγεται 

οποιαδήποτε διάκριση των δύο τύπων εκδήλωσης διασκόρπισης και να θεωρηθούν όλα 

αυτά ως κανονικά (δηλαδή διατήρηση της οιονεί ορµής), αλλά να επιτραπούν οι αξίες 

της οιονεί ορµής του ηλεκτρονίου παντού στο αµοιβαίο πλέγµα. Για τα φωτόνια το 

µοναδιαίο κύτταρο επιλέγεται, έτσι ώστε το σηµείο k =0 είναι στο κέντρο του; Τότε όλα 

του µακρύ-κύµατος φωτόνια (τα µόνα που χρειάζονται να λαµβάνονται υπόψη όταν ) 

είναι σε ένα µικρό τµήµα του όγκου ενός κυττάρου κοντά κέντρο του. Σε αυτή τη 

θεραπεία, η ψευδή λύση (81.1) αποκλείεται µε την εφαρµογή στη συνάρτηση κατανοµής 

του ηλεκτρόνιου στην κατάσταση της περιοδικότητας του αµοιβαίου πλέγµατος: 

                                     

Η ισορροπία κατανοµής ανάλογα µόνο µε την ενέργεια ηλεκτρονίου є(p), αναγκαστικά 

ικανοποιεί αυτή την κατάσταση, δεδοµένου ότι є(p) είναι περιοδική. Καθώς n0(p), το 

παράγωγο ∂n 0 /∂є είναι περιοδικό και έτσι κατά συνέπεια είναι ο συντελεστής φ(p) στο 

; Αυτή η απαίτηση εξαλείφει τη λύση  (81.1), η οποία δεν την ικανοποιεί. 
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Ας θεωρήσουµε τώρα µια κλειστή επιφάνεια Fermi. Σε αυτή την περίπτωση, 

µπορούµε να επιλέξουµε το βασικό αµοιβαία πλέγµα του κυττάρου κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε η επιφάνεια Fermi να µη διασχίζει τα όρια της.* Τότε οι διεργασίες Umklapp 

αντιστοιχούν σε µεταπτώσεις του ηλεκτρονίου µεταξύ οποιωνδήποτε σηµείων επί της 

επιφάνειας Fermi στο βασικό κύτταρο και στο πανοµοιότυπό του γειτονικού κυττάρου, 

όπως φαίνεται σχηµατικά στην εικόνα 29. 

 

 

 

Το διάνυσµα k που συνδέει τα σηµεία αυτά είναι οιονεί ταχύτητα του εκπεµπόµενου ή 

απορροφηµένου φωτονίου. Η απόσταση k είναι γενικά µεγάλη (~1/d) και σε χαµηλές 

θερµοκρασίες ο αριθµός των φωτονίων µε ενέργεια ω(k) είναι εκθετικά µικρή, αναλογικό 

στο exp [-ω(k)/Τ]. Η αποτελεσµατική συχνότητα της Umklapp που διασκορπίζει 

γεγονότα, στη συνέχεια εξαρτάται από την θερµοκρασία σύµφωνα µε 

                                                      
* Εάν, ωστόσο η επιφάνεια Fermi αποτελείται από έναν αριθµό κλειστών κοιλοτήτων µπορεί να 

είναι αναγκαίο να καθοριστεί το βασικό κύτταρο αλλιώς παρά ως παραλληλεπίπεδο µε επίπεδες όψεις. 

Αυτό απεικονίζεται σχηµατικά στην εικόνα 28 για την περίπτωση ενός επίπεδου πλέγµατος µε δύο µη-

ισοδύναµες κλειστές κοιλότητες που σχηµατίζουν την «επιφάνεια Fermi». Η διακεκοµµένη γραµµή δείχνει 

το βασικό κύτταρο, το οποίο δεν τέµνει αυτές τις κοιλότητες. Οι διασταυρώσεις δεν θα µπορούσαν να 

αποφευχθούν µε οποιαδήποτε επιλογή ενός ορθογώνιου κυττάρου. 

όπου k min  είναι η τιµή του φωτονίου της οιονεί ορµής (ανάµεσα σε όλα τα διανύσµατα 

του εν λόγω τύπου) για την οποία η ενέργεια ω(k) έχει την ελάχιστη τιµή. Εδώ είναι 

σηµαντικό φυσικά, ότι η ταχύτητα του ηλεκτρονίου είναι πολύ µεγαλύτερη από την 

ταχύτητα του φωτονίου. Για αυτό το λόγο, δεν µπορούµε να µειώσουµε την εκθετική στο 

(81.3) µε την αλλαγή του µήκους του διανύσµατος k αποµακρύνοντας το από την 
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επιφάνεια του Fermi. Αν και η ενέργεια του φωτονίου επιτρέπεται να µειώνεται κατά µία 

ποσότητα ~uδk, η ενέργεια του ηλεκτρονίου που εµπλέκεται στη διαδικασία θα 

µπορούσε ταυτόχρονα να αυξήσει κατά ένα πολύ µεγαλύτερο ποσό ~u F δk, µειώνοντας 

έτσι νU  αντί να το αυξήσει. Για να βρείτε k min , αρκεί να εξετάσετε την επιφάνεια Fermi 

ως τέτοια χωρίς να λαµβάνεται υπόψη η ασάφεια της κατανοµής κοντά σε αυτό. Τα 

σηµεία που είναι σηµαντικά στην πράξη είναι συνήθως εκείνα κοντά στην πλησιέστερη 

προσέγγιση της επιφάνειας Fermi στο αντίγραφο της στο διπλανό πυρήνα. 

Η λύση (81.1) συνεπάγεται ότι υπάρχει µία µακροσκοπική ροή των ηλεκτρονίων 

στην απουσία ενός ηλεκτρικού πεδίου, δηλαδή µια άπειρη ηλεκτρική αγωγιµότητα. Η 

εκθετικά µικρή συχνότητα των διεργασιών Umklapp προκαλεί εκθετικά µεγάλη 

ηλεκτρική αγωγιµότητα (R.E.Peierls). 

Η θερµική αγωγιµότητα ενός µετάλλου που έχει µια κλειστή επιφάνεια Fermi 

παραµένει πεπερασµένη ακόµη και όταν οι διεργασίες Umklapp παραµεληθούν. Αυτό 

συµβαίνει διότι από το (78.2), η θερµική αγωγιµότητα κ ορίζει τη ροή θερµότητας στην 

απουσία ηλεκτρικού ρεύµατος και η κατάσταση j =0 αποκλείει αναγκαστικά τη ψευδή 

λύση (81.1). Η περίληψη των διεργασιών Umklapp µπορούν να µεταβάλουν την τιµή του 

κ µόνο εάν είναι µικρή. Το ίδιο ισχύει και για το θερµοηλεκτρικό συντελεστή α, ο οποίος 

από τον ορισµό (78.1), αναφέρεται ότι η βαθµίδα θερµοκρασίας και το ηλεκτρικό πεδίο 

και πάλι µε τον όρο j =0; Βλέπε §82, πρόβληµα . 

Οι παραπάνω παρατηρήσεις ωστόσο, δεν ισχύουν για τα µέταλλα που έχουν 

αποζηµιωθεί έχοντας κλειστό ηλεκτρόνιο και οπές στις επιφάνειες Fermi, δηλαδή σε 

µέταλλα µε ίσο αριθµό ηλεκτρονίων και οπών N e= N h  (βλέπε SP 2, §61). Ο λόγος είναι 

ότι σε αυτή την περίπτωση, η λύση (81.1) δεν εξαρτάται από την παρουσία ενός 

ηλεκτρικού ρεύµατος. Η πυκνότητα ρεύµατος που αντιστοιχεί σε αυτό το διάλυµα είναι 

                     

Τα δύο ολοκληρώµατα λαµβάνονται επί του ηλεκτρονίου και οπών κοιλοτήτων 

αντίστοιχα στην επιφάνεια Fermi; Στο δεύτερο, η κατανοµή οπής που χρησιµοποιείται 
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είναι n )(h =1- n. Μπορούµε τώρα να ενσωµατώσουµε ανά µέρη; Τα ολοκληρώµατα που 

προκύπτον πάνω από τις επιφάνειες των όψεων του κυττάρου είναι µηδενική λόγω της 

ταχείας µείωσης της n )(
0
e και n )(

0
h µακριά από τις αντίστοιχες επιφάνειες Fermi. Το 

αποτέλεσµα είναι 

                                         

Για ένα αντισταθµιζόµενο µέταλλο, j = 0. 

Αυτό σηµαίνει ότι η ηλεκτρική αγωγιµότητα ενός αντισταθµιζόµενου µετάλλου 

είναι πεπερασµένο, ακόµα και όταν οι διεργασίες Umklapp δεν λαµβάνονται υπόψη. Η 

θερµική αγωγιµότητα και ο συντελεστής θερµοηλεκτρικών από την άλλη πλευρά, 

διέπονται από τις διεργασίες Umklapp και θα ήταν άπειρες εάν αυτές είχαν αγνοηθεί, 

δεδοµένου ότι η κατάσταση j = 0, δεν αποκλείει τότε τη ψευδή λύση (81.1). 

Στα επιχειρήµατα και στις εκτιµήσεις στις §§81 και 82 δηλώνουµε ουσιαστικά τις 

απλούστερες υποθέσεις ως προς τη µορφή της επιφάνειας Fermi, δηλαδή ότι είναι είτε 

κλειστές ή ανοικτές µε όλες τις χαρακτηριστικές διαστάσεις της τάξης του 1/d. Οι 

επιφάνειες Fermi των πραγµατικών µετάλλων ωστόσο, σε γενικές γραµµές έχουν µια 

σύνθετη µορφή και µπορεί να αποτελούνται από πολλά διαφορετικά επίπεδα; ∆εν θα 

σταµατήσουµε να αναλύουµε τις επιπλοκές που προκύπτουν στη συµπεριφορά των 

συντελεστών µεταφοράς. Για παράδειγµα, τα σηµεία των ανοικτών επιφανειών Fermi σε 

διαφορετικά κύτταρα του αντίστροφο πλέγµατος µπορεί να συνδέεται µε στενές γέφυρες 

(πλάτους ∆p p F ). Η παρουσία της µικρής παραµέτρου ∆p/pF  στο πρόβληµα µπορεί να 

δηµιουργήσει νέες ενδιάµεσες σειρές θερµοκρασίας µε διαφορετική εξαρτηµένη 

θερµοκρασία των συντελεστών θερµοκρασίας. Τα σηµεία των κλειστών επιφανειών 

Fermi µπορεί να έρθουν «ανώµαλα» κοντά µαζί και αυτό µπορεί να µετακινήσει τον 

εκθετικό νόµο (81.3) εντός της περιοχής από «ανώµαλα» χαµηλές θερµοκρασίες. 

§82.   Μεταφορά συντελεστών στα µέταλλα. Χαµηλές θερµοκρασίες 

Στην ποσοτική µελέτη των φαινοµένων µεταφοράς σε χαµηλές θερµοκρασίες, θα 

πρέπει να έχουµε κατά νου την περίπτωση των ανοικτών επιφανειών Fermi και ως εκ 

τούτου να µην καταβάλλουµε ιδιαίτερη προσοχή στις διεργασίες Umklapp. 

Πρώτα απ 'όλα, θα δείξουµε ότι η χαλάρωση του συστήµατος φωτονίου γίνεται 

(όταν Τ Θ) κυρίως από συγκρούσεις φωτόνιο-ηλεκτρόνιο. 
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Για να εκτιµηθεί η σύγκρουση του ολοκληρώµατος φωτόνιο-ηλεκτρόνιο (79.10) 

σηµειώνουµε ότι σε χαµηλές θερµοκρασίες ω ~Τ, є-µ~Τ και συνεπώς  

Η ενσωµάτωση πάνω στο d3p λαµβάνεται επί του όγκου ενός στρώµατος µε πάχος 

~Τ/u F  κατά µήκος της επιφάνειας Fermi. Αφού k/p είναι µικρό, το επιχείρηµα της 

συνάρτησης δέλτα µπορεί να εκφραστεί ως  

                   

Η συνάρτηση δέλτα αποµακρύνεται µε ολοκλήρωση από τις οδηγίες του p (ή, ισοδύναµα 

έναντι εκείνων των ν F ) για ένα δεδοµένο k, προσθέτοντας ένα παράγοντα 1/uF k στο 

ολοκλήρωµα. Τέλος, το w εκτιµάται µέσω του (79.18). Το αποτέλεσµα είναι  

                              

έτσι ώστε η αποτελεσµατική συχνότητα σύγκρουσης είναι  

                                 

Η πραγµατική συχνότητα των συγκρούσεων φωτόνιο-φωτόνιο σε χαµηλές 

θερµοκρασίες είναι σύµφωνα µε την εκτίµηση (69.15),  

  

και αυτό αποδεικνύει την παραπάνω δήλωση. 

Θα αγνοήσουµε στο εξής τις συγκρούσεις φωτόνιο-φωτόνιο. Η εξίσωση 

µεταφοράς φωτονίου είναι τότε 

 

Η εξίσωση αυτή µπορεί να λυθεί ρητά για τη λειτουργία φωτονίου χ. Αφού k σε αυτή την 

εξίσωση δίνεται χ, µπορεί να ληφθεί έξω από το ολοκλήρωµα και βρίσκουµε  

  

όπου  

 

Είναι εύκολο να δούµε ότι χ 2 χ 1: από τον ορισµό χ 2 , ακολουθεί ότι χ 2 ~φ(τα 

ολοκληρώµατα στον αριθµητή και παρονοµαστή διαφέρουν µόνο από τον συντελεστή φ 
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–φ’ στο ολοκλήρωµα) και η τάξη µεγέθους του φ διέπεται από την εξίσωση µεταφοράς 

ηλεκτρονίου,  

                            

απ 'όπου  

                                               

Η αποτελεσµατική συχνότητα σύγκρουσης ηλεκτρόνιο-φωτόνιο εκτιµάται µε τον ίδιο 

τρόπο όπως παραπάνω , µε τη µόνη διαφορά ότι η ενσωµάτωση πάνω στο d3k στο 

λαµβάνεται σε ένα όγκο ~(Τ/u)3από ένα χώρο ορµής, αντί του στην 

ενσωµάτωση πάνω d3p στο : 

                                      

Τέλος, εφόσον  έχουµε 

                                  

όπως θα έπρεπε να αποδειχθεί. 

Κατά τον υπολογισµό των ηλεκτρικών και θερµικών αγωγιµοτήτων (αλλά όχι το 

συντελεστή θερµοηλεκτρικής; Βλέπε παρακάτω) µπορούµε να αγνοήσουµε τη µικρή 

ποσότητα χ 1. Αντικαθιστώντας εποµένως χ ≈χ 2  από την (82.5) στη γραµµική 

σύγκρουση του ολοκληρώµατος ηλεκτρονίου-φωτονίου το τύπο (79.11) βρίσκουµε  

                     

όπου δηλώνει το αποτέλεσµα της αντικατάστασης χ 2  στο ολοκλήρωµα . 

Ο πρώτος όρος στο (82.9) είναι η σύγκρουση του ολοκληρώµατος για ηλεκτρόνια και 

ισορροπία φωτονίων; Ο δεύτερος όρος µπορεί να ονοµαστεί η σύγκρουση 

ολοκληρώµατος µεταξύ των ηλεκτρονίων µέσω φωτονίων. 

Όπως στη §79, παίρνουµε ως ανεξάρτητες µεταβλητές στη συνάρτηση φ(p) τη 

ποσότητα η= є- µ και το διάνυσµα pF , το οποίο έχει την κατεύθυνση του p και τελειώνει 

στην επιφάνεια Fermi. Και οι δύο όροι στο (82.9) έχουν στα ολοκλήρωµά τους τη 

διαφορά 

                                                

µε  
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όπου κ είναι η προβολή του k στο εφαπτόµενο επίπεδο στην επιφάνεια Fermi στο σηµείο 

p F . 

Σε σχέση µε τον µεταβλητή pF , η συνάρτηση φ(η, pF ) ποικίλλει σηµαντικά στις 

διακυµάνσεις ~p F ; Η διαφορά κ~k p F . Υπό την έννοια αυτή, φ µεταβάλλεται αργά µε 

το pF  και σε µια πρώτη προσέγγιση µπορούµε να πάρουµε p’ F =pF  στη διαφορά 

(82.10), δηλαδή να αντικατασταθεί µε 

                                              

Η εξάρτηση από την η ωστόσο, είναι ισχυρή µε την έννοια ότι ׀η-η’  ω~Τ είναι της ίδιας ׀

τάξης µεγέθους µε την περιοχή στην οποία η φ ποικίλλει σηµαντικά. 

Έστω L 0  είναι ο φορέας που λαµβάνεται από  (82.9) αντικαθιστώντας το 

(82.10) από (82.11): τότε  

                                             

και L 0 L. Η εξίσωση µεταφοράς ηλεκτρονίων (µε την παρουσία ενός ηλεκτρικού 

πεδίου και µίας διαβάθµισης της θερµοκρασίας) είναι  

                                         

Οι δύο όροι στα δεξιά έχουν αρκετές διαφορετικές σηµασίες: Οι πρώτες προκαλούν 

ταχεία χαλάρωση ενέργειας, οι δεύτερες προκαλούν διάχυτη χαλάρωσης σε σχέση µε την 

κατεύθυνση της οιονεί ορµής. 

Υπάρχουν δύο προφανείς ιδιότητες του χειριστή L 0 . Πρώτον, είναι µηδέν για 

κάθε λειτουργία του pF  µόνο δεδοµένου ότι η διαφορά (82.11) είναι µηδέν. ∆εύτερον, το 

ολοκλήρωµα  

                                              

L 0  περιγράφει συγκρούσεις στις οποίες µόνο η ενέργεια αλλάζει και (82.13) δηλώνει 

απλώς τη διατήρηση του αριθµού των ηλεκτρονίων που έχουν µία δεδοµένη κατεύθυνση 

p.  

Θα επιδιώξουµε τη λύση της εξίσωσης µεταφοράς µε τον τύπο 
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όπου α(p F ) είναι η συνάρτηση του pF  µόνο και ׀α ׀ ׀β׀. Το γεγονός ότι α (για το οποίο 

το µέρος L 0  της σύγκρουσης του ολοκληρώµατος είναι µηδέν) είναι µεγάλο εκφράζει τη 

ταχύτητα της χαλάρωσης της ενέργειας. Αντικαθιστώντας (82.14) στο (82.12) και 

παραµελώντας το σχετικό µικρό όρο L 1(b), βρίσκουµε  

                                       

Οι δύο όροι στα δεξιά είναι γενικά της ίδιας τάξης µεγέθους. Ωστόσο, κατά τον 

υπολογισµό της ηλεκτρικής ή θερµικής αγωγιµότητας, µόνο ένας από αυτούς τους όρους 

είναι σηµαντικός, όπως µπορεί να φανεί από το γεγονός ότι το ευθυγραµµισµένο 

ηλεκτρόνιο-φωτόνιο χειριστής (και, εποµένως L 0  και L 1) ενεργεί για τη 

συνάρτηση φ (η, pF ) δεν αλλάζει την ισοτιµία της σε σχέση µε το η*. Εµείς ωστόσο 

χωρίζουµε  τη φ σε τµήµατα φ g και φ u  σε µονά και ζυγά σε σχέση µε το η: 

                                          

(η λειτουργία α είναι ανεξάρτητη της η και είναι προφανώς άρτια). Αντικατάσταση της 

φ= φ g +φ u  στο (82.15) που ακολουθείται από διαχωρισµό των όρων µονών και ζυγών σε 

η, δίνει δύο εξισώσεις:  

                                  

στις αριστερές πλευρές, η ταχύτητα v έχει αντικατασταθεί µε επαρκή ακρίβεια από τη  

 

* Αυτό έχει αποδειχθεί στην §79 για την  ∆εν θα παύσουµε να δίνουµε την ακριβώς παρόµοια 

απόδειξη για  

ταχύτητα v F  επί της επιφάνειας Fermi, η οποία είναι ανεξάρτητη από την η.  

Ενσωµάτωση της δεύτερης εξίσωσης σε σχέση µε την η δίνει 

                                     

δεδοµένου ότι (82.13) ο όρος L 0  εξαφανίζεται. 
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Η ροή θερµότητας (για Ε = 0) καθορίζεται εξ ολοκλήρου από τη λύση της 

εξίσωσης (82.16), η οποία περιέχει µόνο το χειριστή L 0 : Όπως θα πρέπει να 

περιµένουµε, αυτό εξαρτάται από τις διαδικασίες χαλάρωσης της ενέργειας του 

ηλεκτρονίου. Υπολογίζεται από αυτή τη λύση καθώς το ολοκλήρωµα  

                         

το µέρος της φ που είναι όµοιο στο η δεν κάνει καµία συνεισφορά, επειδή το 

ολοκλήρωµα που προκύπτει είναι µια περιττή λειτουργία. 

Ο χειριστής L 0  είναι το κύριο µέρος της σύγκρουσης του ολοκληρώµατος ηλεκτρονίου-

φωτονίου. Η αντίστοιχη αποτελεσµατική συχνότητα σύγκρουσης είναι εποµένως  

από (82.7); Με µεγαλύτερη ακρίβεια, η ποσότητα αυτή είναι η αποτελεσµατική 

συχνότητα σύγκρουσης όσον αφορά στην ενεργειακή ανταλλαγή. Το αντίστοιχο 

ηλεκτρόνιο µέσης ελεύθερης διαδροµής είναι . Η θερµική αγωγιµότητα µπορεί 

να εκτιµηθεί από τον τύπο (7.10) στην κινητική θεωρία των αερίων:  Στην 

προκειµένη περίπτωση, το Ν είναι ο αριθµός πυκνότητας των ηλεκτρονίων, c το 

ηλεκτρονικό µέρος της ειδικής θερµότητας (ανά ηλεκτρονίων αγωγής) και Οι 

ποσότητες Ν και uF  είναι ανεξάρτητες από τη θερµοκρασία; Η ειδική θερµότητα ενός 

υγρού ηλεκτρονίου Fermi είναι ανάλογη προς Τ και από το (82.7) η µέση ελεύθερη 

διαδροµή Ι ∞Τ 3− . ∆εδοµένου ότι η ροή θερµότητας υπολογίζεται, αναφέρεται στο Ε=0, 

ο συντελεστής σε αυτό δεν είναι η θερµική αγωγιµότητα κ η ίδια αλλά 

κ’= κ+Τσα 2 :Βλέπε (78.3). Αυτό κ’ ∞Τ 2− . Ο όρος Tσα 2 είναι µικρός σε σύγκριση µε το 

κ’ (βλ. την επόµενη υποσηµείωση-ένα) και έτσι κ ∞Τ 2− . Κάνοντας µια πρόχειρη 

εκτίµηση  σε συνήθεις µονάδες (SP 2, (1.15)), βρίσκουµε  

                                          

Η ηλεκτρική αγωγιµότητα επιτυγχάνεται µε την επίλυση της εξίσωσης (82.18), η 

οποία περιέχει µόνο τoν χειριστή L 1; Όπως είναι αναµενόµενο, το ηλεκτρικό ρεύµα 

εξαρτάται από τις διεργασίες χαλάρωσης σε σχέση µε τις κατευθύνσεις της οιονεί ορµής 

του ηλεκτρονίου. Έχει σηµειωθεί στην αρχή της  §81, ότι αυτές οι διεργασίες είναι από 

τη φύση της διάχυσης κατά µήκος της επιφάνειας Fermi. Θα δείξουµε στην §83 πώς η 

εξίσωση µεταφοράς (82.18) µπορεί στην πραγµατικότητα να τεθεί στη µορφή µιας 
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διάχυτης εξίσωσης. Η εξάρτηση της θερµοκρασίας της ηλεκτρικής αγωγιµότητας, 

ωστόσο µπορεί να εξακριβωθεί από τα ακόλουθα απλά επιχειρήµατα. 

Η κίνηση κατά µήκος της επιφάνειας Fermi λαµβάνει χώρα σε µικρά άλµατα 

k~T/u; Αυτό ενεργεί ως η «µέση ελεύθερη διαδροµή» Ι p στο χώρο ορµής και η 

συχνότητα των «γεγονότων διασκόρπισης» είναι η ίδια µε τη συχνότητα σύγκρουσης 

ηλεκτρόνιου-φωτονίου  Ο συντελεστής διάχυσης κατά µήκος της επιφάνειας Fermi 

µπορεί να εκτιµηθεί από τον τύπο  από την κινητική θεωρία των αερίων µε Ι 

και ν αντικατασταθεί από Ι p και .Έχουµε συνεπώς (σε συνήθεις µονάδες) 

                                                      

Από αυτό µπορούµε να βρούµε το χρόνο χαλάρωσης που πρόκειται να εµφανιστεί 

στην εκτίµηση της ηλεκτρικής αγωγιµότητας, σύµφωνα µε (78.16): . Είναι ο 

χρόνος στον οποίο η οιονεί ταχύτητα του ηλεκτρόνιου αλλάζει από µια ποσότητα της 

τάξεως του εαυτού του. Στο χρόνο τ το ηλεκτρόνιο πρέπει να διαδώσει µια απόσταση 

κατά µήκος της επιφάνειας Fermi. Σε µία κίνηση διάχυσης, η µέση τετραγωνική της 

µετατόπισης είναι ανάλογη µε το χρόνο (και µε τον συντελεστή διάχυσης). Θα βρούµε 

και για την αγωγιµότητα (σε συνήθεις µονάδες) 

                                                   

Σε χαµηλές θερµοκρασίες εποµένως η αγωγιµότητα είναι ανάλογη µε Τ 5− .* 

Ας εξετάσουµε τώρα το συντελεστή θερµοηλεκτρικής. Εδώ η θέση είναι παρόµοια µε 

εκείνη σε υψηλές θερµοκρασίες. Εάν η τρέχουσα j υπολογίζεται από τη συνάρτηση της 

bu η λύση της (82.16) τότε, δεδοµένου ότι είναι µια περιττή συνάρτηση της η, το 

ολοκλήρωµα στην πρώτη προσέγγιση είναι µηδέν και λαµβάνεται ένα µη µηδενικό 

αποτέλεσµα µόνο όταν περιλαµβάνουµε τον επόµενο όρο στην η/є F  στην επέκταση του 

ολοκληρώµατος. Όπως όταν T Θ, δίνει στο συντελεστή θερµοηλεκτρικής  

 

*  Ο όρος εισήχθη για πρώτη φορά από τον F. Bloch (1929). 

(σε συνήθεις µονάδες)  

                    

αντί για την «κανονική» τάξη µεγέθους α~1/e *. 



 103 

Μία άλλη συνεισφορά στο συντελεστή θερµοηλεκτρικής προκύπτει από τον όρο 

χ1 , παραµελώντας (82.5) στη συνάρτηση χ του φωτονίου: Η συνεισφορά αυτή οφείλεται 

στην έλξη φωτονίου ενεργώντας για τα ηλεκτρόνια. Εάν ο όρος αυτός διατηρείται, η 

σύγκρουση του ολοκληρώµατος (82.9) περιέχει ένα επιπλέον όρο 

                                                 

που µπορεί στη συνέχεια να ληφθεί στην αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς 

(82.12), όπου θα συγκριθεί µε τον όρο 

                                                      

Ο όρος (82.24) είναι µικρός σε σύγκριση µε το (82.25) σε αναλογία Τ 2 /Θ 2 ; Η εκτίµηση 

είναι ανάλογη προς το (82.8). Η περίληψή της δίνει όµως έναν όρο ανάλογο προς ∇Τ 

στη λύση της εξίσωσης µεταφοράς φ και αυτό δεν είναι µια περιττή συνάρτηση της η. Ως 

εκ τούτου, για τον υπολογισµό της σχετικής συνεισφοράς στην τρέχουσα, δεν υπάρχει 

περαιτέρω µικρός παράγοντας και ο συντελεστής θερµοηλεκτρικού περιέχει έναν όρο  

                                                            

(L.E. Gurevich, 1946). ** 

Καθώς η θερµοκρασία µειώνεται, το ίδιο κάνει και η συχνότητα σύγκρουσης 

ηλεκτρόνιο-φωτόνιο και τελικά οι συγκρούσεις µεταξύ ηλεκτρονίων και ατόµων  

*Από τις εκτιµήσεις (82.20)-(82.23) βλέπουµε ότι και αυτό δικαιολογεί την προσέγγιση 

που χρησιµοποιείται κατά τον υπολογισµό (82.21). 

* Εδώ το ακόλουθο σχόλιο είναι απαραίτητο. ∆εδοµένου ότι η οιονεί ορµή του φωτονίου είναι µικρή, ο 

νόµος της διατήρησης της ενέργειας δίνει  από την οποία βλέπουµε ότι η γωνία θ 

µεταξύ v F  και k είναι σχεδόν Στην ανισοτροπική περίπτωση που η οιονεί ορµή k 

και η ταχύτητα u του φωτονίου είναι στην ίδια κατεύθυνση και έτσι το προϊόν είναι επίσης µικρό. 

Ένα παρόµοιο προϊόν παρουσιάζεται στο ολοκλήρωµα που δίνει την τρέχουσα άποψη της συνάρτησης φ 

ανάλογη προς u∇ Τα; Αυτό θα µπορούσε να προκαλέσει σε µια ισοτροπική περίπτωση ένα πρόσθετο 

µικρό παράγοντα σε ένα . Σε ένα ανισοτροπικό κρύσταλλο ωστόσο, συµπεριλαµβανοµένων εκείνων 

µε κυβική συµµετρία, δεν υπάρχει γενικά κανένας λόγος για ένα τόσο µικρό παράγοντα να συµβεί. 

πρόσµιξης γίνεται κυρίαρχοι προκαλώντας την ηλεκτρική και θερµική αντίσταση. 

Εξαιτίας της διαφορετικής εξάρτησης θερµοκρασίας,  αργότερα γίνεται µετάβαση στην 

«υπολειµµατική θερµική αντίσταση» από ότι στην υπολειπόµενη ηλεκτρική αντίσταση. 
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Σε πολύ καθαρά µέταλλα µπορεί να υπάρχουν µια σειρά από θερµοκρασίες στις 

οποίες οι ιδιότητες µεταφοράς του µετάλλου διέπονται από σύγκρουση µεταξύ των 

ηλεκτρονίων. Η αντίστοιχη µέση ελεύθερη διαδροµή του υγρού ηλεκτρονίου σε ένα 

µέταλλο, όπως σε οποιοδήποτε υγρό Fermi ποικίλει ανάλογα µε τη θερµοκρασία όπως 

Τ 2− και η µικρή επεκταµένη παράµετρος είναι η αναλογία Τ/є F  (βλέπε §75). Όταν Τ 

~є F , η µέση ελεύθερη διαδροµή πρέπει να γίνει ~d και έτσι  

                                    

Η εξάρτηση θερµοκρασίας των ηλεκτρικών και θερµικών αγωγιµοτήτων είναι τότε  

                                       

 (L. D. Landau and I. Ya. Pomeranchuch, 1936). Όταν η θερµοκρασία πέφτει, η 

αποτελεσµατική συχνότητα σύγκρουσης ηλεκτρόνιου-ηλεκτρόνιου µειώνεται πολύ 

πιο σιγά από ότι η συχνότητα σύγκρουσης ηλεκτρόνιο-φωτόνιο . Ωστόσο, επειδή η 

µικρή παράµετρος στη  είναι Τ/ є F  και όχι Τ/Θ, όπως  συγκρούσεις ηλεκτρόνιο-

ηλεκτρόνιο µπορούν να διαδραµατίσουν έναν κυρίαρχο ρόλο µόνο σε πολύ χαµηλές 

θερµοκρασίες. 

Σηµειώστε επίσης, ότι οι νόµοι (82.28) µπορούν κατ 'αρχήν να αφορούν 

περιπτώσεις είτε µε ανοικτές είτε µε κλειστές επιφάνειες Fermi. Αφού η οιονεί ορµή του 

ηλεκτρόνιου είναι µεγάλη, η αναγκαία ύπαρξη των διεργασιών Umklapp δεν δίνει 

ανύψωση σε γενικές γραµµές σε κανένα µικρό παράγοντα για κλειστές επιφάνειες Fermi.  

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Υπολογίστε τον συντελεστή θερµοηλεκτρικού α για ένα µέταλλο µε κλειστή επιφάνεια Fermi σε 

χαµηλές θερµοκρασίες, παραµελώντας τις διεργασίες Umklapp. 

ΛΥΣΗ. Η εξίσωση µεταφοράς ηλεκτρονίων είναι  

                                                          

Η εξίσωση µεταφοράς του φωτονίου µπορεί να γραφτεί 

                                                   

 από  
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Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (1) και (2) από p και k αντίστοιχα και η ενσωµάτωσή τους πάνω  

και  αντίστοιχα, προσθέτουµε όρο µε όρο; Η δεξιά πλευρά είναι µηδέν µε τη διατήρηση του 

συνόλου της οιονεί ορµής των ηλεκτρονίων και φωτονίων από την απουσία των διεργασιών Umklapp. Το 

αποτέλεσµα είναι  

                                                             

το δεύτερο και τρίτο ολοκλήρωµα είναι γραµµένο στην υπόθεση ότι ο κρύσταλλος έχει κυβική συµµετρία. 

Το πρώτο ολοκλήρωµα στο (3) µετασχηµατίζεται όπως στην παραγωγή του (81.4) και δίνει  

 Το δεύτερο ολοκλήρωµα υπολογίζεται όπως στην πηγή του (78.12) και είναι  όπου 

                                             

το ολοκλήρωµα λαµβάνεται πάνω σε µία επιφάνεια σταθερής ενέργειας є. Το τρίτο ολοκλήρωµα µετά την 

ενσωµάτωση µε τµήµατα γίνεται 

                                                                 

το ολοκλήρωµα επί των επιφανειών του αµοιβαίου πλέγµατος του κυττάρου είναι µηδέν, λόγω της ταχείας 

µείωσης της Ν 0  µε αυξανόµενη ω σε χαµηλές θερµοκρασίες. Για µεγάλου µήκους κύµατος ακουστικά 

φωτόνια (τα µόνα που είναι σηµαντικά σε χαµηλές θερµοκρασίες), η ταχύτητα u και η αναλογία k=k/ω 

εξαρτώνται µόνο από τις οδηγίες του k, όχι στο ω. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα σε σχέση µε την ω , 

την συνηθισµένη έκφραση, βρίσκουµε ότι το τρίτο ολοκλήρωµα στο (3) είναι , όπου 

                                                        

και το άθροισµα είναι πάνω από τις ακουστικές διακλαδώσεις του φάσµατος του φωτονίου. 

    Η εξίσωση (3) έτσι γίνεται 

                       

Συγκρίνοντας µε (78.1) (για j=0) δίνει το συντελεστή θερµοηλεκτρικής  

                                                   
Η κατάσταση j=0 µπορεί να επιτευχθεί µε τη βοήθεια ενός κατάλληλα επιλεγµένου όρου της µορφής (81.1) 

στη λύση της εξίσωσης µεταφοράς. Σύµφωνα µε την συζήτηση στη §81, η έκφραση (4) είναι πεπερασµένη 

για ένα αποζηµιωµένο µέταλλο αλλά γίνεται άπειρο, όταν  

 

 

 

 

§83. ∆ιάχυση ηλεκτρονίου επί της επιφάνειας Fermi 
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Σε αυτή την ενότητα θα δείξουµε πως η εξίσωση µεταφοράς (82.17) για το 

πρόβληµα την ηλεκτρική αγωγιµότητα σε χαµηλές θερµοκρασίες µπορεί να µειωθεί σε 

µία εξίσωση διάχυσης.* Έχοντας µόνο αυτό το πρόβληµα στο µυαλό, θα εξετάσουµε 

µόνο το τµήµα της συνάρτησης φ που είναι ανεξάρτητη της η=є-µ και δηλώνει ότι µε 

φ(p F ) αντί για α(p F ) όπως στη §82. Θα έχουµε και πάλι κατά νου την περίπτωση των 

ανοικτών επιφανειών Fermi. Η λειτουργία  

                                          

είναι η αλλαγή µη-ισορροπίας στην κατανοµή ηλεκτρονίου στο χώρο ορµής. Από αυτό 

µπορούµε να πάµε στη διανοµή πάνω από την επιφάνεια Fermi γράφοντας το στοιχείο 

όγκου d3p όπως dє dS/u (74.19), ενσωµατώνοντας πάνω dє = dη και την περίπου 

αντικατάσταση του ορίου της περιοχής dS για τη συνεχή-ενέργεια επιφάνειας και την 

ταχύτητα u που εξαρτάται από την є µε τις τιµές τους dSF  και uF  επί της επιφάνειας 

Fermi. Η συνάρτηση φ είναι υποθετικά ανεξάρτητη της є και η ενσωµάτωση του 

παράγοντα  δίνει ενότητα. Η διανοµή πυκνότητας της για τις επιφάνειες Fermi 

είναι τότε  

                           

Για ευκρίνεια στη πηγή γράφουµε πρώτα την εξίσωση µεταφοράς (82.17) µε τη 

µερική παράγωγο ως προς το χρόνο στην αριστερή πλευρά, όπως εάν η κατανοµή δεν 

ήταν ακινητοποιηµένη: 

                                    

Εδώ ο όρος στο L 0  παραλείπεται, ο οποίος σε κάθε περίπτωση εξαφανίζεται όταν η 

εξίσωση είναι ενσωµατωµένη dη/u F : 

                                        

Ο πρώτος όρος στα αριστερά είναι ο ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας του ηλεκτρονίου 

επί της επιφάνειας Fermi. Αυτή η εξίσωση πρέπει να έχει τη µορφή µιας συνεχιζόµενης  

 

*Η απόδειξη που δίνεται παρακάτω είναι των R.N. Gurzhi και A. I. Kopeliovich (1971).  
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εξίσωσης, δηλαδή ο δεύτερος όρος στα αριστερή πρέπει να είναι η απόκλιση της ροής 

ηλεκτρονίου s στην επιφάνεια Fermi και ο όρος του ηλεκτρικού πεδίου στα δεξιά ενεργεί 

ως πηγή ή πυκνότητα βύθισης. Εδώ ενδιαφερόµαστε για µια δισδιάστατη απόκλιση σε 

µία καµπυλωµένη επιφάνεια, αλλά ίσως µπορεί εύκολα να γραφτεί σε τρισδιάστατους 

όρους: 

                     

όπου ∇ p  είναι ο συνήθης φορέας της διαφοροποίησης σε σχέση µε τις συντεταγµένες 

Cartesian στο χώρο p και o φορέας στους δεσµούς είναι η προβολή του στο εφαπτόµενο 

επίπεδο στην επιφάνεια Fermi σε οποιοδήποτε συγκεκριµένο σηµείο (nF  είναι το 

µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος της κανονικής).* Το διάνυσµα s(pF ) προσδιορίζεται 

στην επιφάνεια Fermi, αλλά στο (83.3) θεωρείται τυπικά ότι προσδιορίζεται σε όλο το 

χώρο (αν και εξαρτάται µόνο από τη κατεύθυνση της pF ). Στην εξίσωση µεταφοράς θα 

παραλείψουµε τώρα το παράγωγο του χρόνου και θα γίνει 

                                             

Το πρόβληµα είναι να βρεθεί η ροή s σε ότι αφορά το φ. 

Χρησιµοποιούµε τις συντεταγµένες Cartesian σε χώρο-p µε την προέλευση επί 

της επιφάνειας Fermi στο σηµείο όπου s(pF ) υπολογίζεται και ο z-άξονας κατά µήκος 

της κανονικής. Από τον ορισµό η ροή συστατικών sx είναι η διαφορά µεταξύ των 

αριθµών ηλεκτρονίων ανά µονάδα χρόνου διέλευσης (ως αποτέλεσµα των συγκρούσεων) 

µια λωρίδα πλάτους της µονάδας στο yz-επίπεδο από τα αριστερά προς τα δεξιά (για 

παράδειγµα στη θετική x-διεύθυνση) και από τα δεξιά προς τα αριστερά. 

Ας εξετάσουµε τη διαφορά µεταξύ του αριθµού των εκδηλώσεων στις οποίες ένα 

φωτόνιο µε οιονεί ορµή k σε µια δεδοµένη περιοχή d3k εκπέµπεται από ένα ηλεκτρόνιο  

 

 *  Αυτός ο συντελεστής εµφανίζεται στη δισδιάστατη αναλογία του θεωρήµατος Gauss’s, 

                                                   

Το ολοκλήρωµα στα αριστερά λαµβάνεται γύρω από ένα κλειστό περίγραµµα πάνω στην επιφάνεια σε 

ερώτηση (e είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος την εξωτερική κάθετο προς το περίγραµµα του 

επιπέδου της εφαπτοµένης στην επιφάνεια σε εξέταση σηµείο); Το ολοκλήρωµα στα δεξιά έχει ληφθεί στο 

τµήµα της επιφάνειας που περικλείεται από το περίγραµµα. 
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µε οιονεί ορµή σε µια σειρά  d3p και ο αριθµός των αντίστροφων εκδηλώσεων στις 

οποίες ένα τέτοιο φωτόνιο απορροφάται. Είναι µείον ο πρώτος όρος στο ολοκλήρωµα 

(79.9): 

                       

µε p=p’ +k.*  Η λειτουργία του φωτονίου χ k εκφράζεται εδώ από πλευράς του φ(82.5): 

                         
µε από (82.6) 
 

Εάν k x <0, η εκποµπή του φωτονίου θα οδηγήσει στη δίοδο µέσω της λωρίδας (από 

αριστερά προς τα δεξιά) από αυτά τα ηλεκτρόνια για τα οποία η x-συνιστώσα της 

αρχικής οιονεί - ορµής είναι στο εύρος 

                                                     

για τέτοιες τιµές του p, (83.5) δίνει µια θετική συµβολή στη ροή sx . Εάν k x , η εκποµπή 

των αποτελεσµάτων του φωτονίου στη δίοδο µέσω της λωρίδας (από δεξιά προς τα 

αριστερά) των ηλεκτρονίων µε 

                                 

η αντίστοιχη συµβολή της sx  είναι αρνητική. 

Είναι πλέον σαφές ότι για να βρει κανείς sx  θα πρέπει (1) να ενσωµατώσουµε την 

έκφραση (83.5) σε µία περιοχή µονάδας p y  και σε όλο το φάσµα του p, (λόγω της 

ταχείας σύγκλισης, η τελευταία ενσωµάτωση µπορεί να επεκταθεί από -∞  έως + ∞ ); (2 ) 

πρέπει να ενσωµατώσουµε στην περιοχή (83.7) το p x  (εν όψει της αργής µεταβολής 

όλων των ποσοτήτων µε p x  επί της επιφάνειας Fermi. Αυτό µειώνει απλά τον 

πολλαπλασιασµό µε το µήκος της σειράς, δηλαδή -k x όταν πάρουµε υπόψη το σηµείο  

*  Στα προηγούµενα επιχειρήµατα παραλείψαµε ένα παράγοντα (2π) 3−
στον ορισµό της επιφανειακής 

πυκνότητας (83.1). Ένας αντίστοιχος συντελεστής επίσης παραλείπεται από το (83.5). 

Έχουµε συµφωνήσει στη περίπτωση των ανοικτών επιφανειών Fermi να περιλαµβάνονται τιµές της οιονεί 

ορµής του ηλεκτρονίου σε όλο το αµοιβαίο πλέγµα (βλέπε §81); Ο νόµος της διατήρησης της οιονεί ορµής 

είναι ωστόσο γραπτή χωρίς τον όρο b. 
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του αποτελέσµατος στο sx ); (3) να ενσωµατώσουµε d3k. 

Το στοιχείο ροής s y  διαφέρει από το sx   µόνο κατά το ότι k x  αντικαθίσταται από 

το k y  στο ολοκλήρωµα. Η ροή µπορεί εποµένως να γραφτεί µε το διανυσµατικό τύπο 

                           

όπου κ είναι η προβολή της k στο εφαπτόµενο επίπεδο στο σηµείο pF . 

Πρώτα απ 'όλα, γράφουµε  και ενσωµατώνουµε σε σχέση µε το k z . 

Αφού το k είναι µικρό, µπορούµε να µετατρέψουµε το επιχείρηµα της λειτουργίας δέλτα 

(83.8): 

                        

v F  είναι κατά µήκος της οµαλής προς την επιφάνεια Fermi. Η ενσωµάτωση σε σχέση µε 

k z  αφαιρεί τη λειτουργία δέλτα και αντικαθιστά το k z  από παντού µε ω/ uF . Αφού µε 

ω/u F ~ku/uF k, µπορούµε να θέσουµε απλά k z=0, δηλαδή γίνεται η αλλαγή 

                                     

Η ενσωµάτωση µπορεί επίσης να διεξαχθεί σε ένα γενικό τύπο, αφού η 

µοναδική ταχεία µεταβαλλόµενη συνάρτηση της є στο ολοκλήρωµα είναι η διαφορά 

                           

η ενσωµάτωση σε σχέση µε την є µετατρέπει αυτόν τον παράγοντα σε ω. Η έκφραση 

(83.8) γίνεται τώρα 

                      

Για να µετασχηµατίσουµε το ολοκλήρωµα περαιτέρω χρησιµοποιούµε πάλι τη 

µικρότητα του k για να γράψουµε 

                        

όπου t=κ/κ είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα εφαπτόµενο στην επιφάνεια Fermi στην 

κατεύθυνση του κ. ∆εδοµένου ότι µια παρόµοια διαφορά εµφανίζεται στο ολοκλήρωµα 

(83.6), µπορούµε να βάλουµε χ(k) µε το τύπο 

                                     

Τέλος, από (79.4), 
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Με αυτή τη σηµείωση, 

                              

όπου φ είναι η πολική γωνία των κατευθύνσεων του κ στο εφαπτόµενο επίπεδο. 

Η ενσωµάτωση σε σχέση µε το κ στο (83.13) µειώνει τον υπολογισµό του 

ολοκληρώµατος 

                                                                 

εξαιτίας της ταχείας σύγκλισης, η ένταξη µπορεί να επεκταθεί µέχρι το ∞ . Η ενέργεια 

ενός φωτονίου µε µια µικρή οιονεί - ορµή κ=κt είναι ω κ =u(t)κ. Ως εκ τούτου, 

                            

η τιµή της συνάρτησης zeta είναι ζ(5)=1.037. 

Εµείς εποµένως φθάνουµε στην ακόλουθη έκφραση για τη ροή ηλεκτρονίου κατά 

µήκος της επιφάνειας Fermi: 

                        

όπου οι αγκύλες υποδηλώνουν κατά µέσο όρο πάνω τις κατευθύνσεις του t στο 

εφαπτόµενο επίπεδο σε ένα δεδοµένο σηµείο pF  επί της επιφάνειας Fermi. Παραµένει 

για µας να απλοποιήσουµε όσο το δυνατόν περισσότερο την έκφραση για a. 

 Με τον ορισµό (83.11) έχουµε από το (83.6) 

                             

όπου κοινά στοιχεία έχουν ακυρωθεί στον αριθµητή και στο παρονοµαστή. Η 

ενσωµάτωση d3p αντικαθίσταται από dSF dє/u F  (βλέπε στην αρχή αυτής της ενότητας). 

Μόνο ο παράγοντας  ο οποίος είναι ο ίδιος και στα δύο ολοκληρώµατα, 

εξαρτάται από το є; Το αποτέλεσµα της ενσωµάτωσης στο dє caucels στον αριθµητή και 

παρονοµαστή. Το επιχείρηµα της συνάρτησης δέλτα µπορεί να γραφτεί µε τη µορφή 
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, ποσότητες σε σχετική σειρά u/u F  είναι παραµεληµένες. Το τελικό 

αποτέλεσµα είναι  

                                       

Μ είναι µία συνάρτηση της θέσης p F  επί της επιφάνειας Fermi και της κατεύθυνσης t 

και υ να είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος του κανονικού. Ως συνέπεια της 

παρουσίας των συναρτήσεων δέλτα, τα ολοκληρώµατα στην πραγµατικότητα 

λαµβάνονται µόνο κατά µήκος µιας καµπύλης επί της επιφάνειας Fermi όπου το 

κανονικό είναι κάθετο στην t κατεύθυνση της οιονεί ορµής του φωτονίου. 

Οι τύποι (83.4), (83.14) και (83.15) λύνουν το πρόβληµα φέρνοντας την εξίσωση 

µεταφοράς στη µορφή διάχυσης. Το αποτέλεσµα είναι ένα ολοκληρωµα-διαφορικών 

εξισώσεων. Η ροή (83.14) µπορεί να γραφεί ως  

                                      

όπου  

                                         

και α, β είναι δύο διαστάσεις διανυσµάτων καταλήξης. Ο πρώτος όρος έχει τη συνήθη 

διαφορική µορφή µε το συντελεστή διάχυσης τανυστής Dαβ .Σχετίζεται µε τη 

διασκόρπιση ηλεκτρονίου από ισορροπηµένα φωτόνια. Το δεύτερο ολοκλήρωµα, όρος 

οφείλεται στην έλξη ηλεκτρονίου από µη ισορροπηµένα φωτόνια. 

Η πυκνότητα ρεύµατος υπολογίζεται από τη συνάρτηση φ ως το ολοκλήρωµα  

                                     

Είναι σαφές από το (83.4) µε s από (83.16) και (83.17), ότι φ (και συνεπώς η 

αγωγιµότητα του µετάλλου) ποικίλλει µε τη θερµοκρασία ως Τ 5− , σύµφωνα µε το 

αποτέλεσµα στη §82. Σηµειώστε ότι η ηλεκτρική αντίσταση από φωτόνια δεν 

επηρεάζουν αυτό το νόµο, αν και επηρεάζει τη µορφή της εξίσωσης µεταφοράς. 
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§84.  Galvanomagnetic φαινοµένων σε ισχυρά πεδία. Θεωρία Geueral 

Η χαρακτηριστική αδιάστατη παράµετρος που διέπει την επίδραση ενός 

µαγνητικού πεδίου για την ηλεκτρική αγωγιµότητα ενός µετάλλου είναι η αναλογία r B /I 

όπου r B   είναι η ακτίνα της τροχιάς Larmor του ηλεκτρονίου και Ι η µέση ελεύθερη 

διαδροµή. 

Είναι γνωστό (SP 2, §57) ότι η κίνηση ενός ηλεκτρονίου αγωγιµότητας σε ένα 

µαγνητικό πεδίο είναι σχεδόν πάντα οιονεί κλασσική, διότι ο λόγος  (όπου ω B  

είναι η συχνότητα Larmor) είναι πολύ µικρός. Η τροχιά στο χώρο ορµής είναι τότε η 

περίµετρος της εγκάρσιας διατοµής µιας σταθερής επιφάνειας ενέργειας є(p) = σταθερά 

από ένα επίπεδο p z  = σταθερά, όπου ο z-άξονας  είναι παράλληλος προς το πεδίο. 

Επειδή η ενέργεια των ηλεκτρονίων είναι κοντά στη περιορισµένη ενέργεια є F , οι 

συνεχής-ενέργεια της κατάληξης της ερώτησης είναι κοντά στην επιφάνεια Fermi. Ως 

εκ τούτου το µέγεθος της τροχιάς στο χώρο ώθησης δίνεται από τη γραµµική pF  της 

κατάλληλης διατοµής της επιφάνειας Fermi. Το µέγεθος της τροχιάς σε συνήθη χώρο 

είναι 

                                                       

και είναι αντιστρόφως ανάλογο προς το µαγνητικό πεδίο. Σε galvanomagnetic 

φαινόµενα, τα πεδία πρέπει να θεωρούνται ως αδύναµα για το οποίο r B I και τόσο 

ισχυρά για τα οποία 

                                             

Για αδύναµα µαγνητικά πεδία, η συµπεριφορά µεταφοράς δεν (για µια γενική σχέση 

διασποράς ηλεκτρονίου) καθοδηγείται σε τίποτα από τα αποτελέσµατα της καθαρά 

φαινοµενολογικής θεωρίας. Η φύση της εξάρτησης του µαγνητικού πεδίου της 

αγωγιµότητας των συστατικών του τανυστή σ αβ  σε αυτή την περίπτωση αντιστοιχεί 

απλά µε την επέκταση των αρµοδιοτήτων του Β, λαµβάνοντας υπόψη τις απαιτήσεις που 

επιβάλλονται από την αρχή της συµµετρίας των κινητικών συντελεστών (βλέπε ECM, 

§21). 

Σε ισχυρά µαγνητικά πεδία ωστόσο, η θεραπεία µεταφοράς είναι απαραίτητη 

προκειµένου να βρεθεί αυτή η εξάρτηση. Η προϋπόθεση (84.1) για ένα ισχυρό πεδίο 
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στην πράξη πληρούται µόνο σε χαµηλές θερµοκρασίες, όπου η µέση ελεύθερη διαδροµή 

Ι είναι αρκετά µεγάλη. Το µέταλλο είναι συνήθως στην περιοχή της υπολειµµατικής 

αντίστασης που οφείλεται στη διασκόρπιση του ηλεκτρονίου από άτοµα πρόσµιξης και 

θα πρέπει να έχουµε την περίπτωση αυτή στο µυαλό µας. Η αλληλεπίδραση των 

ηλεκτρονίων αγωγιµότητας µε ένα άτοµο ακαθαρσίας λαµβάνει χώρα σε αποστάσεις της 

τάξης της σταθεράς του πλέγµατος d. Εάν r B I, αλλά r B d η παρουσία του 

µαγνητικού πεδίου δεν επηρεάζει αυτή την αλληλεπίδραση, ούτε κατά συνέπεια το 

ολοκλήρωµα σύγκρουσης. Υπό αυτές τις συνθήκες, η εξάρτηση του µαγνητικό πεδίο του 

τανυστή αγωγιµότητας δεν επηρεάζεται από την ειδική µορφή της σύγκρουσης του 

ολοκληρώµατος. Εξαρτάται σηµαντικά από την δοµή την αγωγιµότητα του ενεργειακού 

φάσµατος ηλεκτρονίου, για παράδειγµα για την µορφή της επιφάνειας Fermi.* 

Ας κατασκευάσουµε τώρα την εξίσωση µεταφοράς που περιγράφει τα 

galvanomagnetic φαινόµενα.  

Η συνάρτηση κατανοµής εκφράζεται εδώ κατάλληλα όχι από την άποψη των 

καρτεσιανών συνιστωσών της οιονεί ορµής p αλλά από την άποψη των άλλων 

µεταβλητών που σχετίζονται µε την τροχιά ηλεκτρονίου: η ενέργεια є, η συνιστώσα της 

οιονεί ορµής p κατά µήκους του µαγνητικού πεδίου (z-άξονας) και ο «χρόνος για το 

ηλεκτρόνιο να κινείται κατά µήκος της ορµής της τροχιάς» από κάποιο σταθερό σηµείο 

στο εν λόγω σηµείο. Αυτή η τελευταία µεταβλητή, την οποία συµβολίζουµε µε τ φέρεται 

στο µέσω της οιονεί κλασσικής εξίσωσης της κίνησης ενός ηλεκτρονίου αγωγιµότητας 

σε ένα µαγνητικό πεδίο, 

                            

οι x και y συνιστώσες αυτού είναι  

                                       

Λαµβάνοντας το άθροισµα των τετραγώνων των εξισώσεων αυτών και χρησιµοποιώντας 

το στοιχείο του µήκους ds για την τροχιά δυναµικής στο xy -επίπεδο  

παίρνουµε  

                    

*  Η θεωρία που δίνεται παρακάτω οφείλεται στους I. M. Lifshitz, M. Ya. Azbel and M. 

I. Kaganov (1956). 
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Η ενσωµάτωση αυτής της εξίσωσης δίνει το νέο µεταβλητή, σε ότι αφορά τους παλιούς 

µεταβλητές  . 

Η αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς* είναι στις νέες µεταβλητές,  

                          

 Η συνάρτηση κατανοµής ως συνήθως θα πρέπει να αναζητηθούν στο τύπο 

                                   

Αποδείχθηκε στο τέλος της §74, ότι σε στατικά ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία, η 

εξίσωση µεταφοράς γραµµατικοποείται προς  για οιονεί σωµατίδια σε ένα υγρό Fermi 

µε τον ίδιο τύπο, όπως για τα σωµατίδια σε ένα αέριο Fermi. Τα παράγωγα  

εκφράζονται µε τη βοήθεια της εξίσωσης της κίνησης ενός ατόµου ηλεκτρονίου σε ένα 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο  

                           

Ως εκ τούτου έχουµε  

                                                      

το µαγνητικό πεδίο δεν εµφανίζεται, δεδοµένου ότι δεν φορτίζει. Για ένα πεδίο Β στην z-

κατεύθυνση έχουµε . Τέλος, η σύγκριση των (84.2) και (84.6), δείχνει ότι το 

παράγωγο dτ/dt διαφέρει από την ενότητα µόνο λόγω του πεδίου Ε; Και αυτή η διαφορά 

δεν χρειάζεται να ληφθεί υπόψη.  

Επειδή η συνάρτηση κατανοµής ισορροπίας n0  εξαρτάται µόνο από  

είναι ανεξάρτητες µεταβλητές, έχουµε Το ηλεκτρικό πεδίο θεωρείται 

ότι είναι εξαιρετικά ασθενές και στην γραµµικοποίηση η εξίσωση µεταφοράς τους όρους 

που περιέχουν τις µικρές ποσότητες  και το Ε θα παραλειφθούν. Η έκφραση (84.4) 

µειώνει στη συνέχεια στο 

                               
 

* Η χρήση της οιονεί κλασικής εξίσωσης µεταφοράς συνεπάγεται µε την παραµέληση των αποτελεσµάτων 

που οφείλονται στην κβάντωση των επιπέδων ενέργειας στο µαγνητικό πεδίο. Αυτά θα συζητηθούν στη 

§90. 
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Γράφουµε  

                                 

cf.(78.6). Η αριστερή πλευρά της εξίσωσης µεταφοράς γίνεται τελικά 

     

Η σύγκρουση του ολοκληρώµατος στα δεξιά της εξίσωσης µεταφοράς µετά από 

τη γραµµικοποίηση είναι γραµµένη µε το τύπο  

                     

στη σύγκρουση του ολοκληρώµατος για ελαστική διασκόρπιση από άτοµα προσµίξεων, 

κάθε παράγοντας στο  που εξαρτάται µόνο από την є µπορεί να ληφθεί έξω από το 

ολοκλήρωµα. Ο συγκεκριµένος τύπος του γραµµικού ολοκληρώµατος του φορέα Ι(g) θα 

πρέπει να δηλώνεται. 

Εξισώνοντας (84.8) και (84.9) έχουµε τελικά την εξίσωση µεταφοράς που 

καθορίζει τη συνάρτηση g: 

                

 Ο τανυστής αγωγιµότητας δίνεται από το ολοκλήρωµα (78.9): 

                                        

Σε αυτό το ολοκλήρωµα, η αλλαγή στις νέες µεταβλητές γίνεται από την αντικατάσταση 

, όπου  

                          

είναι το Jacobian του µετασχηµατισµού, το οποίο βρίσκεται εύκολα κατευθείαν από τις 

εξισώσεις (84.2) που ορίζουν το µεταβλητή τ. Γράφοντας και τις δύο πλευρές της πρώτης 

εξίσωσης (84.2), για παράδειγµα ως Jacobians 

                                    

και πολλαπλασιάζοντας όλες τις πλευρές µε  βρίσκουµε ׀J׀=eB/c. 

Παραµελώντας τη θερµική θόλωση της κατανοµής n0 , έχουµε θέσει ως συνήθως  

αποκτώντας ως την τελική έκφραση  



 116 

                                 

η ενσωµάτωση γίνεται στην επιφάνεια Fermi. Σύµφωνα µε τον ορισµό (84.3) τ είναι 

ανάλογο µε I/B. Ο όρος ∂g/∂τ στη γραµµική εξίσωση (84.10) είναι ανάλογος µε το Β και 

είναι έτσι µεγάλος σε σύγκριση µε τους άλλους όρους. Αυτό καθιστά δυνατή την επίλυση 

της εξίσωσης µε τη διαδοχική προσέγγιση ως µια σειρά από αρµοδιότητες I/B:  

                                    

όπου * Οι όροι αυτής της σειράς ικανοποιούν τις εξισώσεις  

                  

 Η λύση αυτών των εξισώσεων είναι  

                             

όπου C )0( , C )1( ,…είναι συναρτήσεις του є και p z  µόνο. 

Η συνάρτηση g πρέπει να πληρεί ορισµένες προϋποθέσεις. Αν οι τροχιές της 

ορµής του ηλεκτρονίου (δηλαδή οι περίµετροι των διατοµών της επιφάνειας Fermi από 

επίπεδα p z= σταθερά) είναι κλειστές, η κίνηση των ηλεκτρονίων είναι περιοδική; Κατά 

συνέπεια, η συνάρτηση g (є, pz , τα) πρέπει να είναι περιοδική σε τ (η περίοδος Τ 

εξαρτάται από το p z). Αν η τροχιά είναι ανοιχτή, η κίνηση στο χώρο της ορµής είναι 

άπειρη και g πρέπει να πληρεί µόνο την προϋπόθεση να είναι πεπερασµένη.  

Ας υπολογίσουµε τώρα τις εξισώσεις (84.13) ως προς το τ. Εάν οι λειτουργίες g 

είναι περιοδική, η µέση τιµή για την περίοδο, 

                                  

είναι µηδέν, δεδοµένου ότι g(Τ)= g(0). Εάν δεν είναι περιοδικές, ο µέσος όρος είναι 

 

* Όπως στη §59 κατά τον υπολογισµό των συντελεστών µεταφοράς ενός πλάσµατος σε ένα ισχυρό 

µαγνητικό πεδίο. 
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σε ένα άπειρο φάσµα των τ και η µέση τιµή είναι µηδέν αφού g είναι πεπερασµένο. Σε 

όλες τις περιπτώσεις ως εκ τούτου, ο µέσος όρος της εξίσωσης δίνει  

                                  

οι σχέσεις αυτές καθορίζουν κατ 'αρχήν τις λειτουργίες C )0( , C )1( ,….. 

Υπολογίζοντας τον τανυστή αγωγιµότητας, ας θυµηθούµε πρώτα κάποιες γενικές 

ιδιότητες του που απορρέουν από τη φαινοµενολογική θεωρία (ECM, §21).  

Η αρχή της συµµετρίας των κινητικών συντελεστών δίνει  

                                                         

 Ο τανυστής σ αβ µπορεί να διαχωριστεί σε συµµετρικά και αντισυµµετρικά µέρη:  

                                               

Για αυτά έχουµε µε (84.16), 

                                   

 Τα συστατικά σ )(s
αβ  και σ )(α

αβ είναι συνεπώς µονές και ζυγές λειτουργίες του Β αντιστοίχα. 

Αντί του αντισυµµετρικού τανυστή σ )(α
αβ µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε διπλό αξονικό 

φορέα a που ορίζεται από 

                                              

 Τα συστατικά της τρέχουσας πυκνότητας του διανύσµατος είναι τότε  

                                   

 Η απαγωγή της ενέργειας όταν το ρεύµα ρέει καθορίζεται µόνο από το συµµετρικό 

µέρος του τανυστή αγωγιµότητα:  Ο αντίστροφος τανυστής ρ αβ =σ )1(−
αβ µπορεί 

επίσης να διαχωρίζεται σε συµµετρικά και αντισυµµετρικά µέρη, ο τελευταίος έχει διπλό 

αξονικό φορέα b. Τότε Ε εκφράζεται σε όρους του j από  

                

Οι όροι Ε x a στην τρέχουσα j x b στο πεδίο αντιπροσωπεύουν το αποτέλεσµα Hall. 
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§85. Galvanomagnetic φαινόµενα σε δυνατά πεδία. Ειδικές περιπτώσεις 

ΚΛΕΙΣΤΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ 

Ας αρχίσουµε µε τις περιπτώσεις όπου όλες οι τροχιές ορµής των ηλεκτρονίων 

(δηλαδή για όλα τα p z) µε µια δεδοµένη κατεύθυνση της Β είναι κλειστές. Αυτό είναι 

σωστό για οποιαδήποτε κατεύθυνση Β, εάν οι επιφάνειες Fermi είναι κλειστές. Με 

ανοικτές επιφάνειες Fermi, µπορούν να συµβούν περιπτώσεις όπου οι τροχιές είναι 

κλειστές για οποιαδήποτε κατεύθυνση Β και όπου οι διατοµές είναι κλειστές µόνο για 

συγκεκριµένες κατευθύνσεις (ή ορισµένων σειρών κατευθύνσεων) του πεδίου. 

Η κίνηση σε µια κλειστή τροχιά (στο xy-επίπεδο), οι µέσες τιµές των ταχυτήτων 

στο επίπεδο είναι µηδέν: , όπως προκύπτει από τις εξισώσεις της κίνησης 

(84.2) µε επιτρεπόµενο όριο για το γεγονός ότι p x  και p y  επιστρέφουν στις αρχικές τιµές 

τους µετά την διάσχιση ολόκληρής της τροχιάς. Η αξία της δεν είναι πάντοτε 

µηδενική, επειδή η κίνηση της κατεύθυνσης του πεδίου είναι άπειρη. Η πρώτη εξίσωση 

(84.15) δίνει τώρα 

                        

όταν  * Η λύση της (84.14) γίνεται τότε  

  

το ολοκλήρωµα διεξάγεται µέσω των εξισώσεων (84.2). 

Τα συστατικά του τανυστή άγχους υπολογίζεται από την εξίσωση (84.11). Για 

παράδειγµα,  

          

µε u x  και πάλι δίνεται από το (84.2). Αφού C )1(
x  είναι ανεξάρτητο από το τ, η 

ολοκλήρωση ως προς το τ στους δυο πρώτους όρους µε εκείνων των παραγώγων 

και  και δίνει µηδέν. Έτσι, η µόνη συνεισφορά του ολοκληρώµατος 

προέρχεται από το g )2(
x  όρο, έτσι ώστε  

 

* ∆εν υπάρχει λόγος, γιατί η γραµµική οµοιογενής εξίσωση Ι(C)=0 πρέπει να έχει οποιαδήποτε λύση παρά 

την µηδαµινή C=0.    
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Στη συνέχεια υπολογίζουµε  

                
Η ενσωµάτωση του δεύτερου όρου δίνει και πάλι µηδέν και στο πρώτο όρο  

               

όπου S(pz) είναι το εµβαδόν της διατοµής της επιφάνειας Fermi από το επίπεδο  pz= 

σταθερές. Τα συν και πλην sigus αφορούν τις περιπτώσεις, όπου η περίµετρος περικλείει 

µια περιοχή των µικρότερων και µεγαλύτερων ενεργειών αντίστοιχα, δηλαδή η κλειστή 

τροχιά είναι ένα ηλεκτρόνιο και µια οπή τροχιάς αντίστοιχα (βλέπε SP 2, §61); 

Χαρακτηρίζουµε την περιοχή από Seκαι Sh σε αυτές τις δύο περιπτώσεις . Η διαφορά 

στο σηµείο οφείλεται σε µια αλλαγή στην κατεύθυνση της διάσχισης της τροχιάς. Η 

ενσωµάτωση του S σε σχέση µε το p z  δίνει τον όγκο Ω στο χώρο ορµής εντός της 

επιφάνειας Fermi; Εάν οι κλειστές τροχιές είναι σε µια ανοικτή επιφάνεια Fermi, τότε Ω 

είναι ο όγκος µεταξύ της επιφάνειας και των επιφανειών του αµοιβαίου πλέγµατος 

κυττάρου. Έτσι,  

                        
 

όπου Ω e  και Ω h είναι οι όγκοι του ηλεκτρονίου και οι οπές κοιλοτήτων στην επιφάνεια 

Fermi. Οι ποσότητες  

                         
είναι αντίστοιχα οι αριθµοί των ηλεκτρονίων κατεχόµενων καταστάσεων µε ενέργειες 

є<є F  και ελεύθερα κράτη µε є<є F  ανά µονάδα όγκου του κρυστάλλου. Για κλειστές 

επιφάνειες Fermi, αυτές οι έννοιες έχουν µια αρκετά σαφή έννοια; Ν e  και Ν h  είναι 

χαρακτηριστικές του ηλεκτρονικού φάσµατος του µετάλλου και ανεξάρτητες από την 

κατεύθυνση του πεδίου Β. Για τις ανοικτές επιφάνειες, η σηµασία τους γίνεται όλο και 

πιο συµβατική, καθώς εξαρτώνται από την κατεύθυνση του Β. 

Η έκφραση (85.2) είναι µια περιττή συνάρτηση του Β και ως εκ τούτου ανήκει 

στην αντισυµµετρικό µέρος του τανυστή σ αβ *. Η συνιστώσα σ )(s
xy του συµµετρικού 
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τµήµατος δίδεται από τον επόµενο όρο στην επέκταση της σ xy  που είναι ανάλογη µε το 

Β 2− . Η εξάρτηση του Β από τις συνιστώσες που παραµένουν σ αβ  είναι όµοιο. Για 

παράδειγµα, 

                     

Η ολοκλήρωση σε σχέση µε το τ φέρνει σε έναν παράγοντα Β 1− και  είναι ανεξάρτητη 

από το Β; Συνεπώς σ zz είναι επίσης ανεξάρτητο από το Β. 

Το αποτέλεσµα είναι 

              

Όλα τα συστατικά και a εξαρτώνται από το τύπο της σύγκρουσης του 

ολοκληρώµατος, εκτός  

                          

Όλα τα σ αβ εκτός σ zz τείνουν στο µηδέν καθώς Β ∞→ . Η φυσική αιτία αυτής της 

συµπεριφοράς είναι ο εντοπισµός των ηλεκτρονίων στις ελλειπτικές τροχιές µικρό σε 

σύγκριση µε τη µέση ελεύθερη διαδροµή; σ zz είναι πεπερασµένο, επειδή η κίνηση των 

ηλεκτρονίων κατά µήκος του µαγνητικού πεδίου παραµένει πάντα άπειρο. 

Η µικρή παράµετρος στην επέκταση είναι ο λόγος r B /Ι. Ως εκ τούτου, τα 

συστατικά που είναι ανάλογα προς Β 2−  µπορεί να εκτιµηθεί σε τάξη µεγέθους ως  

                  

Σηµειώστε ότι σ ∞)(s 1/Ι; Αυτό σηµαίνει ότι, καθώς η  µέση ελεύθερη διαδροµή 

αυξάνεται, η εγκάρσια αγωγιµότητα στο µαγνητικό πεδίο τείνει στο µηδέν και όχι στο 

άπειρο, όταν το πεδίο είναι απόν. 

Τα συστατικά του αντισυµµετρικού µέρους του τανυστή σ αβ εκτιµάται ως  

                     
Πρέπει να τονιστεί ωστόσο, το γεγονός ότι αυτή η εκτίµηση είναι ανεξάρτητη από το  

 

* Είναι σαφές από την εξαγωγή της εξίσωσης µεταφοράς που το Β εµφανίζεται σε αυτό όχι ως το µέγεθος 

του διανύσµατος Β, αλλά ως συστατικό Β z=Β. Η αλλαγή Β→  -Β απαιτεί ως εκ τούτου, επίσης Β→  -Β 

στον τύπο που δίνεται.  
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Ι δεν σηµαίνει ότι οι ακριβείς τιµές του (εκτός από ) είναι ανεξάρτητες από τον 

συγκεκριµένο τύπο της σύγκρουσης του ολοκληρώµατος; Ένας ακριβής υπολογισµός 

του τανυστή σ αβ θα µπορούσε να απαιτεί έναν πλήρη προσδιορισµό των λειτουργιών 

C )1(  και g )2(  µε την επίλυση της συγκεκριµένης εξίσωσης µεταφοράς. 

Από το (85.3) µπορούµε να βρούµε επίσης και τις περιορισµένες εξαρτήσεις του 

B για τις συνιστώσες του αντίστροφου τανυστή .* ∆ιατηρώντας µόνο τους 

όρους της χαµηλότερης σειράς 1/Β βρίσκουµε 

  

και όλες αυτές οι ποσότητες εξαρτώνται από το τύπο της σύγκρουσης του 

ολοκληρώµατος εκτός 

                   

Όλα οι συνιστώσες  τείνουν σε συνεχή όρια ως Β ∞→ . 

Αλληλοσυµπληρούµενα µέταλλα στα οποία χρειάζονται ειδική 

µεταχείριση. Η έκφραση (85.2) είναι τότε µηδέν και η επέκταση του αρχίζει µε τον 

όρο ανάλογο προς Β 3− . Στην περίπτωση αυτή, ως εκ τούτου, 

                 

η εξάρτηση του  στη Β είναι όπως πριν. Για τον αντίστροφο τανυστή έχουµε τώρα 

                  
 

ΑΝΟΙΚΤΕΣ ΤΡΟΧΕΙΕΣ  

Για µέταλλα µε ανοιχτές επιφάνειες Fermi που επιτρέπουν ανοικτές τροχιές,  

*  Ο αντίστροφος τανυστής πρέπει φυσικά να υπολογιστεί από και µόνο τότε πρέπει να 

διαχωριστούν σε συµµετρικά και αντισυµµετρικά µέρη. Στη συνέχεια βρίσκουµε 

                                              

όπου είναι καθοριστικός του σ αβ  και σ )(s
είναι καθοριστικός του συµµετρικού του µέρος; 

Βλέπε ECM, §21, Πρόβληµα. 
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αρκετές περιπτώσεις είναι δυνατόν; Θα εξετάσουµε εδώ µόνο µια από αυτές, οι οποίες 

παρουσιάζουν τα χαρακτηριστικά της κατάστασης. 

Ας πάρουµε µια επιφάνεια Fermi του κυµατοειδούς-κυλίνδρου περνώντας 

συνεχώς από το ένα αµοιβαίο πλέγµα του πυρήνα στο επόµενο (Εικόνα 30). Εάν το 

µαγνητικό πεδίο δεν είναι κάθετο προς τον άξονα του κυλίνδρου, όλες οι διατοµές είναι 

κλειστές και η ασυµπτωτική εξάρτηση της σ αβ  στο Β δίνεται και πάλι από το (85.3) 

Εάν ωστόσο, το µαγνητικό πεδίο είναι κάθετο προς τον άξονα του κυλίνδρου, 

υπάρχουν ανοικτές διατοµές. Ως συνήθως, παίρνουµε το z-άξονα παράλληλο προς το 

πεδίο και το x-άξονα εδώ παράλληλα προς τον άξονα του κυλίνδρου; Η εικόνα 31 δείχνει 

µια τοµή κατά πλάτος του τµήµατος της επιφάνειας Fermi σε ένα κύτταρο. Οι τροχιές 

είναι ανοικτές, όταν  και άπειρες στην κατεύθυνση p X άξονα. Οι µέσες τιµές 

ταχύτητας είναι 

                  

από p X  ποικίλλει χωρίς όριο; όπως πάντα u z ≠ 0. Οι µη-µηδενικές συνιστώσες του 

στη λύση της εξίσωσης µεταφοράς είναι τώρα ; Στο (85.1) η δεύτερη 

γραµµή αντικαθίσταται εποµένως από 
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Με τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω, έχουµε βρει 

             
Έτσι, για τον αντίστροφο τανυστή,  

                
Έτσι υπάρχει µια απότοµη ανισοτροπία της αντίστασης στο επίπεδο κάθετα προς το 

µαγνητικό πεδίο; Η αντίσταση κατά µήκος του y-άξονα  τείνει σε µια σταθερή, ενώ η 

κατά µήκος του χ-άξονα αυξάνει ως το τετράγωνο του πεδίου.* 

Ένα άλλο χαρακτηριστικό των galvanomagnetic ιδιοτήτων από µέταλλο µε 

ανοιχτή επιφάνεια Fermi είναι σηµαντική εξάρτησή τους από την κατεύθυνση ενός 

ισχυρού µαγνητικού πεδίου. Εδώ οι αλλαγές λαµβάνουν χώρα καθώς η κατεύθυνση του 

Β πλησιάζει το επίπεδο κάθετα προς τον άξονα του κυλίνδρου και οι σχέσεις (85.3) και 

(85.4) αντικαθίστανται από (85.8) και (85.9). Όταν Β είναι σε µικρή γωνία θ µε εκείνο το 

επίπεδο (Εικόνα 30), η ορµή της τροχιάς του ηλεκτρονίου γίνεται µεγάλη µε διαστάσεις 

της τάξεως των ,όπου pF είναι η αντίστροφη διάσταση της κυλινδρικής επιφάνειας 

Fermi. Συνεπώς οι τροχιές στο πραγµατικό χώρο γίνονται επίσης µεγάλες µε διαστάσεις 

της τάξης του , όπου r B  είναι η ακτίνα Larmor που αντιστοιχεί στην ορµή p F . Για 

γωνίες, έτσι ώστε η επέκταση των αρµοδιοτήτων του r B /Ι που χρησιµοποιούνται 

παραπάνω καθίσταται ανεφάρµοστες και είναι σε αυτό το εύρος των γωνιών, όπου το 

πεδίο εξάρτησης από τον τοµέα της αντίστασης αλλάζει. 

 

* Η τροχιά ηλεκτρονίου στο xy-επίπεδο του πραγµατικού χώρου διαφέρει από ότι στο επίπεδο του 

χώρου ορµής µόνο σε κλίµακα και σε µια περιστροφή κατά 90ο (SP 2,§57). Στην παρούσα περίπτωση 

εποµένως, η κίνηση των ηλεκτρονίων στο πραγµατικό χώρο είναι άπειρη στο y-κατεύθυνση. 
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Το σύνολο αυτής της συζήτησης σχετίζεται φυσικά µε τα µονά κρύσταλλα. Σε 

πολυκρυστάλλινα υλικά υπάρχει ένας µέσος όρος των ανισότροπων galvanomagnetic 

ιδιότητων ανάλογα µε την κατευθυντική κατανοµή των κρυσταλλιτών. 

Τα θερµοµαγνητικά φαινόµενα σε ένα µέταλλο σε ένα ισχυρό µαγνητικό πεδίο θα 

µπορούσε να συζητηθεί παροµοίως. Ειδικότερα, οι συνιστώσες του ηλεκτρικού θερµικής 

αγωγιµότητας τανυστή θα µπορούσε να τείνει στο µηδέν, όπως Β ∞→ . Υπό τις 

συνθήκες αυτές, η µεταφορά της θερµότητας από φωτόνια γίνεται σηµαντικό. Είναι 

απαραίτητο να ληφθεί υπόψη η αλληλεπίδραση των ηλεκτρονίων- φωτονίων και ότι η 

όλη κατάσταση είναι σηµαντικά περίπλοκη. 

 

§86. Ανώµαλο αποτέλεσµα του δέρµατος. 

Είναι γνωστό από την µακροσκοπική ηλεκτροδυναµική ότι ένα εναλλασσόµενο 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο αποσβένεται εντός ενός αγωγού και όχι µόνο το πεδίο, αλλά 

επίσης και το προκύπτον ηλεκτρικό ρεύµα συγκεντρώνεται κοντά στην επιφάνεια του 

αγωγού. Αυτό ονοµάζεται αποτέλεσµα του δέρµατος. Ο παρακάτω τύπος έχει δοθεί στην 

ECM, §§45 και 46.  

Το οιονεί σταθερό-ηλεκτροµαγνητικό πεδίο στο µέταλλο ικανοποιεί τις εξισώσεις 

Maxwell  

                       

το µέταλλο θεωρείται µη µαγνητικό, έτσι ώστε Η = Β σε αυτό. Εδώ βέβαια, θεωρούµε 

ότι η γενική προϋπόθεση για την εγκυρότητα της µακροσκοπικής εξίσωσης είναι 

ικανοποιητική: Οι αποστάσεις δ πάνω στις οποίες το πεδίο ποικίλλει σηµαντικά είναι 

µεγάλες σε σύγκριση µε το ηλεκτρόνιο αγωγιµότητας µέσης ελεύθερης διαδροµής Ι, τότε 

η σχέση µεταξύ της τρέχουσας πυκνότητας j και του πεδίου Ε δίνεται από γραµµικές 

εκφράσεις που συνδέουν τις τιµές τους σε ένα σηµείο του χώρου, όπου σ αβ   

είναι ο τανυστής αγωγιµότητας. Η επίδραση του δέρµατος στη συνέχεια είναι 

φυσιολογική. Συζητώντας αυτή την περίπτωση θα θεωρήσουµε το µέσο ισότροπο, ή 

αλλιώς ένα κρύσταλλο µε κυβική συµµετρία. Ο τανυστής σ αβ  µειώνει στη συνέχεια σε 

µια µονοδιάστατη και j= σΕ. 
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Ας πάρουµε µια απλή γεωµετρία στην οποία το µέταλλο καταλαµβάνει το µισό-

χώρο x>0 που περιβάλλεται από το επίπεδο x=0. Ένα οµοιόµορφο εξωτερικό ηλεκτρικό 

πεδίο εφαρµόζεται παράλληλα προς την επιφάνεια του µετάλλου και µεταβάλλεται στο 

χρόνο µε συχνότητα ω. Οι εξισώσεις (86.1) και (86.2 ) γίνονται 

           

Η συµµετρία του προβλήµατος υποδεικνύει, ότι οι κατανοµές όλων των ποσοτήτων στο 

µέταλλο είναι λειτουργίες της συντεταγµένης x µόνο. Η πρώτη εξίσωση (86.3) δείχνει 

τότε ότι το µαγνητικό πεδίο Β είναι παντού παράλληλο προς το επίπεδο του ορίου. 

Μπορούµε να ικανοποιήσουµε όλες τις εξισώσεις υποθέτοντας, ότι το ηλεκτρικό πεδίο Ε 

είναι παντού σε αυτό το επίπεδο. Επίσης, αυτό ικανοποιεί αυτόµατα την απαραίτητη 

οριακή συνθήκη ότι η συνιστώσα του ρεύµατος κάθετα προς την επιφάνεια του µετάλλου 

είναι µηδέν: Από Ε x  = 0 προκύπτει ότι j x =0 παντού. * 

Εξαλείφοντας το Β από τις δύο πρώτες εξισώσεις (86.3) βρίσκουµε  

                           

 Για το εφαπτόµενο τοµέα, το οποίο εξαρτάται µόνο από το x , div E=0 και η εξίσωση 

γίνεται  

                                   

 η αρχή που υποδηλώνει διαφοροποίηση ως προς το x. Η λύση η οποία τείνει στο µηδέν, 

όπως x ∞→  είναι  

                      

 όπου Ε 0είναι το πλάτος του πεδίου στην επιφάνεια του µετάλλου και  

                                          

 Η ποσότητα δ ονοµάζεται το βάθος διείσδυσης του πεδίου; Αυτό µειώνει µε αυξανόµενη 

συχνότητα του πεδίου. Το µαγνητικό πεδίο στο µέταλλο µειώνεται σύµφωνα µε τον ίδιο 

νόµο; Όπως προκύπτει από το (86.3) ότι Ε και Β παντού σχετίζονται µε Ε=ζΒ  

 

* Η κατάσταση είναι διαφορετική σε ένα ανισότροπο µέσο. Για να πετύχουµε εκεί αυτή την κατάσταση, 

ένα ηλεκτρικό πεδίο κάθετο προς την επιφάνεια θα πρέπει να είναι παρών, καθώς και η εφαπτοµενική ένα. 
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x n, όπου n είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο προς την επιφάνεια και εντός του 

µετάλλου, δηλαδή στη θετική χ-διεύθυνση µε  

                      

Ειδικότερα, αυτή η σχέση υπάρχει µεταξύ των τιµών των πεδίων στην επιφάνεια του 

µετάλλου  

                                          

 Η ποσότητα ζ ονοµάζεται επιφάνεια αντίστασης του µετάλλου. Το πραγµατικό µέρος 

διέπει την ενεργειακή διάχυση του πεδίο στο µέταλλο (ECM, §67).  

Για να µπορέσει η σχέση j=σΕ θα πρέπει να κατέχει µεταξύ του ρεύµατος και του 

πεδίου στο ίδιο σηµείο και την ίδια στιγµή το ηλεκτρόνιο µέσης ελεύθερης διαδροµής Ι 

και ο µέσος ελεύθερος χρόνος πρέπει να πληρούν τις προϋποθέσεις Ι δ και 

τω Ι, δηλαδή θα πρέπει να είναι µικρό σε σύγκριση µε τη χαρακτηριστική απόσταση δ 

πάνω από την οποία το πεδίο µεταβάλλεται και τ µικρό σε σύγκριση µε την περίοδο 

χρόνου. Όταν η πρώτη από αυτές τις προϋποθέσεις δεν επιτυγχάνεται, η σχέση µεταξύ 

του πεδίου και του ρεύµατος δεν είναι πλέον τοπικά και υπάρχει µια χωρική διασπορά 

της αγωγιµότητας. Όταν η δεύτερη προϋπόθεση δεν πληρείται, υπάρχει µια διασπορά 

συχνοτήτας της αγωγιµότητας. Η εξίσωση µεταφοράς τότε απαιτείται για να καθορίσει 

τη σχέση µεταξύ του ρεύµατος και του πεδίου. 

Η φύση του αποτελέσµατος του δέρµατος εξαρτάται συνεπώς από το σχετικό 

µέγεθος των τριών χαρακτηριστικών διαστάσεων δ, Ι και uF /ω. Το κάθετο αποτέλεσµα 

του δέρµατος που περιγράφεται από το (86.5) - (86.8) αντιστοιχεί στο χαµηλότερο εύρος 

των συχνοτήτων έτσι ώστε  

                                    

Καθώς η συχνότητα του πεδίου ή η µέση ελεύθερη διαδροµή αυξάνεται (µε ελάττωση 

της θερµοκρασίας του µετάλλου), το βάθος διείσδυσης µειώνεται. Στα µέταλλα, η 

κατάσταση Ι δ είναι συνήθως το πρώτο που παραβιάζεται και η σχέση του τρέχων 

πεδίου γίνεται µη-τοπικό;. Η επίδραση του δέρµατος στη συνέχεια λέγεται ότι είναι 

ανώµαλη. Σε αυτό το τµήµα, θα θεωρήσουµε την περιορισµένη περίπτωση όπου  
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Μπορεί να υπάρχει οποιαδήποτε σχέση µεταξύ Ι και u F /ω. * 

Η λύση του προβλήµατος του ορίου του αποτελέσµατος του δέρµατος αρχίζει 

από το βοηθητικό πρόβληµα της σχέσης σε ένα άπειρο µέταλλο µεταξύ της τρέχουσας 

και του ηλεκτρικού πεδίου  

                                                   

µεταβλητής στο χρόνο και στο χώρο. Το κυµατικό δυάνυσµα του πεδίου θεωρείται ότι 

ικανοποιεί τις ανισότητες 

                                          

 που αντιστοιχούν στο (86.10). Η αλλαγή στο δn της διανοµής ηλεκτρονίου ποικίλλει µε 

τον ίδιο τρόπο όπως στο πεδίο.  

Από το  η σύγκρουση του ολοκληρώµατος C(n)~δn/τ στην εξίσωση 

µεταφοράς µπορεί να αγνοηθεί σε σχέση µε το χωρικό παράγωγο όρο  

Επειδή  µπορούµε επίσης να αγνοήσουµε το παράγωγο του χρόνου  

Με τη τελευταία προσέγγιση, η εξίσωση µεταφοράς για τα οιονεί σωµατίδια σε 

ένα υγρό ηλεκτρόνιο Fermi µειώνει και πάλι την εξίσωση για ένα αέριο, όταν η 

συνάρτηση κατανοµής επαναπροσδιορίζεται, δn αντικαθίσταται από από (74.13). Στην 

προκειµένη περίπτωση, αυτές οι προσεγγίσεις φέρνουν την εξίσωση µεταφοράς στον 

απλό τύπο  

                              

Βάζοντας 

                                            

στη συνέχεια βρίσκουµε 

                       

Αυτή η έκφραση έχει ένα πόλο στον k.v=0. Για τον υπολογισµό της τρέχουσας  

 

* Η ισότητα δ~Ι επιτυγχάνεται όταν , δηλαδή (µε την εκτίµηση ) όταν 

ω~ Αυτό είναι συγκρίσιµο µε την ανισότητα εάν Ι c/Ω, όπου είναι η 

συχνότητα του πλάσµατος του µετάλλου (m* είναι η αποτελεσµατική µάζα των ηλεκτρονίων 

αγωγιµότητας). Για συνηθισµένα µέταλλα  
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αυτός ο πόλος θα πρέπει να αποφευχθεί γράφοντας k. v→k.v – i0:* 

                                            

Παραµελώντας ως συνήθως, τη θερµική θόλωση της συνάρτησης κατανοµής ισορροπίας, 

γράφουµε και µετατρέπουµε το ολοκλήρωµα στο d3p πάνω από την 

επιφάνεια Fermi από το (74.20). Σύµφωνα µε το συνήθη τύπο της διαφορικής 

γεωµετρίας, το στοιχείο της περιοχής είναι όπου dο v είναι ένα στερεό-γωνίας 

στοιχείο για την κατεύθυνση της κανονικής ν προς την επιφάνεια και Κ είναι η 

καµπυλότητα Gaussian της επιφάνειας, δηλαδή Κ=1/ R1R 2 , το αµοιβαίο του προϊόντος 

των κάθε  αρχικών ακτινών καµπυλότητας στο εν λόγω σηµείο. Σηµειώνοντας επίσης ότι 

η κατεύθυνση του φυσιολογικού σε οποιοδήποτε σηµείο επί της επιφάνειας Fermi είναι 

το ίδιο µε εκείνο της ταχύτητας ν=∂є/∂p, βρίσκουµε  

                             

 Εάν η κατεύθυνση της ν είναι καθορισµένη από την azimuthal και πολικές γωνίες φ και 

θ σε σχέση προς την κατεύθυνση της k όπως ο πολικός άξονας, k.v=k cos θ και dο v =sin 

θ dφ dθ. 

Η ενσωµάτωση στο (86.14) σε σχέση µε το µεταβλητή µ=cos θ λαµβάνεται πάνω 

από το τµήµα -1≤µ≤1 του πραγµατικού άξονα που περνά κατά µήκος κάτω από ένα 

ηµικύκλιο του πόλου µ=0. Είναι εύκολο να δούµε ότι το ολοκλήρωµα κατά µήκος των 

ευθύγραµµων τµηµάτων (δηλαδή η κύρια αξία) είναι τότε µηδέν αφήνοντας µόνο την 

συνεισφορά του ηµικύκλιου. Για να αποδειχθεί αυτό, σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση є(p) 

είναι άρτια και εποµένως η επιφάνεια Fermi є(p)= є F παραµένει αµετάβλητη,  όταν p->-

p; δεδοµένου ότι η αλλαγή στο σηµείο του p αλλάζει το σηµείο του κανονικού 

διανύσµατος v, συνάγεται ότι Κ(-ν)=Κ(ν). Το ολοκλήρωµα στο (86.14) µπορεί λοιπόν να 

γραφεί ως  

                         

όπου οι δεσµοί περιέχουν το άθροισµα των ολοκληρωµάτων που λαµβάνονται από το 

καθένα από την αλλαγή του µεταβλητή ολοκλήρωσης ν->ν; Η παραπάνω δήλωση είναι  

* Αυτό αντιστοιχεί στα συνήθη  
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τότε προφανής.  

Στο πόλο του ολοκληρώµατος, k. v= k cos θ=0, δηλαδή η κανονική ν είναι 

κάθετη προς τη δεδοµένη κατεύθυνση του διανύσµατος του κύµατος k. Το υπόλοιπο σε 

σχέση µε το µεταβλητή cos είναι εποµένως το ολοκλήρωµα  

                                                     

που λαµβάνεται κατά µήκος του γεωµετρικού τόπου των σηµείων επί της επιφάνειας 

Fermi για το οποίο  

Έτσι έχουµε τελικά τη σχέση µεταξύ του τρέχοντος και του τοµέα µε το τύπο 

                                                 

όπου  

                           

είναι ένας πραγµατικός τανυστής στο επίπεδο κάθετο προς k; Εάν η κατεύθυνση του k 

λαµβάνεται σαν x-άξονα, α και β λαµβάνουν τις τιµές y και z. Το διάνυσµα j βρίσκεται 

σ'αυτό το επίπεδο και είναι συνεπώς εγκάρσιο προς το k. 

Η συµβολή στην τρέχουσα προέρχεται µόνο από ηλεκτρόνια µε ν . k=0, δηλαδή 

κινείται κάθετα προς το διάνυσµα κύµατος. Αυτό είναι µια φυσική συνέπεια µιας 

προσέγγισης στην οποία η µέση ελεύθερη διαδροµή θεωρείται απεριόριστα µακριά: σε 

κίνηση σε µία γωνία έως k, το ηλεκτρόνιο διέρχεται µέσω ενός πεδίου ταλάντωσης στο 

χώρο και αυτές οι ταλαντώσεις µειώνουν στο µηδέν τη συνολική δράση του πεδίου του 

ηλεκτρονίου. Στην επόµενη προσέγγιση, όταν η πεπερασµένη τιµή της kl ληφθεί υπόψη, 

υπάρχει µια συνεισφορά στο ρεύµα από ηλεκτρόνια που κινούνται σε ένα µικρό εύρος 

γωνιών ~1/kl στο επίπεδο κάθετα προς k. 

Ας πάµε τώρα στο θέµα της διείσδυσης του πεδίου στο ανώµαλο φαινόµενο του 

δέρµατος. Αυτό είναι ένα µισό πρόβληµα χώρου να επιλυθεί µε τις οριακές συνθήκες 

στην επιφάνεια του µετάλλου. Αυτές οι συνθήκες για την συνάρτηση κατανοµής 

εξαρτάται από τις φυσικές ιδιότητες της επιφάνειας σε σχέση µε το περιστατικό των 

ηλεκτρονίων σε αυτό. Είναι σηµαντικό ωστόσο, ότι στην περίπτωση αυτή το ρεύµα 

οφείλεται ουσιαστικά µόνο στα ηλεκτρόνια που µετακινούνται σχεδόν παράλληλα προς 

στην επιφάνεια του µετάλλου. Γι 'αυτούς, ο νόµος της αντανάκλασης είναι αρκετά 

ανεξάρτητος από το βαθµό της τελειότητας της µεταλλικής επιφάνειας και προσεγγίζει 
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σε κατοπτρική αντανάκλαση τα ηλεκτρόνια που αντανακλώνται µε αντίστροφες 

συνιστώσες της ταχύτητας ν κάθετα προς την επιφάνεια, αλλά αµετάβλητες 

εφαπτοµενικές συνιστώσες; Για να µην διακοπεί η συζήτηση, µια πιο λεπτοµερής 

επεξεργασία αυτού θα πρέπει να αναβληθεί για το τέλος της ενότητας. 

Κατοπτρική αντανάκλαση αντιστοιχεί στην ακόλουθη οριακή συνθήκη για την 

συνάρτηση κατανοµής  

          

Με αυτή την προϋπόθεση, το ηµι-χώρο πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε εκείνο ενός 

άπειρου µέσου, στο οποίο η κατανοµή του πεδίου είναι συµµετρικό γύρω από το επίπεδο 

x=0; Ε(t,x)=E(t,-x). Τα ηλεκτρόνια αντανακλώνται από το όριο στο µισό-χώρο 

πρόβληµα (x>0) αντιστοιχούν σε ηλεκτρόνια που περνούν ελεύθερα µέσα από το 

επίπεδο x=0 από την πλευρά x = 0 στο άπειρο µέσο πρόβληµα. 

Στο πρόβληµα του ακραίου φαινοµένου του ανώµαλου δέρµατος µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι το πεδίο Ε (το οποίο εξαρτάται µόνο από τη µια συντεταγµένη x) είναι 

παντού παράλληλο στο επίπεδο x=0. Σύµφωνα µε (86.15) το τρέχον διάνυσµα j 

βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο και έτσι η κατάσταση της µηδενικής συνιστώσας του 

ρεύµατος κάθετα προς την επιφάνεια του µετάλλου σε όλα τα σηµεία στην επιφάνεια 

είναι αναγκαστικά ικανοποιητικό. * 

Χωρίς την παραδοχή ότι j=σΕ έχουµε για το δισδιάστατο φορέα Ε στη θέση του (86.4)  

                                 

Θα πρέπει να εγκαταλείψουµε τον χρόνο παράγοντα απεριόριστο στους επόµενους 

τύπους, έτσι ώστε Ε, j, κλπ., θα είναι µόνο λειτουργίες x.  

Η συνάρτηση Ε (x) συνέχισε συµµετρικά µέσα στο εύρος x<0, είναι συνεχής στο 

x = 0, αλλά το παράγωγο Ε’(x) είναι µία περιττή συνάρτηση του x και έχει µια ασυνέχεια 

εκεί, αλλάζοντας πρόσηµο ως x που περνά από το µηδέν. Σύµφωνα µε το (86.1), αυτά τα 

παράγωγα σχετίζονται µε το µαγνητικό πεδίο κατά 

                     
*  Σε µεταγενέστερες προσεγγίσεις, όταν το πεπερασµένο της αναλογίας δ/t λαµβάνεται υπόψη, υπάρχουν 

συνιστώσες  και στον τανυστή αγωγιµότητα καθώς και σ αβ . Για να ικανοποιήσουµε την οριακή 

συνθήκη j x =0 πρέπει στη συνέχεια να περιλαµβάνεται το πεδίο Ε x κάθετο προς την επιφάνεια, όπως έχει 

ήδη σηµειωθεί στην πρώτη υποσηµείωση αυτής της ενότητας.  
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όπου υ είναι και πάλι ένα µοναδιαίο διάνυσµα στη x-κατεύθυνση. Στο πρόβληµα ηµι-

χώρο, ο όρος στο x = 0 θα ήταν εποµένως Ε’=iωΒ 0  x u/c, όπου Β 0  είναι το πεδίο στο 

όριο του µετάλλου. Στο άπειρο µέσο πρόβληµα, αυτό αντιστοιχεί σε  

                                                  

Έχουµε πολλαπλασιάσει και τις δύο πλευρές του (86.18) µε  και ενσωµατώνουµε σε 

σχέση µε x από -∞  σε ∞ .* Από την αριστερή πλευρά, γράφουµε  

                                

Επειδή το πεδίο Ε (x) είναι µηδέν στο άπειρο, τα δύο πρώτα ολοκληρώµατα δίνουν απλά 

τη διαφορά Ε’(-0)-Ε’(+0). Στον τελευταίο όρο µπορούµε απλά να ενσωµατώσουµε κατά 

µέρη, δεδοµένου ότι Ε(x) είναι συνεχής. Το αποτέλεσµα είναι  

                                     

όπου E(k) και j(k) είναι ο µετασχηµατισµός Fourier του Ε(x) και j(x).  

Σύµφωνα µε το (86.15) αυτοί οι µετασχηµατισµοί σχετίζονται µε  

Στη συνέχεια βρίσκουµε την έκφραση  

                                    

όπου  είναι δύο διαστάσεων τανυστή που ορίζεται µε τη βοήθεια του αντίστροφό 

του  

            

Το επιχείρηµα του σ αβ  όπως είναι γραµµένο | k | ως µια υπενθύµιση ότι αυτό είναι το 

µέγεθος του διανύσµατος k. 

Η ίδια η συνάρτηση Ε(x) λαµβάνεται από το (86.19) για πολλαπλασιασµό µε 

ενσωµατώνοντας πάνω dk/2π. Αφού ζ αβ (k) είναι άρτιο, έχουµε  

                                     

Πιο συγκεκριµένα, το πεδίο στο όριο του µετάλλου είναι 

 

 * Οι ακόλουθοι υπολογισµοί είναι τυπικά πανοµοιότυποι µε εκείνους για το πρόβληµα του µαγνητικού 

πεδίου διείσδυση σε υπεραγωγό (SP 2, §52). 
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Για πραγµατικό υπολογισµό της αντίστασης της επιφανείας, παίρνουµε τους 

κύριους άξονες του συµµετρικού τανυστή σ αβ (k) ως το y και z άξονες. Ο τανυστής ζ αβ  

φέρεται στους κύριους άξονες µαζί µε σ αβ  και κύριες αξίες της είναι  

                              

όπου το Α )(a  είναι οι κύριες αξίες του τανυστή Α αβ . Η ενσωµάτωση δίνει* 

                           

Οι ποσότητες Α )(a  εξαρτάται µόνο από το σχήµα και το µέγεθος της επιφάνειας Fermi. Η 

αντίσταση (86.23) δεν εξαρτάται καθόλου από το ηλεκτρόνιο της µέσης ελεύθερης 

διαδροµής. Για µία εκτίµηση τάξης µεγέθους, µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι ακτίνες 

καµπυλότητας της επιφάνειας Fermi είναι ~pF ; Τότε Α ~p2
F  και  

                           
 
Το πραγµατικό µέρος της αντίστασης καθορίζει την απαγωγή της ενέργειας του πεδίου 

στο µέταλλο. Στην προσέγγιση που εξετάζεται (όπου οι συγκρούσεις του ηλεκτρόνιου 

αγνοούνται) αυτή η διάχυση είναι του τύπου Landau -απόσβεση ** 

 

*  Το περίγραµµα της ολοκλήρωσης (το δεξιό ήµισυ του πραγµατικού άξονα) µπορεί να µετατραπεί µέσω 

–π/6 στο σύµπλεγµα k-επίπεδο χωρίς τη διέλευση στους πόλους του ολοκληρώµατος. Ολοκλήρωση κατά 

µήκος της γραµµής δίνει  

 

και για αντικατάσταση  

 

**  Τα φαινόµενα που είναι η ουσία στο ανώµαλο φαινόµενο του δέρµατος για πρώτη φορά σηµειώνεται 

από τον H. London (1940). Η ποιοτική θεωρία της επίδρασης οφείλεται στον A.B.Pippard (1947) και η 

ποσοτική θεωρία που δίνεται εδώ οφείλεται στους G.E.H. Reuter και E. H. Sondheimer (1948). 
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Ο νόµος της απόσβεσης του ηλεκτρικού πεδίου εντός του µετάλλου στο ανώµαλο 

φαινόµενο του δέρµατος δεν είναι εκθετικός και έτσι η έννοια του βάθους διείσδυσης 

δεν έχει την ίδια κυριολεκτική σηµασία όπως στο (86.5). Επειδή το ολοκλήρωµα στο 

(86.21) περιέχει το ταλαντούµενο παράγοντα cos kx, το ολοκλήρωµα για οποιοδήποτε 

δεδοµένο x διέπεται κυρίως από την περιοχή k ~1/x. Μια σηµαντική µείωση της 

συνάρτησης Ε(x) συµβαίνει όταν  * Η διείσδυση βάθους δ είναι εποµένως της 

τάξεως του b 3/1− , ή  

                  

Καθώς η συχνότητα αυξάνεται, αυτό το βάθος συνεχίζει να µειώνεται, αλλά πιο αργά 

από ό, τι  για το κανονικό αποτέλεσµα. Οι τιµές που δίνονται από το (86.6) και (86.25), 

τα οποία συµβολίζουµε µε δ n  και δ a  είναι συγκρίσιµα σε τάξη µεγέθους, όταν δ ~Ι. 

∆εδοµένου ότι ένας από αυτούς µειώνεται καθώς ω 2/1− και το άλλο ως ω 3/1−  είναι σαφές 

ότι, για µια δεδοµένη τιµή του ω έχουµε  

Τέλος, µερικά σχόλια σχετικά µε τη φύση της αντανάκλασης του ηλεκτρονίου 

από το όριο του µετάλλου. Εάν η επιφάνεια είναι ιδανική (ελεύθερη από ελαττώµατα) 

και συµπίπτει µε ένα κρυσταλλογραφικό επίπεδο, η σύνθεση των ατόµων σε αυτήν έχει 

την περιοδικότητα που αντιστοιχεί στην µεταφραστική συµµετρία του κρυσταλλικού 

πλέγµατος. Σε αυτή την περίπτωση, η αντανάκλαση ενός ηλεκτρονίου εξοικονοµεί όχι 

µόνο την ενέργεια, αλλά επίσης τις εφαπτοµενικές συνιστώσες p y  και p zτης οιονεί 

ορµής του ηλεκτρονίου Η κανονική συνιστώσα p '
x  της οιονεί ορµής του αντνακλώµενου 

ηλεκτρονίου προσδιορίζεται από την τιµή p x για το συµβάν του ηλεκτρόνιου µέσω της 

εξίσωσης 

                        

και πρέπει να έχουµε , το αντανακλώµενο ηλεκτρόνιο που κινείται µακριά από 

το όριο (η ταχύτητα του συµβάντος ηλεκτρόνιο είναι  ). Εξίσωση (86.26) 

µπορεί να έχει αρκετές τέτοιες λύσεις και σε γενικές γραµµές  

 

*  Όταν , το ολοκλήρωµα (86.21) διέπεται από . Τότε ζ(k) ~k και το πεδίο Ε(x) µειώνεται ως 

x 2−  
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Για ηλεκτρόνια σε αντανακλώµενη συχνότητα, τα διαλύµατα αυτά 

περιλαµβάνουν πάντα ένα που αντιστοιχεί σε µια µικρή αλλαγή στην οιονεί ορµή µε 

 (δηλ. η αντανάκλαση είναι κυριολεκτικά κατοπτρική) η κίνηση ενός ηλεκτρονίου 

σχεδόν παράλληλο στο όριο έχει ένα µικρό και αυτό σηµαίνει ότι το ηλεκτρόνιο 

αντιστοιχεί σε ένα σηµείο Ρ στην επιφάνεια της συνεχής ενέργειας στο p-χώρο που 

βρίσκεται κοντά στο extremum του є σαν µία συνάρτηση του p x . Κοντά σε ένα τέτοιο 

σηµείο, από την άλλη πλευρά του extremum, υπάρχει πάντα ένα σηµείο Ρ' όπου το 

παράγωγο ∂є/∂p διαφέρει µόνο στο σηµείο από την αξία του κατά P. 

Αυτό µπορεί να αποδειχθεί ότι η αντανάκλαση ενός τέτοιου ηλεκτρονίου 

λαµβάνει χώρα µε πολύ µεγάλη πιθανότητα µε αυτή την αλλαγή της οιονεί ορµής. 

Επιπλέον, η κατάσταση εξακολουθεί να ισχύει και για αντανάκλαση από µια ατελή 

επιφάνεια µε τραχύτητα ατοµικών διαστάσεων όταν υπάρχει, για να κυριολεκτήσουµε, 

µη διατήρηση των εφαπτοµενικών συνιστώσεων της οιονεί ορµής. Μια ενστικτώδη 

εξήγηση είναι ότι η συνάρτηση του κύµατος του ηλεκτρονίου µεταβάλλεται σιγά-σιγά 

στη x-κατεύθυνση και έτσι δεν «αντιλαµβάνεται» την ατοµική ανώµαλη της 

επιφάνειας.* 

Είναι αξιοσηµείωτο ότι η τιµή της αντίστασης της επιφανείας στο εξαιρετικά ανώµαλο 

αποτέλεσµα του δέρµατος είναι στην πραγµατικότητα αρκετά ευαίσθητη στη φύση της 

αντανάκλασης του ηλεκτρονίου. Για παράδειγµα, στη διάχυτη αντανάκλαση (όταν όλες 

οι κατευθύνσεις του αντανακλώµενου ηλεκτρονίου είναι εξίσου πιθανό, ανεξάρτητα από 

τη γωνία πρόσπτωσης), η τιµή της αντίστασης του διαφέρει από το (86.23) µόνο κατά 

ένα παράγοντα 9/8. Η οριακή συνθήκη για διάχυτη αντανάκλαση από µία επίπεδη 

επιφάνεια είναι  για x=0. Εδώ όµως, η µέθοδος Fourier είναι 

ακατάλληλη και το πρόβληµα πρέπει να λυθεί µε την επονοµαζόµενη Wiener-Hopf 

µέθοδο.**  

 

* Αυτές οι δηλώσεις αποδείχθηκαν στην αναθεώρηση του άρθρου από A. F.Andreev, 

Soviet Physics Uspekhi 14,609, 1972 

** Βλέπε G.E.H.Reuter και E.H. Sondheimer. Proceedings of the Royal Society A. 195, 

336, 1948. 
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§87.  Αποτελέσµα του δέρµατος στο υπέρυθρο φάσµα.  

Έχουµε τώρα δύο περιοριστικές περιπτώσεις του δέρµατος αποτελέσµατος: η 

φυσιολογική επίδραση, όταν η µέση ελεύθερη διαδροµή Ι είναι η µικρότερη από τις τρεις 

χαρακτηριστικές αποστάσεις δ, Ι και u1/ω και το ανώµαλο φαινόµενο, όταν το βάθος 

διείσδυσης δ είναι η µικρότερη. Ας ρίξουµε τώρα µια τρίτη υπόθεση, στην οποία το 

µικρότερο είναι 

              

Αυτό επιτυγχάνεται µε φυσικό τρόπο από το ανώµαλο φαινόµενο µε περεταίρω την 

αύξηση της συχνότητας; Αν και το βάθος διείσδυσης στη συνέχεια µειώνεται, το προϊόν 

ωδ αυξάνει ως ω 3/2 . Για τα απλά µέταλλα, οι συνθήκες (87.1) ικανοποιούνται στο 

υπέρυθρο φάσµα. 

Αυτές οι συνθήκες θέτουν ένα κατώτερο όριο για τη συχνότητα. Ωστόσο, η 

εγκυρότητα των αποτελεσµάτων παρακάτω, οι οποίες βασίζονται στη θεωρία των υγρών 

Fermi είναι επίσης αντικείµενο σε ανώτατο όριο της συχνότητας:  Αν αυτό δεν 

είναι ικανοποιητικό, τα οιονεί σωµατίδια εξάπτωνται από το βάθος της κατανοµής Fermi 

και αυτά δεν έχουν κανένα νόηµα στη θεωρία υγρών Fermi.  

Για να προσδιοριστεί η σχέση µεταξύ του ρεύµατος και του ηλεκτρικού πεδίου, 

θα πρέπει και πάλι να επιστρέψουµε στην εξίσωση µεταφοράς. Τώρα όµως, λόγω της 

κατάστασης , ο όρος περιέχει το παράγωγο του χρόνου που είναι µεγάλος σε 

σύγκριση µε τον όρο που περιέχει χωρικά παράγωγα και λόγω της κατάστασης  

είναι επίσης µεγάλος σε σύγκριση µε το ολοκλήρωµα σύγκρουσης.  

Παραµελώντας αυτούς τους όρους, έχουµε την εξίσωση µεταφοράς µε το τύπο 

                                          

Βάζοντας  παίρνουµε από αυτό  

  

Η απουσία του όρου που περιέχει τα συντεταγµένα παράγωγα σηµαίνει, ότι δεν 

υπάρχει χωρική διασπορά. Υπό την έννοια αυτή η επίδραση του δέρµατος είναι 

κανονική και πάλι. Η παρουσία του παραγώγου του χρόνου του όρου ωστόσο, προκαλεί 

διασπορά συχνότητας της αγωγιµότητας. Η κατάσταση εδώ είναι παρόµοια µε εκείνη για 

τον υπολογισµό της διαπερατότητας ενός collisionless πλάσµατος. Η µόνη διαφορά 
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έγκειται στην ανισοτροπία του µετάλλου και στα αποτελέσµατα του υγρού Fermi. Τα 

τελευταία έχουν το αποτέλεσµα ότι η πυκνότητα του ρεύµατος δίδεται από ένα 

ολοκλήρωµα που εξαρτάται όχι µόνο από τη συνάρτηση κατανοµής δn, αλλά επίσης από 

την συνάρτηση αλληλεπίδρασης f(p, p') των οιονεί σωµατιδίων (τα ηλεκτρόνια 

αγωγιµότητας). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι λόγω της παρουσίας του όρου ∂δn/∂t στην 

εξίσωση µεταφοράς, δεν είναι δυνατόν να εξαλειφθεί εδώ η αλληλεπίδραση των οιονεί 

σωµατιδίων χρησιµοποιώντας την αποτελεσµατική συνάρτηση διανοµής  

Σύµφωνα µε (74.21) και (74.22) η πυκνότητα του ρεύµατος εκφράζεται σε όρους 

της διόρθωσης στη συνάρτηση κατανοµής του ηλεκτρονίου µε 

                       

όπου ν είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα  στην κατεύθυνση της ταχύτητας v F , το οποίο είναι 

το ίδιο όπως µε το κανονική φορέα προς την επιφάνεια Fermi. Αντικαθιστώντας το ψ 

από (87.2), βρίσκουµε τη σχέση µεταξύ του ρεύµατος και του πεδίου µε τη µορφή 

µε το τανυστή αγωγιµότητας  

                   

Η συµµετρία του τανυστή προσδιορίζεται από εκείνο του κρυστάλλου και δεν 

εξαρτάται από την κατεύθυνση του πεδίο, όπως στο (86.15). Σε ένα κρύσταλλο µε 

κυβική συµµετρία, η οποία θα υποθέσουµε χάριν της απλότητας αυτόν τον τανυστή και 

εποµένως σ αβ µειώνει σε βαθµίδα  και 

                                      

Η περιγραφή των ιδιοτήτων του µετάλλου µε τη βοήθεια αυτής της αγωγιµότητας µπορεί 

να αντικατασταθεί µε το συνήθη τρόπο από µια περιγραφή όσον αφορά την διηλεκτρική 

                          

Ο συµβολισµός χρησιµοποιείται κατά αναλογία µε τον περιορισµό της έκφρασης 

(ECM, §59) για την διηλεκτρική σε πολύ υψηλές συχνότητες: όπου Ν 

είναι ο συνολικός αριθµός των ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου της ουσίας. Έτσι, 

στις υπέρυθρες οπτικά των µετάλλων αντιπροσωπεύει το πραγµατικό αριθµό των 
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ηλεκτρονίων; Εξαρτάται από την λειτουργία αλληλεπίδρασης τα ηλεκτρόνια 

αγωγιµότητας.  

Μαζί µε είναι χρήσιµο να καθορίζουµε επίσης την πραγµατική συχνότητα του 

πλάσµατος 

                           

Η αγωγιµότητα 

                        

Η τιµή του Ω προσδιορίζεται µόνο από τις παραµέτρους του φάσµατος ηλεκτρονίου του 

µετάλλου; Με µια πρόχειρη εκτίµηση ως εκ τούτου, είναι ίσο µε  η Fermi 

περιορισµένη ενέργεια. ∆εδοµένου ότι η παρούσα θεωρία περιορίζεται από την 

κατάσταση έχουµε   

Η διείσδυση του πεδίου εντός του µετάλλου περιγράφεται από την εξίσωση (86.4), η 

οποία από την αντικατάσταση του σ από (87.7) γίνεται  

                                                        

 Η λύση η οποία τείνει να µηδέν ως x ∞→  είναι  

                                        

 για τυπικά µέταλλα,  Το πεδίο είναι εποµένως αποσβένει εκθετικά, το βάθος 

διείσδυσης που είναι ανεξάρτητο από τη συχνότητα. Η σχέση µεταξύ των ηλεκτρικών 

και µαγνητικών πεδίων είναι πλέον δεδοµένη (όπως είναι εύκολο αν φανεί µε τη βοήθεια 

της πρώτης εξισώσης (86.3) από (86.8)) µε αντίσταση  

                              

Η καθαρά φανταστική αντίσταση υποδηλώνει ολική αντανάκλαση του 

ηλεκτροµαγνητικού κύµατος από την επιφάνεια του µετάλλου χωρίς διάχυση. Αυτό είναι 

αναµενόµενο, δεδοµένου ότι η προσέγγιση που χρησιµοποιείται δεν έχει λάβει υπόψη 

της, τις συγκρούσεις των ηλεκτρονίων, οι οποίες είναι η αιτία της διασποράς. 

 Με (87,7) οι βασικές προϋποθέσεις για τη θεωρία αυτή για να είναι έγκυρη 

µπορεί να γραφτεί  

                               

Η αριστερή ανισότητα είναι συνήθως συµβατή µε  όπου Θ είναι η θερµοκρασία 

Debye. Η παράµετρος Fermi uF  και η συνάρτηση f στo (87.3) θα πρέπει τότε να 
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λαµβάνεται υπόψη όχι στην επιφάνεια Fermi, αλλά για . Έχει αποδειχθεί στο SP 

2, §65 ότι η αλληλεπίδραση ηλεκτρόνιου-φωτόνιου έχει το αποτέλεσµα ότι uF  σε αυτή 

τη περιοχή διαφέρει από αυτήν στην περιοχή (η οποία είναι σηµαντική, για 

παράδειγµα, όσον αφορά τις στατικές ιδιότητες του µετάλλου σε χαµηλές θερµοκρασίες); 

Το ίδιο είναι αλήθεια της συνάρτησης αλληλεπίδρασης του οιονεί σωµατιδίου f. 

 

 

§88. Κύµατα Helicon σε µέταλλα 

Το γεγονός ότι ένα εξωτερικό εναλλασσόµενο µαγνητικό πεδίο δεν διεισδύει 

µέσα σε ένα µέταλλο σηµαίνει ότι τα αποσβεννύµενα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα µε 

συχνότητες έως τη συχνότητα (ω~Ω) του πλάσµατος δεν µπορεί να διαδοθεί σε ένα 

µέταλλο.  

Η κατάσταση είναι εντελώς διαφορετική µε την παρουσία όµως ενός στατικού 

µαγνητικού πεδίου Β. Το πεδίο αυτό µεταβάλλει την κίνηση των ηλεκτρονίων και 

εποµένως επηρεάζει σηµαντικά τις ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες του µετάλλου. Είναι 

σηµαντικό ότι η κίνηση γίνεται πεπερασµένη σε επίπεδο κάθετο µε το πεδίο. Σε ισχυρά 

πεδία, όταν η ακτίνα Larmor  της τροχιάς γίνεται µικρή σε σύγκριση µε τη 

µέση ελεύθερη διαδροµή  

                                                  

ή (ισοδύναµα)  όπου  είναι η συχνότητα Larmor και  o 

µέσος ελεύθερος χρόνος, η ηλεκτρική αγωγιµότητα σε κατευθύνσεις εγκάρσιες στο πεδίο 

µειώνονται σηµαντικά τείνοντας στο µηδέν καθώς Β ∞→ . Μπορούµε να πούµε ότι σε 

αυτές τις κατευθύνσεις το µέταλλο συµπεριφέρεται σαν µονωτής και έτσι η διάλυση 

ενέργειας µειώνεται σε  κύµατα των οποίων το ηλεκτρικό πεδίο είναι πολωµένο στο 

επίπεδο κάθετο προς Β. Η διάδοση τέτοιων κυµάτων χωρίς απόσβεση (στην πρώτη 

προσέγγιση) καθίσταται δυνατή. Οι επιτρεπόµενες συχνότητες κυµάτων περιορίζονται 

από την κατάσταση  
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µόνο εάν αυτό ικανοποιείται µπορούν οι τροχιές ηλεκτρονίων να υφίστανται αισθητή 

καµπυλότητα κατά την περίοδο του πεδίου µεταβάλλοντας έτσι τις ηλεκτροµαγνητικές 

ιδιότητες του µετάλλου σε σχέση µε αυτές τις συχνότητες. 

Η πεπερασµένη κίνηση του ηλεκτρονίου (σε επίπεδο κάθετο προς Β) προϋποθέτει 

ότι η τροχιά της ορµής, µία εγκάρσια τοµή της επιφάνειας Fermi είναι επίσης 

πεπερασµένη. Η παραπάνω συζήτηση εφαρµόζεται συνεπώς σε µέταλλα µε κλειστές 

επιφάνειες Fermi για οποιαδήποτε κατεύθυνση Β, αλλά σε εκείνες µε ανοικτές 

επιφάνειες µόνο για τις διευθύνσεις Β που οι διατοµές είναι κλειστές. Με ανοιχτές 

διατοµές, η κίνηση του ηλεκτρονίου παραµένει άπειρο στο µαγνητικό πεδίο, η 

αγωγιµότητα δεν µειώνεται και η διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στις 

σχετικές κατευθύνσεις δεν µπορούν να συµβούν. 

Χωρίς απόσβεση ηλεκτροµαγνητικά κύµατα σε ένα µέταλλο µπορεί να θεωρηθεί 

ως Bose διακλαδώσεις του φάσµατος ενέργειας του υγρού Fermi ηλεκτρόνιου. Η 

µακροσκοπική φύση αυτών των κυµάτων φαίνεται από το µήκος κύµατος, το οποίο είναι 

µεγάλο σε σχέση µε τη σταθερά πλέγµατος. Για το λόγο αυτό, οι διεγέρσεις αντιστοιχούν 

σε ένα µόνο πολύ µικρό σχετικό όγκο φάσης και η συµβολή τους στις θερµοδυναµικές 

ποσότητες στο µέταλλο είναι αµελητέα.  

Γράφουµε πάλι εξισώσεις Maxwell:  

                    

όπου το δηλώνει το ασθενές µαγνητικό εναλλασσόµενο πεδίο του κύµατος, σε 

αντίθεση µε το συνεχή Β. Εξαλείφοντας το από τις εξισώσεις αυτές δίνει  

                                           

 Για ένα µονοχρωµατικό επιπέδου κύµατος, αυτό γίνεται 

                                     

Το πεδίο Ε εκφράζεται σε όρους της τρέχουσας κατά όπου είναι ο 

τανυστής αντίστασης. Τότε αποκτάµε ένα σύνολο γραµµικών οµοιογενών εξισώσεων, 

                        

 Η ορίζουσα αυτών των αποδόσεων η σχέση διασποράς για τα κύµατα. Στις §§84 και 85 

έχουµε παράγει τον τανυστή αγωγιµότητας για ένα µέταλλο (εναποµένουσα αντοχή 
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εύρους) σε ένα δυνατό µαγνητικό πεδίο για την στατική περίπτωση. Ας δούµε τώρα πώς 

τα αποτελέσµατα θα πρέπει να τροποποιηθούν στη µη σταθερή περίπτωση. 

Η περιοδικότητα του ηλεκτρικού πεδίου στο χρόνο και στο χώρο (και συνεπώς 

εκείνη του εναλλασσόµενου µέρους της συνάρτησης κατανοµής ηλεκτρονίου) προκαλεί 

την παρουσία όρων  

                                     

αριστερά της εξίσωσης µεταφοράς; cf. (74.25). Όπως και στην περίπτωση (84.7), 

βάζουµε δn στο τύπο 

                        

Σύµφωνα µε (74.21) οι συναρτήσεις h και g σχετίζονται µε το γραµµικό ολοκλήρωµα 

έκφρασης 

                                     

  Η εξίσωση µεταφοράς γίνεται τότε  

                            

 ∆ιαφέρει από το (84.10) από το ότι Ι(g) αντικαθίσταται από την έκφραση στις αγκύλες, 

οι οποίες εξαρτώνται όχι µόνο από τη φύση της διασκόρπισης του ηλεκτρονίου από 

άτοµα πρόσµιξης, αλλά επίσης και από την αλληλεπίδραση µεταξύ των ηλεκτρονίων.  

Εξαιτίας της κατάστασης  ο όρος Ι(g) στο (88.6) είναι πολύ µικρότερος από 

∂g/∂τ όπως ήταν στο (84.10). Εξαιτίας της κατάστασης , ο όρος  

είναι επίσης µικρός. Θα πρέπει επίσης να επιβάλουµε µια κατάσταση σχετικά µε τον 

αριθµό κύµατος, δηλαδή  

                                                    

το µήκος κύµατος πρέπει να είναι πολύ µεγαλύτερο από την ακτίνα Larmor. Στη 

συνέχεια, ο τελευταίος όρος στις αγκύλες (88.6) είναι επίσης µικρός. Η µέθοδος για την 

επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς µε διαδοχική προσέγγιση (§84) εξακολουθεί να ισχύει 

και ως εκ τούτου το ίδιο κάνουν και τα αποτελέσµατα που βρέθηκαν εκεί για τους 

κορυφαίους όρους στην επέκταση του τανυστή αγωγιµότητας σε δυνάµεις του 1/Β. 

Ωστόσο, επειδή η παρουσία του ω και k στο (88.6) θα είναι γενικά η συχνότητα και η 

χωρική διασπορά της αγωγιµότητας.  
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Η παρουσία αρκετών χαρακτηριστικών παραµέτρων του µήκους και του χρόνου 

και της ποικιλίας των γεωµετρικών ιδιοτήτων των επιφανειών Fermi, προκαλεί µια 

πολλαπλότητα των φαινοµένων που σχετίζονται µε τη διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών 

κυµάτων σε µέταλλα. Θα εξετάσουµε στις §§88 και 89 µόνο µερικές χαρακτηριστικές 

περιπτώσεις.  

Ας πάρουµε την περίπτωση ενός µετάλλου µη αποζηµιωνόµενο µε µια κλειστή 

επιφάνεια Fermi. Σύµφωνα µε (85.4) και (85.5), η µεγαλύτερη συνιστώσα του τανυστή 

αντίστασης είναι  

                                    

αυτό ανήκει στο µέρος τη µη-διάλυσης (αντι-Hermitian) του τανυστή. Αυτό το 

συστατικό είναι εντελώς ανεξάρτητο από τη µορφή της σύγκρουσης του ολοκληρώµατος 

και συνεπώς από τη µορφή της έκφρασης µέσα στις τετραγωνισµένες αγκύλες (88.6). Ο 

τύπος (88.8) εξακολουθεί να ισχύει στον τοµέα του κύµατος.  

Η περιγραφή του µέσου µε τη βοήθεια της αντίστασης του τανυστή pαβ  (ή o 

τανυστής αγωγιµότητας σ αβ ) είναι ισοδύναµος µε την χρήση του τανυστή διηλεκτρικής 

  

Ο τανυστής  έχει εδώ µόνο τα συνιστώσες  

                                   

Αυτό είναι το ίδιο όπως εκείνο που βρέθηκε στη §56 για τα κύµατα στο πλάσµα, εκτός 

το ότι η πυκνότητα ηλεκτρονίου Ν e  αντικαθίσταται από τη διαφορά Τα 

αποτελέσµατα της §56 µπορεί συνεπώς να εφαρµοστεί αµέσως σε αυτά κύµατα σε 

µέταλλα, τα οποία ονοµάζονται οµοίως κύµατα ελικών.*  

Η σχέση διασποράς για αυτά είναι  

                                  

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ k και Β. Το ηλεκτρικό πεδίο του κύµατος είναι ελλειπτικά 

πολωµένο στο επίπεδο που είναι κάθετο στο µαγνητικό πεδίο Β. Λαµβάνοντας την 

κατεύθυνση του Β ως z-άξονα (όπως στη §56) και το επίπεδο που διέρχεται από το k και  

 

*  Η πιθανότητα της διάδοσης σε τέτοια κύµατα σε µέταλλα σηµειώθηκε από τον O.V.Konstantinov και 

V.I.Perel (1960). 
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Β ως xz-επίπεδο, βρίσκουµε το ηλεκτρικό πεδίο  

                                                

 τα άνω και κάτω σηµεία που σχετίζονται µε τις περιπτώσεις 

και αντίστοιχα. 

 

 

 

 


