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1. Εισαγωγή 
 
H επιστήµη της Μηχανικής, η οποία είναι µέρος των φυσικών επιστηµών, αναφέρεται σε δύο 
βασικά αντικείµενα, την Μηχανική των Στερεών και την Μηχανική των Ρευστών. Το 
αντικείµενο της Μηχανικής των Ρευστών, είναι η µελέτη των νόµων που διέπουν την 
ισορροπία και την κίνηση των ρευστών, ερευνώντας ταυτόχρονα και τα αίτια που προκαλούν 
την κίνηση αυτή, δηλαδή τις δυνάµεις. 
 
Με την έννοια ρευστά, υπονοούµε τα υγρά και τα αέρια, γενικά. Η διαφορά µεταξύ τους 
βασίζεται σε ορισµένες συµπληρωµατικές φυσικές ιδιότητες που τα διέπουν. ∆εδοµένου ότι 
τα ρευστά είναι υλικά σώµατα, όπως και τα στερεά, η περιγραφή των νόµων της Μηχανικής 
των Ρευστών στηρίζεται στις βασικές αρχές της Μηχανικής, όπως είναι ο νόµος του Νewton, 
ο οποίος παίρνει εδώ την µορφή της εξίσωσης συνέχειας και τη µορφή της εξίσωσης 
διατήρησης της ενέργειας (εξίσωση Bernoulli). 
 
Για τα ρευστά, οι γενικοί αυτοί νόµοι λαµβάνουν µία πιο πολύπλοκη µορφή, εξ’ αιτίας της 
µεγαλύτερης κινητικότητας των µορίων τους, σε συνδυασµό µε τις ιδιότητες της 
συµπιεστότητας και του ιξώδους που τα χαρακτηρίζουν. Η διατύπωση των βασικών αυτών 
νόµων, µας οδηγεί σε µια σειρά συστηµάτων ολοκληρωτικών ή διαφορικών εξισώσεων, µε 
µερικές παραγώγους των οποίων η επίλυση παρουσιάζει µεγάλες µαθηµατικές δυσκολίες, 
που προέρχονται κυρίως από την µη γραµµικότητά τους. Έτσι, η ανάπτυξη των διαφόρων 
µαθηµατικών επίλυσης, έπαιξε αποφασιστικό ρόλο στην εξέλιξη της Μηχανικής των 
Ρευστών, ενώ παράλληλα η ίδια η Μηχανική Ρευστών, αποτέλεσε κίνητρο για ανάπτυξη 
νέων µαθηµατικών εννοιών, όπως π.χ. η έννοια του πεδίου ροής, η έννοια της ροής 
διανύσµατος µέσω επιφάνειας κ.λ.π. 
 
Ο παράγοντας όµως που έδωσε την µεγαλύτερη ώθηση στην βελτίωση των γνώσεων στην 
Μηχανική των Ρευστών, ιδίως την τελευταία εικοσαετία, είναι η ραγδαία εξέλιξη και χρήση 
των ηλεκτρονικών υπολογιστών, που βοήθησε τα µέγιστα στην αριθµητική επίλυση των 
δύσκολων προβληµάτων, όπως αυτά παρουσιάζονται στην γενική τους µορφή. Μπορούµε 
εποµένως να συµπεράνουµε ότι, η πρόοδος της επιστήµης της Μηχανικής των Ρευστών, 
συµβαδίζει απόλυτα µε την πρόοδο των µαθηµατικών και την εξέλιξη στον τοµέα των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών. 
 
Η δυσκολία επίλυσης των γενικών βασικών εξισώσεων της Μηχανικών των Ρευστών, µας 
οδήγησε στην εισαγωγή ορισµένων υποθέσεων, ή παραδοχών, µε σκοπό την απλοποίηση 
των εξισώσεων και εφαρµογή τους σε συγκεκριµένα πρακτικά προβλήµατα. Η δυνατότητα 
επαλήθευσης τέτοιων υποθέσεων, δηµιούργησε την ανάγκη ύπαρξης του άλλου σκέλους, όχι 
λιγότερο σηµαντικού, της Μηχανικής των Ρευστών, γνωστού σαν πείραµα. 
 
Με την εισαγωγή νέων πειραµατικών διαδικασιών και οργάνων µέτρησης (ανεµόµετρα, 
LASER κ.λ.π.) έγινε δυνατή, όχι µόνο η διερεύνηση της επίδρασης των διαφόρων 
παραµέτρων, αλλά και η επαλήθευση, ή ο βαθµός προσέγγισης των θεωριών που 
αναπτύχθηκαν. Η διαδικασία αυτή, σε πολύπλοκες συµπεριφορές ροής, όπως είναι η 
περίπτωση της τυρβώδους ροής, βοήθησε σηµαντικά στην καλύτερη κατανόηση του 
φαινόµενου. 
 
Εκτός από την διατύπωση των βασικών νόµων κίνησης των ρευστών, σηµαντικό πρόβληµα 
στις πρακτικές εφαρµογές αποτελεί και η γνώση της αλληλεπίδρασης µεταξύ στερεών και 
ρευστών. 

 

∆ηµιουργείται τότε η ανάγκη αντιµετώπισης δύο ειδών προβληµάτων: 
Το λεγόµενο «εσωτερικό» πρόβληµα της Μηχανικής των Ρευστών, όπου το πεδίο ροής 
περιορίζεται µέσα σε στερεά όρια, όπως π.χ. η ροή σε κλειστούς αγωγούς, ή σε ανοικτούς 
αγωγούς, µε άµεση εφαρµογή στα προβλήµατα της λεγόµενης κλασικής Υδραυλικής. 
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Το λεγόµενο «εξωτερικό» πρόβληµα της Μηχανικής των Ρευστών, όπου το πεδίο ροής 
αφορά την περιοχή γύρω από στερεά σώµατα, όπως π.χ. ροή γύρω από σφαίρες, 
κυλίνδρους, αεροτοµές κλπ, µε άµεση εφαρµογή στα προβλήµατα ναυπηγικής, ή 
αεροναυπηγικής. 
 
Με βάση την διάκριση αυτή, οι εφαρµογές της Μηχανικής των Ρευστών αφορούν τα 
προβλήµατα µιας µεγάλης ποικιλίας ροών, υγρών και αερίων, που συναντάµε στην πράξη. 
 
∆εν πρέπει φυσικά να ξεχνάµε ότι, ολόκληρος ο πλανήτης µας είναι βυθισµένος σε µία 
τεράστια µάζα ενός γνωστού ρευστού, απαραίτητου για την ύπαρξη της ζωής, που λέγεται 
αέρας, ενώ ένα άλλο, εξ’ ίσου σηµαντικό για την ζωή µας ρευστό, που λέγεται νερό, καλύπτει 
πάνω από το µισό της επιφάνειας της γης.
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2. Μηχανική των Ρευστών 
 
 
2.1 Εισαγωγή στην µηχανική των ρευστών 
 
Η µηχανική των ρευστών είναι η µελέτη της κίνησης των ρευστών καθώς και των δυνάµεων 
που επιδρούν σε αυτά. Η µελέτη της ρευστοµηχανικής µπορεί να διαχωριστεί σε δύο 
κατηγορίες, σε αυτή που ερευνά την κίνηση των ρευστών και σε αυτή που ερευνά  την ηρεµία 
τους. Η ηρεµία αυτή αποτελεί µορφή της γενικότερης έννοιας της ισορροπίας.  
 
Την µηχανική των ρευστών ενδιαφέρει κυρίως η ισορροπία των δυνάµεων σε συνδυασµό 
προς την κινητική κατάσταση, δηλ. η µηχανική ισορροπία, η οποία παρουσιάζεται µε τρεις 
µορφές, την ηρεµία, την κινηµατική ισορροπία και την δυναµική ισορροπία.  
 
Όταν υπάρχει ηρεµία, δηλ. έλλειψη κίνησης σε µια ρευστή µάζα, τότε το άθροισµα των 
ασκούµενων δυνάµεων είναι µηδενικό, ενώ το αντίθετο δεν ισχύει πάντα. 
 
Μία µάζα ρευστού βρίσκεται σε κίνηση όταν µεταβάλλει θέση στον χώρο. Ο γεωµετρικός 
τόπος των διαδοχικών θέσεων ενός ρευστού στοιχείου κατά την κίνηση του ονοµάζεται 
τροχιά ή ίχνος αυτού, είναι δεν δυνατόν η τροχιά να είναι ευθύγραµµη, τεθλασµένη ή 
καµπυλόγραµµη. 
 
Κινηµατική ισορροπία εµφανίζεται σε δύο διαφορετικές στρώσεις ρευστών (ή ρευστού) οι 
οποίες κινούνται ευρισκόµενες σε επαφή: Εκατέρωθεν της επιφάνειας επαφής των δύο 
ρευστών τα τοπικά κινηµατικά χαρακτηριστικά πρέπει να είναι ακριβώς τα ίδια, δηλ. δεν 
πρέπει να υπάρχει κινηµατική ασυνέχεια. 
 
Κατά την κίνηση ενός ρευστού στοιχείου ικανοποιείται η καλούµενη γενική δυναµική 
ισορροπία, κατά την οποία το αλγεβρικό άθροισµα όλων των ασκούµενων δυνάµεων, 
µετρήσιµων ή µη, πάνω στο στοιχείο του ρευστού είναι µηδενικό σε κάθε χρονική στιγµή. 
Ωστόσο , εκατέρωθεν της προηγούµενης επιφάνειας επαφής των δύο ρευστών, η δυναµική 
ισορροπία εµφανίζεται και µε την ισότητα των τοπικών δυναµικών χαρακτηριστικών, τα οποία 
πρέπει να είναι τα ίδια, δηλ. δεν πρέπει να υπάρχει δυναµική ασυνέχεια. 
 
 
2.2 Θερµοδυναµικές ιδιότητες των ρευστών 
 
Η µοριακή δοµή και τα µικροσκοπικά χαρακτηριστικά ενός ρευστού καθορίζουν και 
προδιαγράφουν ορισµένες µακροσκοπικές φυσικές του ιδιότητες. Οι ιδιότητες αυτές 
λαµβάνονται υπόψη στην µαθηµατική διατύπωση των φυσικών νόµων που χαρακτηρίζουν 
την ισορροπία και την κίνηση των ρευστών και εκφράζονται συνήθως µε την µορφή 
παραµέτρων. Για τους αριθµητικούς υπολογισµούς είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε την τιµή 
των φυσικών αυτών παραµέτρων, που µεταβάλλονται κυρίως σαν συνάρτηση των δύο 
πρωταρχικών θερµοδυναµικών µεταβλητών δηλαδή της θερµοκρασίας και της πιέσεως. 
Οι φυσικές ιδιότητες των ρευστών προσδιορίζονται πειραµατικά στο εργαστήριο και δίδονται 
συνήθως µε την µορφή πινάκων ή διαγραµµάτων. Πολύ συχνά όµως είναι δύσκολο να βρει 
κανείς στους πίνακες της βιβλιογραφίας τις αριθµητικές τιµές των φυσικών ιδιοτήτων του 
ρευστού ή του µίγµατος ρευστών που µελετά στις συνθήκες θερµοκρασίας και πιέσεως που 
του χρειάζονται. Για τον λόγο αυτό πρέπει ένα καλά οργανωµένο εργαστήριο 
ρευστοµηχανικής να διαθέτει τα απαραίτητα πειραµατικά µέσα για τον εργαστηριακό 
προσδιορισµό της τιµής των φυσικών παραµέτρων. 
 
Μπορούµε να κατατάξουµε τις φυσικές ιδιότητες των ρευστών σε δύο µεγάλες κατηγορίες: τις 
θερµοδυναµικές ιδιότητες, που καθορίζονται συνήθως καθώς το ρευστό βρίσκεται σε 
κατάσταση ισορροπίας και τις ιδιότητες µεταφοράς που εκδηλώνονται όταν αναπτυχθούν 
φαινόµενα µεταφοράς µάζας ή θερµότητας. 
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Στην ρευστοµηχανική και την υδραυλική οι σπουδαιότερες θερµοδυναµικές ιδιότητες που 
χρησιµοποιούνται είναι : η θερµοκρασία (Τ), η πίεση (p), ή πυκνότητα (ρ) και το ειδικό βάρος 
(γ), η συµπιεστότητα (κ) και το µέτρο ελαστικότητας (ε), ο συντελεστής θερµικής διαστολής 
(β), οι ειδικές θερµότητες (Cp) και (Cυ), η πίεση ή τάση των ατµών (pυ), η λανθάνουσα 
θερµότητα ατµοποιήσεως (Lυ) και η επιφανειακή τάση (σ). 
 
Οι βασικές θερµοδυναµικές µεταβλητές πίεση, πυκνότητα και θερµοκρασία συνδέονται όπως 
είναι γνωστό σε µία σχέση της µορφής: 
 

F(p,ρ,Τ) = 0 
 
Η οποία είναι γνωστή σαν εξίσωση καταστάσεως (καταστατική εξίσωση). Το είδος 
αλληλεξάρτησης µπορεί να στηρίζεται :στις φυσικές ιδιότητες του ρευστού. Τέτοια περίπτωση 
είναι η περίπτωση των γνωστών µας ασυµπίεστων ρευστών, όπου η καταστατική εξίσωση 
παίρνει την µορφή : ρ = σταθερά  
 
Στο ίδιο το φαινόµενο  τέτοιες περιπτώσεις είναι : 
  
α) Οι περιπτώσεις ισόθερµων ροών τελείων αερίων, όπου η καταστατική εξίσωση παίρνει τη 
µορφή : 

p

ρ
= RT  = σταθερά 

 
όπου R είναι η παγκόσµια σταθερά των αερίων 
  
β) Οι περιπτώσεις αδιαβατικών µεταβολών, όπου η καταστατική εξίσωση παίρνει την µορφή: 
 

π
ργ  = σταθερά 

όπου γ είναι ο λόγος των ειδικών θερµοτήτων, υπό σταθερά πίεση και όγκο 

c p

cv
 ίσος µε 1,4.  

 
γ) Οι περιπτώσεις πολυτροπικών µεταβολών όπου η καταστατική εξίσωση παίρνει την 
µορφή 
 

p

ρn = σταθερά  n≠γ 

 
Πρόκειται για τον πρώτο θερµοδυναµικό νόµο, που εκφράζει την διατήρηση της ολικής 
ενέργειας του ρευστού. 
 
Η ολική χρονική µεταβολή της ενέργειας, ενός στοιχειώδους όγκου του ρευστού αναφέρεται 
στις µεταβολές της εσωτερικής, dE και κινητικής ενέργειας, dEc. Αυτές ισούνται µε το 
άθροισµα της µεταβολής ενέργειας, που προέρχεται από εναλλαγές ποσότητας θερµότητας 
µε το εξωτερικό περιβάλλον, dQ και της µεταβολής του έργου των εξωτερικών δυνάµεων, 
που ασκούνται στο σύστηµα, όπως είναι οι δυνάµεις βαρύτητας, πίεσης και τριβής, dW. Η 
γενική έκφραση γράφεται µε την µορφή : 
 

dE + dEc = dQ+ dW  
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2.3 Εφαρµογές της Μηχανικής των Ρευστών 
 
Ενδεικτικά, αναφέρουµε µερικές από τις εφαρµογές της Μηχανικής των Ρευστών, σηµαντικές 
για διάφορους τοµείς της εθνικής οικονοµίας: 
 

• Προβλήµατα περιβάλλοντος (ρύπανση, µεταφορά και διασπορά ρυπαντικών φορτίων, 
ηχορύπανση, νέφος) 

• Προβλήµατα ναυπηγικής και αεροναυπηγικής (ροές γύρω από έλικες, ή πτέρυγες, 
ελικόπτερα, υποβρύχια, επιπλέοντα και βυθισµένα σώµατα) 

• Βιολογικές ροές (ροές σε αρτηρίες και φλέβες, προβλήµατα αρτηριοσκλήρυνσης) 

• ∆ιφασικές ροές (εκµετάλλευση πετρελαίου και φυσικού αερίου) 

• Υδροδυναµικές µηχανές (αντλίες, στρόβιλοι, προβλήµατα σπηλαιώδης) 

• Μετεωρολογικά φαινόµενα (κινήσεις ανέµων, θερµοκρασιακές αναστροφές, 
οικοσυστήµατα) 

• Χηµικές βιοµηχανίες (αιωρήµατα, γαλακτώµατα, πολυφασικές ροές, αλληλεπιδράσεις 
µεταξύ των ρευστών) 

• Ροές σε κλειστούς και ανοικτούς αγωγούς (αρδεύσεις υδρεύσεις, αποχετεύσεις, φερτές 
ύλες, καθιζήσεις) 

• Ροές σε πορώδη µέσα (υπόγειοι υδροφορείς, ρύπανση υπόγειων υδάτων) 

• Επιφανειακές ροές (πληµµύρες, διαβρώσεις, αλληλεπιδράσεις ωκεανών ατµόσφαιρας, 
κυµατισµοί, παλίρροιες) 

• Μηχανολογικές ροές (λίπανση µηχανών) 
 
∆εν θα πρέπει τέλος, να παραλείψουµε να αναφέρουµε ότι, βασιζόµενοι στην 11η Γενική 
Σύνοδο Μέτρων και Σταθµών του 1960, υιοθετούµε την καθιέρωση του ∆ιεθνούς Συστήµατος 

Μονάδων (S.I.) και γίνεται µια Προσπάθεια αποκλειστικής 
χρήσης του, σε όλες τις αριθµητικές εφαρµογές των 
πρακτικών προβληµάτων της Μηχανικής των Ρευστών. 
Τα τελευταία χρόνια η επίδραση της Μηχανικής των 
Ρευστών έχει αναγνωριστεί σε πληθώρα τεχνικών 
εφαρµογών. Εκτός από τις εφαρµογές, όπως αεροσκάφη 
αλλά και διαστηµικά σκάφη, αέριο και υδροστρόβιλοι, 
πλοία και εγκαταστάσεις σωληνώσεων των οποίων η 
βασική λειτουργικότητα καθορίζεται από τα φαινόµενα 
ροής, η Μηχανική των Ρευστών έχει σηµαντική επιρροή 
σε µεγάλο εύρος τεχνικών σχεδίων. Η 
αυτοκινητοβιοµηχανία ήταν από τους πρώτους τοµείς 

που αναγνώρισε τη σηµασία της αεροδυναµικής στο σχεδιασµό των αυτοκινήτων. 
Βελτιωµένη ευστάθεια, µειωµένη κατανάλωση καυσίµων και µικρότεροι αεροδυναµικοί 
θόρυβοι (αεροακουστική), ήταν ορισµένα από τα οφέλη που προέκυψαν από το σχεδιασµό 
οχηµάτων που βασίστηκε στη Μηχανική των Ρευστών. Σύντοµα και σε άλλους 
βιοµηχανικούς τοµείς διαπιστώθηκε ότι ο σχεδιασµός ή η βελτιστοποίηση διεργασιών που 
βασίζονται σε εµπειρικούς ή ηµι-εµπειρικούς κανόνες εξάντλησε τα επιστηµονικά του όρια. 
Σήµερα, λέβητες, καυστήρες, διαχωριστές, ηλεκτροστατικά φίλτρα, καπνοδόχοι, κτήρια και 
πολλές άλλες εφαρµογές σχεδιάζονται µε βάση θεωρήσεις της Μηχανικής των Ρευστών. Η 
υπολογιστική ρευστοµηχανική έχει αναπτυχθεί πάρα πολύ τα τελευταία χρόνια. Ταυτόχρονα 
µε την ραγδαία εξέλιξη των υπολογιστών µπορούµε να έχουµε µικρούς χρόνους και 
γρήγορες ταχύτητες όσον αφορά τον υπολογισµό των µοντέλων στην ρευστοµηχανική. Έτσι 
µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε αεροδυναµικές εξοµοιώσεις σε αεροσκάφη, πολεµικά, 
πολιτικά ή ακόµα και διαστηµικά. Η δυνατότητα του να µοντελοποιούµε πλήρως ένα 
αεροσκάφος σε συγκεκριµένες συνθήκες πτήσης µας δίνει χρήσιµα αποτελέσµατα καθώς και 
την δυνατότητα να παράγουµε ακόµα πιο αεροδυναµικά, γρήγορα και φτηνά αεροσκάφη. 
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3. Υπολογιστή Ρευστοµηχανική 
 
3.1 Εξισώσεις Navier-Stokes 
 
Η Μηχανική των Ρευστών στηρίζεται στις εξισώσεις Navier-Stokes, οι οποίες σε τανυστική 
µορφή, γράφονται ως εξής. 
 

 
 

Οι εξισώσεις αυτές εκφράζουν τον νόµο διατήρησης της ποσότητας κίνησης, στην µονάδα 
µάζας του ρευστού. 
 
Επιπλέον, η εξίσωση συνέχειας, µιας εξίσωσης που αν θεωρήσουµε ότι η συνολική µεταβολή 
µάζας, µέσα σε όγκο (dx dy dz) για ένα χρονικό διάστηµα dt, πρέπει να ισούται µε την 
διαφορά των ποσοτήτων µάζας, που εισέρχονται και εξέρχονται από τον όγκο αυτό, για το 
ίδιο χρονικό διάστηµα και στην περίπτωση που δεν έχουµε εναλλαγές µάζας µεταξύ του 
όγκου αυτού και του εξωτερικού του χώρου, παίρνουν την µορφή  
 

∂ρ
∂t

+
∂ ρu( )
∂x

+
∂(ρv)
∂y

+
∂(ρw)
∂z

= 0
 

ή µε την εισαγωγή του διανύσµατος της ταχύτητας : 
 

  

∂ρ
∂t

+ div(ρ
r 
V ) = 0  

 
Οι εξισώσεις αυτές µαζί µε την εξίσωση συνέχειας 
που περιγράφεται συνοπτικά παραπάνω 
αποτελούν τις σηµαντικότερες εξισώσεις της 
Μηχανικής των Ρευστών και φέρουν το όνοµα 
«εξισώσεις των Navier και Stokes». Οι εξισώσεις 
Navier-Stokes, αναπτύχθηκαν από τους Γάλλους 
Νavier(1827) και Poisson (1831) και στην συνέχεια, 
επαληθεύτηκαν, τελείως ανεξάρτητα, από το Γάλλο 
Saint Venant (1843) και τον Άγγλο Stokes (1845). 
Οι πεπλεγµένες και ισχυρά µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις αυτές, δεν έχουν αναλυτική 
λύση, εκτός από ορισµένες περιπτώσεις µε πολύ απλά γεωµετρικά χαρακτηριστικά. Γι' αυτόν 
το λόγο, και µέχρι τις αρχές της δεκαετίας του '70, η Μηχανική των Ρευστών είχε σχεδόν 
αποκλειστικά πειραµατική θεώρηση. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα συγκεντρώνονταν, 
τύγχαναν επεξεργασίας και µετατρέπονταν σε µορφή πινάκων, έτσι ώστε να συστήσουν 
αξιόπιστους κανόνες σχεδιασµού και αντίστοιχες κατευθυντήριες γραµµές. Από την άλλη 
µεριά οι µαθηµατικές µέθοδοι επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes εξελίχθηκαν 
παράλληλα µε την αύξηση της υπολογιστικής ισχύος. Αυτές οι µέθοδοι χαρακτηρίζονται µε 
τον όρο "Υπολογιστική Ρευστοµηχανική" ή "CFD (Computational Fluid Dynamics)" και από 
τότε παρουσιάζουν εκθετική αύξηση στις εφαρµογές, την ακρίβεια και την αξιοπιστία τους. 
Είναι βέβαιο ότι οι πειραµατικές µελέτες στη Μηχανική των Ρευστών δεν µπορούν να 
αντικατασταθούν πλήρως από υπολογιστικές µεθόδους. Η Υπολογιστική Ρευστοµηχανική 
δεν ανταγωνίζεται τα πειράµατα. Αντιθέτως οι µέθοδοι CFD καθοδηγούν τη διαµόρφωση των 
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πειραµατικών διατάξεων και συµπληρώνουν -όπως επίσης πιστοποιούνται από- τα 
πειραµατικά αποτελέσµατα.  
 
H Υπολογιστική Ρευστοδυναµική (Computational Fluid Dynamics, CFD) είναι µία µέθοδος 
πρόβλεψης της συµπεριφοράς των ρευστών, η οποία βασίζεται στην αριθµητική επίλυση των 
εξισώσεων συνέχειας και ορµής (εξισώσεις Navier-Stokes) σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις 
διατήρησης µάζας και ενέργειας, σε γεωµετρία που ορίζεται από το χρήστη. Αποτελεί 
ένα  αποτελεσµατικό και εύχρηστο εργαλείο προσοµοίωσης της συµπεριφοράς των ρευστών. 
Έτσι µπορεί να µελετηθεί  η επίδραση διαφόρων παραµέτρων (γεωµετρικά χαρακτηριστικά 
του αγωγού,  ιδιότητες του ρευστού, συνοριακές συνθήκες κλπ) στα χαρακτηριστικά της ροής 
(κατανοµή ταχύτητας, πτώση πίεσης, µεταφορά θερµότητας, µεταφορά µάζας κλπ). 
 

3.2 ∆ιακριτοποίηση Εξισώσεων Navier-Stokes 
 
Για να επιλυθεί το φυσικό πρόβληµα µε CFD, το πρώτο βήµα είναι να διαχωριστεί ο φυσικός 
χώρος της ροής σε δίκτυο κελιών (grid) όπου διακριτοποιούνται οι εξισώσεις που 
περιγράφουν το φαινόµενο. Με τον τρόπο αυτό οι διαφορικές εξισώσεις µετατρέπονται σε 

εξισώσεις διαφορών, δηλαδή αλγεβρικές εξισώσεις, που επιλύονται 
διαδοχικά µέσα στα τρισδιάστατα κελιά του πλέγµατος. Τέλος, στα 
αποτελέσµατα µπορούν να παρουσιασθούν γραφήµατα των 
παραµέτρων της ροής (π.χ. ταχύτητας, πίεσης, διατµητικής τάσης)  µε 
διάφορες µορφές (π.χ. contours, iso, streamlines κλπ). 
Ο σκοπός της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής είναι η αριθµητική 
µοντελοποίηση του πεδίου ροής. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω της 
διαδικασίας διακριτοποίησης των εξισώσεων Navier-Stokes. Η 
διαδικασία περιλαµβάνει τη µεθοδολογία και όλες τις αποφάσεις που 
λαµβάνονται σε σχέση µε την εφαρµογή κατάλληλων µαθηµατικών 
εργαλείων.  

 
Πολλές παράµετροι επιδρούν σ' ένα επιτυχές και συνεπές ως προς τη φυσική µοντέλο CFD: 
o τύπος του υπολογιστικού πλέγµατος, η πυκνότητά του, η µαθηµατική προσέγγιση, το 
σχήµα διακριτοποίησης, η διαδικασία επίλυσης και η µοντελοποίηση άλλων φυσικών 
διεργασιών (π.χ. καύση). Τα βασικά χαρακτηριστικά αυτών των τεχνικών είναι: 
 
• Προσέγγιση πεπερασµένων όγκων 
• Καρτεσιανά ή καµπυλόγραµµα υπολογιστικά πλέγµατα 
• Σχήµατα διακριτοποίησης ανώτερης τάξης 
• Τοπική πύκνωση πλέγµατος 
• Επιταχυντές πολυπλεγµάτων 
• Μοντελοποίηση διφασικών, µόνιµων και µη µόνιµων ροών 
 
Οι µέθοδοι CFD χρησιµοποιούν επαναληπτικές διαδικασίες προκειµένου να επιλύσουν το 
γραµµικό σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει από τη διαδικασία διακριτοποίησης. Όµως ο 
ρυθµός σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας δεν είναι βελτιστοποιηµένος, γιατί 
εξαρτάται από την πυκνότητα του υπολογιστικού πλέγµατος. Μία ανάλυση κατά Fourier των 
χαρακτηριστικών σύγκλισης δείχνει ότι η ελάττωση του σφάλµατος σε κάθε επανάληψη, έχει 
µια συχνότητα, η οποία είναι ευθέως εξαρτώµενη από το υπολογιστικό πλέγµα. Οι µέθοδοι 
Πολλαπλών Πλεγµάτων (Multi-Grid) αποτελούν µία απάντηση σ' αυτό το πρόβληµα και 
επιταχύνουν σηµαντικά τη σύγκλιση της διαδικασίας επίλυσης. H φιλοσοφία των µεθόδων 
Πολλαπλών Πλεγµάτων είναι να επεκτείνουν τη διαδικασία επίλυσης σε αραιότερα -από το 
κύριο- πλέγµατα. Έτσι η επαναληπτική διαδικασία εκµεταλλεύεται µεγαλύτερο εύρος 
συχνοτήτων, το οποίο διευκολύνει τη διάχυση των σφαλµάτων στο κύριο πλέγµα. 
 
Οι εξισώσεις Navier-Stokes συνιστούν τη µαθηµατική διατύπωση της Μηχανικής των 
Ρευστών. Επειδή δε µπορούν να επιλυθούν αναλυτικά, στις αρχές της δεκαετίας του '70 
αναδύθηκε ένας νέος επιστηµονικός τοµέας, ο οποίος περιλαµβάνει τις προσπάθειες 
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αριθµητικής επίλυσης των εξισώσεων αυτών. Αυτή η εξέλιξη δεν ήταν συµπτωµατική· η 
αύξηση της υπολογιστικής ισχύος και η επανάσταση της πληροφορικής που ξεκίνησε τότε 
υποστήριξαν τις αρχικές εφαρµογές της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής. Η Υπολογιστική 
Ρευστοµηxανική ή CFD είναι όρος που αντιπροσωπεύει όλες τις αριθµητικές µεθόδους που 
έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes. 
 

3.3 Εφαρµογές Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής 
 
Η φιλοσοφία της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής είναι η επίλυση των εξισώσεων σε 
διακριτές θέσεις του πεδίου ροής. Εποµένως καταρχήν κατασκευάζεται ένα υπολογιστικό 
πλέγµα σε δύο ή τρεις διαστάσεις. Το πλέγµα είναι ένα σύνολο σηµείων και πεπερασµένων 
όγκων (επιφανειών στις δύο διαστάσεις) επί του οποίου διακριτοποιoύνται οι εξισώσεις 
Navier-Stokes. Η διακριτοποίηση µιας οµάδας διαφορικών 
εξισώσεων σε δεδοµένο όγκο έχει ως αποτέλεσµα τη µετατροπή 
τους σε αλγεβρική µορφή, έτσι ώστε να επιλύεται µε τυπικές 
µεθόδους. Η διακριτοποίηση πραγµατοποιείται στο σύνολο του 
υπολογιστικού χωρίου, έτσι ώστε να διαµορφώνεται ένα σύστηµα 
αλγεβρικών εξισώσεων. Το αλγεβρικό σύστηµα λύνεται 
επαναληπτικά µέχρι το σηµείο όπου ελαχιστοποιείται το υπόλοιπο 
των εξισώσεων. Οι ιδιότητες της ροής (συνιστώσες ταχύτητα και 
πίεση) είναι διαθέσιµες στους κόµβους των κυψελών του 
υπολογιστικού πλέγµατος. Οι τιµές αυτών των ιδιοτήτων 
εξαρτώνται από την ακρίβεια της διακριτοποίησης, η οποία είναι 
συνάρτηση πολλών παραµέτρων. Κύρια παράµετρος είναι 
προφανώς η πυκνότητα των γραµµών του υπολογιστικού πλέγµατος. Όσο πυκνότερο είναι 
το πλέγµα, τόσο ελαττώνονται τα σφάλµατα διακριτοποίησης (αποκοπής). Εποµένως το 
αλγεβρικό σύστηµα των διακριτοποιηµένων εξισώσεων και τα αποτελέσµατα που 
λαµβάνονται από αυτό κληρονοµούν την ακρίβεια της µεθόδου διακριτοποίησης. 
 
Σήµερα, µετά από 30 χρόνια έρευνας, εξέλιξης και εφαρµογής, τόσο στην έρευνα, όσο και 
στη βιοµηχανική πράξη, αποτελεί κατά γενική οµολογία µία ώριµη πλέον εφαρµοσµένη 
επιστήµη και τεχνολογία αιχµής. Αυτό γίνεται εµφανές τόσο από την πληθώρα επιστηµόνων, 
συγγραµµάτων, ειδικών επιστηµονικών και τεχνικών περιοδικών που ασχολούνται 
αποκλειστικά µε αυτήν, όσο και από την εκτεταµένη εφαρµογή της στους περισσότερους 
παραγωγικούς κλάδους της βιοµηχανίας. 
  
Η ροή ρευστών κάθε µορφής (υγρών, αερίων, ακόµη και τηγµένων στερεών) συναντάται 
στην καθηµερινή ζωή του καθένα (αεροπορικές µεταφορές, αέριοι ρύποι, κλιµατισµός / 
αερισµός, νερό χρήσης, κ.λπ.), όπως και σε κάθε παραγωγική και βιοµηχανική 
δραστηριότητα (µεταφορά, µετάδοση κίνησης, θέρµανση / ψύξη, ανάµιξη, αντίδραση, κ.α.). Η 
µελέτη της ροής δεν αποτελεί πλέον µόνο µία θεωρητική επιστήµη, αλλά µία επιτακτική 
ανάγκη για την πρόοδο, την ανάπτυξη και την περιβαλλοντική προστασία. 
Η συµβολή της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής στις επιστήµες µηχανικού έχει πολλές 
απόψεις. Οικονοµική αποτελεσµατικότητα, µειωµένοι χρόνοι σχεδιασµού και ικανότητα 
έρευνας ιδιοτήτων της ροής σε περιπτώσεις όπου δεν είναι δυνατή η κατασκευή 
πειραµατικής διάταξης. 
Συνοψίζοντας: 
 
• Η οικονοµική αποτελεσµατικότητα της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής προκύπτει από 

το γεγονός ότι οι υπολογιστικές µέθοδοι εκµεταλλεύονται την ισχύ των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών. Γι ' αυτόν το λόγο εξοικονοµείται το σύνολο του κόστους που αφορά την 
κατασκευή µοντέλων, συντήρηση και λειτουργία πειραµατικών διατάξεων. 

• Ο χρόνος που αναλώνεται στη βελτιστοποίηση τεχνικών εφαρµογών µειώνεται 
σηµαντικά. Από τη στιγµή πού ένα µοντέλο CFD έχει επιτυχώς καταρτιστεί, είναι σε θέση 
να παρέχει αποτελέσµατα, σχεδιασµούς ή συστάσεις σχεδιασµού σε πολύ µικρό χρόνο. 

• Υπάρχουν πολλές τεχνικές εφαρµογές οι συνθήκες των οποίων δεν επιτρέπουν τη χρήση 
πειραµατικών τεχνικών. Σ' αυτές τις περιπτώσεις η Υπολογιστική Ρευστοµηχανική είναι 
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το µοναδικό µέσο που µπορεί να δώσει εις βάθος πληροφόρηση σε προηγµένα 
λειτουργικά ή σχεδιαστικά προβλήµατα. 
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4. FEM Πεπερασµένα Στοιχεία 
 
4.1 Ιστορική αναδροµή 
 
Το τέλος του 19ου αιώνα βρίσκει την µαθηµατική θεωρία ελαστικότητας πλήρως 
θεµελιωµένη. Όµως τα προβλήµατα στα οποία αυτό µπορούσε να δώσει αναλυτική λύση 
ήταν ελάχιστα. Έτσι στις αρχές του 20ου αιώνα το βάρος έπεσε στις προσεγγιστικές 
µεθόδους. Όµως και αυτές δεν µπορούσαν να δώσουν απάντηση στα σύνθετα προβλήµατα 
λόγω της έλλειψης υπολογιστικών δυνατοτήτων. Την ίδια εποχή οι ερευνητές έστρεψαν την 
προσοχή τους σε κατασκευές που η µορφή τους διευκόλυνε την απλοποίηση του γενικού 
προβλήµατος της ελαστικότητας, Μια τέτοια κατασκευή, που έχει και πολύ µεγάλο 
ενδιαφέρον για τον κατασκευαστή µηχανικό (πολιτικό, ναυπηγό, κλπ.) είναι οι ραβδωτές 
κατασκευές. Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι κατασκευές που αποτελούνται από 
ράβδους/δοκούς που συνδέονται µεταξύ τους στα άκρα τους, τους κόµβους, για να 
σχηµατίσουν δικτυώµατα, συνεχείς δοκούς, δισδιάστατα ή τρισδιάστατα πλαίσια κλπ. 
Οι ερευνητές στον τοµέα αυτό κατόρθωσαν να βρουν τις σχέσεις που συνδέουν τις 
γενικευµένες µετατοπίσεις στα άκρα των ράβδων µε τις αντίστοιχες δυνάµεις στα σηµεία 
αυτά. 
 
Η ισορροπία των δυνάµεων που επενεργούν στους κόµβους και η συµβιβαστότητα των 
µετατοπίσεων δίνουν ένα σύστηµα εξισώσεων που η επίλυσή του δίνει τη λύση στο 
πρόβληµα των ραβδωτών κατασκευών (η έλλειψη υπολογιστικών µέσων δεν επέτρεψε τη 
χρήση της παραπάνω µεθοδολογίας για την επίλυση των κατασκευών. Αντίθετα την ίδια 
εποχή (1930-1950) έγινε δηµοφιλής µια επαναληπτική µέθοδος κατανοµής των ροπών που 
οφείλεται στον Ηardy Cross (1932). Η µέθοδος αυτή δεν είναι παρά µια επαναληπτική 
επίλυση του ίδιου, όπως παραπάνω, γραµµικού συστήµατος ισορροπίας των κόµβων. Το 
πλεονέκτηµα της είναι ότι δεν χρειάζεται την µόρφωση αυτού του γραµµικού συστήµατος και 
το κυριότερο, προσφέρεται για έναν υπολογισµό µε το χέρι αφού δεν απαιτεί ιδιαίτερα 
υπολογιστικά µέσα. Βέβαια η µέθοδος έβαζε κάποιους περιορισµούς (οι ράβδοι δεν 
µετέβαλλαν το µήκος τους) και απαιτούσε µια στατική διαίσθηση από τον µηχανικό, όµως 
ήταν ίσως η καλύτερη δυνατή για την εποχή της. 
 
4.2 Μητρωική ανάλυση κατασκευών 
 
Η πρόοδος που άρχισε να σηµειώνεται γύρω στο 1950 στον τοµέα των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών µετέβαλλε το σκηνικό. Ο µηχανικός βρέθηκε να διαθέτει µια φανταστική 
υπολογιστική δύναµη. Εγκατέλειψε λοιπόν τις προσεγγίσεις και τις απλοποιήσεις που ήταν 
απαραίτητες για µια επίλυση µε το χέρι και στράφηκε σε νέες µεθόδους προσανατολισµένες 
στις δυνατότητες του νέου υπολογιστικού µέσου. ∆εν υπάρχει πλέον ο προηγούµενος 
περιορισµός στις διαστάσεις του γραµµικού συστήµατος στο οποίο κατέληγε η επίλυση του 
προβλήµατος. Ακόµα χάρη στη δυνατότητα του προγραµµατισµού, η όλη διαδικασία 
απλοποιήθηκε περισσότερο. 
Η άλγεβρα των µητρώων (γραµµική άλγεβρα) έδωσε τα απαραίτητα εργαλεία για τον 
αποτελεσµατικό χειρισµό και την οργάνωση του τεράστιου αυτού αριθµού δεδοµένων. Όσον 
αφορά τη στατική των κατασκευών δεν χρειάσθηκε η ανακάλυψη νέων αρχών. Απλά 
χρειάσθηκε η οργάνωση της διαδικασίας επίλυσης µε τη βοήθεια της γραµµικής άλγεβρας. Η 
νέα µέθοδος αποτέλεσε αυτό που ονοµάζουµε µητρωϊκή ανάλυση των κατασκευών. 
 
Η διαδικασία της επίλυσης ραβδωτών φορέων µε τη βοήθεια της µητρωϊκής ανάλυσης των 
κατασκευών µπορεί να γίνει ουσιαστικά µε δύο µοντέλα 
 
• Το µοντέλο µετατοπίσεων (ή ακαµψίας ή ισορροπίας).  
• Το µοντέλο δυνάµεων (ή ευκαµψίας ή συµβιβάστοτητας). 
 
Στο µοντέλο µετατοπίσεων οι γενικευµένες δυνάµεις που δρουν στα άκρα κάθε ράβδου 
µέλους της κατασκευής συνδέονται µε τις µετατοπίσεις µε τη βοήθεια του µητρώου ακαµψίας 
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ke της ράβδου (e). Η ισορροπία αυτών των δυνάµεων σε κάθε κόµβο δίνει το τελικό γραµµικό 
σύστηµα, όπου άγνωστες είναι οι µετατοπίσεις των κόµβων και το δεύτερο µέλος του 
συστήµατος είναι οι εφαρµοσµένες δυνάµεις. Το µητρώο των συντελεστών των αγνώστων 
(µετατοπίσεων) είναι το µητρώο ακαµψίας Κ της κατασκευής που αποτελεί σύνθεση των 
επιµέρους ακαµψιών ke. 
 
Την αντίθετη πορεία εφαρµόζουµε στο µοντέλο δυνάµεων. Εκφράζουµε τις µετατοπίσεις στα 
άκρα των ράβδων συναρτήσει των γενικευµένων δυνάµεων που δρουν στα άκρα των 
ράβδων µε τη βοήθεια του µητρώου ευκαµψίας fe της ράβδου (e) (ισχύει fe=(ke)-. Οι εξισώσεις 
ισορροπίας των κόµβων µας επιτρέπουν να εκφράσουµε τις περισσότερες από τις 
επικόµβιες δυνάµεις συναρτήσει µερικών από αυτές που αποτελούν τις υπερστατικές 
δυνάµεις του προβλήµατος. Η συµβιβαστότητα των µετατοπίσεων των άκρων των ράβδων 
που συντρέχουν σε κάθε κόµβο µας δίνει το τελικό γραµµικό σύστηµα εξισώσεων, όπου 
άγνωστες είναι οι υπερστατικές δυνάµεις. Το µητρώο των συντελεστών των αγνώστων είναι 
το µητρώο ευκαµψίας F της κατασκευής. 
 
Πιο δηµοφιλές από τα δύο αυτά µοντέλα είναι το µοντέλο των µετατοπίσεων. Αυτό οφείλεται 
στο γεγονός ότι το µοντέλο µετατοπίσεων είναι πιο απλό και προσφέρεται καλύτερα για µια 
αυτόµατη εφαρµογή µέσω ενός γενικού προγράµµατος ηλεκτρονικού υπολογιστή. Όπως θα 
δούµε πιο κάτω, η µητρωϊκή ανάλυση των κατασκευών και η µέθοδος των πεπερασµένων 
στοιχείων έχουν µια αντιστοιχία. Έτσι το µοντέλο µετατοπίσεων στα πεπερασµένα στοιχεία 
είναι πάλι πιο δηµοφιλές από το µοντέλο δυνάµεων (ή το µικτό µοντέλο). Γι αυτό θα 
περιορισθούµε στην περιγραφή του µοντέλου µετατοπίσεων.  
 

4.3 Μητρωική ανάλυση κατασκευών µε το µοντέλο των 
µετατοπίσεων 
 
Η διαδικασία της µητρωϊκής ανάλυσης κατασκευών µε το µοντέλο µετατοπίσεων µπορεί να 
θεωρηθεί ότι αποτελείται από πέντε βήµατα. Τα ίδια περίπου βήµατα εφαρµόζονται και στη 
µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων (µοντέλο µετατοπίσεων). Έτσι η περιγραφή των 
βηµάτων αυτών έχει ιδιαίτερη σηµασία. Τα βήµατα λοιπόν είναι: 
 
4.3.1. ∆ιακεκριµενοποίηση της κατασκευής 
 
Στο στάδιο αυτό η κατασκευή (Σχ. 4.1) χωρίζεται σε διακριτικά στοιχεία ή µέλη ή ράβδους. 
Κάθε στοιχείο είναι µια ευθύγραµµη ράβδος δικτυώµατος ή µια ευθύγραµµη δοκός 
(Σχ.4.1(θ)) και ο χωρισµός γίνεται στα γωνιακά σηµεία, στα σηµεία σύνδεσης δύο ή 
περισσότερων ράβδων, στα σηµεία µεταβολής της διατοµής, στα σηµεία σύνδεσης µε το 
έδαφος (σηµεία Α,Β,Γ,∆ (Σχ.4.1(ε))). Έτσι για παράδειγµα η συνεχής δοκός του Σχ.4.1(δ) 
αποτελείται από 3 ράβδους, τις ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και το πλαίσιο του Σχ.4.1(ε) από 12 στοιχεία. Τα 
σηµεία στα οποία συνδέονται οι ράβδοι λέγονται κόµβοι. 
 
Στη φάση αυτή αριθµούνται τα στοιχεία (ράβδοι) και οι κόµβοι. Από το είδος της κατασκευής 
είναι δυνατό να γνωρίζουµε τον βαθµό ελευθερίας κάθε κόµβου (τις δυνατότητες δηλαδή 
µετατόπισης του κόµβου). Στο επίπεδο λοιπόν δικτύωµα του Σχ. 4.1(α) ο βαθµός ελευθερίας 
κάθε κόµβου είναι δύο (µετατόπιση κατά χ και y ενώ στο τρισδιάστατο το δικτύωµα του 
Σχ.4.1(β) ο βαθµός ελευθερίας κάθε κόµβου τρία (προστίθεται και δεύτερη δυνατότητα 
µετατόπισης κατά z). Αντίθετα στο επίπεδο πλαίσιο (Σχ. 4.1(ε)) σε κάθε κόµβο υπάρχει 
επιπλέον δυνατότητα στροφής δηλαδή ο βαθµός ελευθερίας του κάθε κόµβου είναι τρία ενώ 
στο τρισδιάστατο πλαίσιο (Σχ.4.1(η)) είναι έξι. Γνωρίζοντας τον αριθµό των κόµβων καθώς 
και τις δυνατότητες µετατόπισης κάθε κόµβου µπορούµε να βρούµε το βαθµό ελευθερίας 
κίνησης της κατασκευής δηλαδή το σύνολο των άγνωστων µετατοπίσεων. Είναι προφανές 
ότι ανάλογα µε το είδος της στήριξης δεσµεύονται και κάποιες δυνατότητες µετατόπισης. Άρα 
µόνον στην περίπτωση αυτοϊσορροπούµενων συστηµάτων (όπου δεν υπάρχουν στηρίξεις) ο 
βαθµός ελευθερίας κίνησης της κατασκευής είναι το γινόµενο του αριθµού των κόµβων επί 
τον βαθµό ελευθερίας κίνησης του κάθε κόµβου. 
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4.3.2. Υπολογισµός του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου 
 
Στα άκρα (τους κόµβους) µιας ράβδου (e) δρουν οι κοµβικές δυνάµεις Fe. Οι γενικευµένες 
µετατοπίσεις των κόµβων της ράβδου (δηλαδή µετατοπίσεις και ενδεχόµενα στροφές) 
συµβολίζονται µε qe. Οι κοµβικές δυνάµεις συνδέονται µε τις κοµβικές µετατοπίσεις qe µε τη 
σχέση: 
 

Fe = ke qe (1) 
 
Το µητρώο ke της προηγούµενης σχέσης ονοµάζεται µητρώο ακαµψίας. 
 
4.3.3. ∆ιαµόρφωση του τελικού συστήµατος ακαµψίας: 
 
Οι κοµβικές δυνάµεις που δρουν σ’ ένα συγκεκριµένο κόµβο i πρέπει µαζί µε τις εξωτερικά 
εφαρµοσµένες δυνάµεις να ισορροπούν (Σχ.4.2). Η ισορροπία αυτή µας δίνει ένα τελικό 
σύστηµα εξισώσεων που συνδέει τις κοµβικές µετατοπίσεις r1 µε τις δυνάµεις R που δρουν 
στους Ν µη παγιωµένους κόµβους της κατασκευής (δηλαδή τους κόµβους της κατασκευής 
που έχουν κάποια ελευθερία κίνησης). Το σύστηµα ακαµψίας έχει τη µορφή: 
 

Kr = R (2) 
 

                                                
1
Σηµειώνουµε ότι είναι µητρώο µετατοπίσεων των Ν ελεύθερων κόµβων της κατασκευής. Το µητρώο 

που έχει σαν στοιχεία τα µητρώα q
1
,q

2
,...,q

e
 περιλαµβάνει τις µετατοπίσεις κάθε κόµβου τόσες φορές 

όσα είναι τα στοιχεία που συντρέχουν στον κόµβο i. Φυσικά υπάρχει σύνδεση q και r µ’ ένα λογικό 
µητρώο a δηλαδή q= ar. 
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όπου Κ είναι το µητρώο ακαµψίας όλης της κατασκευής και προέρχεται από τη σύνθεση των 
επί µέρους ακαµψιών των ράβδων. 
 
Η σχέση (2) µπορεί να προκύψει και µε τη βοήθεια ενεργειακών θεωρηµάτων (αρχή δυνατών 
έργων, αρχή του ελάχιστου της δυναµικής ενέργειας, πρώτο θεώρηµα  Castigliano) που στην 
ουσία δεν εκφράζουν τίποτα άλλο παρά την ισορροπία του συνόλου της κατασκευής. 
 

 
 
4.3.4. Επίλυση του συστήµατος ακαµψίας: 
 
Η επίλυση του συστήµατος (2) είναι µια απλή τυποποιηµένη διαδικασία και όλα τα 
υπολογιστικά κέντρα διαθέτουν µια ποικιλία προγραµµάτων.  
 
Για την επίλυση του συστήµατος (2) µπορούµε να επωφεληθούµε από κάποιες ιδιότητες του 
µητρώου ακαµψίας Κ. Έτσι το µητρώο Κ είναι συµµετρικό, θετικά ορισµένο, και αραιό (πολλά 
από τα στοιχεία του είναι µηδέν), οπότε και µε κατάλληλη αρίθµηση των κόµβων τα µη 
µηδενικά στοιχεία συγκεντρώνονται σε µια σχετικά στενή λωρίδα γύρω από την κύρια 
διαγώνιο (µητρώο λωρίδα). 
 
4.3.5. Υπολογισµός εντατικών και παραµορφωσιακών µεγεθών: 
 
Από τη στιγµή που επιλυθεί το σύστηµα (2) και υπολογισθούν οι κοµβικές µετατοπίσεις είναι 
πολύ απλό να προχωρήσουµε στον υπολογισµό των εντατικών (αξονικές, τέµνουσες 
δυνάµεις, ροπές) και παραµορφωσιακών µεγεθών στο εσωτερικό κάθε στοιχείου. 
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4.4 ∆ΙΑΙΡΕΣΗ ΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ 
 

4.4.1 Είδη Στοιχείων 
 
Απαραίτητο στοιχείο για την εφαρµογή της Μεθόδου Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ) είναι η 
διακριτοποίηση (διακεκριµενοποίηση - (descretization) ή η διαίρεση του µέσου σε στοιχεία ή 
τµήµατα (elements) µε τη βοήθεια ιδεατών γραµµών ή επιφανειών (σχήµα 4.3). Τα στοιχεία 
αυτά αποτελούνται από δύο ή περισσότερους κόµβους, οι οποίοι συνδέονται µε ευθύγραµµα 
ή καµπύλα τµήµατα. Οι κορυφές των στοιχείων ορίζουν τους κόµβους (nodes) του 
πλέγµατος ή καννάβου διακριτοποίησης του προβλήµατος (grid or mesh). 
 
Χαρακτηριστικές µορφές στοιχείων είναι τα µονοδιάστατα ή γραµµικά, τα τριγωνικά και 
ορθογωνικά ή γενικότερα τετραπλευρικά (quadrilateral) σε δύο διαστάσεις και τα 
πυραµιδοειδή και πρισµατικά (τρισδιάστατα). Οι απλούστερες µορφές στοιχείων είναι αυτές 
που χαρακτηρίζονται από το ότι ο αριθµός των κόµβων του στοιχείου είναι ίσος µε τον 
αριθµό των πλευρών, όπως για παράδειγµα τριγωνικά και τρικοµβικά στοιχεία, 
τετραπλευρικά και τετρακοµβικά (επίπεδα) στοιχεία, πυραµιδοειδή και τετρακοµβικά (στερεά) 
στοιχεία, κλπ. Υπάρχουν, όµως, και περιπτώσεις, όπου υπάρχουν παραπάνω κόµβοι που 
περιγράφουν ένα στοιχείο, όπως τριγωνικά και εξακοµβικά στοιχεία, τετραπλευρικά και 
οκτακοµβικά (επίπεδα) στοιχεία. 
 

 
 
Ουσιαστικά, σε κάθε κόµβο αντιστοιχούνται τα φυσικά µεγέθη που περιγράφουν το αίτιο και 
το αποτέλεσµα. Ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας ενός στοιχείου (degrees of freedom) 
αναφέρεται στο σύνολο των αγνώστων µεταβλητών που αντιστοιχούνται σε κάθε στοιχείο. 
 
Επίσης, τα στοιχεία χαρακτηρίζονται από το πώς συνδέεται η συµπεριφορά και κατ' 
επέκταση οι ιδιότητες τους µε τα µεγέθη που αντιστοιχούνται στους κόµβους τους. Έτσι, ένα 
γραµµικό στοιχείο, το οποίο ουσιαστικά παριστάνει µία ράβδο µε τις κατάλληλες ιδιότητες (µε 
ή χωρίς µάζα) ανάλογα µε το εξεταζόµενο πρόβληµα, µπορεί να έχει δύο ή περισσότερους 
κόµβους και 1, 2, 3 ή και περισσότερους βαθµούς ελευθερίας σε κάθε κόµβο ανάλογα µε τη 
διάσταση του προβλήµατος. 
 
Τα επίπεδα στοιχεία µπορεί να παριστάνουν επιφάνειες σε δισδιάστατα ή τρισδιάστατα 
προβλήµατα. Στις συνήθεις περιπτώσεις των προβληµάτων µηχανικής, κάθε κόµβος έχει δύο 
ή τρεις βαθµούς ελευθερίας που αντιστοιχούν στις συνιστώσες του διανύσµατος µετατόπισης 
του κόµβου. Εάν οι κόµβοι µεταφέρουν ροπές, τότε οι βαθµοί ελευθερίας ανά κόµβο µπορεί 
να αυξηθούν κατά έναν στις δύο διαστάσεις και κατά τρεις στις τρεις διαστάσεις. Στις 
γεωτεχνικές εφαρµογές, είναι συνήθης η χρήση τριγωνικών ή τετραπλευρικών (επίπεδων) 
στοιχείων, τα οποία απεικονίζουν τµήµατα υλικού, των οποίων η τρίτη διάσταση είναι 
µοναδιαία (στις περιπτώσεις όπου είναι δυνατή µία τέτοια απλοποιητική παραδοχή). 
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4.4.2 Χαρακτηριστικά της ∆ιαίρεσης του Πεδίου 
 
Ένας από τους πλέον σηµαντικούς παράγοντες για την επιτυχή προσοµοίωση της 
συµπεριφοράς ενός σώµατος µε τη ΜΠΣ είναι η κατάλληλη διαίρεση του σώµατος (πεδίου) 
σε επιµέρους τµήµατα (στοιχεία, elements). Η διαδικασία αυτή περιλαµβάνει τις ακόλουθες 
παραµέτρους: 
 
• την επιλογή της γεωµετρικής µορφής του στοιχείου 
• την επιλογή του αριθµού κόµβων του στοιχείου και κατ' επέκταση των βαθµών 

ελευθερίας κάθε στοιχείου 
• την επιλογή των συναρτήσεων µορφής κάθε στοιχείου 
• την επιλογή της πυκνότητας του καννάβου/πλέγµατος 
 
Η συνήθης πρακτική όσον αφορά στην επιλογή των διαστάσεων και της µορφής των 
στοιχείων είναι ότι χρησιµοποιούνται µικρότερα στοιχεία εκεί που αναµένονται µεγάλες 
µεταβολές των υπολογιζόµενων µεταβλητών. 
 
Για παράδειγµα, στην ανάλυση σε δύο διαστάσεις συνηθέστερα είναι τα τριγωνικά ή 
τετραπλευρικά στοιχεία µε τρεις και τέσσερις κόµβους αντίστοιχα. Είναι δυνατόν, ανάλογα µε 
τις απαιτήσεις του προβλήµατος, να αυξηθούν οι βαθµοί ελευθερίας ενός στοιχείου µε την 
προσθήκη περισσότερων κόµβων, όπως για παράδειγµα η χρήση τετραπλευρικού στοιχείου 
µε οκτώ κόµβους. 
Η διαίρεση του πλέγµατος (mesh) γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε το µέγεθος των στοιχείων 
να είναι µικρό στα σηµεία όπου απαιτείται µεγάλη ακρίβεια στους υπολογισµούς, ή εκεί που 
αναµένεται έντονη µεταβολή του ζητούµενου µεγέθους, ενώ το µέγεθος των στοιχείων είναι 
µεγαλύτερο στις υπόλοιπες περιοχές του πεδίου. 
 
Η επιλογή των συναρτήσεων που εκφράζουν την κατανοµή των άγνωστων µεταβλητών (π.χ. 
µετατοπίσεων) σε κάθε στοιχείο συναρτήσει των τιµών των µεταβλητών στους κόµβους, 
συνδέεται άµεσα µε την επιθυµητή ακρίβεια στους υπολογισµούς, αλλά και µε τον χρόνο 
επίλυσης του προβλήµατος. Οι συναρτήσεις αυτές ονοµάζονται συναρτήσεις µορφής. 
Αναλόγως µε τις γεωµετρικές ιδιαιτερότητες του πεδίου ροής χρησιµοποιούνται δύο τύποι 
υπολογιστικών πλεγµάτων (πεδίων, mesh): Καρτεσιανά και Καµπυλόγραµµα. 
Τα Καρτεσιανά πλέγµατα είναι κατάλληλα για χρήση σε µεγάλα πεδία ροής, τα οποία έχουν 
ευρύ φάσµα κλιµάκων µήκους. Κατασκευάζονται γρήγορα και µπορούν να µεταβληθούν 
εύκολα. Όµως απαιτούν µεγαλύτερο χρόνο επεξεργασίας για τις οριακές συνθήκες, καθώς 
επίσης και την εισαγωγή µεθόδου πορώδους αντιµετώπισης των τοιχωµάτων, τα οποία δεν 
είναι ευθυγραµµισµένα µε τις πλεγµατικές γραµµές. 

 
Τα καρτεσιανά πλέγµατα γέννεσης (Σχήµα 4.4) ενδείκνυνται στα µικρότερα υπολογιστικά 
χωρία, που έχουν κυρτά όρια. Η διαδικασία γέννεσης του πλέγµατος είναι απαιτητική και 
βρίσκεται σε άµεση συνάρτηση µε την ακρίβεια των δεδοµένων. Γι' αυτόν το λόγο η 
δηµιουργία καµπυλόγραµµων πλεγµάτων χαρακτηρίζεται από µεγαλύτερο χρόνο 
υπολογισµού και περίπλοκες παραµέτρους ελέγχου. Από την άλλη πλευρά, τα 
καµπυλόγραµµα πλέγµατα (σχήµα 4.5) περιγράφουν καλύτερα περίπλοκα χωρία µε 
καµπύλες επιφάνειες και χρησιµοποιούνται περισσότερο σε ροές µε στενό εύρος κλιµάκων 
µήκους. 
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Το σχήµα διακριτοποίησης αποτελεί µία από τις βασικότερες παραµέτρους, η οποία 
επηρεάζει την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Η επιλογή του σχήµατος διακριτοποίησης 
εξαρτάται από τον τύπο της ροής, την πυκνότητα του πλέγµατος καθώς και από την ίδια την 
συµπεριφορά του σχήµατος (Σχήµα Π.4.6). 
 

 
 

Σε µερικές περιπτώσεις ακόµα και η εφαρµογή ενός σχήµατος διακριτοποίησης ανώτερης 
τάξης δεν επιτρέπει τη χρήση ενός σχετικά αραιού πλέγµατος. Γι' αυτές τις περιπτώσεις 
εφαρµόζουµε την αρχή της Τοπικής Πύκνωσης Πλέγµατος. 

 
Με τη µέθοδο Τοπικής Πύκνωσης Πλέγµατος (Σχήµα 4.7) είναι δυνατή η επικέντρωση σε 
περιοχές του πεδίου, όπου εµφανίζονται µεγάλες κλίσεις των µεγεθών, χωρίς να 
αναλώνονται πλεγµατικές γραµµές σε περιοχές που παρουσιάζουν µικρές µεταβολές των 
ιδιοτήτων. Κατ' αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνονται σηµαντικά κέρδη σε υπολογιστικό χρόνο και 
µνήµη. Τα κέρδη αυτά προκύπτουν κατά περίπτωση και έχουν µέση τιµή 80%. 
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4.4.3 Οι Συναρτήσεις Μορφής 

 
Όπως ήδη αναφέρθηκε, οι συναρτήσεις µορφής (shape ή approximation functions) 
εκφράζουν την κατανοµή των άγνωστων µεταβλητών (π.χ. µετατοπίσεων) σε κάθε στοιχείο, 
συναρτήσει των τιµών των µεταβλητών στους κόµβους. Οι συναρτήσεις µορφής µπορούν να 
παροµοιαστούν µε συναρτήσεις επιρροής κάθε κόµβου προς το περιβάλλον του. Για 
παράδειγµα, σε περιπτώσεις υπολογισµού των λεγόµενων ισο-καµπύλων (π.χ. ισοϋψών, 
ισοπαχών, κλπ), µε βάση τις τιµές της µεταβλητής σε δεδοµένα σηµεία, υπάρχουν 
διαφορετικές συναρτήσεις τις οποίες µπορεί να χρησιµοποιήσει ένας ερευνητής, για να 
εκφράσει την επιρροή κάθε σηµείου στον περιβάλλοντα χώρο του. Τέτοιες µέθοδοι 
εφαρµόζονται κυρίως στη χάραξη των τοπογραφικών ισοϋψών µιας περιοχής, στον 
υπολογισµό των αποθεµάτων ενός κοιτάσµατος κλπ. 
 
Οι συναρτήσεις αυτές µπορεί να είναι είτε γραµµικές είτε µη γραµµικές. Στις περιπτώσεις 
στοιχείων µε ισάριθµες ακµές και κόµβους εφαρµόζονται συνήθως γραµµικές συναρτήσεις, 
ενώ, όταν ο αριθµός των κόµβων υπερβαίνει τον αριθµό των ακµών ενός στοιχείου, τότε 
µπορεί να χρησιµοποιηθούν και µη γραµµικές συναρτήσεις. 

 

4.5 Γενικά 
 
Στη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ), ζητείται ο υπολογισµός των αγνώστων 
µεγεθών στους κόµβους, οι οποίοι δηµιουργούνται από τη διαίρεση του πεδίου σε στοιχεία. 
Στη συνέχεια, µε τη θεώρηση κατάλληλων συναρτήσεων, οι οποίες συνδέουν την κατανοµή 
των µεγεθών στα εσωτερικά σηµεία κάθε στοιχείου, είναι δυνατόν να υπολογιστεί η τιµή των 
µεγεθών αυτών σε κάθε σηµείο του πεδίου µε τους κόµβους του στοιχείου αυτού. 
Η εφαρµογή της ΜΠΣ σε προβλήµατα ελαστικότητας (ή γενικότερα παραµόρφωσης των 
υλικών) σε δύο ή τρεις διαστάσεις περιλαµβάνει τα ακόλουθα στάδια: 
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• ∆ιαίρεση του πεδίου, το οποίο εξετάζεται σε κατάλληλα στοιχεία. Η διαίρεση πεδίων µε 

ακανόνιστη γεωµετρία γίνεται προσεγγιστικά µε µικρά ευθύγραµµα τµήµατα. 
• Επιλογή των κατάλληλων συναρτήσεων για την κατανοµή των άγνωστων µεταβλητών σε 

κάθε στοιχείο. 
• Προσδιορισµό των συναρτήσεων που συνδέουν την ανηγµένη παραµόρφωση µε τη 

µετατόπιση (strain – displacement) και των συναρτήσεων που συνδέουν την τάση µε την 
ανηγµένη παραµόρφωση (stress – strain), ώστε να συνδεθεί το αίτιο (τάση, δύναµη) µε 
το αποτέλεσµα (µετατόπιση) που αποτελεί και το άγνωστο µέγεθος. 

• Κατασκευή των καταστατικών (θεµελιωδών) εξισώσεων για κάθε στοιχείο (element 
equations). 

• Υπέρθεση (άθροιση κατά κόµβο) των εξισώσεων των στοιχείων για τον προσδιορισµό 
του τελικού συστήµατος και εισαγωγή των συνοριακών συνθηκών. 

• Υπολογισµό της εντατικής κατάστασης κάθε στοιχείου ως συνάρτηση των µετατοπίσεων 
στους κόµβους του στοιχείου. 

• Υπολογισµό των δευτερογενών µεγεθών που προκύπτουν από την επίλυση (ανηγµένες 
παραµορφώσεις, τάσεις κλπ) 

• Αξιολόγηση των αποτελεσµάτων. 

 
Σηµειώνεται ότι όπως θα φανεί και στα επόµενα, τα στάδια αυτά είναι γενικά και αναφέρονται 
στα περισσότερα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται από τη ΜΠΣ. 
 
Οι πρώτες εφαρµογές της ΜΠΣ σε θέµατα Εδαφοµηχανικής και Βραχοµηχανικής, ή 
γενικότερα Γεωµηχανικής, εµφανίσθηκαν αµέσως µετά την ανάπτυξη της  µεθόδου σε 
θέµατα αεροναυπηγικής και αντοχής των υλικών. Για την εφαρµογή όµως, της µεθόδου σε 
γεωτεχνικά προβλήµατα, πρέπει να ληφθούν υπόψη ορισµένοι παράγοντες, οι οποίοι δεν 
υφίστανται στα άλλα πεδία εφαρµογής. Ο σηµαντικότερος ίσως παράγοντας είναι ότι τα 
γεωυλικά δεν ακολουθούν κάποιο συγκεκριµένο πρότυπο καταστατικής συµπεριφοράς (π.χ. 
ελαστικό, ελαστοπλαστικό, πλαστικό, βισκοελαστικό, κλπ), καθόσον από τη φύση τους είναι 
ανοµοιογενή. Πρόσθετα προβλήµατα εµφανίζονται από την ύπαρξη διακλαδώσεων, 
επίπεδων διαστρώσεων, κλπ. Λόγω των ανωτέρω δυσκολιών, στις περισσότερες εφαρµογές 
λαµβάνονται απλοποιηµένα πρότυπα υλικών και συµπεριφοράς, γεγονός που αποτελεί 
περιοριστικό παράγοντα για την εφαρµογή της µεθόδου. Παρ’ όλ’ αυτά, η ΜΠΣ είναι πολύ 
χρήσιµη στην εκτίµηση της συµπεριφοράς ενός σχηµατισµού. Αξίζει να σηµειωθεί ότι αυτό 
δεν επιλύει το χρόνιο πρόβληµα που εµφανίζεται στα γεωτεχνικά προβλήµατα ή έργα και το 
όποιο είναι η έλλειψη επαρκών και επακριβών στοιχείων όσον αφορά στην κατανοµή των 
ιδιοτήτων των διαφόρων φυσικών υλικών. 
 
Όπως θα φάνει και στη συνέχεια, η ΜΠΣ αποτελεί βασικά µια αριθµητική µέθοδο επίλυσης 
διαφορικών εξισώσεων µε συγκεκριµένο γεωµετρικό τόπο εφαρµογής, στον οποίο τίθενται 
και οι συνοριακές συνθήκες. Με την ίδια µεθοδολογία που αναπτύσσεται παρακάτω για 
προβλήµατα ελαστικότητας, είναι δυνατόν να επιλυθούν και άλλα προβλήµατα µε παρόµοιες 
διαφορικές εξισώσεις. 
 
Η Επίλυση γεωµηχανικών προβληµάτων µε τη ΜΠΣ παρουσιάζεται στη συνέχεια µε 
γνώµονα τα ακόλουθα: 

 
• Η ΜΠΣ αποτελεί βασικά µια αριθµητική µέθοδο επίλυσης διαφορικών εξισώσεων σε 

συγκεκριµένο πεδίο ορισµού και µε συγκεκριµένους περιορισµούς. 
• Το πεδίο ορισµού (domain) των εξισώσεων  αυτών απαιτεί κυρίως συνεχή µέσα. Όταν 

υπάρχει ανάγκη να συµπεριληφθούν ασυνέχειες στην περιγραφή του µέσου, τότε 
χρησιµοποιούνται ειδικά στοιχεία ασυνεχειών, τα οποία εξασφαλίζουν µεν µία µαθηµατική 
συνέχεια µε το υπόλοιπο µέσο, αλλά χαρακτηρίζονται από µια «χαλαρότητα» σε σχέση 
µε τα συνήθη στοιχεία. 

• Στην περίπτωση επίλυσης προβληµάτων µηχανικής, µεταφοράς θερµότητας, κίνησης 
ρευστών σε πορώδη µέσα, κλπ, είναι δυνατόν να δοθεί µια γεωµετρική περιγραφή της 
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διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει το πρόβληµα και εποµένως είναι εύκολη η 
κατανόηση της λειτουργίας της µεθόδου. Η επίλυση γενικευµένων διαφορικών εξισώσεων 
ξεφεύγει από το αντικείµενο αυτής της ενότητας. 

• Η καταστατική εξίσωση συµπεριφοράς του υλικού, η οποία επιλύεται στο συγκεκριµένο 
µέσο, συνδέει το αίτιο (π.χ. δύναµη, τάση) µε το αποτέλεσµα (π.χ. µετατόπιση, 
παραµόρφωση) που αποτελεί και το άγνωστο µέγεθος. 
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5. Λογισµικό Flowlab 
 

Σκοπός της Υπολογιστικής Ρευστοµηχανικής µε την βοήθεια του Flowlab είναι να επιλύσει 

αριθµητικά, µε την βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή, τις διαφορικές εξισώσεις που 

εκφράζουν µαθηµατικά τα πεδία ροής. Η επίλυση αυτή αποτελεί οδηγό για την σχεδίαση-

βελτίωση των µηχανολογικών, αεροπορικών ή άλλων κατασκευών, την εκτίµηση της 

αποδοτικότητας των θερµικών διεργασιών, κ.λπ. 

 

Το Flowlab αποτελεί ένα ξεχωριστό εκπαιδευτικό πρόγραµµα λογισµικού το οποίο 

χρησιµοποιεί την οπτική απεικόνιση της ροής των ρευστών µε την βοήθεια της υπολογιστικής 

ρευστοµηχανικής (CFD) για να διδάξει βασικές αρχές της µηχανικής των ρευστών. Το 

λογισµικό αυτό χρησιµοποιεί έναν βασικό πηγαίο κώδικα (επιλυτή) της εταιρίας FLUENT 

στην έκδοση 6.1 καθώς και τον προ/µετα-επεξεργαστή GAMBIT στην έκδοση 2.1. Όλα αυτά 

συνδυάζονται µε ένα φιλικό προς τον χρήστη περιβάλλον (GUI, Graphical User Interface) 

στον υπολογιστή, ειδικά σχεδιασµένο για την εύκολη κατανόηση και χρήση του.  

 
Συγκεκριµένα ο GAMBIT χρησιµοποιείται σαν προ-επεξεργαστής για να µοντελοποιεί την 
γεωµετρία και να δηµιουργεί το πλέγµα. Το GAMBIT χρησιµοποιείται επίσης ως µετα-
επεξεργαστής για την ανάλυση των αποτελεσµάτων µετά την επίλυση του προβλήµατος. Η 
προ-επεξεργασία περιλαµβάνει την διακεκριµενοποίηση και τον υπολογισµό του µεγέθους 
του υπολογιζόµενου εµβαδού και του πλέγµατος, τα οποία αποτελούν µέρος του φυσικού 
συστήµατος που µελετάµε σε κάθε πρόβληµα.  
 

Το Flowlab δέχεται από τον χρήστη τις αρχικές συνθήκες για την δηµιουργία της γεωµετρίας 

µε την βοήθεια του γραφικού περιβάλλοντος και µεταφέρει την πληροφορία στο GAMBIT το 

οποίο και δηµιουργεί την γεωµετρία αυτή. Αφού έχει υπολογισθεί το υπολογιστικό εµβαδό, το 

GAMBIT δηµιουργεί το πλέγµα και διακεκριµενοποιεί το εµβαδό αυτό σε υπο-εµβαδά. 

 

Ο κώδικας του FLUENT χρησιµοποιείται σαν επιλυτής. Το πλέγµα που δηµιουργείται από το 

GAMBIT εισάγεται αυτοµάτως στο FLUENT. Το πρόβληµα επιλύεται αφού έχουν οριστεί τα 

κατάλληλα φυσικά µοντέλα, αρχικές και οριακές συνθήκες και οι συνθήκες επίλυσης. Τα 

αποτελέσµατα τότε εξάγονται ξανά στο GAMBIT για την µετα-επεξεργασία και την ανάλυσή 

τους (σχήµα 5.1).  
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Με λίγα λόγια το Flowlab παρέχει µία συνεχή συνεργασία του προ-επεξεργαστή, του κώδικα 
(επιλυτή), και του µετα-επεξεργαστή. Το Flowlab χρησιµοποιεί το GAMBIT για την προ-
επεξεργασία καθώς και για την µετα-επεξεργασία του. Ταυτόχρονα χρησιµοποιεί τον κώδικα 

επίλυσης FLUENT για να δώσει το αποτέλεσµα στα προβλήµατα ροής των ρευστών.  

Το Flowlab παρέχει πρόσβαση σε µία ποικιλία χαρακτηριστικών και χρησιµότητας µε την 

βοήθεια του κώδικα της FLUENT. Μας δίνει την δυνατότητα να αλλάξουµε πολλά 

χαρακτηριστικά στις ασκήσεις και να µελετήσουµε πολλές διαφορετικές περιπτώσεις 

προβληµάτων ρευστοµηχανικής. Έτσι µεταξύ άλλων µπορούµε να µελετήσουµε: 

 

• Στρωτές ροές 

• Τυρβώδεις ροές 

• Ροές σταθερής κατάστασης καθώς και συµπιεσµένες ή µη ροές 

• Ροές µε µεταφορά θερµότητας ή αδιαβατικές ροές 

 

Επίσης στα αποτελέσµατα µας µπορούµε να παρατηρήσουµε : 

 

• Γραφικές απεικονίσεις της ροής σε δύο διαστάσεις (2D) ή σε τρεις (3D), 

• ∆ιαγράµµατα Χ/Υ διαφόρων µεταβλητών µε την δυνατότητα εξαγωγής τους σε άλλο 

αρχείο 

 

Το FlowLab επίσης προσφέρει τη γενική λειτουργία µετα-επεξεργασίας που είναι εξαιρετικά 

εύκολο και προσβάσιµο, συµπεριλαµβανοµένης της δυνατότητας να δηµιουργηθούν 

περιγράµµατα και διανυσµατικές απεικονίσεις των σχέσεων καθώς επίσης και γραφικές 

απεικονίσεις των ροών σε κάθε περίπτωση. 

 
Τέλος, δίνεται η δυνατότητα να δοθεί κίνηση σε ορισµένες απεικονίσεις για να γίνει κατανοητή 
ακόµα καλύτερα η ροή του ρευστού που µελετάται. 
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6. Σύνοψη 

 
Όπως βλέπουµε, η σηµαντικότητα της µηχανικής των ρευστών σε συνδυασµό µε την ευκολία 
και την χρησιµότητα της υπολογιστικής ρευστοµηχανικής CFD µας ωθεί στην χρησιµοποίηση 
προγραµµάτων υπολογιστικής ρευστοµηχανικής CFD όπως το Flowlab, για την επίλυση 
προβληµάτων της. Σε αυτήν την πτυχιακή εργασία µελετήθηκαν πάγια προβλήµατα της 
ρευστοµηχανικής και µε την βοήθεια του Flowlab µπορέσαµε να κατανοήσουµε την 
αντιµετώπιση τέτοιου είδους προβληµάτων µε την βοήθεια του υπολογιστή. Έτσι στο 
παράρτηµα της πτυχιακής εργασίας υπάρχουν 8 εργαστηριακές ασκήσεις που αναλύεται το 
θεωρητικό αλλά και το πειραµατικό µέρος τους µε την βοήθεια του Flowlab σε ηλεκτρονικό 
υπολογιστή χωρίς άλλο ιδιαίτερο εργαστηριακό εξοπλισµό. Οι ασκήσεις αυτές 
περιλαµβάνουν  προβλήµατα όπως η θερµική αγωγιµότητα σταθερής η µή κατάστασης, η 
θερµική αγωγή σε σειρά, η Ροή γυρω απο Κύλινδρο και η ∆ιόγκωση του Σωλήνα ροής, οι 
Μετρητές Στοµίων, η παράλληλη αγωγή και τέλος η Ροη σε αεροτοµή. 
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Παράρτηµα 
Ασκήσεων
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Π.1 Θερµική Αγωγιµότητα χρονοεξαρτώµενης κατάστασης 
 

Εισαγωγή 
 
Στην µη µόνιµη αγωγή θερµότητας, η θερµοκρασία διαφέρει σε σχέση µε τον χρόνο και την 
θέση στο υλικό. Εάν θεωρηθεί µονο-διάστατη θερµική αγωγιµότητα τότε η αναλυτική λύση 
εξαρτάται από το x/t0,5 όπου το x αντιπροσωπεύει την θέση κατά µήκος του άξονα και το t 
είναι ο χρόνος. Χρησιµοποιώντας αυτή την άσκηση επαληθεύουµε την θεωρία ότι τα προφίλ 
θερµότητας τα οποία αποκτούµε σε διαφορετικές χρονικές περιόδους καταλήγουν σε µία 
απλή καµπύλη. 
 

Μοντελοποίηση 
 
Το στερεό µοντελοποιείται στις δύο διαστάσεις µε ένα ορθογώνιο. Η διαδικασία για να 
µοντελοποιήσουµε το πρόβληµα είναι η εξής: 
 
• ∆ηµιουργούµε την γεωµετρία 
• ∆ηµιουργούµε το πλέγµα 
• Ορίζουµε τις αρχικές συνθήκες και τις ιδιότητες του στερεού 
 
Ο χρήστης θα πρέπει να ορίσει τις παρακάτω λεπτοµέρειες 
 
• Χρονική περίοδος στην οποία θα αποθηκεύονται τα αποτελέσµατα 
• Αριθµό χρονικών βηµάτων 
• Αριθµό επαναλήψεων για το κάθε βήµα 
 
Επειδή η περιοχή είναι πεπερασµένη, η επιρροή των αρχικών συνθηκών στην λύση θα 
υφίσταται όταν η θερµοκρασία του αριστερού τοιχώµατος φθάσει το δεξιότερο. Ο χρόνος 
απορρόφησης αντιπροσωπεύει τον κατά προσέγγιση χρόνο που χρειάζεται η θερµοκρασία 
του αριστερού τοιχώµατος να φθάσει την θερµοκρασία του δεξιότερου. Η παρακάτω σχέση 
χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό αυτό 
 

 
 

όπου L = µήκος του στερεού 
 
Στην συνέχεια όπως και σε όλες τις ασκήσεις, το Flowlab µοντελοποιεί την γεωµετρία και την 
ροή όπου και την εξάγει στο fluent. Οι οριακές συνθήκες και οι ιδιότητες της ροής 
προσαρµόζονται µέσω κάποιων παραµετρικών αρχείων. Το FLUENT συνεχίζει να επιλύει το 
πρόβληµα µέχρι να επαληθευθεί η σταθερά σύγκλισης ή µέχρι να επιτευχθεί ο αριθµός των 
επαναλήψεων που έχει ορισθεί. Όταν οποιοδήποτε από αυτά τα δύο κριτήρια επαληθεύεται 
τότε το FLUENT εξάγει τα αποτελέσµατα σε κάποια ουδέτερα αρχεία και σε αρχεία 
διαγράµµατος, XY. 
 
Γεωµετρία 
 
Η γεωµετρία του στερεού φαίνεται στο διάγραµµα Π.1.1. Το µήκος του στερεού L ορίζεται 
από τον χρήστη στην αρχή της άσκησης. Το πλάτος της περιοχής Β υπολογίζεται από την 
σχέση Β = 0,1 * L. 
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Η γεωµετρία δηµιουργείται από ένα σετ 4 κόµβων. Οι πλευρές δηµιουργούνται µε βάση τους 
κόµβους αυτούς. 
 
Πλέγµα 
 
Τα πλέγµατα που µπορούν να οριστούν στο συγκεκριµένο µοντέλο είναι αραιά, µεσαία και 
πυκνά. Το σχήµα διακριτοποίησης που εφαρµόζεται ακολουθεί την παρακάτω λογική 
 
$S1 = µέγεθος των στοιχείων του πλέγµατος κατά µήκος του L 
$S2 = µέγεθος των στοιχείων του πλέγµατος κατά πλάτος B 
 
O πίνακας Π.1.1. µας δίνει τις τιµές για αυτές τις δύο παραµέτρους διακριτοποίησης. 
 

Τύπος Πλέγµατος $S1 $S2 

Αραιό πλέγµα 0,10 0,05 

Σχετικά αραιό πλέγµα 0,05 0,033 
Πυκνό Πλέγµα 0,025 0,025 

Πίνακας Π.1.1. 
 
Το πλέγµα που δηµιουργείται χρησιµοποιώντας τις παραπάνω τιµές παίρνει την µορφή του 
διαγράµµατος Π.1.2. 
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Ενεργειακό µοντέλο 
 
Η ενεργειακή εξίσωση επιλύεται βάση του στερεού µοντέλου. Από την στιγµή που δεν 
υπάρχει ροή ρευστού δεν λαµβάνουµε υπόψη εξισώσεις µάζας και ορµής. 
 
 
Ιδιότητες Υλικού 
 
Η θερµική αγωγιµότητα του στερεού διευκρινίζεται µέσα σε συγκεκριµένα όρια ορισµένα από 
το πρόγραµµα. 
 
Αρχικές συνθήκες 
 
Ο χρήστης ορίζει τις παρακάτω αρχικές συνθήκες 
 
• Θερµοκρασία αριστερού τοιχώµατος 
• Θερµοκρασία δεξιού τοιχώµατος 
 
Επίλυση 
 
Το πλέγµα εξάγεται στο Fluent µαζί µε τις ορισµένες από τον χρήστη φυσικές ιδιότητες του 
στερεού καθώς και τις οριακές συνθήκες. Οι υλικές ιδιότητες και οι οριακές συνθήκες 
επεξεργάζονται κατά την ανάγνωση των αρχείων από το Fluent. 
 
Περιορισµοί 
 
Η επίλυση για το πρόβληµα της σταθερής αγωγιµότητας είναι ένα γραµµικό προφίλ 
θερµοκρασίας ανάµεσα στα δύο τοιχώµατα. Ο χρόνος απορρόφησης είναι χρήσιµος για την 
δηµιουργία µίας ρεαλιστικής βάσης ώστε να µπορούµε να συγκρίνουµε τα εξαγόµενα 
αποτελέσµατα µε αυτά της θεωρίας. Τέλος το πλέγµα δεν αλλάζει σε σχέση µε τον χρόνο.  
 

Αποτελέσµατα 
 
Αναφορές 
 
Κατά την επίλυση παίρνουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα 
• Ροή θερµότητας στο τοίχωµα 
• Μέση κατανοµή θερµοκρασίας 
 
∆ιαγράµµατα Χ,Υ 
 
Μεταξύ των διαγραµµάτων που παίρνουµε από το Flowlab είναι η κατανοµή θερµοκρασίας 
σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές (διάγραµµα Π.1.3). 
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Γραφική απεικόνιση 
 
Μπορούµε να έχουµε το διάγραµµα κατανοµής θερµοκρασίας/θέσης σε διαφορετικές ροές 
θερµότητας (διάγραµµα Π.1.4). 
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Επαλήθευση Αποτελεσµάτων 

 
Η ροή θερµότητας στο αριστερό τοίχωµα (χ=0) σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή δίνεται από 
τον τύπο 

 
όπου, 
 
k = θερµική αγωγιµότητα του στερεού 
TL = θερµοκρασία αριστερού τοιχώµατος 
TR = θερµοκρασία δεξιού τοιχώµατος 

a =
k

ρCρ

= θερµική διαχυτικότητα του στερεού 

t = χρονική στιγµή 
 
Για τις προεπιλεγµένες τιµές της άσκησης, ο παρακάτω πίνακας συγκρίνει την ροή 
θερµότητας που βγαίνει µε την βοήθεια τις θεωρίας σε διαφορετικές χρονικές στιγµές.  
∆ηλαδή για τιµές: 
 
• Θερµική αγωγιµότητα = 202.4 W/m-C 
• Πυκνότητα στερεού = 2719kg/m3 
• Συγκεκριµένη θερµοκρασία = 871 J/kg-C 
• Χρονικό βήµα = 2 sec 
• ∆ιαφορά θερµοκρασίας αριστερού τοιχώµατος µε την αρχική θερµοκρασία = 100K 
• Επαναλήψεις για κάθε βήµα = 50 
• Χρήση πυκνού πλέγµατος 
 

Χρόνος (δευτερόλεπτα) Ροή θερµότητας (Flowlab) Ροή θερµότητας (Θεωρία) 
200 87891 86075 
400 6220 60865 
600 50780 49696 
1800 29386 28692 

Πίνακας Π.1.2. Επαλήθευση αποτελεσµάτων 
 

6. Προβλήµατα/Ασκήσεις 
 
1. Ερευνήστε την κατανοµή θερµοκρασίας σε διαφορετικά χρονικά βήµατα 

χρησιµοποιώντας τις προεπιλεγµένες τιµές. 
2. ∆ιαφοροποιήστε τις αρχικές συνθήκες και δείτε πως αυτές οι ιδιότητες επηρεάζουν την 

ροή θερµότητας στο αριστερό τοίχωµα. 
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Π.2 Θερµική αγωγιµότητα χρονοανεξάρτητης κατάστασης 

 
Εισαγωγή 
 
Η θερµική αγωγιµότητα είναι µία σηµαντική παράµετρος στην µεταφορά θερµότητας. Ο 
νόµος του Fourier για την θερµική αγωγιµότητα αναφέρει ότι ο ρυθµός µεταφοράς 
θερµότητας είναι ανάλογος µε την θερµοκρασία. 
 
Σε αυτήν την άσκηση µοντελοποιείται η αγωγή σταθερής κατάστασης µίας διάστασης.  Το 
στερεό παρουσιάζεται σε δύο διαστάσεις. Το µήκος του στερεού είναι αυτό που ζητείται να 
βρεθεί. 

 
 
Θεωρητικό Μέρος 
 
Όταν υπάρχει διαφορά θερµοκρασίας σε ένα οποιοδήποτε σταθερό σώµα σε διαφορετικές 
περιοχές του σώµατος αυτού, είτε είναι στερεό είτε ρευστό, υπάρχει µεταφορά ενέργειας από 
τις περιοχές υψηλής θερµοκρασίας σε αυτές µε χαµηλότερη θερµοκρασία. Η µεταφορά 
ενέργειας αυτή ονοµάζεται µεταφορά θερµότητας µε αγωγιµότητα. Η αγωγιµότητα µπορεί να 
ερµηνευτεί σαν την µεταφορά ενέργειας από περιοχές µε περισσότερο ενεργητικά µόρια σε 
περιοχές µε µικρότερη ενεργητικότητα λόγω της αλληλεπίδρασης των µορίων. Αυτή η 
µοντελοποίηση περιορίζεται σε µία διάσταση και σε αγωγό σταθερής διατοµής όπου η 
µεταφορά θερµότητας πραγµατοποιείται σε µία συντεταγµένη και είναι ανεξάρτητη του 
χρόνου. 
 
Ο νόµος του Fourier 
 
Για µία διάσταση, ο ρυθµός µεταφοράς της θερµότητας ανά µονάδα εµβαδού είναι ανάλογος 
µε την θερµοκρασιακή κλίση. 
 

x

T

A

q

∂
∂
~   (1) 

 
Με τον συντελεστή αναλογίας : 
 

x

T
kAq

∂
∂

−=   (2) 

 

όπου q ο ρυθµός µεταφοράς της θερµότητας και xT ∂∂  η θερµοκρασιακή κλίση στην 

κατεύθυνση της ροής της θερµότητας. Η θετική µεταβλητή k ονοµάζεται θερµική αγωγιµότητα 
του υλικού. Το µείον στην εξίσωση εισάγεται  για να ικανοποιείται ο δεύτερος νόµος της 
θερµοδυναµικής (η θερµότητα µεταφέρεται από περιοχές µε υψηλή ενέργεια σε αυτές µε 
χαµηλή). Η εξίσωση 2 είναι γνωστή σαν το νόµο του Fourier. Για πολύ-διάστατα συστήµατα 
εκφράζεται ως εξής: 
 

Tkq ∇−=
r

"   (3) 

 
όπου "q  είναι η ροή θερµότητας ή ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας ανά µονάδα εµβαδού. 

Μια πιο κοντινή µατιά στον νόµο του Fourier θα µας δώσει πολλές πληροφορίες για την 
µεταφορά θερµότητας. Κατ’ αρχάς η ροή θερµότητας µε αγωγή (επαφή) είναι διανυσµατικό 
µέγεθος. Το µέγεθος της ροής θερµότητας µε αγωγή είναι ανάλογο της θερµοκρασιακής 
κλίσης και η κατεύθυνσή του συµπίπτει µε αυτήν της µεταβολής της θερµοκρασίας. Από την 
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στιγµή που η θερµοκρασιακή κλίση είναι σε αναλογία µε την µέγιστη αλλαγή θερµοκρασίας, η 
ροή της θερµότητας είναι ανάλογη µε την µέγιστη αλλαγή θερµοκρασίας. 
 
Σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x,y,z), ο νόµος του Fourier µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 
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Αγωγός σταθερής διατοµής – µίας διάστασης : 

 

 
 
Για την µονοδιάστατη µεταφορά θερµότητας, η θερµοκρασία είναι η συνάρτηση της 
µοναδικής χ-µεταβλητής και η θερµότητα µεταφέρεται αποκλειστικά προς αυτήν την 
κατεύθυνση.  Θεωρώντας την κατάσταση στο διάγραµµα Π.2.1, οπού ένα απλό τοίχωµα µε 
σταθερή διατοµή έχει µία υψηλή θερµοκρασία T1 που εφαρµόζεται στο αριστερό και µία 

χαµηλότερη θερµοκρασία T2 που εφαρµόζεται στο δεξί άκρο. Για καταστάσεις tT ∂∂ =0, η 

ενεργειακή εξίσωση µειώνεται σε : 
 

0
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 (5) 

 
Η πρώτη µορφή δηλώνει οτι κάτω από αυτές τις συνθήκες η µεταφορά θερµότητας, q, είναι 
µία σταθερά, ανεξάρτητη του χ. Αν το στερεό είναι ισοτροπικό, για παράδειγµα η θερµική 
αγωγιµότητα µπορεί να θεωρηθεί σταθερή, τότε : 
 

0
2

2

=
dx

Td
 (6) 

 
οπού µπορεί να ολοκληρωθεί δύο φορές για να µας δώσει την γενική µορφή της κατανοµής 
της θερµοκρασίας : 
 

21)( CxCxT +=  (7) 

 
Εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες µε T(0) = T1 στα αριστερά, µας δίνει : 
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12 TC =  (8) 

 
Με τον ίδιο τρόπο, εφαρµόζοντας την αρχική συνθήκη στο δεξί άκρο T(L) = T2 έχουµε : 
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Αλλάζοντας στην γενική επίλυση για το T(x), έχουµε : 
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ή σε µορφή χωρίς τις διαστάσεις µπορεί να γραφτεί ως εξής : 
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Αυτό το αποτέλεσµα καταδεικνύει το γνωστό γεγονός οτι για τη σταθερή, µονοδιάστατη 
διεξαγωγή µεταφοράς θερµότητας µέσω ενός απλού τοιχώµατος µε τη σταθερή θερµική 
αγωγιµότητα και καµία ογκοµετρική δηµιουργία θερµότητας, η θερµοκρασία ποικίλλει 
γραµµικά µε το x. 
  
Τώρα, χρησιµοποιώντας το νόµο του Fourier για να δηµιουργήσουµε µία σχέση µεταξύ της 
ροής της θερµότητας και της διαβάθµισης της θερµοκρασίας : 
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Όπου qx είναι ο ρυθµός µεταγωγής της θερµότητας στον άξονα χ, και A είναι το εµβαδό 
διατοµής στην  διάσταση του Χ. Έτσι υπολογίζοντας ξανά το qx 

 

L

TTkA
qx

)( 21 −=  (13) 

 

Σε αναλογία µε τον νόµο του Ohm για την ηλεκτρική αντίσταση, IERelec ∆= , η θερµική 

αντίσταση καθορίζεται ως το ποσοστό του δυναµικού T∆  στον αντίστοιχο ρυθµό µεταφοράς 
της θερµότητας qx. Για µεταφορά θερµότητας µέσω ενός τοιχώµατος, η θερµική αντίσταση 
για την επαγωγή δίνεται από τον τύπο : 
 

kA

L

q

TT
R

x

cond =
−

=
)( 21   (14) 



Εικονικό Εργαστήριο Ρευστοµηχανικής  37 

 

Σύνθετα τοιχώµατα (Composite Walls) 
 

 
 

 
Η αγωγή σε µία διάσταση µέσω περισσότερο περίπλοκων συστηµάτων όπως τα σύνθετα 
τοιχώµατα, αναλύεται εύκολα µέσω της έννοιας της θερµικής αντίστασης. Για παράδειγµα, 
πρώτα θεωρούµε το τοίχωµα δύο στρωµάτων που φαίνεται στο διάγραµµα Π.2.2. Από την 
έννοια της θερµικής αντίστασης, το ποσοστό της ροής θερµότητας qx µπορεί να εκφραστεί σε 

όρους της ολικής διαφοράς θερµοκρασίας )( 31 TTT −=∆  σαν: 
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όπου R∑  είναι η ολική αντίσταση. Για παρατάξεις του όπως στο διάγραµµα (Π.2.2.β.), η 

ολική αντίσταση είναι απλώς το άθροισµα όλων των ξεχωριστών αντιστάσεων: 
 

Ak

L
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L
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B
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A
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BA +=+=∑   (16) 

 
Παρόµοια σε παρατάξεις παράλληλης µεταφοράς θερµότητας όπως φαίνεται στο διάγραµµα 
(Π.2.2.β.), η αντίστροφη της ολικής αντίστασης είναι το άθροισµα των αντίστροφων 
ξεχωριστών αντιστάσεων. Μαθηµατικά εκφράζεται ως εξής: 
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Το ποσοστό µεταφοράς θερµότητας θα δίνεται ως εξής, 
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ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 
 
Περίληψη  
 

Σε αυτήν την άσκηση, µοντελοποιείται µονοδιάστατη διεξαγωγή θερµότητα. Το στερεό 
διαµορφώνεται σε δύο διαστάσεις. Είναι διαθέσιµα τα αραιά, σχετικά αραιά, και πυκνά 
πλέγµατα. Η θερµική αγωγιµότητα του  στερεού µπορεί να επιλεχθεί µέσα σε κάποια  όρια. Ο 
χρήστης έχει την επιλογή να ορίσει µια θερµοκρασία στο αριστερό µέρος του τοιχώµατος 
µαζί µε µία θερµοκρασία στα δεξιά. Υπολογίζονται η ροή θερµότητας και η διαβάθµιση της 
θερµοκρασίας. Επίσης µε την διεξαγωγή της µοντελοποίησης γίνεται διαθέσιµο και το 
διάγραµµα της κατανοµής της θερµοκρασίας. 
 
Εισαγωγή  
 
Η θερµική αγωγιµότητα είναι ένας σηµαντικός τρόπος µεταφοράς θερµότητας. Ο νόµος του 
Fourier της διεξαγωγής θερµότητας αφορά την ροή της θερµότητας ανάλογα µε την 
διαβάθµιση της θερµοκρασίας, όπου η θερµική αγωγιµότητα αντιπροσωπεύεται από µια 
σταθερά αναλογικότητας.  
Σε αυτήν την άσκηση µοντελοποιείται µία µονοδιάστατη, σταθερή θερµική αγωγιµότητα 
 
Μοντελοποίηση 
 
Το στερεό παρουσιάζεται σε δύο διαστάσεις όπως ένα ορθογώνιο. Η διαδικασία για να 
λύσουµε το πρόβληµα είναι η εξής: 
 
• ∆ηµιουργούµε την γεωµετρία 
• ∆ηµιουργούµε το πλέγµα (mesh) 
• Θέτουµε τους αρχικούς παράγοντες και τις ιδιότητες του στερεού 
 
Το FlowLab δηµιουργεί την γεωµετρία καθώς και το πλέγµα το οποίο το εξάγει στο FLUENT. 
Οι αρχικές συνθήκες και οι ιδιότητες της ροής θέτονται µέσω κάποιων παραµετροποιηµένων 
αρχείων «υπόθεσης». Το FLUENT συνεχίζει να επιλύει το πρόβληµα µέχρι να επαληθευθεί η 
σταθερά σύγκλισης ή µέχρι να επιτευχθεί ο αριθµός των επαναλήψεων που έχει ορισθεί. 
Όταν οποιοδήποτε από αυτά τα δύο κριτήρια επαληθεύεται τότε το FLUENT εξάγει τα 
αποτελέσµατα σε κάποια ουδέτερα αρχεία και σε αρχεία διαγράµµατος XY. 
 

Γεωµετρία 
 
Η γεωµετρία του στερεού παρουσιάζεται στο διάγραµµα Π.2.3. Το µήκος του στερεού δίνεται 
από τον χρήστη. Το πλάτος (Β) του στερεού υπολογίζεται από τον τύπο B = 0.1 x L. 
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Πλέγµα 
 
Μπορούν να επιλεχθούν αραιά, σχετικά αραιά, και πυκνά πλέγµατα. Η διακριτοποίηση που 
εφαρµόζεται βασίζεται στην παρακάτω λογική: 
 

$S1 = µέγεθος των στοιχείων του πλέγµατος κατά το µήκος L 
$S2 = µέγεθος των στοιχείων του πλέγµατος κατά το πλάτος Β 
 
Ο πίνακας Π.2.1. µας δίνει τις αριθµητικές τιµές για τις δύο παραµέτρους διακριτοποίησης 
 

Τύπος Πλέγµατος $S1 $S2 
Αραιό 0.10 0.05 

Σχετικά αραιό 0.05 0.033 
Πυκνό 0.025 0.025 

 
Πίνακας Π.2.1. Μεταβλητές διακριτοποίησης πλέγµατος 

 

Το πλέγµα δηµιουργείται αφού πρώτα οι πλευρές του στερεού διακριτοποιηθούν σε 
διαστήµατα (διάγραµµα Π.2.4) 
 

 
 
Φυσικά µοντέλα του FLUENT 
 
Το µοντέλο επιλύεται στο FLUENT χρησιµοποιώντας µόνο την ενεργειακή εξίσωση. 
∆εδοµένου ότι δεν υπάρχει κανένα ρευστό στην περιοχή, οι εξισώσεις µάζας και ορµής δεν 
επιλύονται. 
  

Ιδιότητες υλικού 
 
Η θερµική αγωγιµότητα του στερεού µπορεί να διευκρινιστεί µέσα σε συγκεκριµένα όρια.  
 

Αρχικές συνθήκες 
 
Ο χρήστης µπορεί να ορίσει τις παρακάτω αρχικές συνθήκες:  
 
• Θερµοκρασία στο αριστερό µέρος του τοιχώµατος 
• Θερµοκρασία στο δεξί µέρος του τοιχώµατος 
• Ροή θερµότητας στο αριστερό µέρος του τοιχώµατος 
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Επίλυση 
 
Το πλέγµα εξάγεται στο FLUENT µαζί µε τις φυσικές ιδιότητες και τις αρχικές συνθήκες που 
ορίζονται. Οι ιδιότητες του υλικού καθώς και οι αρχικές συνθήκες διαβάζονται από το αρχείο 
«υπόθεσης». Οι οδηγίες για την επίλυση του µοντέλου δίνονται από ένα αρχείο 
«ηµερολογίου». 
 
Όταν η επίλυση έχει επιτευχθεί ή έχει επαληθευθεί ο αριθµός επαναλήψεων το FLUENT 
εξάγει τα δεδοµένα σε ένα ουδέτερο αρχείο και σε ένα αρχείο διαγράµµατος .xy. Το GAMBIT 
διαβάζει το ουδέτερο αυτό αρχείο για δραστηριότητες µετα-επεξεργασίας 
 

Περιορισµοί 
 
Η µέγιστη θερµοκρασία που επιτρέπεται στο FLUENT (και ταυτόχρονα στο Flowlab) είναι 
5000οΚ. Αν η θερµοκρασία της άσκησης ξεπεράσει αυτό το όριο τότε η θερµοκρασίας 
περιορίζεται εικονικά στους 5000 βαθµούς Κ. Έτσι, αποτελέσµατα για περιπτώσεις οπου η 
θερµοκρασία ξεπερνάει αυτό το όριο δεν θα είναι σωστές 
 

Αποτελέσµατα πειράµατος 
 
Αναφορές αποτελεσµάτων 
 
Κατά την επίλυση δίνονται οι παρακάτω αναφορές 
 
• Ροή θερµότητας 
• Μέση βαθµωτή θερµοκρασία 
 

∆ιαγράµµατα Χ/Υ 
 
• Κατανοµή Θερµοκρασίας 
 
Το διάγραµµα Π.2.5 παρουσιάζει την θερµοκρασία σε σχέση µε το µήκος χ 
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Γραφική απεικόνιση 
 
∆ιαθέσιµη είναι ακόµα η κατανοµή της θερµοκρασίας (διάγραµµα Π.2.6). 
 

 
 

Επαλήθευση Αποτελεσµάτων 
 
Για ένα υλικό µε θερµική αγωγιµότητα k και µήκος L, η ροή θερµότητας σε σταθερή 
κατάσταση δίνεται από τον τύπο 
 

L

TTk
qx

)( 21 −=  

 
όπου T1 και T2  είναι οι θερµοκρασίες στα δύο άκρα του υλικού. 
 

Η κλίση της θερµοκρασίας δίνεται από τον τύπο: 
 

k

q

dx

dT x=
 

 
Η διαβάθµιση της θερµοκρασίας δίνεται από το FlowLab για µια θερµική αγωγιµότητα 202.4 
W/m-C, στο µήκος 1 µέτρου, και η θερµοκρασία στο δεξιό τοίχωµα των 300 K συγκρίνεται µε 
τις θεωρητικές τιµές του πίνακα Π2.2. Τα αποτελέσµατα του πίνακα Π.2.2. παρήχθησαν µε  
αραιό πλέγµα. 
 

∆ιαβάθµιση της θερµοκρασίας 
 Ροή θερµότητας 

Flowlab Θεωρητικές τιµές 
1000 4.92 4.94 
2000 9.86 9.88 
5000 24.68 24.70 

 
Πίνακας Π.2.2. Επαλήθευση διαβάθµισης θερµοκρασίας 

 
Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον πίνακα Π.2.3. παρήχθησαν µε συγκεκριµένη 
θερµοκρασία στο αριστερό τοίχωµα µαζί µε χοντροειδές πλέγµα, µε θερµική αγωγιµότητα 
202.4 W/m-C, και µε µήκος υλικού 1 m. 
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Ροή θερµότητας Θερµοκρασία στο 
αριστερό τοίχωµα Flowlab Θεωρητικές τιµές 

400 20243 20240 
500 40484 40480 

1000 141687 141680 
5000 951312 951280 

Πίνακας Π.2.3.  Επαλήθευση ροής θερµότητας 
 

Ασκήσεις 
 
1. Εκτελέστε το πείραµα χρησιµοποιώντας τις από προεπιλογή τιµές για την θερµική 
αγωγιµότητα και τις αρχικές συνθήκες που σας δίνονται, συγκρίνοντας το αποτέλεσµα της 
επίδρασης του πλέγµατος. Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η κατανοµή της θερµοκρασίας 
αλλάζει σε µικρό βαθµό σε σχέση µε την πυκνότητα του πλέγµατος. Γιατί? Συγκρίνεται τα 
αποτελέσµατα µε τις θεωρητικές τιµές. 
 
2. Αλλάξτε την αρχική συνθήκη της ροής θερµότητας (heat flux) σε θερµοκρασία τοιχώµατος 
(wall temperature) και εκτελέστε το πείραµα µε τις προεπιλεγµένες τιµές χρησιµοποιώντας 
πάλι τρεις διαφορετικές τιµές πλέγµατος. Συγκρίνετε τα αποτελέσµατα µε τις θεωρητικές 
τιµές. 
 
3. Αλλάξτε την γεωµετρία, τις αρχικές καταστάσεις και τις ιδιότητες του υλικού και 
παρατηρήστε τις αλλαγές στα αποτελέσµατα. 
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Π.3 Θερµική αγωγή σε σειρά 
 

Περίληψη. 
 
Σε αυτήν την άσκηση, διαµορφώνεται και µοντελοποιείται αγωγή µονο-διάστατης θερµικής 
αγωγής. Το στερεό αντιπροσωπεύεται από δύο διαστάσεις. ∆ιευκρινίζεται το µήκος και το 
πλάτος του στερεού και είναι διαθέσιµα αραιά, σχετικά αραιά, και πυκνά πλέγµατα. Η θερµική 
αγωγιµότητα των δύο στερεών ορίζεται από τον χρήστη και οριοθετείται από το πρόγραµµα. 
Ορίζεται από τον χρήστη η ροή της θερµότητας ή η θερµοκρασία στο αριστερό ή δεξιό 
τοίχωµα. Επιπλέον µπορούν να οριστούν η θερµική ροή, η κλίση της θερµοκρασίας και η 
αρχική θερµοκρασία του στερεού. 
 

Εισαγωγή  
 
Η θερµική αγωγή είναι µία από τις µεθόδους θερµικής µεταφοράς. Ο νόµος του fourier της 
θερµικής αγωγής συσχετίζει την ταχύτητα της θερµικής µεταφοράς µε τη ροή θερµότητας 
όπου η θερµική αγωγιµότητα αντιπροσωπεύεται από µια σταθερά αναλογίας. 
 

Μοντελοποίηση 
 
Το στερεό µοντελοποιείται σε δυο διαστάσεις από ένα ορθογώνιο. 
 
Τα στάδια είναι τα εξής: 
 
1. ∆ηµιουργείται η γεωµετρία 
2. ∆ηµιουργείται το πλέγµα 
3. Προσαρµόζονται οι φυσικές ιδιότητες και οι οριακές συνθήκες 
 
Το Flowlab µοντελοποιεί την γεωµετρία και την ροή οπου και την εξάγει στο fluent. Οι οριακές 
συνθήκες και οι ιδιότητες της ροής προσαρµόζονται µέσω κάποιων παραµετρικών αρχείων. 
Το FLUENT συνεχίζει να επιλύει το πρόβληµα µέχρι να επαληθευθεί η σταθερά σύγκλισης ή 
µέχρι να επιτευχθεί ο αριθµός των επαναλήψεων που έχει ορισθεί. Όταν οποιοδήποτε από 
αυτά τα δύο κριτήρια επαληθεύεται τότε το FLUENT εξάγει τα αποτελέσµατα σε 
συγκεκριµένα αρχεία του προγράµµατος. 
 
Γεωµετρία 
 
Η γεωµετρία φαίνεται στο διάγραµµα Π.3.1. Το µήκος των δύο στερεών (L1,L2) και το πλάτος 
Β του τοιχώµατος ορίζονται από τον χρήστη. 
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Πλέγµα 
 
Τα πλέγµατα που µπορούν να οριστούν στο συγκεκριµένο µοντέλο (διάγραµµα Π.3.2) είναι 
αραιά, σχετικά αραιά και πυκνά. Το σχήµα διακριτοποίησης που εφαρµόζεται ακολουθεί την 
παρακάτω λογική: 
 
$S1 = αριθµός διαστηµάτων που εφαρµόζονται εξαρτώµενα από το µήκος του πρώτου ή του 
δεύτερου στερεού και αναλόγως της διαφοράς τους. 
$S2 = Υποθέτοντας ότι το L1 (στερεό 1) είναι µεγαλύτερο, τότε το $S2 παίρνει την τιµή από 
τον πίνακα Π.3.1, ή εάν το L2 είναι µεγαλύτερο τότε αναστρέφεται το κλάσµα (L2/L1) του 
πίνακα Π.3.1. 
$S3 = αριθµός διαστηµάτων ανάλογα µε το πλάτος Β. 
 

Τύποι Πλέγµατος $S1 $S2 $S3 
Αραιό 10 (L2/L1) x $S1 3 

Σχετικά αραιό 20 (L2/L1) x $S1 4 
Πυκνό 40 (L2/L1) x $S1 5 

Πίνακας Π.3.1 
 

 
 
Ενεργειακό µοντέλο 

 
Η ενεργειακή εξίσωση επιλύεται βάση του στερεού µοντέλου. Από την στιγµή που δεν 
υπάρχει ροή ρευστού δεν λαµβάνουµε υπόψη εξισώσεις µάζας και ορµής. 
 
Ιδιότητες Υλικού 

 
Η θερµική αγωγιµότητα των δύο στερεών διευκρινίζεται µέσα σε συγκεκριµένα όρια ορισµένα 
από το πρόγραµµα. 
 
Οριακές Συνθήκες 

 
Οι οριακές συνθήκες που ορίζονται από τον χρήστη είναι οι  εξής: 
 
• Θερµοκρασία δεξιού τοιχώµατος 
• Θερµοκρασία αριστερού τοιχώµατος 
• Ροή θερµότητας αριστερού τοιχώµατος2 

                                                
2  βασισµένα στην εκάστοτε θερµική κατάσταση (σε ροή θερµότητας ή συγκεκριµένης 
θερµοκρασίας στο αριστερό τοίχωµα) 
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Επίλυση 
 
Το πλέγµα εξάγεται στο Fluent µαζί µε τις ορισµένες από τον χρήστη ιδιότητες του στερεού 
καθώς και τις οριακές συνθήκες. Οι ιδιότητες και οι οριακές συνθήκες επεξεργάζονται κατά 
την ανάγνωση των αρχείων από το Fluent. 
 
Περιορισµοί 
 
Η µέγιστη επιτρεπτή θερµοκρασία από το Fluent και το Flowlab είναι 5000 βαθµοί Kelvin. 
Εάν η θερµοκρασία της άσκησης υπερβεί το όριο αυτό, η θερµοκρασία αυτόµατα θα 
περιοριστεί στους 5000 βαθµούς. Εποµένως τα αποτελέσµατα για περιπτώσεις που η 
θερµοκρασία υπερβαίνει αυτό το όριο δεν θα είναι σωστά. 
 

Αποτελέσµατα 
 
Αναφορές 
 
∆ιαθέσιµες από το Flowlab γίνονται οι παρακάτω αναφορές 
 
• Ροή θερµότητας 
• Μέση κατανοµή θερµοκρασίας 
• Θερµοκρασίες µεταξύ των στερεών 
 
∆ιαγράµµατα Χ,Υ 
 
Τα διαγράµµατα που εξάγονται από το Flowlab συµπεριλαµβάνουν µεταξύ άλλων και την 
κατανοµή της θερµοκρασίας όπως φαίνεται στο διάγραµµα 3.3. 
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Γραφική απεικόνιση 
 
Μπορούµε να έχουµε προβολή της κατανοµής της θερµοκρασίας στους δύο άξονες x,y 
(διάγραµµα Π.3.4). 
 

 

Επαλήθευση Αποτελεσµάτων 

 
Η καθαρή θερµική αντίσταση για αγωγιµότητα σε σειρά δίνεται από τον τύπο: 
 

 
 

Ο ρυθµός µετάδοσης της θερµότητας δίνεται από τον τύπο 
 

 
 

όπου το Τ3 είναι η θερµοκρασία στο τέλος του στερεού (στο δεξιό τοίχωµα). Η καθαρή ροή 
θερµότητας δίνεται από την καθαρή ταχύτητα θερµότητας που διαιρείται µε την συνολική 
περιοχή. Η θερµοκρασία του εσωτερικού των τοιχωµάτων υπολογίζεται από την παρακάτω 
σχέση 

 
 

Οι προκαθορισµένες αξίες των γεωµετρικών παραµέτρων, των οριακών συνθηκών και των 
ιδιοτήτων του υλικού είναι: 
 
L1 = 1m 
L2 = 0.5m 
AA = 0.1m2 
AB = 0.1m2 
kA = 202.4W / m – C 
kB = 387.6W / m – C 
T3 = 300K 
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Χρησιµοποιώντας ένα πυκνό πλέγµα και τις προκαθορισµένες παραµέτρους της 
προηγούµενης σελίδας, παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα (Π.3.2) που συγκρίνει τις 
θεωρητικές τιµές µε αυτές που µας υπολογίζει το Flowlab. 
 

Ροή θερµότητας (W/m2) 
 

Θερµοκρασία (Κ) Θερµοκρασία 
αριστερού 

τοιχώµατος (K) Flowlab Θεωρία Flowlab Θεωρία 

400 16045 16050 321 321 
500 32096 32099 342 341 
1000 112394 112347 447 445 
4000 593977 593834 1075 1067 

Πίνακας Π.3.2 
 

Ασκήσεις 
 
1. Εκτελέστε την άσκηση µε τις προκαθορισµένες τιµές χρησιµοποιώντας διαφορετικό τύπο 

πλέγµατος κάθε φορά. Μπορούµε να παρατηρήσουµε οτι η κατανοµή θερµοκρασίας 
επηρεάζεται ελάχιστα από την πυκνότητα του πλέγµατος. Συγκρίνετε τα αποτελέσµατα 
που υπολογίζονται από την θεωρητική πρόβλεψη (Πίνακας Π.3.2). 

 
2. Αλλάξτε τις αρχικές συνθήκες του αριστερού τοιχώµατος σε «Wall temperature type» 

δηλαδή να χρησιµοποιηθούν οι προεπιλεγµένες τιµές της θερµοκρασίας του τοιχώµατος 
(και όχι η ροή θερµότητας), εκτελώντας το κάθε φορά µε διαφορετικό τύπο πλέγµατος. 
Συγκρίνετε πάλι τα αποτελέσµατα που λαµβάνετε µε αυτά της θεωρητικής πρόβλεψης. 

 
3. ∆ιαφοροποιήστε την θερµική αγωγιµότητα των στερεών και παρατηρήστε τις αλλαγές 

στην θερµοκρασία. 
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Π.4 Ροή γύρω από κύλινδρο 
 

Εισαγωγή 
 
Ένα θεµελιώδες πρόβληµα ρευστοµηχανικής, πρακτικής σπουδαιότητας, είναι αυτό της ροής 
γύρω από κύλινδρο, όπου η κατεύθυνση της ελεύθερης ροής είναι κάθετη προς τον άξονα 
του κυλίνδρου. Τα συνηθέστερα παραδείγµατα περιλαµβάνουν ροή στα τοιχώµατα των 
σωλήνων, ή ροή σε σωλήνες ανταλλαγής θερµότητας, ροή σε εναέριες ηλεκτρικές ή 
τηλεφωνικές γραµµές και ροή αέρα ή ύδατος σε υποθαλλάσια/θαλλάσια δάπεδα 
υποστήριξης. Σε αυτή την άσκηση εξετάζονται και οι ιξώδεις και οι µη-ιξώδεις ροές γύρω από 
κύλινδρο, παρόλο που αυτό το παράδειγµα αναφέρεται µόνον σε ιξώδεις ροές. Θα 
µελετήσουµε την επιφανειακή πίεση, τον συντελεστή κατανοµής της πίεσης και τα 
χαρακτηριστικά της τριβής σε έναν λείο κύλινδρο. 
 

Ιξώδης ροή γύρω από κύλινδρο 
 
Σε µία πραγµατική ιξώδη ροή, η ταχύτητα του ρευστού στην επιφάνεια του κυλίνδρου είναι 
µηδενική λόγω της συνθήκης ‘’µη-ολίσθησης’’. Αυτό οδηγεί στο σχηµατισµό ενός οριακού 
στρώµατος, το οποίο είναι µία ασθενής περιοχή (νεκρός χώρος) δίπλα στην επιφάνεια όπου 
τα φαινόµενα διάτµησης λόγω ιξώδους είναι σηµαντικά και η ταχύτητα αυξάνει από µηδέν 
στην επιφάνεια έως την µέγιστη τιµή της ταχύτητας ροής. Στο µπροστινό µέρος του 
κυλίνδρου, η επιφανειακή πίεση µειώνεται από το στάσιµο σηµείο προς τη βάση. Έτσι το 

οριακό στρώµα αναπτύσσεται υπό την επίδραση µιας ευνοϊκής αναλογίας πίεσης, 0<dxdP . 

Η καθαρή δύναµη της πίεσης σε αυτή την περιοχή είναι επαρκής ώστε να ξεπεράσει την 
αντίσταση της δύναµης διατµήσεως, και έτσι διατηρείται η κίνηση του ρευστού στην 
κατεύθυνση της ροής. Η επιφανειακή πίεση τελικά φθάνει στο ελάχιστο και αρχίζει να 
αυξάνεται προς το πίσω τµήµα κυλίνδρου. Το οριακό στρώµα σε αυτή την περιοχή 

αναπτύσσεται υπό την επίδραση µιας δυσµενούς αναλογίας πίεσης, 0>dxdP . Καθώς η 

πίεση µεγαλώνει στην κατεύθυνση της ροής, το ρευστό στο οριακό στρώµα υφίσταται µία 
καθαρή δύναµη της πίεσης προς την κατεύθυνση της κίνησής του. Σε κάποιο σηµείο η ορµή 
του ρευστού είναι ανεπαρκής ώστε να το µεταφέρει στην περιοχή της αυξανόµενης πίεσης: 
το ρευστό που βρίσκεται δίπλα στο στερεό σταµατά και η αποκόλληση της ροής ξεκινά από 
την επιφάνεια.  
 
Η αποκόλληση του οριακού στρώµατος έχει ως αποτέλεσµα στο να σχηµατισθεί µία περιοχή 
µε µικρότερη σχετικά πίεση πίσω από τον κύλινδρο, η οποία έχει ελλιπή/ανεπαρκή ορµή. 
Αυτή η περιοχή ονοµάζεται απόρευµα. Για την αποκολληµένη ροή στον κύλινδρο, υπάρχει 
µία ανισοµέρεια/ανισορροπία της καθαρής δύναµης της πίεσης στην κατεύθυνση της ροής, 
λόγω της σχετικά υψηλής πιέσεως στο µπροστινό τµήµα του κυλίνδρου και της χαµηλής 
πίεσης στο απόρευµα. Αυτή η ανισοµέρεια/ανισορροπία της δύναµης έχει ως αποτέλεσµα τη 
δηµιουργία τριβής λόγω πίεσης στον κύλινδρο, η τριβή λόγω πίεσης κυριαρχεί στην περιοχή 
των υψηλών αριθµών Reynolds ReD > 1000, και η τριβή στα τοιχώµατα του κυλίνδρου είναι 
ένα µικρό ποσοστό του ολικού ποσοστού. 
 
Ο συντελεστής τριβής CD χρησιµοποιείται για να προσδιορίσει ποσοτικά την καθαρή δύναµη 
τριβής FD στον κύλινδρο. Η ανάλυση µε διαστάσεις δείχνει πως ο συντελεστής τριβής είναι 
µία συνάρτηση µόνον για αριθµούς CD  και Reynolds ReD, όπου CD και ReD ορίζονται ως: 
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2

1

2
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F
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F
C D

proj

D
D

ρρ
==  (1) 
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όπου ρ και µ είναι η πυκνότητα του ρευστού και η εσωτερική τριβή (ιξώδες) αντίστοιχα, L και 
D είναι το µήκος και η διάµετρος του κυλίνδρου αντίστοιχα, και Aproj = LD είναι η 
προβεβληµένη επιφάνεια του κυλίνδρου κάθετα προς τη ροή.  
 

 
 
Το διάγραµµα CD προς ReD φαίνεται στο διάγραµµα Π.4.2. Για πολύ µικρούς αριθµούς 
Reynolds ReD < 5, δεν υπάρχει αποκόλληση της ροής, το απόρευµα έχει οµαλή ροή και η 
τριβή λόγω πίεσης υπερέχει λόγω της τριβής στα τοιχώµατα του κυλίνδρου. Καθώς ο 
αριθµός Reynolds αυξάνεται στην κλίµακα 5 < ReD < 1000, ο συντελεστής τριβής µειώνεται 
συνεχώς. Λόγω της αποκόλλησης της ροής, η ολική τριβή συνίσταται από την τριβή στα 
τοιχώµατα του κυλίνδρου και την τριβή λόγω πίεσης του ρευστού. Σε αυτή την κλίµακα, η 
συµβολή της τριβής στα τοιχώµατα του κυλίνδρου µειώνεται και η τριβή λόγω πίεσης του 
ρευστού γίνεται πιο έντονη. 
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Στην κλίµακα 103 < ReD < 2×105 ο συντελεστής τριβής είναι σχετικά σταθερός. Για ReD > 
2×105 η καµπύλη του συντελεστή τριβής υφίσταται µία σχετικά απότοµη πτώση. Πειράµατα 
δείχνουν ότι για αριθµούς Reynolds µικρότερων αυτής της κρίσιµης τιµής, το οριακό στρώµα 
στο µπροστινό τµήµα του κυλίνδρου έχει οµαλή ροή. Η αποκόλληση του οριακού στρώµατος 
εµφανίζεται ακριβώς αντίθετα του άξονα του κυλίνδρου και µία σχετικά πλατιά τυρβώδης 
περιοχή (απόρευµα) σχηµατίζεται. Η πίεση στην αποκολληθείσα περιοχή, πίσω από τον 
κύλινδρο, είναι σχετικά συνεχής και είναι µικρότερη από την επιφανειακή πίεση κοντά στο 
µπροστινό στάσιµο σηµείο, καταλήγοντας έτσι σε πολύ µεγάλη πίεση τριβής. 
 
Για ReD > 2×105, µετάβαση σε ένα οριακό στρώµα µε τυρβώδη ροή εµφανίζεται στο 
µπροστινό τµήµα του κυλίνδρου. Καθώς το τυρβώδες οριακό στρώµα έχει µεγαλύτερη ορµή 
κοντά στην επιφάνεια, από ότι το οριακό στρώµα µε οµαλή ροή, µπορεί να αντισταθεί στην 
αποκόλληση της ροής υπό την επίδραση µίας δυσµενούς αναλογίας πίεσης µε καλύτερο 
τρόπο. Με αποτέλεσµα η αποκόλληση να είναι στην κατεύθυνση του άξονα του κυλίνδρου, 
και το απόρευµα είναι σχετικά περιορισµένο. Η καθαρή δύναµη της πίεσης στον κύλινδρο 
µειώνεται σε σύγκριση µε το οριακό στρώµα που έχει οµαλή ροή, µε αποτέλεσµα να µειωθεί 
ο συντελεστής τριβής. Ο κύριος αριθµός Reynolds όπου η µετάβαση λαµβάνει χώρα και 
συνοδεύεται από πτώση της τριβής, ονοµάζεται Κρίσιµος Αριθµός Reynolds. 
 
Η µετάβαση από την οµαλή ροή στην τυρβώδη ροή στο οριακό στρώµα µπορεί να 
επηρεαστεί από την τραχύτητα της επιφάνειας και από τον στροβιλισµό της ελεύθερης ροής. 
Συνεπώς, η µείωση της τριβής που έχει σχέση µε την µετάβαση δεν εµφανίζεται µε έναν 
απόλυτο αριθµό Reynolds. Στο διάγραµµα Π.4.3, φαίνονται τρεις κατανοµές της πίεσης γύρω 
από τον κύλινδρο. Μία για οµαλή ροή, η οποία είναι θεωρητική. Η καµπύλη που έχει 
αποκόλληση από το οριακό στρώµα µε οµαλή ροή ονοµάζεται υποκρίσιµη και η καµπύλη 
που έχει αποκόλληση από το οριακό στρώµα µε τυρβώδη ροή ονοµάζεται υπερκρίσιµη. 
Λάβετε υπόψη σας ότι η αποκόλληση λαµβάνει χώρα αργότερα για την υπερκρίσιµη ροή και 
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ότι αναπτύσσεται µία µεγαλύτερη αντίθλιψη. Αυτό το τελευταίο εξηγεί την µείωση της τριβής, 
που παίρνει κάποιος που εκτελεί µετρήσεις, µόλις περάσει τον κρίσιµο αριθµό Reynolds. 

 

 
 
Ασκήσεις: 
 
1. Η αρχική τιµή έχει ορισθεί για τον αριθµό Reynolds 104, µε νερό ως ρευστό υλικό. Η 

ιξώδης κατάσταση έχει ορισθεί ως ιξώδες. Τρέξτε πρώτα αυτή την περίπτωση. 
 
2. Τρέξτε τις περιπτώσεις ξανά, αλλάζοντας την ταχύτητα, η προτεινόµενη κλίµακα 

Reynolds να κυµαίνεται από 10 έως 107.  
 
3. Τρέξτε το προκαθορισµένο αρχικό όριο για ‘’µη-ιξώδη’’ ροή, µε νερό ως µέσο εργασίας, 

για την ίδια ταχύτητα ελεύθερης ροής. Παρατηρήστε την αλλαγή στον συντελεστή τριβής 
και για ιξώδη και για µη-ιξώδη προσοµοίωση. Σηµειώστε πως ο βαθµός του συντελεστή 
τριβής σε µη-ιξώδη ροή αυξάνεται µε τον αριθµό Reynolds σε συντελεστή τριβής σε 
ιξώδη ροή. 

 
4. ∆είτε πως διάφορες κατανοµές δοσµένες σε άξονες x y αλλάζουν µε τον αριθµό Reynolds 

ή την ταχύτητα. 
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Π.5 Ροή σε αποκλίνοντα αγωγό 
 

Εισαγωγή 
 
Σε ένα σύστηµα αγωγών, δεν υπάρχει µόνον απώλεια της πίεσης που προκαλείται από την 
τριβή σε έναν ευθύγραµµο σωλήνα σταθερής διατοµής αλλά πρόσθετες απώλειες που 
µπορεί να προκληθούν στις αλλαγές των διατοµών, των στροφών, των βαλβίδων και των 
εγκαταστάσεων όλων των ειδών. Σε σωλήνες µεγάλου µήκους αυτές οι πρόσθετες απώλειες 
είναι αµελητέες σε σχέση µε τις απώλειες τριβής. Παρόλο που ορίζονται ως πολύ µικρές 
(δευτερεύουσες απώλειες) µπορεί στην πραγµατικότητα να υπερτερούν των απωλειών 
τριβής σε µικρότερους σωλήνες. Αυτές οι απώλειες προκύπτουν συνήθως από την ξαφνική 
αλλαγή της ταχύτητας είτε σε µέγεθος είτε σε κατεύθυνση. Αυτές οι αλλαγές προκαλούν 
στροβιλισµούς υψηλής κλίµακας στους οποίους η ενέργεια διασκορπίζεται ως θερµότητα. Η 
πηγή των απωλειών συνήθως περιορίζεται σε ένα πολύ µικρό µήκος, αλλά ο στροβιλισµός 
που παράγεται µπορεί να εξαπλωθεί σε µια αρκετά µεγάλη απόσταση κατάντη προς την 
κατεύθυνση της ροής. Η ροή µετά την ξαφνική αλλαγή της ταχύτητας δυσχεραίνεται και η 
διαδικασία της ‘’συνηθισµένης’’ τριβής του σωλήνα επηρεάζεται αναπόφευκτα από τον 
πρόσθετο στροβιλισµό. 
 
Ακριβείς θεωρητικοί τύποι για τον προσδιορισµό των πρόσθετων απωλειών είναι σπάνια 
δυνατοί και συνήθως γίνονται καταφεύγοντας σε εµπειρικά αποτελέσµατα. Μιας και οι 
απώλειες έχουν υπολογιστεί να είναι ανάλογες µε το τετράγωνο της µέσης ταχύτητας, 
εκφράζονται ως: 
 

g

u
khl
2

2

=   (1) 

 
και για υψηλές τιµές των αριθµών Reynolds η τιµή του ‘k’ είναι πρακτικά σταθερή. Η επόµενη 
ενότητα παρουσιάζει την απώλεια λόγω της ξαφνικής διαστολής του σωλήνα ή λόγω της 
απότοµης διόγκωσης του σωλήνα, τα οποία µπορούν να αναλυθούν θεωρητικά.  

 
Απώλεια λόγω της απότοµης απόκλισης του σωλήνα: 
 
Λάβετε υπόψη σας την διατοµή που απεικονίζεται στο διάγραµµα Π.5.1. Ο σωλήνας είναι 
ευθύς και η ροή θεωρείται σταθερή. Το υγρό που αναδύεται από τον µικρότερο σωλήνα δεν 
µπορεί να ακολουθήσει την απότοµη απόκλιση του σωλήνα (εκεί που ενώνονται οι δύο 
διαφορετικές τοµές σωλήνα), µε αποτέλεσµα να σχηµατίζονται στις γωνίες δίνες 
στροβιλισµού και µία ζώνη επανακυκλοφορίας. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τον διασκορπισµό 
της ενέργειας ως  θερµότητα µέσα στον σωλήνα. 
 
Για υψηλές τιµές του αριθµού Reynolds, η ταχύτητα στον µικρότερο σωλήνα µπορεί να 
υποτεθεί ως σταθερή κατά µήκος της διατοµής. Στο τµήµα 1 οι γραµµές ροής (streamlines) 
µπορούν να υποτεθούν ότι είναι ευθείες και παράλληλες, έτσι µπορεί να υποτεθεί ότι και η 
πίεση είναι οµοιόµορφη. Κατάντη προς τη φορά της ροής, το παχύρευστο µείγµα που 
προκαλείται από τον στροβιλισµό βοηθάει στο να οµαλοποιηθεί η ταχύτητα. Μπορεί να 
θεωρηθεί ότι στο τµήµα 2, αρκετά µακριά από την διόγκωση (περίπου 8 µε 10 φορές 
µεγαλύτερης διαµέτρου) η ταχύτητα είναι ξανά ανοµοιόµορφη.  
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Από την εξίσωση συνέχειας, προκύπτει ότι η ταχύτητα V2 θα είναι µικρότερη από την V1 και η 
αντίστοιχη αλλαγή στην κατεύθυνση της ταχύτητας δηµιουργεί µία δύναµη που ενεργεί στο 
υγρό µεταξύ των τµηµάτων 1 και 2. Αν θεωρηθούν αµελητέες οι εφελκυστικές δυνάµεις στα 
τοιχώµατα του σωλήνα, η καθαρή δύναµη που ενεργεί στον όγκο ελέγχου προς τα δεξιά 
είναι: 
 

221211 )(' ApAApAp −−+   (2) 

 
όπου p’ είναι η µέση πίεση του στροβιλιζόµενου υγρού πάνω από το δακτυλιοειδές µέτωπο. 
Όπως υποστηρίζεται από πειράµατα, οι ακτινικές επιταχύνσεις πάνω από το δακτυλιοειδές 
µέτωπο είναι πολύ µικρές; Έτσι µπορεί να θεωρηθεί ότι το p’ είναι ίσο µε το p1. Έτσι, η 

καθαρή δύναµη που ενεργεί στο υγρό θα είναι 221 )( App − . 

 
Από την εξίσωση της ταχύτητας σταθερής – ροής, αυτή η δύναµη θα είναι ίση µε το βαθµό 
της αύξησης της ταχύτητας στην ίδια κατεύθυνση: 
 

)()( 12221 VVQApp −=− ρ  (3) 

 
Το ρ αντιπροσωπεύει την πυκνότητα και το Q την παροχή όγκου. 
 

)()( 12212

2

21 VVVVV
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Q
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Από την εξίσωση ενέργειας για µια σταθερή πυκνότητα υγρού, θεωρώντας ότι η πίεση λόγω 
θέσης είναι η ίδια, έχουµε: 
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το hl αντιπροσωπεύει την απώλεια της τελικής υδραυλικής πίεσης µεταξύ των τµηµάτων 1 
και 2. 
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Από την εξίσωση 4 και 6 έχουµε 

g

VV
hl

2

)( 2

21 −=   (7) 

 
Μιας και από την εξίσωση συνέχειας έχουµε 2211 VAVA = , η εξίσωση 7 µπορεί να γραφεί 

εναλλακτικά ως 
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Αυτό το αποτέλεσµα βρέθηκε αρχικά από τους J.C. Borda και L.M.N. Carnot και είναι γνωστό 
ως απώλεια υδραυλικής πίεσης Borda-Carnot. Ο συντελεστής  k µπορεί να δοθεί ως : 
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Από την παραπάνω εξίσωση, προκύπτει ότι όσο πιο υψηλή είναι η αναλογία της διαστολής 
και της ταχύτητας, τόσο µεγαλύτερες είναι και οι απώλειες πίεσης.  
 
Απώλειες Εξόδου (Exit Loss): Όταν A2→ ∝, τότε από την εξίσωση 8 βλέπουµε ότι η απώλεια 

της υδραυλικής πίεσης σε απότοµες διογκώσεις/διαστολές τείνει σε gV 22

1 . Αυτό συµβαίνει 
στην σκεπασµένη από νερό έξοδο του σωλήνα ο οποίος εκρέει σε µία µεγάλη δεξαµενή. Η 
δυναµική πίεση εντός του σωλήνα, είναι ίση µε την κινητική ενέργεια ανά µονάδα βάρους, και 
χάνεται στον στροβιλισµό. Αυτές οι απώλειες συνήθως ονοµάζονται απώλειες εξόδου του 
σωλήνα. 

 

Ασκήσεις : 
 
1. H αρχική τιµή έχει καθορισθεί για τον αριθµό Reynolds 105 µε αέρα ως ρευστό υλικό. 
 
2. Ξανακάντε την άσκηση αλλάζοντας την ταχύτητα, µε τον αριθµό Reynolds να κυµαίνεται 

από 103 έως 107. 
 
3. Τροποποιήστε τη γεωµετρία αλλάζοντας την αναλογία της διαστολής και παρατηρήστε 

πως οι απώλειες (διαχωρισµός φυσαλίδας που είναι ενδεικτικός της απώλειας πίεσης) 
αυξάνονται µε την αναλογία της διαστολής.  

 
4. Αλλάξτε τις ιδιότητες του υλικού µε αυτές του νερού και εκτελέστε παρόµοια ανάλυση. 
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Π.6 Μετρητές ροής 
 

Εισαγωγή 
 
Οι µετρητές ροής χρησιµοποιούνται στις βιοµηχανίες για να µετρούν την παροχή όγκου των 
υγρών. Οι µετρητές ροής της διαφορικής πίεσης µετρούν την παροχή όγκου εισάγοντας µία 
στένωση στη ροή. Η διαφορά της πίεσης που προκαλείται από τη στένωση σχετίζεται µε την 
παροχή όγκου που χρησιµοποιεί το θεώρηµα του Bernoulli. Οι µετρητές που µετρούν τη ροή 
θα πρέπει αρχικά να ρυθµίζονται (να καλιµπράρονται) πριν χρησιµοποιηθούν.  
 
Ο µετρητής µε στένωση είναι ένας µετρητής ροής της διαφορικής πίεσης, ο οποίος µετράει το 
ρυθµό ροής προκαλώντας µείωση της διατοµής µέσω µίας πλάκας. Ένα διάγραµµα 
παρουσιάζεται στο διάγραµµα Π.6.1. 
 

 
 
Η µείωση της διατοµής του ρεύµατος ροής καθώς περνάει µέσα από το στόµιο αυξάνει την 
δυναµική πίεση εις βάρος της στατικής πίεσης. Η µείωση της πίεσης µεταξύ των κενών 
µετριέται χρησιµοποιώντας µανόµετρα.  
 

Ταχύτητα κατά µήκος ενός µετρητή ροής  
 
Καθώς η ροή πλησιάζει στην πλάκα, η ροή του νερού κοντά στα τοιχώµατα του σωλήνα 
µειώνεται και σταµατά στις γωνίες που σχηµατίζονται από την πλάκα και τα τοιχώµατα του 
σωλήνα. Ως αποτέλεσµα η πίεση πριν από την στένωση είναι λίγο µεγαλύτερη. Καθώς η ροή 
επιταχύνεται και περνά µέσω της στένωσης, η πίεση πέφτει και είναι η χαµηλότερη και η 
ταχύτητα µεγαλύτερη στο σηµείο σύγκλισης. Μετά από την στένωση, η ροή ξεκινά να 
απλώνεται, η ταχύτητα να µειώνεται και η πίεση να αυξάνεται. Οριακός διαχωρισµός της 
ροής εµφανίζεται µετά τη στένωση και µία µεταβατική περιοχή παρουσιάζεται µετά από την 
πλάκα που βρίσκεται κατάντη της ροής. 
 
Το θεώρηµα του Bernoulli εφαρµόζεται και δίνεται µε  
 

FVpVp ++=+ 2

22

2

11
2

1

2

1
ρρ (1) 

 
Όπου p1, V1 και p2 V2 είναι η πίεση και η ταχύτητα στο σηµείο 1 και στο σηµείο 2 (σηµείο 
σύγκλισης) αντίστοιχα, το F είναι η απώλεια της πίεσης. Η µεταβατική περιοχή που υπάρχει 
µετά από την στένωση είναι η αιτία που προκαλεί την µεγαλύτερη απώλεια πίεσης.  
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Η παροχή όγκου σχετίζεται µε την µετρηθείσα χαµηλή πίεση χρησιµοποιώντας την ηµι-
εµπειρική εξίσωση: 
 

ρ
)(2

1

21

2

1

2

2

2 pp

A

A

CdA
Q

−

−

=  (2) 

 
Η τιµή του Cd εξαρτάται από το συντελεστή  διαµέτρου και το Re, και είναι περίπου  0.61 για 
Re µεγαλύτερο από 30,000.  
 
Η ανάκτηση της στατικής πίεσης λαµβάνει χώρα, και είναι συνήθως περίπου 20% της 
αρχικής πίεσης. Η διακύµανση της πίεσης ως συνάρτηση της θέσης, φαίνεται στο διάγραµµα 
Π.6.2. 
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Ασκήσεις 
 
1. Κάντε την άσκηση για τις προκαθορισµένες τιµές και ελέγξτε την τιµή του συντελεστή 

εκροής. 
 
2. Μειώστε τον συντελεστή της διαµέτρου και ελέγξτε πως ο συντελεστής εκροής και η 

ανάκτηση της πίεσης ποικίλουν µεταξύ των αριθµών Re και του συντελεστή διαµέτρου. 
Συγκρίνετε τα παραπάνω αποτελέσµατα µε τα αποτελέσµατα που είναι διαθέσιµα στη 
βιβλιογραφία.  
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Π.7 Αγωγή θερµότητας 
 

Εισαγωγή 
 
Η θερµική αγωγή είναι ένας από τους 3 τρόπους µεταφοράς θερµότητας. Ο νόµος του 
Fourier για την αγωγή θερµότητας περιγράφει ότι η ροή θερµότητας είναι ανάλογη µε την 
κλίση της θερµοκρασίας, µε σταθερά αναλογίας ίση µε την θερµική αγωγιµότητα. Σε αυτήν 
την άσκηση, µπορεί να παρατηρηθεί ότι η κατανοµή της θερµοκρασίας κατανέµεται έτσι ώστε 
η ροή θερµότητας στο αριστερό τοίχωµα να είναι σταθερή. 
 

Μοντελοποίηση 
 
Η γεωµετρία του στερεού περιγράφεται στις δύο διαστάσεις µε την βοήθεια ενός ορθογωνίου. 
Η διαδικασία για να επιλύσουµε την άσκηση είναι η εξής: 
 
• ∆ηµιουργούµε την γεωµετρία 
• ∆ηµιουργούµε το πλέγµα 
• Ορίζουµε τις αρχικές συνθήκες και τις ιδιότητες του στερεού 
 
Γεωµετρία 
 
Η γεωµετρία φαίνεται στο διάγραµµα Π.7.1. Το µήκος των δύο στερεών L, και το πάχος των 
τοιχωµάτων, H1 και Η2 θα πρέπει να δοθούν από τον χρήστη στην αρχή της άσκησης. 
 

 
 
Πλέγµα 
 
Μπορούν να επιλεχθούν αραιά, σχετικά αραιά, και πυκνά πλέγµατα. Η διακριτοποίηση που 
εφαρµόζεται βασίζεται στην παρακάτω λογική: 
 
$H = αριθµός διαστηµάτων στον κάθετο άξονα 
$L = αριθµός διαστηµάτων στον οριζόντιο άξονα 
 
Ο πίνακας Π.7.1. µας δίνει τις αριθµητικές τιµές για τις δύο παραµέτρους διακριτοποίητης 
 

Τύπος Πλέγµατος $H $L 
Αραιό 2 10 

Σχετικά αραιό 3 20 
Πυκνό 4 30 

Πίνακας Π.7.1. Μεταβλητές διακριτοποίησης πλέγµατος 
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Το πλέγµα δηµιουργείται αφού πρώτα οι πλευρές του στερεού διακριτοποιηθούν σε 
διαστήµατα (διάγραµµα Π.7.2) 
 

 
 
Φυσικά µοντέλα για το Fluent 
 
Η εξίσωση ενέργειας επιλύεται στο FLUENT για το στερεό πεδίο του µοντέλου. Από την 
στιγµή που δεν υπάρχει ρευστό στο πεδίο, η εξίσωση συνέχειας και η εξίσωση Bernoulli δεν 
παίρνονται υπόψη και δεν επιλύονται. 
 
Ιδιότητες Υλικού 
 
Η θερµική αγωγιµότητα των δύο στερεών υλικών εισάγεται από τον χρήστη. 
 
Αρχικές συνθήκες 
 
Ο χρήστης µπορεί να αλλάξει τις παρακάτω αρχικές συνθήκες του µοντέλου 
- Θερµοκρασία στο αριστερό τοίχωµα 
- Θερµοκρασία στο δεξί τοίχωµα 
- Ροή θερµότητας από το αριστερό τοίχωµα 
 
Περιορισµοί 
 
Η µέγιστη θερµοκρασία που µπορεί να υπολογίσει το FLUENT και από το FLOWLAB είναι 
5000 βαθµοί Kelvin. Αν η θερµοκρασία της άσκησης ξεπεράσει αυτό το όριο τότε αυτή 
αυτοµάτως θα περιοριστεί στους 5000 βαθµούς. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα, ότι όταν η 
θερµοκρασία της άσκησης υπερβαίνει τους 5000 βαθµούς Kelvin, τα αποτελέσµατα που θα 
παίρνουµε δεν θα είναι σωστά. 
 

Αποτελέσµατα 
 
Αναφορές 
 
Κατά την επίλυση του µοντέλου τα αποτελέσµατα αφορούν την: 
 
• Ροή θερµότητας 
• Μέση κατανοµή θερµοκρασίας 
 
Η µέση κατανοµή θερµοκρασίας υπολογίζεται παίρνοντας την διαφορά των µέσων 
θερµοκρασιών του αριστερού και του δεξιού τοιχώµατος και διαιρώντας τα µε το συνολικό 
µήκος του πεδίου ορισµού. 
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∆ιαγράµµατα Χ/Υ 
 
Στα διαγράµµατα που παίρνουµε µε την βοήθεια του Flowlab  συµπεριλαµβάνεται και η 
κατανοµή θερµοκρασίας. 
 
Στο διάγραµµα Π.7.3 αναπαρίσταται η θερµοκρασία κατά µήκος της επαφής των δύο 
στερεών. 
 

 
 
Γραφική απεικόνιση 
 
Στο διάγραµµα Π.7.4 βλέπουµε την οπτική κατανοµή θερµοκρασίας στα δύο διαφορετικά 
στερεά υλικά. 
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Επαλήθευση αποτελεσµάτων 

 
Η καθαρή θερµική αντίσταση για παράλληλη αγωγή δίνεται από : 

 
Ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας δίνεται από την σχέση: 
 

 
Οι προεπιλεγµένες τιµές της άσκησης είναι οι παρακάτω: 
 
L = 1m 
AA = 0.1m2 
AB = 0.1m2 
kA = 202.4W/m-C 
kB = 387.6W/m-C 
T2 = 300K 
 
Ο Πίνακας Π.7.2 συγκρίνει τα αποτελέσµατα που υπολογίζει το Flowlab µε αυτά που 
υπολογίζονται από τους τύπους της θεωρίας. Οι υπολογισµοί του Flowlab έγιναν µε την 
χρήση πυκνού πλέγµατος. 
 

Ροή θερµότητας (W/m2) Θερµοκρασία αριστερού 
τοιχώµατος Flowlab Θεωρία 

400 29555 29500 
500 59085.1 59000 
1000 206754 206500 
4000 1.0927 * 106 1.0915 * 106 

Πίνακας Π.7.2 
 

Ασκήσεις: 
 
1. Εκτελέστε την άσκηση µε τις προκαθορισµένες τιµές χρησιµοποιώντας διαφορετικό τύπο 

πλέγµατος κάθε φορά. Μπορούµε να παρατηρήσουµε οτι η κατανοµή θερµοκρασίας 
επηρεάζεται ελάχιστα από την πυκνότητα του πλέγµατος. Συγκρίνετε τα αποτελέσµατα 
που υπολογίζονται από την θεωρητική πρόβλεψη (Πίνακας Π.7.2). 
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Π.8 Ροή σε αεροτοµή 
 

Εισαγωγή 
 
Η πτερυγική θεωρία, αποτελεί βασικό τµήµα των επί µέρους κλάδων της µηχανικής των 
ρευστών, Αεροδυναµικής, Ναυπηγικής, Υδροδυναµικής και της Θεωρίας των 
Στροβιλοµηχανών, γιατί έχει ως αντικείµενο την διερεύνηση της µορφής και της φυσικής 
συµπεριφοράς των φερουσών επιφανειών. Σαν φέρουσες επιφάνειες ονοµάζουµε τα στερεά 
σώµατα, επίπεδα ή µε πολύ µικρή καµπυλότητα και µικρό πάχος σχετικά µε τις υπόλοιπες 
διαστάσεις τους, που όταν κινούνται µέσα σε ρευστό έχοντας κατάλληλο προσανατολισµό, 
εξασκείται πάνω τους δύναµη που η κύρια συνιστώσα της είναι κάθετη προς την σχετική 
ταχύτητα στερεού-ρευστού. Την συνιστώσα αυτή ονοµάσαµε δυναµική άνωση (CL). Η 
πτερυγική θεωρία λοιπόν, αποτελεί το θεµέλιο για την µελέτη ιδιαίτερα µεγάλης σηµασίας 
τεχνικών εφαρµογών της µηχανικής των ρευστών, όπως η αεροπορική πτέρυγα, οι έλικες, 
εναέριες και ναυτικές, οι ανεµόµυλοι και γενικά οι στροβιλοµηχανές. 
 

Θεωρητικό µέρος 
 
Ένα βασικό και ένα από τα πιο συνηθισµένα πρακτικά προβλήµατα στην µηχανική των 
ρευστών είναι αυτό της ροής του ρευστού σε µία αεροτοµή. Οι αεροτοµές ουσιαστικά 
αποτελούν µία πλάγια όψη ενός τρισδιάστατου (3D) φτερού. Έτσι η επίλυση των εξισώσεων 
που αναφέρονται για τις αεροτοµές είναι εξίσου σηµαντικές και για το ίδιο το φτερό. Στην 
άσκηση αυτή θα µελετηθούν και οι δύο τύποι ροών (στρωτή και τυρβώδης). Επίσης θα 
µελετηθούν η δυναµική άνωση και τα χαρακτηριστικά αντίστασης του αέρα σε µια αεροτοµή 
σε ταχύτητες κάτω του ενός Mach. 
  

Συντελεστές και δυνάµεις 
 
Η δηµιουργία δυνάµεων και η µελέτη τους σε ένα πραγµατικό αεροσκάφος (στις τρεις 
διαστάσεις) είναι αρκετά πολύπλοκες ειδικά µε τον συνδυασµό της ροής του αέρα σε 
ολόκληρο το αεροσκάφος που περιλαµβάνει τον κινητήρα (jet, ή έλικα), τον σκελετό του, τον 
θάλαµο των επιβατών, την ουρά κτλ. Παρόλαυτα στην συγκεκριµένη άσκηση αλλά και σε 
όλες τις άλλες περιπτώσεις θα µελετήσουµε δύο βασικές κατανοµές: 
 
1. Την κατανοµή της πίεσης στην επιφάνεια της αεροτοµής. 
2. Την κατανοµή της διατµητικής τάσηςστην επιφάνεια της αεροτοµής (συντελεστής τριβής)  
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Όπως φαίνεται και στο διάγραµµα Π.8.1, η πίεση (p) ασκείται κάθετα στην επιφάνεια της 
αεροτοµής και η διατµητική τάση εφαπτοµενικά στην αεροτοµή. Εάν ολοκληρωθούν οι 
κατανοµές της διατµητικής τάσης και της καθαρής πίεσης σε ολόκληρη την επιφάνεια της 
αεροτοµής, έχουµε την αεροδυναµική δύναµη (R) και την ορµή (Μ) στο σώµα της αεροτοµής. 
Η συνισταµένη δύναµη (R) µπορεί να χωριστεί σε δύο συνιστώσες όπως φαίνεται και στο 
διάγραµµα Π.8.2. Οι δύο συνιστώσες είναι οι  
 
1. L, γνωστή και ως δυναµική άνωση, η δύναµη που ασκείται κάθετα στην ελεύθερη ροή 
της αεροτοµής 
2. D, γνωστή και ως τριβή του αέρα, η δύναµη που ασκείται παράλληλα στην ελεύθερη 
ροή της αεροτοµής 
 

 
 

Στο διάγραµµα Π.8.2 µπορούµε να παρατηρήσουµε την ευθεία, διακεκοµµένη γραµµή η 
οποία ενώνει την αρχή της αεροτοµής µε το τέλος της και είναι γνωστή σαν χορδή µήκους C. 
H γωνία α που δηµιουργείται µεταξύ της χορδής και της κατεύθυνσης της ροής ονοµάζεται 
γωνία πρόσπτωσης ή γωνία προσβολής. Η τριβή, η δυναµική άνωση και η ορµή εκφράζονται 
σε όρους µε τους παρακάτω συντελεστές. 
 

α) Συντελεστής ∆υναµικής Άνωσης (Lift Coefficient)
Sq

L
CL

∞

=  

β) Συντελεστής Αντίστασης Αέρα (Drag Coefficient)
Sq

D
CD

∞

=  

γ) Συντελεστής Ορµής (Moment Coefficient)
Slq

M
CM

∞

=  

 
∆ύο επιπλέον χρήσιµες ποσότητες είναι οι εξής: 
 

α) Συντελεστής Πίεσης (Pressure Coefficient)
∞

∞−
=

q

pp
CP  

β) Συντελεστής Τριβής (Skin Friction Coefficient)
∞

=
q

CF

τ
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Όπου q∝ είναι η δυναµική πίεση όπου δίνεται µαθηµατικά µε την εξίσωση 2

2

1
∞∞∞ = Uq ρ  και 

ρ∝ είναι η πυκνότητα  της ελεύθερης ροής, U∝ είναι η ταχύτητα της ελεύθερης ροής, p∝ είναι 
η πίεση της ελεύθερης ροής και S είναι το εµβαδόν της κάτοψης3. 
 

Χαρακτηριστικά της αεροτοµής 
 
Στο διάγραµµα Π.8.3 µπορούµε να δούµε την σχέση Cl και α (γωνία προσβολής) σε µία 
τυπική περίπτωση. Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, σε µικρές - µέτριες γωνίες 
προσβολής η  cl µεταβάλλεται οµαλά και γραµµικά µε την α. Σε µεγαλύτερες γωνίες 
προσβολής δηµιουργείται µια καµπύλη όπου είναι γνωστή σαν καµπύλη άνωσης. Σε αυτήν 
την περιοχή, το ρευστό µετακινείται οµαλά πάνω στην αεροτοµή και προσαρτάται στο 
µεγαλύτερο µέρος της επιφάνειάς της. Καθώς η γωνία προσβολής µεγαλώνει, η ροή τείνει να 
αποχωριστεί το πάνω µέρος της αεροτοµής δηµιουργώντας µία περιοχή διέγερσης κάτω από 
την αεροτοµή. Το αποτέλεσµα αυτής της διαφορετικής ροής σε µεγάλες γωνίες προσβολής, 
είναι η σχετικά µικρή µείωση της άνωσης και µεγάλης αύξησης της αντίστασης του αέρα.  
 

 
 
Σε τέτοιες περιπτώσεις έχουµε το φαινόµενο της απώλειας στήριξης (stall) του φτερού. Η 
µεγαλύτερη τιµή του cl έρχεται συνήθως ακριβώς πριν την απώλεια στήριξης. Εξετάζοντας το 
άλλο άκρο της καµπύλης, η άνωση για α = 0 είναι πεπερασµένη. Επίσης η άνωση γίνεται 0 
µόνο όταν η γωνία α αποκτάει µια συγκεκριµένη αρνητική γωνία. Η τιµή του α όταν η άνωση 
γίνεται ίση µε το µηδέν καλείται γωνία προσβολής µηδενικής άνωσης και συµβολίζεται µε 
αL=0. Για µία συµµετρική αεροτοµή το αL=0 µε θετική κύρτωση πτερυγίου το αL=0 παίρνει 
αρνητικές τιµές συνήθως από -2.0ο έως -3.0 ο.  
 
Το γεγονός ότι οι αεροτοµές έχουν ένα µέγιστο συντελεστή άνωσης έχει ως αποτέλεσµα ότι 
υπάρχει µία ελάχιστη τιµή ταχύτητας, πού ονοµάζεται ταχύτητα απώλειας στήριξης για ένα 
αεροσκάφος όπου αυτό έχει την µέγιστη άνωση και απλώς στηρίζει το ίδιο του το βάρος (W). 
 
Έτσι έχουµε: 

SUCWL stallL )
2

1
()( 2

max, ∞== ρ  

                                                
3 Η συνηθισµένη πρακτική είναι να χρησιµοποιούµε κεφαλαία γράµµατα (π.χ. CL) για πλήρως τρισδιάστατα σχήµατα και µικρά 
γράµµατα (π.χ. cl) για δισδιάστατα σχήµατα. 
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Γι’ αυτό τον λόγο 
 

SC

W
U

L

stall
)(

2

max.ρ
=  

 
Μάλιστα, η ταχύτητα αυτή είναι η µικρότερη ταχύτητα απογείωσης για ένα αεροσκάφος. 
 
Κρίσιµος αριθµός Mach. 
 
Καθώς ένα αεροσκάφος κινείται στον αέρα, τα µόρια του αέρα κοντά στο αεροπλάνο 
µετατοπίζονται και κινούνται γύρω από το αεροπλάνο. Εάν το αεροσκάφος περνάει µε µικρή 
ταχύτητα, τυπικά µε λιγότερο από 250 mph, η πυκνότητα του αέρα παραµένει σταθερή. Σε 
µεγαλύτερες όµως ταχύτητες, κάποια από την ενέργεια του αεροσκάφους χρησιµοποιείται για 
να συµπιεστεί ο αέρας και να αλλαχτεί τοπικά η πυκνότητά του. Το φαινόµενο αυτό της 
συµπίεσης του αέρα αλλάζει την συνολική δύναµη που ασκείται στο αεροσκάφος. Το 
φαινόµενο αυτό γίνεται περισσότερο εµφανές καθώς µεγαλώνει η ταχύτητα. Ο λόγος της 
ταχύτητας του αεροσκάφους και της ταχύτητας του ήχου στο ρευστό ορίζει το µέγεθος που 
δηµιουργεί όλα αυτά τα φαινόµενα συµπίεσης. Λόγω της σπουδαιότητας του λόγου αυτού, 
έχουµε ορίσει ένα ειδικό µέγεθος, τον αριθµό Mach προς τιµή του Ernst Mach, ενός φυσικού 
του 19ου αιώνα που µελέτησε την δυναµική των ρευστών. Ο αριθµός Mach µας επιτρέπει να 
µελετήσουµε πτητικά συστήµατα όπου διαφέρουν τα φαινόµενα συµπίεσης του αέρα. 
Θεωρούµε µία αεροτοµή µε ροή µικρής ταχύτητας. Στην διαδικασία της διαστολής στο πάνω 
µέρος της αεροτοµής ο αριθµός Mach Μ αυξάνεται. Αν θεωρήσουµε σηµείο Α όπου εκεί 
έχουµε την µικρότερη πίεση εκεί θα έχουµε και την µεγαλύτερη ταχύτητα. Αυξάνοντας 
βαθµιαία την ταχύτητα της ροής αυξάνεται επίσης και το MA. Καθώς αυξάνουµε ακόµα 
περισσότερο την ταχύτητα της ροής θα φτάσουµε σε µία κατάσταση όπου ο τοπικός αριθµός 
Mach στο σηµείο της ελάχιστης πίεσης είναι 1 (ΜΑ = 1). Όταν συµβεί αυτό, η ταχύτητα 
(αριθµός Mach) ορίζεται σαν Κρίσιµος Αριθµός Mach (Critical Mach Number) και 
συµβολίζεται σαν Mcr. 
 

 
 

Τέλος, ο κρίσιµος αριθµός Μach είναι η ταχύτητα της ροής όπου συναντάµε την πρώτη ροή 
µε την ταχύτητα του ήχου στην επιφάνεια της αεροτοµής. Συνάµα ο συντελεστής πίεσης cp 
όταν ο αριθµός Mach είναι 1, είναι γνωστός σαν κρίσιµος συντελεστής πίεσης.  
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Βλέποντας το διάγραµµα Π.8.5 όπου µας δίνει ένα τυπικό διάγραµµα συντελεστή αντίστασης 
του αέρα µε την ταχύτητα της ροής σε µία συγκεκριµένη γωνία προσβολής. Ξεκινώντας µε 
ταχύτητες αρκετά κάτω της ταχύτητας του ήχου (M=1) καθώς αυξάνεται η ταχύτητα της ροής 
παρατηρείται ότι ο συντελεστής αντίστασης του αέρα παραµένει σταθερός µέχρι τον κρίσιµο 
αριθµό Mach. Καθώς αυξάνεται η ταχύτητα της ροής λίγο παραπάνω από τον κρίσιµο αριθµό 
Mach εµφανίζετε µία πεπερασµένη υπερηχητική ροή στην αεροτοµή όπως φαίνεται στο 
διάγραµµα Π.8.5. Αυξάνοντας περαιτέρω την ταχύτητα της ροής υπάρχει ένα σηµείο όπου ο 
συντελεστής τριβής αυξάνεται απότοµα. Η τιµή της ταχύτητας της ροής σε εκείνο το σηµείο 
όπου ξεκινάει η απότοµη αύξηση της αντίστασης του αέρα ονοµάζεται ταχύτητα απόκλισης 
αντίστασης. Σε αριθµούς µεγαλύτερους της ταχύτητας Mdrag-divergence ο συντελεστής αντίστασης 
του αέρα γίνεται αρκετά µεγάλος και µπορεί να αυξηθεί και κατά 10 φορές ή περισσότερο 
(διάγραµµα Π.8.5). 
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ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 
 

Περίληψη 
 
Σε αυτή την άσκηση µοντελοποιείται η ροή ενός ρευστού σε µία αεροτοµή. Το ρευστό 
θεωρείται δισδιάστατο. Το µήκος της αεροτοµής είναι 0,4036 m. Μπορούµε να επιλέξουµε 
µεταξύ 3 τύπων πλέγµατος (αραιό, σχετικά αραιό, πυκνό). Επίσης έχουµε την επιλογή για 
δύο τύπους ροής (τυρβώδη και στρωτή).Τα στοιχεία του αέρα είναι ιδανικά για τους 
υπολογισµούς της πυκνότητας. Σαν οριακές συνθήκες ορίζονται η θερµοκρασία και η πίεση 
στον χώρο, ο αριθµός Mach και η γωνία προσβολής (πρόσπτωσης). Η άσκηση δίνει τα 
αποτελέσµατα της διατµητικής τάσης, του συντελεστή τριβής, του συντελεστή άνωσης και του 
συντελεστή αντίστασης του αέρα. Επίσης έχουµε διαγράµµατα της πίεσης, της τριβής και της 
διατµητικής τάσης. Τέλος µπορούν να παραχθούν κατανοµές της πίεσης, της ταχύτητας, της 
θερµοκρασίας, του αριθµού Mach, της τυρβώδης κινητικής ενέργειας και της συνάρτησης της 
ροής. Συνάµα υπάρχει η δυνατότητα να παραχθεί το διανυσµατικό διάγραµµα της ταχύτητας 
κατά µήκος της αεροτοµής. 
 
Μοντελοποίηση 
 
Η αεροτοµή έχει προεπιλεγµένο µήκος χορδής ίσο µε 0,4036 m. Το πεδίο ορισµού της 
άσκησης έχει µήκος L = 12,5 m και φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 
 

 
 
Πλέγµα 
 
Στην άσκηση µπορεί να γίνει επιλογή µεταξύ 3 τύπων πλέγµατος (αραιό, σχετικά αραιό, 
πυκνό). Όσο πιο πολύπλοκος τύπος πλέγµατος επιλεχθεί, τόση περισσότερη λεπτοµέρεια 
έχουµε και τόσο πιο πολλούς υπολογισµούς χρειάζεται να γίνουν από το πρόγραµµα για να 
φτάσει σε επιθυµητό αποτέλεσµα. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το σχήµα του πλέγµατος 
γύρω από την αεροτοµή. 
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Παρατηρούµε πως πιο κοντά στην αεροτοµή το πλέγµα είναι πιο πυκνό καθώς σε εκείνα τα 
σηµεία ενδιαφέρει περισσότερο η λεπτοµέρεια. 
 
Φυσικά χαρακτηριστικά του µοντέλου 
 
Μπορούµε να επιλέξουµε µεταξύ µη-ιξώδους (inviscid) ή ιξώδους ροής (viscous) για το 
µοντέλο (διάγραµµα Π.8.8).  
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Ο χρήστης µπορεί να επιλέξει τις οριακές συνθήκες για το µοντέλο (διάγραµµα Π.8.9). 
 

 
 
Συγκεκριµένα ορίζουµε την πίεση(40.000Pa) και την θερµοκρασία (250K) στο πεδίο όπου το 
φαινόµενο είναι ανεξάρτητο της απόστασης από την αεροτοµή, τον αριθµό Mach (0.6) και 
την γωνία προσβολής (0) σε µοίρες. 
 
Στην συνέχεια περνάµε στην επίλυση του µοντέλου όπου µας ζητούνται οι επαναλήψεις και η 
συνθήκη σύγκλισης. Για να φτάσουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα µας ζητούνται οι δύο αυτοί 
όροι από τους οποίους µας ενδιαφέρει να επαληθευθεί ο ένας. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα 
η συνθήκη σύγκλισης είναι 0.001 και οι επαναλήψεις είναι 10000.  
 
Στα µοντέλα αυτά δεν µπορούµε να έχουµε ένα συγκεκριµένο αποτέλεσµα λόγω της 
πολυπλοκότητάς τους και έτσι χρησιµοποιούµε την συνθήκη σύγκλισης για να φτάσουµε 
προσεγγιστικά στο αποτέλεσµα που µας ενδιαφέρει. Για να αποφύγουµε έναν πιθανό 
ατέρµονα βρόγχο σε περίπτωση που η συνθήκη σύγκλισης δεν επαληθεύεται, ορίζουµε και 
έναν µέγιστο αριθµό επαναλήψεων (iterations) που µπορούν να εκτελεστούν. Η επίλυση θα 
έρθει όταν ένας από τους δύο αυτούς παράγοντες επαληθευτεί. Αυτό σηµαίνει ότι είτε ότι θα 
γίνουν χ επαναλήψεις στον υπολογισµό του µοντέλου είτε ότι θα επαληθευτεί ο συντελεστής 
απόκλισης (διάγραµµα Π.8.10). 
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Υπολογισµός µοντέλου και αναφορά αποτελεσµάτων 
 
Όταν το µοντέλο µας υπολογιστεί τότε έχουµε την παρακάτω φόρµα µε τα αποτελέσµατα 
(διάγραµµα Π.8.11).  
 
Συγκεκριµένα : 
 
• ∆ιατµητική τάση(σε Pa)4 
• Συντελεστής τριβής 
• Συντελεστής ∆υναµικής Άνωσης 
• Συντελεστής αντίστασης του αέρα 
 

 

                                                
4 ∆ιαθέσιµο µόνο σε στρωτή ροή 
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Το FlowLab πέρα από την επεξεργασία των παραπάνω αποτελεσµάτων παράγει και κάποια 
διαγράµµατα. Συγκεκριµένα παίρνουµε τα διαγράµµατα του συντελεστή πίεσης, του 
συντελεστή τριβής και της διατµητικής τάσης  κατά µήκος της αεροτοµής. 
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Στο διάγραµµα Π.8.12 βλέπουµε τις πιέσεις στο πάνω και στο κάτω µέρος της αεροτοµής. 
Παρατηρούµε ότι στο πάνω µέρος της αεροτοµής η στατική πίεση µειώνεται καθώς αυξάνεται 
η ταχύτητα του αέρα (µαζί µε την δυναµική πίεση). Ενώ στο κάτω µέρος της αεροτοµής η 
στατική πίεση έχει µία απότοµη µείωση στην αρχή της και µετά αυξάνεται σταδιακά όπου και 
εξισορροπείται στην ουρά της αεροτοµής µαζί µε την πίεση στο πάνω µέρος. Το µοντέλο 
αυτό δίνει την δυνατότητα στον χρήστη να υπολογίσει τον συντελεστή άνωσης σε διάφορες 
γωνίες προσβολής. 
 
Γραφική απεικόνιση (Contour Plot) 
 

 
 
Στο περίγραµµα Π.8.15 που µας δίνει επιλογή να µελετήσουµε το Flowlab µπορούµε να 
δούµε µε γραφική απεικόνιση τις ταχύτητες του αέρα που αναπτύσσονται πάνω και κάτω 
από την αεροτοµή. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα όσο πιο σκούρο είναι το χρώµα τόσο πιο 
µεγάλη ταχύτητα παρουσιάζεται στην αεροτοµή. 
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Ασκήσεις: 
 
1. Επαναλάβετε την διαδικασία µοντελοποίησης για αριθµό Mach 0.6 σε γωνία προσβολής 

0 µοίρες. 
 

2. Για την ίδια πίεση, θερµοκρασία και αριθµό Mach, διαφοροποιήστε την γωνία προσβολής 
σε ένα πεδίο από -5 έως 20 µοίρες. Παρατηρήστε το φαινόµενο που προκύπτει από τις 
διαφορετικές γωνίες προσβολής και σχεδιάστε ένα διάγραµµα τις γωνίας προσβολής µε 
τον συντελεστή άνωσης. 

 
3. Επαναλάβετε την διαδικασία µοντελοποίησης για αριθµούς Mach από 0.3 έως 0.9, και 

για κάθε φορά µε διαφορετική γωνία προσβολής. Τι παρατηρείτε?  
 

4. Τι συµβαίνει στους συντελεστές άνωσης και αντίστασης όταν αλλάζουν η θερµοκρασία 
και η πίεση? 

 


