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1 Εισαγωγή 
Ο στόχος αυτής της πτυχιακής εργασίας είναι η  κατασκευή ενός συστήµατος, το 

οποίο θα αποδεικνύει µαθηµατικά θεωρήµατα, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της 
µαθηµατικής επαγωγής. Εφαρµόζουµε στο θεώρηµα, που θέλουµε να αποδείξουµε, 
αξιώµατα, λήµµατα, καθώς και νόµους της λογικής πρώτης τάξης επιδιώκοντας το 
µετασχηµατισµό του σε άλλη µορφή. Οι  µετασχηµατισµοί αυτοί γίνονται µε µοναδικό 
σκοπό την απόδειξη αυτού του θεωρήµατος. Το σύστηµα  που κατασκευάσαµε 
ονοµάστηκε Ευκλείδης, προς τιµήν του αρχαίου Έλληνα µαθηµατικού, ο οποίος ήταν ο 
άνθρωπος, που εφάρµοσε πρώτος την απόδειξη θεωρηµάτων δια της επαγωγικής µεθόδου. 

Η εφαρµογή αυτού του συστήµατος είναι σηµαντική κυρίως στον εκπαιδευτικό 
τοµέα. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν εκπαιδευτικό εργαλείο για την διδασκαλία της 
µαθηµατικής επαγωγής και παράλληλα ως βοηθητικό εργαλείο για την εξάσκηση 
µαθητευοµένων σ’ αυτήν. Το σύστηµα απόδειξης θεωρηµάτων Ευκλείδης, µπορεί επίσης 
να χρησιµοποιηθεί ως βοηθητικό εργαλείο στήριξης, για την επίλυση σηµαντικών 
προβληµάτων µε τη χρήση µαθηµατικής επαγωγής. 

Το Σύστηµα Ευκλείδης υλοποιήθηκε σε γλώσσα προγραµµατισµού Prolog. Η 
διεπικοινωνία (Interface) του συστήµατος υλοποιήθηκε στη γλώσσα προγραµµατισµού 
Visual Basic. Ο χρήστης εισάγει τα δεδοµένα µέσω παραθυρικού και  γραφικού 
περιβάλλοντος. Το σύστηµα δίνει τα αποτελέσµατα είτε µέσω του ίδιου παραθύρου ή σε 
µορφή αρχείου κειµένου. Η διεπικοινωνία έχει υλοποιηθεί σε Visual Basic για να 
επιτευχθούν τα σχεδιαστικά κριτήρια που αναφέρθηκαν παραπάνω. 

Τα υπόλοιπα κεφάλαια αυτής της πτυχιακής  έχουν  ως εξής: Στο δεύτερο κεφάλαιο 
αναφέρονται  βασικές εισαγωγικές έννοιες για το Λογικό Προγραµµατισµό, την γλώσσα 
Prolog, την αναπαράσταση σε µη-βασική µορφή, την µαθηµατική επαγωγή, καθώς και για 
τη µηχανική υποστήριξη απόδειξης θεωρηµάτων. Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφεται  η 
σύνταξη των θεωρηµάτων, αξιωµάτων, ληµµάτων, και νόµων του προτασιακού και 
κατηγορηµατικού λογισµού, τα οποία γίνονται αποδεκτά από το σύστηµα το οποίο 
κατασκευάστηκε. Επιπλέον σ’ αυτό το κεφάλαιο αναλύονται οι αναπαραστάσεις των 
θεωρηµάτων, αξιωµάτων και των άλλων στοιχείων που χρησιµοποιούνται από το 
σύστηµα. Επίσης αναλύεται η αναπαράσταση της ισότητας, των µετασχηµατισµών, αλλά 
και της απόδειξης. Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η αρχιτεκτονική του συστήµατός 
µας. Περιγράφονται τα τµήµατα (modules) που το απαρτίζουν και πως αλληλεπιδρούν 
µεταξύ τους. Επίσης σ’ αυτό το κεφάλαιο περιγράφεται ο σχεδιασµός της διεπικοινωνίας 
του συστήµατος. Τέλος, δίνεται ένα πλήρες σενάριο χρήσης του συστήµατος. Στο πέµπτο 
κεφαλαίο αναφέρονται τα συµπεράσµατα, και οι τυχόν οι δυνατές επεκτάσεις. Τέλος, 
υπάρχουν δύο παραρτήµατα. Στο πρώτο παράρτηµα παρουσιάζονται παραδείγµατα 
αποδείξεως θεωρηµάτων δια της µαθηµατικής επαγωγής σε διεπικοινωνία, η οποία έχει 
υλοποιηθεί σε Prolog αλλά και σε παραθυρικό περιβάλλον. Στο δεύτερο παράρτηµα 
παρουσιάζονται επιπλέον παραδείγµατα µαθηµατικής επαγωγής.  
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2 Βασικές Γνώσεις Υπόβαθρου 
 

2.1 Εισαγωγή στην Prolog  
Η Prolog είναι µια γλώσσα προγραµµατισµού για εφαρµογές Τεχνητής 

Νοηµοσύνης. Η λέξη Prolog σηµαίνει PROgramming in LOGic. Η Prolog, µπορεί επίσης 
να θεωρηθεί σαν ένα τυπικό σύστηµα αποδείξεων.  Η Prolog έχει τις ρίζες της στη 
µαθηµατική λογική και συγκεκριµένα στην λογική πρώτης τάξεως. Βασίζεται σε ένα 
σύνολο µηχανισµών οι οποίοι την κάνουν αρκετά δυνατή και ευέλικτη γλώσσα 
προγραµµατισµού. Οι µηχανισµοί στους οποίους βασίζεται είναι οι εξής: 

1. Η ταυτοποίηση ﴾unification﴿. 
2. Οι δενδροειδείς δοµές δεδοµένων. 
3. Η οπισθοδρόµηση ﴾backtracking﴿. 

Η Prolog είναι κατάλληλη για προβλήµατα Τεχνητής Νοηµοσύνης και ιδιαίτερα για 
εκείνα που έχουν να κάνουν µε δοµηµένα αντικείµενα ﴾objects﴿ και τις µεταξύ τους 
σχέσεις. Στις συνήθεις γλώσσες προγραµµατισµού ﴾Pascal, C, Fortran, κτλ.﴿ ένα 
πρόβληµα περιγράφεται διαδικαστικά ﴾procedural﴿. ∆ηλαδή, ο προγραµµατιστής πρέπει 
να δώσει όλα τα βήµατα που θα ακολουθήσει ο υπολογιστής για να λύσει το πρόβληµα. 
Ενώ η Prolog εισάγει την έννοια του δηλωτικού ﴾declarative﴿ τρόπου περιγραφής 
προβληµάτων. Σ’ αυτήν την περίπτωση ο προγραµµατιστής περιγράφει το πρόβληµα  υπό 
µορφή γεγονότων και κανόνων, η Prolog χρησιµοποιώντας συµπερασµατική 
συλλογιστική ﴾deductive reasoning﴿ βρίσκει όλες τις πιθανές λύσεις του προβλήµατος. 
Αυτός ο τρόπος περιγραφής του προβλήµατος και εύρεσης των υπαρχόντων λύσεων είναι 
που κάνει διαφορετικό τον προγραµµατισµό σε Prolog. 

Σ’ ένα Prolog πρόγραµµα διακρίνουµε δύο επίπεδα εννοιών, την δηλωτική έννοια 
και την διαδικαστική. 

1. Η δηλωτική έννοια ενδιαφέρεται µόνο για τις σχέσεις οι οποίες ορίζονται σ’ ένα 
λογικό πρόγραµµα. ∆ηλαδή, προσδιορίζει τι κάνει το πρόγραµµα αλλά όχι πως το 
κάνει. 

2. Η διαδικαστική έννοια ενδιαφέρεται για τον υπολογισµό των σχέσεων, καθορίζει 
πως υπολογίζονται οι σχέσεις των αντικειµένων. ∆ηλαδή προσδιορίζει πως θα 
υπολογιστεί η έξοδος του προγράµµατος. 

Η Prolog είναι µια γλώσσα µε πολλές δυνατότητες γι’ αυτό και συνεχώς γίνεται πιο 
δηµοφιλής. Χρησιµοποιείται κυρίως για υλοποίηση εφαρµογών Τεχνητής Νοηµοσύνης 
αλλά όχι µόνο, έχει πιο ευρεία χρήση στην ανάπτυξη λογισµικού. Τα προτερήµατα της 
Prolog για την ανάπτυξη λογισµικού είναι τα εξής: 

• Η Prolog είναι µια γλώσσα υψηλού επιπέδου βασισµένη στην λογική η οποία 
υποστηρίζει τυπική συλλογιστική ﴾formal reasoning﴿. 

• Η Prolog είναι κατάλληλη για την κατασκευή γρήγορων πρωτοτύπων ﴾rapid 
prototyping﴿. 

• Λόγω της απλότητας της σύνταξης της Prolog προγράµµατα συντηρούνται και 
επαναχρησιµοποιούνται εύκολα. 

• Η Prolog µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν γλώσσα υλοποίησης εκτελέσιµων 
προδιαγραφών εφόσον φυσικά οι προδιαγραφές έχουν εκφραστεί σε λογική. 

• Η Prolog θεωρείται κατάλληλη για κατασκευή µετα-προγραµµάτων.  
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2.1.1 Προτάσεις Γεγονότα  

Η πιο απλή πρόταση σε Prolog είναι το γεγονός. Τα γεγονότα είναι ένας τρόπος για 
να εκφραστούν οι σχέσεις που ισχύουν µεταξύ αντικειµένων. Ας πάρουµε για παράδειγµα 
τις σχέσεις που υπάρχουν σε µια οικογένεια. Οι σχέσεις οικογένειας είναι ένα κλασικό 
παράδειγµα για εισαγωγή στις βασικές έννοιες της Prolog. 

Σε αυτό το παράδειγµα τα αντικείµενα είναι οι άνθρωποι (yannis, maria, soula, 
kostas κλπ.) και οι µεταξύ τους σχέσεις είναι (sizigos, pateras, mitera κλπ.). 

Το γεγονός ότι ο «Γιάννης είναι σύζυγος της Μαρίας» εκφράζεται ως εξής σε 
Prolog:               sizigos (yiannis, maria). 

Πρώτα γράφεται η σχέση sizigos, µέσα σε παρένθεση γράφονται τα αντικείµενα και  
η τελεία δεικνύει το τέλος του γεγονότος. Η σχέση σε ένα γεγονός λέγεται κατηγόρηµα 
(predicate) και τα αντικείµενα ορίσµατα (arguments). Στο παραπάνω γεγονός η σχέση 
sizigos είναι το κατηγόρηµα, τα αντικείµενα yannis και maria είναι τα ορίσµατα. Τα 
ονόµατα των κατηγορηµάτων ﴾σχέσεων﴿ και των ορισµάτων (αντικειµένων) µπορούν να 
γραφούν µε πεζά ή κεφαλαία γράµµατα του λατινικού αλφάβητου, τους αριθµούς 0–9 και 
το σύµβολο της υπογράµµισης ﴾_﴿. Ο πρώτος χαρακτήρας του ονόµατος θα πρέπει να 
είναι πεζό γράµµα του λατινικού αλφάβητου. 

Όταν ορίζουµε ένα γεγονός πρέπει να είµαστε συµβατοί µε την σειρά που έχουµε 
ορίσει τα ορίσµατα στα γεγονότα. Τα παρακάτω γεγονότα αντιπροσωπεύουν διαφορετικές 
σχέσεις. 

 mitera ﴾anna, soula﴿. 

 mitera ﴾soula, anna﴿.    

Το πρώτο γεγονός εκφράζει την σχέση ότι «η Άννα είναι µητέρα της Σούλας», ενώ 
το δεύτερο εκφράζει τη σχέση ότι «η Σούλα είναι µητέρα της Άννας». Κάθε κατηγόρηµα 
πρέπει να έχει τον ίδιο αριθµό ορισµάτων. Κατηγορήµατα µε ίδιο όνοµα αλλά 
διαφορετικό αριθµό ορισµάτων θεωρούνται σαν διαφορετικά κατηγορήµατα.  

Τα ονόµατα που χρησιµοποιούνται για ονόµατα κατηγορηµάτων και για τα 
ορίσµατά τους είναι συµβολικά. Αυτό σηµαίνει ότι η σχέση sizigos﴾yannis, maria﴿ θα 
µπορούσε να είχε γραφτεί ως εξής a﴾b, c﴿ όπου το a θα συµβόλιζε το κατηγόρηµα sizigos, 
το b το όρισµα yannis και το c το όρισµα maria. 

Μια συλλογή από γεγονότα ονοµάζεται βάση δεδοµένων ή βάση γνώσεων. Το 
Πρόγραµµα 2.1 είναι µία βάση γνώσεων από γεγονότα. 

 sizigos﴾yannis, maria﴿. 
 pateras﴾yannis, kostas﴿. 
 mitera﴾maria, kostas﴿. 
 pateras﴾kostas, anna﴿. 
 pateras﴾kostas, rania﴿. 
 mitera﴾soula, anna﴿. 
 mitera﴾soula, rania﴿. 
 sizigos﴾kostas, soula﴿. 
 adelfi﴾anna, rania﴿. 

Πρόγραµµα 2.1: Βάση γνώσεων σχέσεων οικογένειας. 
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2.1.2 Ερωτήσεις 

Στη βάση γνώσεων του παραδείγµατός µας, (Πρόγραµµα 2.1) η οποία µέχρι τώρα 
περιέχει µόνο γεγονότα, µπορούµε να κάνουµε ερωτήσεις για την αλήθεια ﴾ισχύ﴿ ή µη 
ενός γεγονότος. Οι ερωτήσεις σχηµατίζονται από κατηγορήµατα µε τη διαφορά ότι το 
ειδικό σύµβολο «?-» προηγείται στην ερώτηση. Η ερώτηση, «είναι ο Κώστας πατέρας της 
Άννας;» έχει την εξής µορφή σε Prolog: 

 ?- pateras﴾kostas, anna﴿. 

Η Prolog ερευνά την βάση γνώσεων ώστε να βρεί κάποιο γεγονός στη βάση που να 
ταυτοποιείται ﴾ταιριάζει﴿ µε το κατηγόρηµα της ερώτησης. Εάν υπάρχει κατηγόρηµα που 
να ταυτοποιείται µε αυτό της ερώτησης τότε η Prolog θα δώσει σαν απάντηση yes. 

Η απάντηση της Prolog στην ερώτηση, «είναι η Μαρία µητέρα του Κώστα;» 

 ?- mitera﴾maria, kostas﴿. 

θα είναι yes. Ενώ η απάντηση στην ερώτηση, «είναι ο Κώστας παιδί της Μαρίας;» 
είναι no. 

  ?- paidi﴾kostas, maria﴿. 

Η απάντηση no δεν σηµαίνει ότι ο ισχυρισµός, «ο Κώστας είναι παιδί της Μαρίας» 
είναι ψευδής, άλλωστε οι σχέσεις συγγενείας που εκφράζονται µε το παράδειγµα του 
Προγράµµατος 2.1 δεικνύουν ότι αυτός ο ισχυρισµός ισχύει. Η απάντηση no της Prolog 
σηµαίνει ότι αυτός ο ισχυρισµός δεν µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι αληθής από το 
υπάρχον πρόγραµµα, δηλαδή από το Πρόγραµµα 2.1.  

 

2.1.3 Προτάσεις Κανόνες 

Ορισµός 2.1 
Πλειάδα (tuple ή ν-tuple όπου ν>0 και ν πεπερασµένος αριθµός), είναι µια ακολουθία 

από ν όρους. Η τιµή και η θέση κάθε όρου είναι σηµαντική. 

Για παράδειγµα, οι πλειάδες <b, Y, Z> και <Y, b, Z> είναι διαφορετικές παρόλο που 
οι τιµές των στοιχείων είναι ίδιες. ∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο µε τη θέση των στοιχείων. 
Έτσι, το στοιχείο b βρίσκεται στην 1η θέση της πρώτης πλειάδας και στην 2η θέση της 
δεύτερης πλειάδας. Ενώ το στοιχείο Y βρίσκεται στην 2η θέση της πρώτης πλειάδας και 
στην 1η θέση της δεύτερης πλειάδας. 

 

Ορισµός 2.2 
Ένας όρος (term), είναι είτε µια σταθερά, ή µια µεταβλητή, ή µια συνάρτηση 

εφαρµοζόµενη σε µια πλειάδα (tuple) όρων. 
 

Παράδειγµα 
Σταθερά   Μεταβλητή      Συνάρτηση 

      a          X                 f(b,f(b, X, Y), Y) 

Ορισµός 2.3 
Ένας ατοµικός τύπος (atomic formula), είναι ένα κατηγόρηµα εφαρµοζόµενο σε µια 

πλειάδα όρων.  
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Παραδείγµατα 
1. has(yannis, book): το κατηγόρηµα has/2 εφαρµόζεται στους όρους “yannis”και “book”. 

2. is(X, mother(maria)): το κατηγόρηµα is/2 εφαρµόζεται στους όρους “X”και 
“mother(maria)”. 

 

Ορισµός 2.4 
Ένας στοιχειώδης τύπος (literal), είναι είτε ένας ατοµικός τύπος p ή ένας αρνητικός 

ατοµικός τύπος ¬p. Για παράδειγµα τα p(X,Y), ¬p(X,Y), q(a,Z), ¬q(a,Z) είναι 
στοιχειώδεις τύποι. 

 

Ορισµός 2.5 
Μία πρόταση Horn (Horn clause) έχει την µορφή: 

 h :- l1, l2, …, ln

όπου το h είναι ένας ατοµικός τύπος και τα l1, l2, …, ln είναι στοιχειώδεις τύποι. Επίσης, 
το h ονοµάζεται κεφαλή (head) της πρότασης και το τµήµα l1, l2, …, ln σώµα (body).  

Αν n≥0 η πρόταση ονοµάζεται κανόνας (rule), ενώ αν n=0 ονοµάζεται γεγονός (fact) 
(ή µοναδιαία πρόταση -unit clause) και γράφεται, απλά, h. 'Ένας στόχος (ή ερώτηµα - 
query) σ' ένα λογικό πρόγραµµα, συντάσσεται ως «?- l1,…, li, …, ln.», όπου li στοιχειώδης 
τύπος και 1 ≤ i ≤ n. Κάθε πρόταση ή στόχος τερµατίζεται από µια τελεία. Όπως φαίνεται 
στις παραπάνω προτάσεις, στα λογικά προγράµµατα το σύµβολο της συνεπαγωγής «←» 
µιας πρότασης Horn γράφεται «:-». 

Μια συλλογή προτάσεων που έχουν το ίδιο όνοµα κατηγορήµατος για κεφαλή ορίζει 
µια σχέση (relation) ή µια διαδικασία (procedure).  

Οι λογικοί τελεστές and, or και not αντικαθίστανται από τα «,», «;» και «\+» 
αντίστοιχα (όπως στην Prolog) για οµοιοµορφία στον συµβολισµό. Αυτό αποσκοπεί στην 
απλοποίηση της πτυχιακής εργασίας. 

Προτάσεις σε µορφή κανόνων χρησιµοποιούνται στην Prolog όταν ένας ατοµικός 
τύπος εξαρτάται από κάποιους άλλους στοιχειώδεις τύπους. Η γενική µορφή ενός κανόνα 
είναι η εξής: 

 Α :- Β1, Β2,…,Βn όπου n≥0  

 το κόµµα «,» παριστά το λογικό and. Α είναι ατοµικός τύπος και ονοµάζεται η 
κεφαλή του κανόνα. Βi όπου i = 1,…,n είναι στοιχειώδεις τύποι (αρνητικοί ή θετικοί 
ατοµικοί τύποι) και αποτελούν το σώµα του κανόνα. Όταν ένας κανόνας εκτελείται τα Α 
και Βi (i = 1,…,n) είναι στόχοι. Η αλήθεια του στόχου Α προϋποθέτει την αλήθεια όλων 
των στόχων Βi (i = 1,…,n). Η δηλωτική ερµηνεία του παραπάνω κανόνα είναι ότι «η 
αλήθεια του ατοµικού τύπου της κεφαλής του κανόνα, δηλαδή του Α,  είναι λογική 
συνέπεια της αλήθειας της σύζευξης των στοιχειωδών τύπων του σώµατος του, δηλαδή 
των Β1, Β2,…,Βn». Ενώ η διαδικαστική ερµηνεία του παραπάνω κανόνα είναι ότι  «για ν’ 
αποδειχθεί ότι ο ατοµικός τύπος Α είναι  αληθής πρέπει να αποδειχθεί ότι η σύζευξη των 
στοιχειωδών τύπων Β1, Β2, Βn  να είναι αληθής».Το σύµβολο «:-» της Prolog αντιστοιχεί 
στο σύµβολο «←» ή if της λογικής. 

Οι µεταβλητές που υπάρχουν στη κεφαλή κανόνων πιθανόν να επαναλαµβάνονται 
στο σώµα µιας πρότασης έχουν καθολική δέσµευση, ενώ οι µεταβλητές που εµφανίζονται 
µόνο στο σώµα µιας πρότασης έχουν υπαρξιακή δέσµευση. Επιπλέον, η εµβέλειά µιας 
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µεταβλητής είναι όλος ο κανόνας. Αυτό σηµαίνει ότι  ίδιο όνοµα µεταβλητής σε 
διαφορετικούς κανόνες αντιστοιχεί σε διαφορετικές µεταβλητές. Συνεπώς, η µετονοµασία 
µιας µεταβλητής σ’ ένα κανόνα δεν αλλάζει την σηµασιολογία του προγράµµατος. 

Για να ήταν πληρέστερη η βάση γνώσεων του παραδείγµατος στο Πρόγραµµα 2.1 
θα έπρεπε να υπάρχουν επιπλέον τα γεγονότα γ4 µέχρι γ9 για να εκφράσουν τη σχέση ότι 
«ο Χ είναι παιδί του Υ». 

 γ4:  paidi(kostas, yannis).   
 γ5:  paidi(kostas, maria).   
 γ6:  paidi(anna, kostas).   
 γ7:  paidi(anna, soula).   
 γ8:  paidi(rania, kostas).   
 γ9:  paidi(rania, soula). 

Η σχέση paidi(Χ, Υ) είναι αληθής εάν «ο/η Χ είναι παιδί του/της Υ». Αυτή η σχέση 
εξαρτάται από τις σχέσεις pateras/2 και mitera/2. ∆ηλαδή, «ο/η Χ είναι παιδί του/της Υ εάν 
ο Υ είναι πατέρας του/της Χ ή η Υ είναι µητέρα του/της Χ». ∆εν χρειάζεται να προσθέσουµε 
τα γεγονότα γ4, γ5, γ6, γ7, γ8 και γ9 στο Πρόγραµµα 2.1, αλλά να προσθέσουµε τους 
κανόνες κ1 και κ2, οι οποίοι εκφράζουν την εξάρτηση της σχέσης paidi/2 από τις σχέσεις 
pateras/2 και mitera/2. Οι κανόνες κ1 και κ2 δηµιουργούν τα γεγονότα γ4 µέχρι γ9 
χρησιµοποιώντας τα ήδη υπάρχοντα γεγονότα στο Πρόγραµµα 2.1. 

 κ1:     paidi(Χ, Υ) :- pateras(Υ, Χ).   

 κ2:     paidi(Χ, Υ) :- mitera(Υ, Χ). 

Οι κανόνες κ1 και κ2 µπορούν να αντικατασταθούν από τον λογικά ισοδύναµο 
κανόνα κ. 

               κ:     paidi(Χ, Υ) :- pateras(Υ, Χ); mitera(Υ, Χ). 

 Το σύµβολο «;» είναι το λογικό or. Θεωρήσατε την ερώτηση «ποιά είναι τα παιδιά 
του Κώστα;» ή σε Prolog «?- paidi(Χ, kostas)». Για ν’ απαντήσει αυτή την ερώτηση η 
Prolog πρέπει να ταυτοποιήσει τον στοιχειώδη τύπο της ερώτησης µε την κεφαλή του 
κανόνα κ. Η µεταβλητή Χ του κανόνα δεσµεύεται µε την τιµή kostas. Έστω η ερώτηση 
«?- paidi(yannis, Y)» και ο κανόνας κ, η ταυτοποίηση της ερώτησης µε τον κανόνα κ 
σηµαίνει ότι για να είναι αληθής η ερώτηση «?- paidi(yannis, Υ).», θα πρέπει να είναι 
αληθής η διάζευξη των στοιχειωδών τύπων του σώµατος «pateras(Y, yannis); mitera(Υ, 
yannis)». ∆ηλαδή, η ερώτηση «?- paidi(yannis, Υ).» αντικαθίσταται από την ερώτηση «?- 
pateras(Y, yannis); mitera(Υ, yannis).», η αλήθεια της οποίας συνεπάγεται την αλήθεια 
της αρχικής ερώτησης. 

 

2.2 Βασικές Έννοιες Λογικής και Λογικού 
Προγραµµατισµού 
Η διαφορά του λογικού προγραµµατισµού και της γλώσσας Prolog από τον 

παραδοσιακό προγραµµατισµό και γλώσσες όπως Fortran, Basic, Cobol, Pascal κτλ. 
βρίσκεται στις θεµελιώδεις αρχές του λογικού προγραµµατισµού, τόσο στο σχεδιασµό, 
όσο και στην εκτέλεση ενός λογικού προγράµµατος. 

Ένα πρόγραµµα αποτελείται από δυο δοµικά στοιχεία, τους αλγόριθµους και τις 
δοµές δεδοµένων. Ο αλγόριθµος αποτελείται από την λογική και τον έλεγχο. Με τον όρο 
λογική χαρακτηρίζουµε όλες εκείνες τις συντακτικές έννοιες που προσδιορίζουν το τι 
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κάνει ένα πρόγραµµα, ενώ µε τον όρο έλεγχο όλες εκείνες τις συντακτικές έννοιες, που 
προσδιορίζουν το πως το κάνει. Εκφράζοντας όλα τα παραπάνω µε δυο εξισώσεις έχουµε: 

 Αλγόριθµος = Λογική + Έλεγχος 

 Πρόγραµµα = Αλγόριθµος + ∆οµές ∆εδοµένων   

Ένα πρόγραµµα γραµµένο στη Basic ή σε κάποια άλλη γλώσσα του παραδοσιακού 
προγραµµατισµού αποτελείται από εντολές οι οποίες περιγράφουν ενέργειες που πρέπει 
να εκτελεστούν βήµα προς βήµα από τον υπολογιστή για να έχει το πρόγραµµα το 
επιθυµητό αποτέλεσµα. Οι γλώσσες προγραµµατισµού όπως η Basic χαρακτηρίζονται από 
προστακτικές (imperative) εντολές που περιγράφουν βήµα προς βήµα την συµπεριφορά 
του προγράµµατος, έτσι ώστε, µετά από µια πεπερασµένη ακολουθία τέτοιων εντολών, να 
επιτυγχάνεται το σωστό και αναµενόµενο αποτέλεσµα.  

Γενικά, ένα πρόγραµµα σε µια παραδοσιακή γλώσσα προγραµµατισµού, εκφράζει 
µια απεικόνιση (function) από τα δεδοµένα (input) στο αποτέλεσµα (output) του 
προγράµµατος, ενώ ένα πρόγραµµα σε µια γλώσσα Λογικού Προγραµµατισµού, εκφράζει 
µια σχέση (relation) µεταξύ των δεδοµένων. Επειδή οι σχέσεις είναι γενικότερες από τις 
απεικονίσεις  (οι σχέσεις δεν είναι απαραίτητα µονοσήµαντες, ενώ οι απεικονίσεις είναι), 
οι δυνατότητες του Λογικού Προγραµµατισµού είναι µεγαλύτερες από τις δυνατότητες 
του κλασικού προγραµµατισµού. 

Η επιλογή των κατηγορηµάτων και των σχέσεων που εκφράζονται µε αυτά τα 
κατηγορήµατα αποτελούν στην Prolog τη λογική. Ο έλεγχος είναι αφενός η σειρά µε την 
οποία ερευνάται η βάση γνώσεων και η σειρά µε την οποία εφαρµόζεται η επίλυση 
(revolution) και αφετέρου µερικά δοµικά στοιχεία ελέγχου, όπως η αποκοπή (!), τα οποία 
προσφέρονται σαν συντακτικά αντικείµενα της Prolog. Η Prolog δηλαδή είναι µια 
περιγραφική γλώσσα, η οποία διαθέτει κάποιο µηχανισµό ελέγχου. 

Ας δούµε για παράδειγµα ένα πρόγραµµα που διαβάζει δύο αριθµούς και τυπώνει 
τον µεγαλύτερο. Θα δώσουµε πρώτα το πρόγραµµα σε Basic και µετά το ίδιο ακριβώς 
πρόγραµµα σε Prolog: 

Πρόγραµµα Basic 

INPUT  "NUMBER1", X 
INPUT  "NUMBER2", Y 
IF X > Y THEN 
PRINT X 
ELSE 
PRINT Y 
ENDIF 

 

Πρόγραµµα Prolog 

program :- write("NUMBER1"), read(X), real(X), nl, 
write("NUMBER2"),read(Y),real(Y),nl, 
greater(X, Y, Z), write(Z). 

greater(X, X, X). 
greater(X, Y, Y):- X < Y. 
greater(X, Y, X):- X > Y. 

 
 

Το «real» είναι ένα ειδικό κατηγόρηµα της Prolog που ελέγχει αν ένας αριθµός είναι 
πραγµατικός και το κατηγόρηµα "nl" συνεχίζει την έξοδο στην επόµενη γραµµή εξόδου. 
∆ηλαδή κάθε αριθµός γράφεται σε διαφορετική σειρά κατά την εκτύπωση. 

Το πρόγραµµα σε Basic είναι µόνο µια ακολουθία εντολών. Αυτές οι εντολές που 
εκτελούνται µε την σειρά που υποδεικνύει το πρόγραµµα, αποτελούν τον έλεγχο, δηλαδή 
το σχεδιασµό και τη ροή του προγράµµατος. Το στοιχείο της λογικής σε αυτό το 
πρόγραµµα βρίσκεται στη σχέση  ">". Αντίθετα, το πρόγραµµα Prolog είναι ένα σύνολο 
από προτάσεις (clauses), που περιγράφουν πλήρως τη σχέση που καθορίζει τη διάταξη 
δύο αριθµών, δηλαδή το κατηγόρηµα "greater". Αυτό το σύνολο των τύπων εκφράζει τη 
λογική, η οποία έχει και τον κυρίαρχο ρόλο σε ένα πρόγραµµα Prolog, ενώ ο έλεγχος 
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βρίσκεται στη σειρά που διατάσσουµε ή και ορίζουµε τα κατηγορήµατα, καθώς και ο 
τρόπος µε τον οποίο η  Prolog εκτελεί το στόχο µας, για παράδειγµα  “ ?- program”. 

Ένα λογικό πρόγραµµα αποτελείται από προτάσεις γεγονότα ή γεγονότα (facts), από 
προτάσεις κανόνες ή κανόνες (rules) και από ερωτήσεις (queries). Τα γεγονότα και οι 
κανόνες καθορίζουν τις σχέσεις µεταξύ των αντικειµένων. Ουσιαστικά, τα γεγονότα και 
οι κανόνες είναι τα αξιώµατα του συστήµατος. Οι ερωτήσεις  πρέπει να απαντηθούν από 
τα γεγονότα και τους κανόνες. Ουσιαστικά οι ερωτήσεις είναι αρνητικά θεωρήµατα τα 
οποία πρέπει να αποδειχθούν. 

Συνεπώς ο προγραµµατισµός σε Prolog περιλαµβάνει τα εξής στοιχεία: 

1. ∆ήλωση γεγονότων για αντικείµενα και τις µεταξύ τους σχέσεις. 

2. Ορισµός κανόνων για τα αντικείµενα και τις µεταξύ τους σχέσεις. 

3. Ερωτήσεις για τα αντικείµενα και τις µεταξύ τους σχέσεις που υπάρχουν στη βάση 
γνώσεων. 

 

2.2.1 Ορολογία και Συµβολισµός στο Λογικό Προγραµµατισµό 

Οι Μεταβλητές σε λογικά προγράµµατα αντιπροσωπεύουν µια οντότητα η οποία δεν 
έχει καθοριστεί, ενώ στις συµβατικές γλώσσες προγραµµατισµού οι µεταβλητές 
αντιπροσωπεύουν θέσεις µνήµης. Όταν µια µεταβλητή Χ αντιπροσωπεύει κάποιο 
αντικείµενο λέµε ότι είναι δεσµευµένη. Όταν µια µεταβλητή Χ δεν αντιπροσωπεύει 
κάποιο αντικείµενο λέµε ότι δεν είναι δεσµευµένη. Το όνοµα µιας µεταβλητής σε Prolog 
µπορεί να σχηµατιστεί από τα κεφαλαία και τα πεζά γράµµατα του λατινικού αλφάβητου 
και από την υπογράµµιση (_). Ο πρώτος χαρακτήρας του ονόµατος µιας µεταβλητής 
πρέπει να είναι είτε κεφαλαίο γράµµα ή η υπογράµµιση (_). 

Θεωρούµε ως σύµβολα σταθερές ονόµατα που έχουν το πρώτο γράµµα τους πεζό και 
ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα π.χ. a,s1,const,… 

Σύµβολα συναρτήσεων είναι ονόµατα που έχουν το πρώτο γράµµα τους πεζό και 
ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα, π.χ. a,s1,const,… 
Επιπλέον ο συµβολισµός f/ν χρησιµοποιείται για τις συναρτήσεις, όπου f είναι το όνοµα 
της συνάρτησης, και ν η πληθυκότητά της, δηλαδή το πλήθος των ορισµάτων της. 

Σύµβολα µεταβλητών είναι ονόµατα που έχουν το πρώτο γράµµα τους κεφαλαίο και 
ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα,: Χ,Υ,Ζ,Χ1,… 

Σύµβολα κατηγορηµάτων είναι ονόµατα µε το πρώτο γράµµα πεζό και ακολουθεί είτε 
ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα, όπως: αρέσει, είναι, έχει, γονιός, 
πατέρας, κτλ… Ο συµβολισµός p/ν χρησιµοποιείται και για τα κατηγορήµατα όπως και 
για τις συναρτήσεις. ∆ηλαδή, όπου p είναι το όνοµα του κατηγορήµατος, και ν το πλήθος 
των ορισµάτων του. 

 

2.2.2 Βασικές Έννοιες Προτασιακού και Κατηγορηµατικού 
Λογισµού 

Ένας από τους πρώτους τρόπους αναπαράστασης γνώσεων ήταν η λογική. Η πιο 
θεµελιώδης έννοια στη λογική είναι η αλήθεια. Μία πρόταση µπορεί να έχει δύο πιθανές 
τιµές είτε αληθής ή ψευδής. 
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Ο προτασιακός λογισµός είναι η πιο απλή µορφή λογικής, ασχολείται µε την 
αναπαράσταση πληροφοριών σαν προτάσεις καθώς και µε την εξαγωγή συµπερασµάτων 
από προτάσεις. Ο προτασιακός λογισµός είναι µια συµβολική λογική, η οποία ασχολείται 
µε τις λογικές ιδιότητες συνθέτων προτάσεων. Μία πρόταση µπορεί να έχει µια τιµή από 
τις τιµές αληθείας, αληθής και ψευδής. 

Παράδειγµα 

Πρόταση                              Τιµή αληθείας 
Η Κρήτη είναι νησί                  αληθής 
Η Πελοπόννησος είναι νησί      ψευδής 

Ενώ οι εκφράσεις, α) δυο συν τρία και β) ο πατέρας του Κώστα, δεν είναι προτάσεις 
κατά συνέπεια δεν µπορούµε να τους δώσουµε κάποια τιµή αληθείας. 

Απλές προτάσεις µπορούν να συνδέονται µε λογικούς συνδέσµους για σχηµατισµό 
πιο σύνθετων προτάσεων. Τα πιο συνηθισµένα λογικά σύµβολα είναι τα εξής: 

Σύµβολο λογικού συνδέσµου Έννοια Αγγλικά σύµβολα και έννοια                   
∧ (και)                               σύζευξη             and 

                 ∨ (ή)             διάζευξη   or 

                 ¬ (όχι)             άρνηση              not 

            → (εάν.. τότε..)          συνεπαγωγή  implies, if..then, only if 

          ↔ (εάν και µόνο εάν)          ισοδυναµία  equivalent, if and only if 

 

Η χρήση λογικών συνδέσµων σε προτάσεις δηµιουργεί την πιο απλή µορφή λογικής, 
τον προτασιακό λογισµό. Με τον προτασιακό λογισµό µπορούµε να εκφράσουµε 
σύνθετες προτάσεις. 

Παράδειγµα 
Ο Γιάννης σπουδάζει Πληροφορική και βρίσκεται στο τρίτο έτος. Εάν ο Γιάννης 

είναι τριτοετής σπουδαστής Πληροφορικής τότε έχει εγγραφεί στο µάθηµα Τεχνητή 
Νοηµοσύνη. 

 
Το κύριο πρόβληµα του προτασιακού λογισµού είναι ότι µελετά µόνο πλήρεις 

προτάσεις και δεν µπορεί να εξετάσει την εσωτερική δοµή µιας πρότασης. Για 
παράδειγµα ο προτασιακός λογισµός δεν µπορεί να αποδείξει την ορθότητα του εξής 
συλλογισµού : 

Όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί 

Όλοι οι Έλληνες είναι άνθρωποι 

Συνεπώς, όλοι οι Έλληνες είναι θνητοί 
 
Για να µπορεί ένας φορµαλισµός να εκφράσει επαρκώς την γνώση του χώρου δεν 

αρκεί µόνο να µπορεί να εκφράζει την αλήθεια ή µη προτάσεων αλλά θα πρέπει επιπλέον, 
α) να µιλάει για τα αντικείµενα ή οντότητες του χώρου, β) να εκφράζει τις σχέσεις µεταξύ 
αυτών των αντικειµένων και γ) να γενικεύει αυτές τις σχέσεις σε κλάσεις αντικειµένων. 

Ο κατηγορηµατικός λογισµός ή κατηγορηµατική λογική πρώτης-τάξεως περιέχει, 
εκτός από τα συστατικά του προτασιακού λογισµού, επιπλέον όρους (terms), 
κατηγορήµατα (predicates) και ποσοδείκτες (quantifiers). 



  
  

  21

Πεδίο ή πεδίο ορισµού είναι ένα σύνολο από αντικείµενα ή οντότητες ή ιδέες κτλ, 
όπως Γιάννης, πέντε, κτλ. Εάν το πεδίο ενός προβλήµατος είναι Π={α1, ..., ακ} τότε κάθε 
αi, 1≤i≤κ ονοµάζεται σταθερά ή αντικείµενο ή οντότητα. Κάθε οντότητα είναι ένας όρος.  

 

Παράδειγµα 
α) Το σύνολο Π={γιάννης, µαρία, ελένη, κώστας} παριστά το πεδίο ενός προβλήµατος 

σχέσεων οικογένειας 

 β) Το σύνολο των ακέραιων αριθµών Z={..,-1,0,1,..} µπορεί να παριστά το πεδίο σ' ένα 
αριθµητικό πρόβληµα. 

 

Κατηγορήµατα είναι ισχυρισµοί για αντικείµενα (σταθερές). Κάθε κατηγόρηµα 
εκφράζεται σαν µια διατεταγµένη Ν-άδα αντικειµένων τα οποία λέγονται ορίσµατα. Η 
τιµή του κατηγορήµατος είναι είτε αληθής ή ψευδής. Το πλήθος των ορισµάτων ενός 
κατηγορήµατος λέγεται πληθυκότητα ή βαθµός. Κατηγορήµατα µε πληθυκότητα 1 
ονοµάζονται ιδιότητες. Ένα κατηγόρηµα p µε πληθυκότητα ν συµβολίζεται µε p/v. 
 

Παραδείγµατα 
1. Ο ισχυρισµός, «ο Γιάννης είναι πατέρας της Μαρίας» παριστάνεται από το εξής 

κατηγόρηµα:  πατέρας(γιάννης, µαρία)     

 Όπου πατέρας είναι το όνοµα του κατηγορήµατος µε πληθυκότητα 2, γιάννης και 
µαρία είναι σταθερές ή αντικείµενα από το πεδίο του προβλήµατος. 

2. Ο ισχυρισµός «το γινόµενο 3 επί 5 είναι 15» παριστάνεται από το εξής κατηγόρηµα 

   γινόµενο (3,5,15)    

      Όπου γινόµενο είναι το όνοµα του κατηγορήµατος µε πληθυκότητα 3 επιπλέον 3,5,15 
είναι σταθερές από το πεδίο του προβλήµατος που είναι οι ακέραιοι αριθµοί (το 
σύνολο Ζ). 

 

Μια µεταβλητή Χ είναι ένας όρος ο οποίος µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή από 
το πεδίο του προβλήµατος. Εάν το πεδίο Π ενός προβλήµατος είναι το σύνολο των 
ανθρώπων Π={γιάννης, νίκος, άννα, µαρία} τότε η µεταβλητή Χ µπορεί να πάρει σαν 
τιµή οποιοδήποτε στοιχείο του Π. Στο κατηγόρηµα πατέρας(Χ,Υ) οι µεταβλητές Χ και Υ 
µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή από το σύνολο Π. 

Οι συναρτήσεις, όπως τα κατηγορήµατα, εφαρµόζονται σε διατεταγµένες Ν-άδες 
αντικειµένων τα οποία λέγονται ορίσµατα. Επιπλέον, οι συναρτήσεις επιστρέφουν µια 
τιµή από το πεδίο ορισµού τους. Το πλήθος των ορισµάτων µιας συνάρτησης ονοµάζεται 
πληθυκότητα ή βαθµός. Εάν f είναι µια συνάρτηση µε πληθυκότητα ν, αυτό συµβολίζεται 
µε f/ν. 

Θα χρησιµοποιήσουµε τα εξής σύµβολα για σταθερές, µεταβλητές, συναρτήσεις και 
ονόµατα κατηγορηµάτων. 

Οι σταθερές θ' αρχίζουν µε πεζό γράµµα του Ελληνικού ή του Αγγλικού αλφαβήτου 
και ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα του Ελληνικού ή  
του   Λατινικού  αλφάβητου.   Επιπλέον  σταθερές  είναι   και  οι  αριθµοί. Για 
παράδειγµα, γιάννης, κόκκινο, 4, 5.46 κτλ. 
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Οι µεταβλητές θ' αρχίζουν µε κεφαλαίο γράµµα του Ελληνικού ή του Αγγλικού 
αλφαβήτου και ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό ή κεφαλαίο γράµµα του 
Ελληνικού ή του Λατινικού αλφάβητου. Για παράδειγµα,  Χ, Υ, Ηλικία, Αριθµός κτλ. 

Σύµβολα συναρτήσεων. Σύµβολα συναρτήσεων αρχίζουν µε µικρό γράµµα του 
Ελληνικού ή του Αγγλικού αλφαβήτου και ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό  
ή  κεφαλαίο  γράµµα  του  Ελληνικού  ή  του  Λατινικού  αλφάβητου. Για παράδειγµα, f, 
g, συν, επί, πατέρας κτλ. 

Σύµβολα κατηγορηµάτων. Σύµβολα κατηγορηµάτων αρχίζουν µε µικρό γράµµα του 
Ελληνικού ή του Αγγλικού αλφαβήτου και ακολουθεί είτε ψηφίο ή υπογράµµιση ή πεζό  
ή  κεφαλαίο γράµµα  του  Ελληνικού  ή  του  Λατινικού  αλφάβητου.  Για παράδειγµα, p, 
q, r, µεγαλύτερο, αδέλφια, είναι_σπουδαστής κτλ. 

 

Ορισµός 2.6 
Ένας όρος ορίζεται αναδροµικά ως εξής. 
1. Μία σταθερά είναι ένας όρος. 
2. Μία µεταβλητή είναι ένας όρος. 
3. Εάν f είναι ένα σύµβολο συνάρτησης µε ν-ορίσµατα, και t1, ..., tν είναι όροι τότε 

f(t1,..., tν) είναι ένας όρος. 
 

Ορισµός 2.7 
Εάν p είναι ένα σύµβολο κατηγορήµατος ν-ορισµάτων και t1, ..., tν είναι όροι, τότε 

p(t1, ..., tν) είναι ένας ατοµικός τύπος.Για παράδειγµα, αδέλφια(γιάννης, µαρία) και 
µεγαλύτερο(επί(3,7),12) είναι ατοµικοί τύποι ή άτοµα. 

 

Ποσοδείκτες (Quantifiers) 
Θεωρήσετε τις εξής προτάσεις, «όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί» και «µερικοί 

άνθρωποι είναι σπουδαστές». Για να εκφραστούν προτάσεις αυτής της µορφής έχουν 
εισαχθεί στον κατηγορηµατικό λογισµό ο καθολικός ∀ και ο υπαρξιακός ∃ ποσοδείκτης. 
Ένας ποσοδείκτης δεικνύει πόσο συχνά κάποιος ισχυρισµός είναι αληθής. 

Ο καθολικός ποσοδείκτης δεικνύει ότι µια πρόταση είναι αληθής για όλα τα 
αντικείµενα στα οποία εφαρµόζεται. Για παράδειγµα, ∀Χ θνητός(Χ) σηµαίνει για όλες τις 
τιµές του Χ ο ισχυρισµός θνητός(Χ) είναι αληθής. 

Ο υπαρξιακός ποσοδείκτης δεικνύει ότι ένας ισχυρισµός είναι αληθής για 
τουλάχιστον ένα αντικείµενο στο οποίο εφαρµόζεται. Για παράδειγµα, ∃Χ 
είναι_σπουδαστής(Χ) σηµαίνει ότι για µία τουλάχιστον τιµή του Χ ο ισχυρισµός 
είναι_σπουδαστής(Χ) είναι αληθής. 

Έτσι µε τα κατηγορήµατα και τους ποσοδείκτες µπορούµε να εκφράσουµε σε λογική 
περισσότερο πολύπλοκες προτάσεις. Για παράδειγµα, ο ισχυρισµός «όλοι οι σπουδαστές 
είναι µεγαλύτεροι των 18 χρονών» παριστάνεται σε λογική ως εξής: 

∀Χ(είναι_σπουδαστής(Χ)→ µεγαλύτερος_από(Χ, 18)). 

 

2.2.3 Ταυτοποίηση 

Η πράξη της ταυτοποίησης εξετάζει εάν δύο όροι Τ1 και Τ2 ταιριάζουν δεσµεύοντας 
µερικές από τις µεταβλητές των δύο όρων Τ1 και Τ2. Κάθε µεταφραστής Prolog περιέχει 
µια διαδικασία ταυτοποίησης όρων της εξής µορφής:    unify(Τ1, Τ2, Theta), όπου Τ1 και 



Τ2 είναι οι όροι τους οποίους ταυτοποιεί και Theta είναι ένα σύνολο από δεσµεύσεις 
µεταβλητών των όρων Τ1 και Τ2, εφόσον οι όροι αυτοί ταυτοποιούνται. Σε διαφορετική 
περίπτωση επιστρέφει αποτυχία. Το Σχήµα 2.1 δίνει παραστατικά την πράξη της 
ταυτοποίησης. 

 

 
 

 

 

 

Σχήµα 2.1: Ταυτοποίηση όρων. 

δέσµευση µεταβλητών 

αποτυχία 

επιτυχία 

   Όρος Τ2 

Όρος Τ1 

Ταυτοποίηση 

Εάν εφαρµοστούν οι αντικαταστάσεις του Theta στους όρους Τ1 και Τ2, τότε οι 
όροι Τ1 και Τ2 θα γίνουν ίδιοι. 

Ο πίνακας 2.1 δίνει τους κανόνες ενός απλού αλγορίθµου ταυτοποίησης για 
εισαγωγική κατανόηση του αντικειµένου [Cohen 1985]. Στον πίνακα 2.1 ο συµβολισµός 
Χ/Τ σηµαίνει ότι η µεταβλητή Χ δεσµεύεται µε την τιµή Τ, όπου το Τ µπορεί να είναι, 
είτε µια σταθερά ή µια µεταβλητή ή ένας σύνθετος όρος. 

 
 

σταθερά C2 µεταβλητή Χ2   σύνθετος όρος 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Όρος Τ2 

1 
Όρος Τ
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Σταθερά C1 επιτυχία εάν C1  = C2 επιτυχία µε Χ2 / C1       αποτυχία 

Μεταβλητή 
X1 

επιτυχία µε δέσµευση 

Χ1/C2 

επιτυχία µε δέσµευση 

Χ1/Χ2 

επιτυχία µε δέσµευση 

Χ1/Τ2 

Σύνθετος 
όρος 

 

 

αποτυχία 

 

 

επιτυχία µε δέσµευση 

Χ2/Τ1 

Επιτυχία εάν: 

1) Οι όροι Τ1 και Τ2 έχουν ίδιο 
όνοµα συνάρτησης και ίδια 
πλυθηκότητα. 

2) Η ταυτοποίηση   όλων των 
αντίστοιχων ορισµάτων    είναι 
επιτυχής. 

Πίνακας 2.1:Κανόνες Αλγόριθµου Ταυτοποίησης. 

 

Ορισµός 2.8 
Μια αντικατάσταση θ1 θα είναι περισσότερο γενική από µια αντικατάσταση θ2, 

συµβολίζεται θ2 ≤ θ1 εάν υπάρχει αντικατάσταση θ3 ώστε να ισχύει θ2 = θ1◦θ3. 

 

Παράδειγµα 
Η αντικατάσταση θ1 = {Χ/f(Z),Y/b} είναι περισσότερο γενική από την 

αντικατάσταση θ2 = {X/f(a),Y/b} γιατί εάν θ3 = {Z/a} τότε θ2 = θ1◦θ3. 
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Ορισµός 2.9 
Έστω Ε1 και Ε2 δυο απλές εκφράσεις. Ένας ταυτοποιητής των Ε1 και Ε2 είναι µια 

αντικατάσταση θ τέτοια ώστε Ε1θ=Ε2θ. 

 

Παράδειγµα 
Εάν Ε1 = p(X,Y) και Ε2 = p(Z,a) είναι δυο εκφράσεις τότε ένας ταυτοποιητής θ1 των 

Ε1 και Ε2 είναι ο θ1 = {Χ/b, Y/a, Z/b} έτσι ώστε Ε1θ1 = Ε2θ1 = p(b,a). Ένας άλλος 
ταυτοποιητής θα ήταν ο θ2 = {Χ/a, Y/a, Z/a} τέτοιος ώστε Ε1θ2 = Ε2θ2 = p(a,a). Οµοίως, 
ταυτοποιητής είναι και ο θ3 = {Χ/Z, Y/a} για τον οποίο έχουµε Ε1θ3 = Ε2θ3 = p(Z,a). 

Τέλος, ταυτοποιητής των Ε1 και Ε2 είναι και ο θ4 = {Χ/f(W), Y/a, Z/f(W)} για τον 
οποίο προκύπτει Ε1θ4 = Ε2θ4 = p(f(W), a). 

 

Ορισµός 2.10 
Ένας ταυτοποιητής θ1 των απλών εκφράσεων Ε1 και Ε2 ονοµάζεται ο πλέον γενικός 

ταυτοποιητής (πγτ) ή most general unifier (mgu)  εάν για κάθε άλλο ταυτοποιητή θ2 των 
Ε1 και Ε2 υπάρχει µια αντικατάσταση θ3 τέτοια ώστε να ισχύει θ2 = θ1◦θ3. 

 

Παράδειγµα 
Από τους παραπάνω ταυτοποιητές, θ1, θ2, θ3, θ4  ο ταυτοποιητής θ3 είναι ο πλέον 

γενικός ταυτοποιητής των εκφράσεων Ε1 και Ε2 καθώς ισχύει: 

 α) θ3◦{Z/b} = {X/b, Y/a, Z/b} = θ1. 

 β) θ3◦{Z/a} = {X/a, Y/a, Z/a} = θ2. 

 γ) θ3◦{Z/f(W)} = {X/f(W), Y/a, Z/f(W)} = θ4. 

 

Υπάρχουν πολλά διαφορετικά είδη αλγορίθµων ταυτοποίησης διαθέσιµα για τον 
υπολογισµό του πλέον γενικού ταυτοποιητή. Ο περισσότερο διαδεδοµένος, είναι ο 
αλγόριθµος ταυτοποίησης Robinson κατά τον οποίο εάν δοθούν σαν είσοδος δύο ατοµικοί 
τύποι Α1 = Ρ﴾t1,…,tν﴿ και Α2 = Ρ﴾r1,…,rν﴿ ο αλγόριθµος βρίσκει εάν είναι ταυτοποιήσιµοι ή 
όχι. Εάν ναι επιστρέφει τον πγτ, διαφορετικά επιστρέφει αποτυχία. Ο αλγόριθµος 
χρησιµοποιεί µια στοιβάδα S στην οποία καταχωρούνται τα ζεύγη των αντίστοιχων όρων 
των Α1 και Α2, δηλαδή S := [ ﴾t1, r1﴿,…,﴾tν, rν﴿ ]. 

Όταν σε ένα ζεύγος όρων ﴾t, r﴿ είτε το t είναι µεταβλητή και το r σύνθετος όρος ή 
αντίστροφα τότε ο αλγόριθµος κάνει τον έλεγχο-ύπαρξης γνωστό ως occur–check. Αυτός 
ο έλεγχος σκοπό έχει να µην επιτρέψει αυτοαναφερόµενες δεσµεύσεις όπως για 
παράδειγµα X/f﴾X﴿. Μία τέτοια δέσµευση καταχωρεί στην µεταβλητή X ένα µη-
πεπερασµένο όρο f﴾f﴾f﴾…﴿﴿﴿ ενώ όλες οι εκφράσεις πρέπει να είναι πεπερασµένες. Επειδή 
ο έλεγχος-ύπαρξης έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος, για αυτό πολλές γλώσσες λογικού 
προγραµµατισµού παραλείπουν τον έλεγχο-ύπαρξης από τον αλγόριθµο ταυτοποίησης 
που χρησιµοποιούν. Αυτή η παράλειψη έχει σαν συνέπεια ο αλγόριθµος ταυτοποίησης να 
χάσει την ορθότητά του. 

Είσοδος: Οι δύο ατοµικοί τύποι Α1 = Ρ﴾t1,…,tν﴿ και Α2 = Ρ﴾r1,…,rν﴿, οι οποίοι θα 
ταυτοποιηθούν. 

Έξοδος:Η αντικατάσταση θ, ο πλέον γενικός ταυτοποιητής των Ε1 και Ε2, ή αποτυχία. 
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Αλγόριθµος: 
Αρχική τιµή στην αντικατάσταση θ το κενό σύνολο, θ := { }. 
Αρχική τιµή στη στοιβάδα S τα ζεύγη των όρων  ﴾t1, r1﴿,…,﴾tν,rν﴿, 
 S := [ ﴾t1, r1﴿,…,﴾tν, rν﴿ ]. 
Αρχική τιµή ψευδές στην µεταβλητή Αποτυχία, Αποτυχία := ψευδής. 

   Repeat loop 
 Πάρε την κορυφή ﴾t, r﴿ της στοιβάδας S; 
 if t και r είναι διαφορετικές µεταβλητές then 
  θ΄ = θ ◦ {t/r}; 
  αντικατέστησε στην στοιβάδα S την µεταβλητή t µε τον όρο r; 

    else if t µεταβλητή και r όρος ﴾σύνθετος ή µη﴿ στον οποίο δεν υπάρχει η µεταβλητή t 
 then  
 θ΄ = θ ◦ {t/r}; 
  αντικατέστησε στην στοιβάδα S την µεταβλητή t  µε τον όρο r; 

   else if r µεταβλητή και t όρος ﴾σύνθετος ή µη﴿ στον οποίο δεν υπάρχει η µεταβλητή r 
 then 
  θ΄ = θ ◦ {r/t}; 
  αντικατέστησε στην στοιβάδα S την µεταβλητή r µε τον όρο t; 
 else if t και r είναι ίδιες σταθερές ή ίδιες µεταβλητές  
 then 
  συνέχισε; 

else if t και r είναι σύνθετοι όροι µε ίδιο όνοµα συνάρτησης και  ίδια πληθυκότητα κ, 
  t = F﴾s1,…,sK﴿ και r = F﴾u1,…,uK﴿ 
 then 
  καταχώρησε στην στοιβάδα S τα ζεύγη των όρων ﴾s1,u1﴿,…,﴾sK, uK﴿ 
 else Αποτυχία : = αληθής 
until ﴾ S = { } ﴿ or Αποτυχία; 
 
if Αποτυχία then  
 έξοδος αποτυχία 
else  
 έξοδος θ; 
 

Αλγόριθµος 2.1:Ταυτοποίηση. 
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2.2.4 Αντικατάσταση 

 

Ορισµός 2.11 
Αντικατάσταση (substitution) είναι ένα σύνολο της µορφής :   {Χ1/t1, …, Χk/tk} 

όπου κάθε Χi (1≤ i ≤ k) είναι µια µεταβλητή διαφορετική από τις υπόλοιπες και κάθε ti 
είναι ένας όρος διαφορετικός από την µεταβλητή Χi. Κάθε στοιχείο της µορφής Χi/ti 
ονοµάζεται δέσµευση του Χi. 

  

Ορισµός 2.12 
Βασικός όρος είναι ένας όρος ο οποίος δεν περιέχει µεταβλητές. 

Βασικός ατοµικός τύπος είναι ένας ατοµικός τύπος όλα τα ορίσµατα του οποίου είναι 
βασικοί όροι.  

 

Παράδειγµα 
Έστω a, b σταθερές, X, Y µεταβλητές, f/1, g/2 συναρτήσεις και p/1, q/2 

κατηγορήµατα. Οι όροι b, f(a), g(a,b), f(f(b)) είναι βασικοί όροι. Οι όροι X, f(X), 
g(a,f(f(X))) δεν είναι βασικοί όροι. Οι ατοµικοί τύποι p(a), p(f(b)), q(a,f(b)) είναι βασικοί 
τύποι ενώ οι p(X), p(f(X)), q(a,f(X)) δεν είναι βασικοί ατοµικοί τύποι. 
 

Ορισµός 2.13 
Έστω η αντικατάσταση θ = {Χ1/t1, …, Χk/tk}. 
Η αντικατάσταση θ ονοµάζεται βασική αντικατάσταση (ground substitution) εάν 

όλα τα ti (1≤ i ≤ k) είναι βασικοί όροι. 
Η αντικατάσταση θ ονοµάζεται αντικατάσταση µετονοµασίας (renaming 

substitution) εάν όλα τα ti (1≤ i ≤ k) είναι µεταβλητές. 
Η αντικατάσταση θ = { } ονοµάζεται κενή ή ταυτοτική αντικατάσταση και 

συµβολίζεται µε ∈.  
 

Παράδειγµα 
Εάν a, b είναι σταθερές, X, Y, Z, W είναι µεταβλητές και f/1, g/2 είναι συναρτήσεις 

τότε η αντικατάσταση θ1 = {Χ/f(a), Y/g(a,f(b))} είναι βασική αντικατάσταση ενώ η 
αντικατάσταση θ2 = {Χ/Z, Y/W} είναι αντικατάσταση µετονοµασίας.  
 

Ορισµός 2.14 
Μια έκφραση είναι είτε όρος, ή ένας στοιχειώδης τύπος, ή µια σύζευξη ή διάζευξη 

στοιχειωδών τύπων. Μια απλή έκφραση είναι είτε ένας όρος ή ένας ατοµικός τύπος. 
 

Ορισµός 2.15 
Έστω Ε µια πρόταση και  θ = {X1/t1,…,Xk/tk} µια αντικατάσταση. Ένα στιγµιότυπο 

(instance) Εθ του Ε λαµβάνεται εάν ταυτόχρονα αντικατασταθεί κάθε εµφάνιση του Xi 
στην Ε µε ti όπου (1≤ i ≤ k). Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται εφαρµογή αντικατάστασης. 

 

Παράδειγµα 
Έστω η έκφραση E = p(X) ∨ ¬q(g(X, Y)) και θ = {X/a, Y/f(b)}. Τότε  

Εθ = p(a) ∨ ¬q(g(a, f(b))). 
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2.2.5 Σύνθεση Aντικαταστάσεων  

Ορισµός 2.16 
Έστω ότι θ = {X1/t1,…,Xk/tk} και σ = {Y1/s1,…,Yν/sν} είναι δύο αντικαταστάσεις. Η 

σύνθεση θ◦σ των θ και σ είναι η αντικατάσταση η οποία λαµβάνεται ως εξής: 
 {X1/t1σ,…, Xk/tkσ, Y1/s1,..., Yν/sν} 
όπου διαγράφονται δεσµεύσεις Xi/tiσ για τις οποίες ισχύει Xi=tiσ (1≤ i ≤ k). Επίσης 

διαγράφονται δεσµεύσεις Yj/sj (1≤ j ≤ ν) για τις οποίες ισχύει Υj ∈ {Χ1,…,Χκ}. 
 

Παραδείγµατα 
1. Έστω θ = {X/a, Y/g(b,Z)} και σ = {Z/b, W/f(a)}.  

            Τότε θ◦σ = {X/a, Y/g(b,b), Z/b, W/f(a)}. 
2. Έστω θ = {X/f(Y), Y/a, Z/W} και σ = {Y/f(a),W/Z, V/g(a,f(b))}.  

         Τότε θ◦σ = {X/f(f(a)), Y/a, Y/f(a), W/Z, V/g(a,f(b))}. 
3. Έστω θ = {X/f(Y), Y/Z} και σ = {X/john, Y/bill, Z/Y}.  

         Τότε θ◦σ = {X/f(bill), Y/bill, Z/Y}. 
 

Ορισµός 2.17 
Μια αντικατάσταση θ είναι αυτοαπορροφητική (indempotent) εάν κατά την 

εφαρµογή της θ στον «εαυτό» της, προκύψει η ίδια θ (θ=θ◦θ). ∆ηλαδή, για την 
αντικατάσταση θ = {X1/t1,…,Xk/tk} καµία µεταβλητή Xi (1≤ i ≤ k) δεν θα πρέπει να 
υπάρχει σε κάποιον από τους όρους {t1,…,tk}. Κάθε νόµιµη αντικατάσταση θα πρέπει να 
ικανοποιεί την ιδιότητα της αυτοαπορρόφησης. Για παράδειγµα, η αντικατάσταση θ = 
{X/Y, Y/a} δεν είναι αυτοαπορροφητική, καθώς η εφαρµογή της θ στην θ είναι θ◦θ = 
{X/a, Y/a} ≠ θ.  

Το κριτήριο της αυτοαπορρόφησης δεν είναι το µοναδικό χαρακτηριστικό των 
αντικαταστάσεων. Θεωρούµε τις αντικαταστάσεις θ1, θ2, θ3, την έκφραση Ε και τη κενή 
αντικατάσταση є. Όλες οι αντικαταστάσεις πρέπει να ικανοποιούν τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 

 θ1◦є = є◦θ1=θ1. 
 (Εθ1)◦θ2=Ε(θ1◦θ2). 
 (θ1◦θ2)◦θ3=θ1◦(θ2◦θ3). Προσεταιριστική ιδιότητα της  ◦ 
 Ε◦θ1◦θ2 ≠ Ε◦θ2◦θ1. 

Η σύνθεση αντικαταστάσεων δεν ικανοποιεί την µεταθετική ιδιότητα.  
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2.3 Αναπαράσταση σε  Mη-Βασική Μορφή 
 

2.3.1 Εισαγωγή στον Μετα-Προγραµµατισµό 

 Μετα-γλώσσα είναι µια γλώσσα που περιγράφει κάποια άλλη γλώσσα. Η 
περιγραφόµενη γλώσσα ονοµάζεται γλώσσα-αντικείµενο. Για παράδειγµα, έστω ότι 
έχουµε την παρακάτω πρόταση «ο πληθυντικός των ουσιαστικών στην Αγγλική 
σχηµατίζεται προσθέτοντας την κατάληξη –s πλην των ουσιαστικών που τελειώνουν σε –
ch, -sh, -o, -x και –ss στα οποία προστίθεται η κατάληξη –es ». Στην πρόταση αυτή, η 
Ελληνική γλώσσα χρησιµοποιείται σαν µετα-γλώσσα για να περιγράψει την Αγγλική 
γλώσσα (γλώσσα-αντικείµενο). 

Μετα-πρόγραµµα είναι ένα πρόγραµµα που δέχεται σαν δεδοµένα ένα άλλο 
πρόγραµµα. Το πρόγραµµα που χρησιµοποιείται σαν δεδοµένα ονοµάζεται πρόγραµµα-
αντικείµενο. Οι µεταφραστές (interpreters), οι µεταγλωττιστές (compilers), οι 
µετασχηµατιστές προγραµµάτων, οι αναλυτές προγραµµάτων (analyzers), κτλ. είναι µετα-
προγράµµατα.  Η γλώσσα στην οποία γράφεται ένας µεταφραστής ή ένας µεταγλωττιστής 
είναι η µετα-γλώσσα και η γλώσσα την οποία µεταφράζει ή µεταγλωττίζει είναι η γλώσσα 
αντικείµενο. Ο µετα-προγραµµατισµός είναι εύκολος στην Prolog αλλά και γενικά στις 
γλώσσες του λογικού προγραµµατισµού, επειδή προγράµµατα και δεδοµένα µπορούν να 
παρασταθούν µε τον ίδιο τρόπο.   
∆ύο τρόποι υπάρχουν για να παραστήσουµε ένα πρόγραµµα-αντικείµενο. 

1. Αναπαράσταση σε βασικούς όρους (ground representation). 

2. Αναπαράσταση σε µη-βασικούς όρους (non-ground representation).   

Η σηµαντικότερη διαφορά ανάµεσα στις δύο αναπαραστάσεις, είναι ότι στην 
αναπαράσταση σε µη-βασικούς όρους, η γλώσσα-αντικείµενο και η µετα-γλώσσα µπορούν 
να χρησιµοποιήσουν τα ίδια κατηγορήµατα, τα ενσωµατωµένα στη γλώσσα του λογικού 
προγραµµατισµού, α) για µετονοµασία (renaming) µεταβλητών, β) για ταυτοποίηση 
(unification) όρων και γ) για εφαρµογή (apply) των αντικαταστάσεων στους όρους και 
στους τύπους του προγράµµατος-αντικείµενο. Επιπλέον, δεν υπάρχει ανάγκη για σαφή 
χειρισµό των αντικαταστάσεων (σύνθεση αντικαταστάσεων). Αντίθετα, στην 
αναπαράσταση σε βασικούς όρους, τα µετα-προγράµµατα δεν είναι τόσο αποτελεσµατικά, 
επειδή οι µεταβλητές της γλώσσας-αντικείµενο πρέπει να παρασταθούν σαν σταθερές της 
µετα-γλώσσας. Αυτό συνεπάγεται ότι πρέπει να γραφούν πολύπλοκα προγράµµατα, τα 
οποία θα µπορούν εκτελούν τις παραπάνω ενέργειες, δηλαδή α) την µετονοµασία των 
µεταβλητών, β) την ταυτοποίηση των όρων, γ) την εφαρµογή των αντικαταστάσεων στους 
όρους και τους τύπους του προγράµµατος-αντικείµενο και δ) τη σύνθεση 
αντικαταστάσεων. 

 
 

2.3.2 Αναπαράσταση Προγράµµατος-Αντικείµενου σε Μη-
Βασικούς Όρους        

Οι µεταβλητές της γλώσσας αντικείµενο, στην παράσταση σε µη-βασικούς όρους 
(non-ground representation), παριστάνονται από µεταβλητές της µετα-γλώσσας. Επιπλέον, 
οι προτάσεις της γλώσσας-αντικείµενο, όπως Η ← L1,…,Ln όπου L1,…,Ln στοιχειώδεις 
τύποι και n≥0, παριστάνονται σαν όροι της µετα-γλώσσας ως εξής: 
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 H if L1 and…and Ln           εάν n≥1 
 H if true   εάν n=0 
Ένας στόχος ← L1,…,Ln όπου n≥0, της γλώσσας αντικείµενο παριστάνεται στη 

µετα-γλώσσα από έναν όρο ως εξής: 
 ← L1 and…and Ln  εάν n≥1 
 ← true   εάν n=0 

Το παρακάτω παράδειγµα δείχνει ένα µετα-πρόγραµµα solve/1 και ένα πρόγραµµα 
αντικείµενο το clause1/1 σε µη-βασική µορφή . Το µετα-πρόγραµµα είναι ένας 
µεταφραστής ,ο οποίος  επεξεργάζεται στόχους για το πρόγραµµα αντικείµενο. Για 
παράδειγµα , ”?- solve( p(b,X)). ”. 

Παράδειγµα
:-op(1200, xfx, [if]).  
:-op(1000, xfy, [and]).  
:-op(900, fy, [not]). 
 

Μετα-πρόγραµµα 
solve(true). 
solve( (X and Y)) :- solve(X), 

        solve(Y). 
solve( (not X)) :- \+ solve (X). 
solve(Head) :- clause1( (Head if Body) ), 

solve(Body). 
 

Πρόγραµµα  Αντικείµενο 
clause1( (p(X, Z) if q(X, Y) and p(Y, Z))). 
clause1( (p(X, Y) if q(X, Y))).  
clause1( (q(a, b) if true)).  
clause1( (q(b, c) if true)). 
 

Η πρώτη πρόταση του µετα-προγράµµατος δηλώνει ότι ο άδειος στόχος ο οποίος 
παριστάνεται από το άτοµο true λύνεται. Η δεύτερη πρόταση δηλώνει ότι για να λυθεί η 
σύζευξη των στόχων (Α and Β), πρώτα λύσε το στόχο Α και µετά λύσε το στόχο Β. Η 
τρίτη πρόταση δηλώνει ότι για να λυθεί η άρνηση ενός στόχου (not Α) πρώτα λύσε το 
στόχο Α και µετά αντίστρεψε την αλήθεια του. Η τέταρτη πρόταση δηλώνει ότι για να 
λυθεί ένας στόχος γίνεται επιλογή µιας πρότασης από το πρόγραµµα η κεφαλή της οποίας 
ταυτοποιείται µε το στόχο, στη συνέχεια αναδροµικά, λύνει το σώµα της πρότασης. 

Το πρόγραµµα είναι απλό και τρέχει σωστά, το πρόβληµα είναι ότι οι µεταβλητές 
του solve/1 και του clause1/1 παίρνουν τιµές από διαφορετικά πεδία. Οι τιµές των 
µεταβλητών του solve/1 είναι τύποι της γλώσσας-αντικείµενο π.χ. “p(Χ,Ζ)” if “q(Χ,Υ) 
and p(Υ,Ζ)”, ενώ οι τιµές των µεταβλητών της clause1/1 είναι οντότητες/αντικείµενα από 
την ερµηνεία του προγράµµατος-αντικείµενο δηλαδή οι σταθερές α, b και c. Αυτό το 
µετα-πρόγραµµα δεν είναι µια θεωρία που ανήκει στην λογική πρώτης-τάξεως. ∆ηλαδή, 
αυτό το µετα-πρόγραµµα δεν έχει δηλωτική σηµασιολογία. Το ίδιο ισχύει και για όλα τα 
όµοια µετα-προγράµµατα. Αυτός ο µεταφραστής µπορεί να παρασταθεί δηλωτικά (στη 
λογική πρώτης-τάξεως) σε γλώσσες λογικού προγραµµατισµού που διαθέτουν τύπους. 
Αυτές οι γλώσσες υποστηρίζουν πολλά είδη µεταβλητών, καθένα από τα οποία παίρνει 
τιµές από διαφορετικά πεδία.  

Το σύστηµα Ευκλείδης χρησιµοποιεί αναπαράσταση σε µη βασική µορφή.   
 



2.4 Μαθηµατική Επαγωγή 
Θεωρούµε ότι το   είναι µια πρόταση που ορίζεται στο σύνολο των φυσικών 

αριθµών ή µη αρνητικών, το οποίο συµβολίζεται µε Ν . Με άλλα λόγια,  το P είναι µια 
πρόταση Ρ: N → {True,False}, όπου  το N αντιπροσωπεύει το σύνολο των φυσικών  
αριθµών.  Άτυπα αυτό σηµαίνει ότι το ) ,  είναι κάποια πρόταση, της οποίας η αλήθεια 
εξαρτάται από την τιµή του ακέραιου αριθµού  n. Η µαθηµατική επαγωγή (mathematical 
induction) είναι µια τεχνική απόδειξης, που µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να αποδείξει 
προτάσεις της µορφής ∀n ≥0: P(n) (για όλους τους φυσικούς αριθµούς n,  η πρόταση 

 είναι αληθής). Γενικότερα µε τη µαθηµατική επαγωγή επιδιώκουµε να αποδείξουµε 
ότι )  είναι αληθής, όπου n και n

)(nP

(nP

)(nP
(:0 nPnn ≥∀ 0 είναι φυσικοί αριθµοί. Αυτή η γενίκευση 

ισχύει και για τους ακέραιους αριθµούς.  
 Η µαθηµατική επαγωγή εξηγείται µερικές φορές, αν κατ’ αναλογία  αναλύσουµε τον 

τρόπο λειτουργίας ενός ντόµινο. Εξετάζουµε ένα άπειρο σύνολο ντόµινο, που 
παρατάσσονται και είναι έτοιµα να πέσουν. Θεωρούµε ότι )  είναι η δήλωση «το n-στο 
ντόµινο πέφτει». Αρχικά αποδεικνύουµε την πρόταση ) , η οποία κατ’ αναλογία  είναι 
«το πρώτο ντόµινο πέφτει». Κατόπιν επιδιώκουµε την απόδειξη της πρότασης 

(nP
1(P

))1()((: 1 +→≥∀ nPnPn , το οποίο µεταφράζεται ως εξής: «εάν θεωρήσουµε ότι κάποιο 
ντόµινο πέφτει, κατά συνέπεια και το επόµενο ντόµινο πρέπει επίσης να πέσει». Όταν 
αυτό πραγµατοποιηθεί  µπορούµε να συµπεράνουµε ότι )(:1 nPn ≥∀ , «όλα τα ντόµινο 
πέφτουν». Μια τέτοια απόδειξη αποτελείται από δύο βήµατα. 

 
 
ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΑΠΛΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 

            I.  Βήµα βάσεως (Base step):   Απόδειξη P(0). 
                  ∆ηλαδή, αποδεικνύουµε ευθέως ότι η πρόταση P(0) είναι αληθής. 

  II. Βήµα επαγωγής (Induction step):   Απόδειξη  ∀n ≥0: (P(n) → P(n+1))  
Επιλέγουµε έναν αυθαίρετο  n ≥0  και υποθέτουµε ότι για αυτό το  n, η πρόταση  

είναι αληθής.  Κατόπιν αποδεικνύουµε, ως  συνέπεια της παραπάνω υπόθεσης, ότι και η 
πρόταση είναι αληθής. Η δήλωση )  καλείται συχνά υπόθεση επαγωγής, 
δεδοµένου ότι την λαµβάνουµε σαν υπόθεση στο βήµα επαγωγής. 

)(nP

)1( +nP (nP

Όταν το βήµα βάσεως (I) και το βήµα επαγωγής (II) έχουν αποδειχθεί πλήρως, έχουµε 
αποδείξει ότι η πρόταση )  είναι αληθής για όλους τους φυσικούς αριθµούς n ≥ 0. (nP

Παράδειγµα:   
Αποδείξτε ότι για όλα τα x,y,z∈N ισχύει η εξής πρόταση P: 

P: x + (y + z) = (x + y) + z 
Απόδειξη:  
Αρχίζουµε να εφαρµόζουµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής για x =0. 
I. Βήµα βάσης 

0 + (y + z) = (0 + y) + z 
⇔ (αξίωµα πρόσθεσης: 0 + x = x) 

y + z = (0 + y) + z  
⇔ (αξίωµα πρόσθεσης: 0 + x = x) 

y + z = y + z 
⇔ true 
 

δείχνουµε ότι για x = 0 η πρόταση P είναι αληθής. 
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II. Βήµα επαγωγής 
Θεωρούµε x ≥0 και υποθέτουµε ότι P(x) είναι αληθής. Προσπαθούµε ν’ αποδείξουµε 

ότι η πρόταση P είναι αληθής και για x+1. 
 

(x +1) + (y + z) = ((x +1) + y) + z 
⇔ (αφαίρεση παρενθέσεων: (x + y) = x + y) 

x +1 + (y + z) = ((x +1) + y) + z 
⇔ (αντιµεταθετική ιδιότητα: x + y = y + x) 

x + (y + z) +1 = ((x +1) + y) + z 
⇔ (αφαίρεση παρενθέσεων: (x + y) = x + y) 

x + (y + z) +1 = (x +1 + y) + z 
⇔ (αντιµεταθετική ιδιότητα: x + y = y + x) 

x + (y + z) +1 = ((x + y) +1) + z 
⇔ (αφαίρεση παρενθέσεων: (x + y) = x + y) 

x + (y + z) +1 = (x + y) +1 + z 
⇔ (αντιµεταθετική ιδιότητα: x + y = y + x) 

x + (y + z) +1 = (x + y) + z +1 
⇔ (υπόθεση επαγωγής: x + (y + z) = (x + y) + z ) 

(x + y) + z +1 = (x + y) + z +1 
⇔ true 

Αποδεικνύοντας την ισχύ της πρότασης P(x+1), προκύπτει από την αρχή της 
µαθηµατικής επαγωγής, ότι η πρόταση P(x)  ισχύει για όλα τα x∈N.    

 
 
ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΑΠΛΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 
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)            I.  Βήµα βάσεως (Base step):   Απόδειξη . ( 0nP
                  ∆ηλαδή, αποδεικνύουµε ευθέως ότι η πρόταση ) είναι αληθής. ( 0nP

  II. Βήµα επαγωγής (Induction step):   Απόδειξη   ))1()((:0 +→≥∀ nPnPnn  
Επιλέγουµε έναν αυθαίρετο   και υποθέτουµε ότι για αυτό το  n, η πρόταση 

 είναι αληθής.  Κατόπιν αποδεικνύουµε, ως  συνέπεια της παραπάνω υπόθεσης, ότι 
και η πρόταση )

0nn ≥
)(nP

1( +nP   είναι αληθής. Όταν το βήµα βάσεως (I) και το βήµα επαγωγής 
(II) έχουν αποδειχθεί πλήρως, έχουµε αποδείξει ότι η πρόταση )  είναι αληθής για 
όλους τους φυσικούς αριθµούς . 

(nP

0nn ≥

Παράδειγµα:   
Αποδείξτε ότι για όλα τα n ≥1 ισχύει η εξής πρόταση P: 

P: 12 + 22 + … + n2 = n (n +1) (2n+1) / 6 
Απόδειξη:  
Αρχίζουµε να εφαρµόζουµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής για  n =1. 
I. Βήµα βάσης 

12 = 1(1+1)(2+1) / 6 
⇔ (αλγεβρικές πράξεις: πρόσθεση) 

                                                          1 = 2*3 / 6 
⇔ (αλγεβρικές πράξεις: πολλαπλασιασµός) 

                                                          1 = 6 / 6 
 ⇔ true 

δείχνουµε ότι για n = 1 η πρόταση P είναι αληθής. 
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II. Βήµα επαγωγής 
Θεωρούµε n ≥1 και υποθέτουµε ότι P(n) είναι αληθής. Προσπαθούµε ν’ αποδείξουµε 

ότι η πρόταση P είναι αληθής και για n+1. 
 

12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = n(n +1)(2n+1) / 6 + (n +1)2

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: πρόσθεση κλασµάτων) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = [n (n +1) (2n+1) + 6(n +1)2] / 6

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: εξαγωγή κοινού παράγοντα) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = (n +1) [n (2n+1) + 6(n +1)] / 6 

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: πολλαπλασιασµός) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = (n +1) (2n2+ n + 6n +6) / 6 

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: πρόσθεση) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = (n +1) (2n2+ 7n +6) / 6 

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: παραγοντοποίηση) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = (n +1) (n + 2) (2n + 3) / 6 

⇔ (αλγεβρικές πράξεις: ανάλυση σε συστατικά µέρη) 
12 + 22 + … + n2 + (n +1)2 = (n +1) [(n + 1) +1] [(2(n +1) +1)] / 6 

⇔ true 
Αποδεικνύοντας την ισχύ της πρότασης P(n+1), προκύπτει από την αρχή της 

µαθηµατικής επαγωγής, ότι η πρόταση P(n)  ισχύει για όλα τα n≥1.    
 

ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΙΣΧΥΡΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 
            I.  Βήµα βάσεως (Base step):   Απόδειξη . ( 0nP
                  ∆ηλαδή, αποδεικνύουµε ευθέως ότι η πρόταση ) είναι αληθής. ( 0nP

II. Βήµα επαγωγής (Induction step):  Απόδειξη  ))())(:((:0 nPkPnknn →<∀>∀  
Θεωρούµε ένα , και υποθέτουµε ότι για όλα  τα k,  που βρίσκονται στη σειρά 

, το ) είναι αληθές. Κατόπιν αποδεικνύουµε ως συνέπεια αυτής της ισχύος 
ότι και το )  ισχύει. Σε αυτήν την περίπτωση η  υπόθεση επαγωγής  είναι .  

0nn ≥
nkn ≤≤0 (kP

(nP )( : kPnk <∀
Πρέπει βέβαια πάντα να δηλώνουµε την υπόθεση στο βήµα επαγωγής (δηλ. ποια 

είναι η υπόθεση επαγωγής), καθώς και να επισηµαίνουµε το σηµείο της απόδειξης, στην 
οποία η υπόθεση επαγωγής χρησιµοποιείται. 

Παράδειγµα:   
Αποδείξτε ότι για όλα τα n ≥0 ισχύει η εξής πρόταση P: 

P: fn < 2n, όπου fn = fn -1 + fn -2 (Fibonacci numbers) 
Απόδειξη:  
Αρχίζουµε να εφαρµόζουµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής για  n = 2 µε 
δεδοµένα ότι  f0 = 0 και  f1 = 1, οπότε και προφανώς ισχύει η πρόταση P. 

I.Βήµα βάσης 
f2 = f2 -1 + f2 -2 

⇔ (αριθµητικές πράξεις) 
f2= f1 + f0 

⇔ (αντικατάσταση τιµών) 
f2= 1+0 

⇔ (αριθµητικές πράξεις) 
f2=1 < 22 

⇔ true 
 δείχνουµε ότι για n = 2 η πρόταση P είναι αληθής. 
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II.Βήµα επαγωγής 
Θεωρούµε 1 ≤ k < n και υποθέτουµε ότι P(k) είναι αληθής, όπου P(k): fk < 2k. 

Προσπαθούµε ν’ αποδείξουµε ότι η πρόταση P είναι αληθής και για n. 
fn = fn -1 + fn -2 

⇔ (υπόθεση επαγωγής) 
fn < 2n-1+ 2n-2 

⇔ (παραγοντοποίηση) 
2n-1+ 2n-2= 2n-2(2 + 1) 

⇔ (αριθµητικές πράξεις) 
2n-1+ 2n-2

 = 2n-2(3) 
⇔ (αλγεβρικές πράξεις) 

fn < 2n-2(4) 
⇔ (πράξεις δεικτών) 

2n-2(4) = 2n 

⇔ true  
Αποδεικνύοντας την ισχύ της πρότασης P(n), προκύπτει από την αρχή της µαθηµατικής 

επαγωγής, ότι η πρόταση P(n)  ισχύει για όλα τα n ≥ 0.   
                                                                           

2.5 Μηχανική Υποστήριξη στην Απόδειξη Θεωρηµάτων 
Ο σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να συζητήσει τη µηχανική υποστήριξη, την 

οποία ένα υπολογιστικό σύστηµα µπορεί να προσφέρει για την απόδειξη θεωρηµάτων 
γενικώς. Στη συνέχεια γίνεται εξειδίκευση για τη µηχανική υποστήριξη που µπορεί να 
δοθεί για την απόδειξη θεωρηµάτων µε µαθηµατική επαγωγή. 

Σηµείωση: Η έννοια της µηχανικής υποστήριξης αναφέρεται σε υπολογιστικές 
µηχανές (υπολογιστές). 

2.5.1 Βασικοί Ορισµοί 
Σ’ αυτό το τµήµα ορίζονται κάποιες βασικές έννοιες, οι οποίες χρησιµοποιούνται στα 

επόµενα κεφάλαια. 

Ορισµός 2.18 
Πρόταση (proposition) είναι ένας ισχυρισµός, ο οποίος είναι είτε αληθής ή ψευδής, αλλά 

όχι και τα δυο. Εάν µια πρόταση είναι αληθής τότε λέµε ότι η τιµή αληθείας της πρότασης 
είναι αληθής (true), σ’ αντίθετη περίπτωση η τιµή αληθείας της είναι ψευδής (false). 

Ορισµός 2.19 
Αξίωµα (axiom) είναι πρόταση την οποία δεχόµαστε σαν αληθή χωρίς απόδειξη. Μία 

µαθηµατική δοµή ή ένα µαθηµατικό µοντέλο ενός φαινόµενου ορίζεται από ένα σύνολο 
αξιωµάτων. Εξ’ ορισµού, ένα αξίωµα είναι µια αληθής πρόταση για τις ιδιότητες µιας 
µαθηµατικής δοµής (µαθηµατικό µοντέλο ενός φαινόµενου).  

Ορισµός 2.20 
Κανόνες εξαγωγής συµπερασµάτων (rules of inference) ονοµάζονται οι συλλογιστικές 

αρχές, που πρέπει να χρησιµοποιήσουµε για να αποδείξουµε ότι µια πρόταση εξάγεται από 
κάποια άλλη και τις οποίες αποδεχόµαστε ως έγκυρες.  

Ορισµός 2.21 
Θεώρηµα (theorem) είναι µία αληθής πρόταση, η οποία εξάγεται από την αλήθεια των 

αξιωµάτων. Η εξαγωγή των θεωρηµάτων γίνεται µε εφαρµογή κανόνων εξαγωγής 
συµπερασµάτων. 



Ορισµός 2.22 
Απόδειξη (proof) ενός θεωρήµατος είναι µια ακολουθία συλλογισµών, η οποία 

αποδεικνύει ότι το θεώρηµα είναι αληθές στη συγκεκριµένη µαθηµατική δοµή. 
Μια απόδειξη (proof) σ’ ένα τυπικό σύστηµα είναι µια πεπερασµένη ακολουθία 

καλά-σχηµατισµένων τύπων (προτάσεων) στην τυπική γλώσσα, κάθε µια από τις οποίες 
είναι είτε ένα αξίωµα του συστήµατος, ή ένα θεώρηµα το οποίο παράχθηκε από ένα ή 
περισσότερους καλά-σχηµατισµένους τύπους µε εφαρµογή των κανόνων εξαγωγής 
συµπερασµάτων του συστήµατος. 

Ορισµός 2.23 
Θεωρία (theory) σε µια µαθηµατική δοµή είναι το σύνολο όλων των αξιωµάτων µαζί 

µε όλα τα θεωρήµατα που µπορούν να παραχθούν από τα αξιώµατα.  
∆ιαισθητικά µπορούµε να φανταστούµε µια θεωρία σαν το σύνολο όλων των αληθών 

προτάσεων σχετικά µε (που αφορούν) ένα φαινόµενο. Στην πράξη οι περισσότερες 
θεωρίες περιέχουν πάρα πολλά γεγονότα για να καταγραφούν, γι’ αυτό ένα υποσύνολο 
αυτών καταγράφεται µε σαφήνεια (τα αξιώµατα) και κάποιοι κανόνες εξαγωγής 
συµπερασµάτων παράγουν τα υπόλοιπα θεωρήµατα. 

Ορισµός 2.24 
Αποτέλεσµα το οποίο εισάγεται σε αποδείξεις χωρίς να ξαναπαραχθεί η απόδειξή του 

ονοµάζεται λήµµα (lemma). 
 

2.5.2 Αυτόµατη και ∆ιαλογική Απόδειξη Θεωρηµάτων 
Σ’ αυτό το τµήµα θα περιγράψουµε τι είναι η αυτόµατη απόδειξη θεωρηµάτων και τι 

είναι η διαλογική απόδειξη θεωρηµάτων. 

Η αυτόµατη απόδειξη θεωρηµάτων αναφέρεται στη µελέτη και στην ανάπτυξη 
προγραµµάτων τα οποία διαθέτουν λογική σκέψη (σκέπτονται λογικά). Η έκφραση 
«λογική σκέψη» αναφέρεται σε διαδικασίες οι οποίες συµπεραίνουν (εξάγουν λογικά) 
νέες προτάσεις (ή τύπους) από υπάρχουσες προτάσεις (ή τύπους), έτσι ώστε η νέα 
πρόταση (ή τύπος) να είναι πάντα αληθής σε κάθε ερµηνεία όπου οι παλιές προτάσεις 
είναι αληθείς.  

Ένα απλό παράδειγµα λογικής σκέψης είναι ο modus ponens, ο οποίος από τις 
προτάσεις (τύπους) p→q και p εξάγει λογικά την πρόταση q. Ένα πιο συγκεκριµένο 
παράδειγµα  εφαρµογής του modus ponens είναι το εξής: 

Μορφή Πρότασης                                       Πρόταση 

p → q                       Η Μαρία σπουδάζει Τεχνολόγος Ηλεκτρολόγος   →  
Η Μαρία είναι σπουδάστρια ΤΕΙ        

                                                                              

p                                      Η Μαρία σπουδάζει Τεχνολόγος Ηλεκτρολόγος 

Εξαγόµενη πρόταση q                           Η Μαρία είναι σπουδάστρια ΤΕΙ 
 
Ένα δεύτερο παράδειγµα  είναι το εξής: Από το τύπο ∀x/ T f(x) όπου f(x) είναι ένας τύπος 

(πρόταση) της λογικής πρώτης τάξης, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι f(α) είναι αληθές όπου α 
είναι ένας όρος της γλώσσας την οποία χρησιµοποιούµε. Ένα πιο συγκεκριµένο παράδειγµα 
είναι το έξης: Από την πρόταση «∀Χ/άνθρωπος θνητός(Χ)» µπορούµε να συµπεράνουµε ότι 
εάν Χ είναι ο Σωκράτης, τότε η πρόταση «θνητός(Σωκράτης)» είναι επίσης αληθής. 
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Πρόταση Υπόθεση 

∀Χ/άνθρωπος θνητός(Χ) 

∀Χ/ Τεχνολόγος_Ηλεκτρολόγος 
έχει_σπουδάσει_ΤΕΙ(Χ) 

ή συµβολικά 

∀x/ T f(x) 

Πρόταση Συµπέρασµα ή Πρόταση Θεώρηµα 

θνητός(Σωκράτης) 

Μαρία ∈ Τεχνολόγος_Ηλεκτρολόγος  
έχει_σπουδάσει_ΤΕΙ(Μαρία) 

 

α∈Τ f(α)

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η «πρόταση συµπέρασµα» είναι αληθής σε κάθε 
ερµηνεία όπου η «πρόταση υπόθεση» είναι αληθής. Τα αυτόµατα συστήµατα απόδειξης 
θεωρηµάτων αποδεικνύουν αυτόµατα, χωρίς την παρέµβαση ανθρώπου νέες προτάσεις 
συµπεράσµατα, χρησιµοποιώντας την βάση γνώσεων (ΒΓ) που διέπουν και κάποιους 
κανόνες εξαγωγής  συµπερασµάτων. Η ΒΓ αυτών των συστηµάτων περιέχει αξιώµατα και 
πιθανόν άλλα θεωρήµατα τα οποία έχουν παραχθεί µε προηγούµενους συλλογισµούς. 

Όµως δεν είναι πάντοτε εφικτή η αυτόµατη απόδειξη θεωρηµάτων. Σε πολύπλοκα 
προβλήµατα χρειάζεται η ανθρώπινη παρέµβαση. Μια σηµαντική παρέµβαση του 
ανθρώπου-χρήστη είναι στο να επιλέγει α) τον συµπερασµατικό κανόνα που πρέπει να 
εφαρµοστεί από το σύστηµα και β) που, σε ποιες προτάσεις, θα εφαρµοστεί ο επιλεχθέντας 
κανόνας. Σ’ αυτή την περίπτωση έχουµε τα διαλογικά συστήµατα απόδειξης θεωρηµάτων. 
Ο βαθµός παρέµβασης στην διαδικασία απόδειξης είναι διαφορετικός από σύστηµα σε 
σύστηµα. Τα διαλογικά συστήµατα στα οποία ο χρήστης αναπτύσσει την απόδειξη και το 
σύστηµα εξασφαλίζει σε κάποιο βαθµό «σηµασιολογική ορθότητα» ονοµάζονται και proof 
editors (συντάκτες απόδειξης). ∆ιαλογικά συστήµατα απόδειξης θεωρηµάτων 
χρησιµοποιούνται σε προβλήµατα που απαιτούν πολύπλοκη ή δύσκολη απόδειξη. Τέτοια 
συστήµατα έχουν κατασκευαστεί στην περιοχή των µαθηµατικών για απόδειξη δύσκολων  
µαθηµατικών θεωρηµάτων. Στην περιοχή της επιστήµης υπολογιστών για επικύρωση 
λογισµικού (software) και υλικό (hardware).  

∆ιαχείριση της απόδειξης σε διαλογικά συστήµατα 
Για να γίνουν τα διαλογικά συστήµατα απόδειξης θεωρηµάτων ελκυστικά στο χρήστη, 

θα πρέπει να έχουν πολύ καλά σχεδιασµένη διεπικοινωνία, ώστε να είναι αποδεκτή από 
αρχάριους χρήστες. Για παράδειγµα, κάποιοι συντάκτες απόδειξης παρέχουν στον χρήστη 
πληροφορίες για τις συνέπειες από τις αλλαγές στην απόδειξη. Η κατασκευή µιας απόδειξης 
είναι µια διαδικασία δοκιµής-λάθους (trial-error). Οι προσπάθειες απόδειξης µπορεί να 
γίνουν πολύ µεγάλες, γι’ αυτό απαιτείται καλή διεπικοινωνία, ώστε να διευκολύνει την 
διαχείριση των αποδείξεων. Άλλα ζητήµατα τα οποία αφορούν την χρησιµότητα των 
διαλογικών συστηµάτων απόδειξης είναι η ταχύτητα αποκρίσεως, εάν διαθέτουν 
υποσύστηµα βοήθειας και εάν η όλη διαδικασία απόδειξης είναι κατανοητή ειδικά σε 
αρχάριους χρήστες. 

Η βασική άποψη των συστηµάτων διαλογικής απόδειξης είναι ότι ο χρήστης µπορεί µε 
χρήσιµους τρόπους να κατευθύνει την έρευνα της απόδειξης, αλλά για να γίνει αυτό θα 
πρέπει να γνωρίζει τα εξής: 

1. Το περιβάλλον της απόδειξης, δηλαδή τη θεωρία. 

2. Τι έχει ήδη γίνει από την απόδειξη. 

3. Τι µένει να γίνει από την απόδειξη. 

4. Τα όπλα, που διαθέτει για την απόδειξη (λήµµατα κ.τ.λ.). 
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2.5.3 Μηχανική Υποστήριξη Μαθηµατικής Επαγωγής   
 
Οι επαγωγικοί ορισµοί δεν είναι µόνο µια µέθοδος για να ορίζονται µη πεπερασµένα 

σύνολα αλλά επιπλέον είναι η βάση ισχυρών τεχνικών για απόδειξη θεωρηµάτων. Εάν ένα 
σύνολο είναι πεπερασµένο, µια πρόταση της µορφής ∀x P(x) µπορεί να αποδειχθεί µε 
εξέταση όλων των περιπτώσεων. Αλλά για µη πεπερασµένα σύνολα κάποιος άλλος 
µηχανισµός πρέπει να χρησιµοποιηθεί. Αποδείξεις µε επαγωγή είναι αποδείξεις σε προτάσεις 
µε καθολική δέσµευση, όπου το πεδίο αναφοράς είναι ένα σύνολο το οποίο ορίζεται 
επαγωγικά. 
Υποθέτουµε ότι θέλουµε ν’ αποδείξουµε ότι όλα τα στοιχεία ενός επαγωγικά οριζόµενου 

συνόλου S έχουν την ιδιότητα P. ∆ηλαδή θέλουµε ν’ αποδείξουµε ότι η πρόταση ∀x P(x) 
είναι αληθής στο πεδίο αναφοράς S. Μια απόδειξη µε επαγωγή συνίσταται από δύο µέρη, τα 
οποία αντιστοιχούν στην πρόταση για τη βάση ορισµού του συνόλου S και στην πρόταση 
που αντιστοιχεί στην επαγωγή ορισµού του συνόλου S. 

1.Το βήµα της βάσης αποδεικνύει ότι η πρόταση P(x) είναι αληθής για κάθε στοιχείο x∈S, 
το οποίο ορίζεται στη βασική πρόταση ορισµού του S. 

2.Το βήµα της επαγωγής αποδεικνύει ότι κάθε στοιχείο, το οποίο κατασκευάζεται 
χρησιµοποιώντας την επαγωγική πρόταση ορισµού του S, έχει την ιδιότητα P, εάν όλα τα 
στοιχεία τα οποία χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του έχουν αυτή την ιδιότητα. 

 
Ας θεωρήσουµε το σύνολο S των καλοσχηµατισµένων παρενθέσεων (ισορροπηµένη 

συµβολοσειρά παρενθέσεων). Ο επαγωγικός ορισµός αυτού του συνόλου S είναι ο εξής: 
1. Βάση: ( ) είναι ένα στοιχείο του S. 
2. Επαγωγή : Εάν x και y είναι στοιχεία του S τότε: 

a. (x) είναι ένα στοιχείο του S. 
b. xy είναι ένα στοιχείο του S. 

 
Αυτό το επαγωγικό σύνολο S είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών παρενθέσεων, που 

µπορεί να εµφανιστούν σε µια µαθηµατική έκφραση, όπως ( ),(( )),( )( ),(( ))( ),((( ))( )),κ.τ.λ. 
Οι πιο γνωστές αποδείξεις µε επαγωγή είναι αυτές που σχετίζονται µε τους φυσικούς 

αριθµούς, δηλαδή µε το σύνολο Ν. Ο επαγωγικός ορισµός των φυσικών αριθµών είναι ο 
εξής:  

1.Βάση: 0∈Ν. 
2.Επαγωγή : Εάν n∈Ν τότε το S(n)∈Ν, όπου S είναι η συνάρτηση επόµενος (successor). 

H συνάρτηση επόµενος (successor) ορίζεται ως εξής: 
 ∀ n∈Ν ο S(n) είναι ο επόµενός του, δηλαδή ο n+1. 

 
Η ανθρώπινη παρέµβαση είναι αναγκαία σε συστήµατα τα οποία αποδεικνύουν θεωρήµατα 

µε επαγωγή. Κάποιες τετριµµένες δραστηριότητες γίνονται αυτόµατα έπειδη η υλοποίησή 
τους είναι εύκολη. Παραδείγµατα τετριµµένων εργασιών είναι οι εξής [Bundy 2001]: 

a. ∆ιατήρηση της κατάστασης της απόδειξης. 
b. Ταυτοποίηση εκφράσεων. 
c. Απλοποίηση εκφράσεων. 
d. Η εξαντλητική εφαρµογή κανόνων που µεταφράζουν εκφράσεις σε ισοδύναµες 

µορφές. 
Οι πιο δύσκολές εργασίες εκτελούνται από τους χρήστες µέσω ενός διαλογικού 

περιβάλλοντος. Παραδείγµατα δύσκολων εργασιών είναι οι εξής: 
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a. Η επιλογή του κανόνα επαγωγής. 
b. Η εφαρµογή ενός λήµµατος. 
c. Η γενίκευση µιας εικασίας. 
Αυτές οι εργασίες απαιτούν διορατικότητα για τη δοµή της απόδειξης. 

Ένα δηµοφιλές πλαίσιο για ηµιαυτόµατα συστήµατα απόδειξης θεωρηµάτων µε επαγωγή, 
είναι η χρήση τακτικών (tactics). Μια τακτική (tactic) είναι ένα πρόγραµµα το οποίο 
κατευθύνει την έρευνα της απόδειξης. Αυτό το πρόγραµµα µπορεί να εφαρµόσει ένα 
συµπερασµατικό κανόνα ή να συνθέσει δύο ή περισσότερες εφαρµογές τακτικών. Τακτικές 
κατασκευάζονται για τις τετριµµένες εργασίες. Ο χρήστης µπορεί στη συνέχεια να 
κατευθύνει την έρευνα της απόδειξης, είτε καλώντας συγκεκριµένους συµπερασµατικούς 
κανόνες, ή καλώντας τακτικές οι οποίες εφαρµόζουν περισσότερους του ενός 
συµπερασµατικούς κανόνες. Έτσι οι τετριµµένες εργασίες γίνονται από το σύστηµα. Ο 
χρήστης βλέπει την απόδειξη είτε σε υψηλό επίπεδο εφαρµογής των τακτικών ή σε χαµηλό 
επίπεδο εφαρµογής συγκεκριµένων συµπερασµατικών κανόνων. 

Για να µπορεί ο χρήστης να καθοδηγεί ένα ηµιαυτόµατο σύστηµα επαγωγικής απόδειξης 
θεωρηµάτων, θα πρέπει να του παρέχεται µια καλή διαλογική διεπικοινωνία. Αυτή η 
διεπικοινωνία πρέπει να παρέχει στο χρήστη τη µέγιστη δυνατή βοήθεια, όταν παίρνει 
δύσκολες αποφάσεις. 

 Ο σχεδιασµός της διεπικοινωνίας εξαρτάται από το χρήστη του συστήµατος. Οι αρχάριοι 
χρήστες χρειάζονται να ορίσουν τις υποθέσεις/εικασίες, να βλέπουν την πορεία της 
απόδειξης και να καθοδηγούν την απόδειξη. Οι πεπειραµένοι χρήστες χρειάζονται να 
ορίζουν νέες θεωρίες, να βλέπουν µέσω βιβλιοθηκών τις υποθέσεις, τους ορισµούς, τα 
λήµµατα κ.τ.λ. και να µετακινούνται από µια προσπάθεια απόδειξης σε µια άλλη 
προσπάθεια. Γραφικές διεπικοινωνίες, παραθυρικό περιβαλλον και δοµηµένος 
κειµενογράφος είναι οι πιο δηµοφιλείς τρόποι διεπικοινωνίας. 

Πολλές προσπάθειες έχουν γίνει για µηχανοποίηση της απόδειξης προτάσεων 
(θεωρηµάτων) µε επαγωγή [Boyer-Moore],[Bundy1988],[Bundy2001]. Το πλέον σηµαντικό 
σηµείο για την απόδειξη τέτοιων προτάσεων/ θεωρηµάτων είναι πως θα µετασχηµατίσει 
κάποιος το συµπέρασµα της πρότασης/ θεωρήµατος, ώστε να µπορέσει να εφαρµόσει την 
υπόθεση της επαγωγής (induction hypothesis). Στο [Boyer-Moore] περιγράφονται τακτικές 
(tactics) οι οποίες κατευθύνουν επαγωγικές αποδείξεις αυτόµατα. Το πρόγραµµά τους 
περιέχει µεγάλες ποσότητες ευρηµατικής πληροφορίας, η οποία µε επιτυχία κατευθύνει 
επαγωγικές αποδείξεις. Οι περιγραφές των ευρηµατικών (heuristic) µεθόδων τους δεν είναι 
ευκρινείς γιατί επιτυγχάνουν και γιατί εφαρµόζονται µε κάποια συγκεκριµένη σειρά. 

Βελτιώσεις αυτών των τακτικών µε βάση κάποια σχέδια απόδειξης παρουσιάζονται στο 
άρθρο [Bundy 1988]. Οι ευρηµατικές τεχνικές των Boyer-Moore παριστάνονται σαν ένα 
σαφές σχέδιο απόδειξης. Ο στόχος του συστήµατός τους ήταν να τυποποιήσουν τις 
ευρηµατικές τεχνικές των Boyer-Moore, έτσι ώστε να µπορούν να προβλέψουν κάτω από 
ποιες συνθήκες επιτυγχάνουν ή αποτυγχάνουν. Επίσης ήθελαν να εξηγήσουν την δοµή και τη 
σειρά εφαρµογής τους. 

Σ’ αυτή την πτυχιακή έχουµε αναπτύξει το σύστηµα Ευκλείδης, το οποίο υποστηρίζει το 
χρήστη στην απόδειξη προτάσεων/ θεωρηµάτων µε επαγωγή. Τα επαγωγικά σύνολα είναι τα 
σύνολα των φυσικών αριθµών και υποσύνολα των ακεραίων αριθµών. Ο χρήστης µέσα από 
ένα φιλικό διαλογικό περιβάλλον αποφασίζει για την πράξη µετασχηµατισµού της πρότασης/ 
του θεωρήµατος της βάσης ή της επαγωγής και το σύστηµα εκτελεί την πράξη. 

Σηµείωση: Τακτική (tactic) είναι µία συνάρτηση, η οποία αναλύει/ µετασχηµατίζει µια 
πρόταση/ θεώρηµα σε άλλη µορφή πιο κατάλληλη για απόδειξη της πρότασης/ θεωρήµατος. 
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3 Αναπαραστάσεις 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε την σύνταξη των θεωρηµάτων, αξιωµάτων, 

ληµµάτων και νόµων του κατηγορηµατικού λογισµού, τα οποία γίνονται αποδεκτά από το 
σύστηµα Ευκλείδης.  

Επιπλέον, θα µιλήσουµε για το πώς αναπαριστάνουµε στο σύστηµά µας όλα τα 
στοιχεία που χρησιµοποιούνται σε µια απόδειξη δια της µαθηµατικής επαγωγής. ∆ηλαδή 
θα µιλήσουµε για την αναπαράσταση των θεωρηµάτων, αξιωµάτων, ληµµάτων, των όρων 
του προτασιακού και κατηγορηµατικού λογισµού, της ισότητας και των µετασχηµατισµών 
που εφαρµόζονται. Σ’ ένα ηµι-αυτόµατο σύστηµα απόδειξης θεωρηµάτων ο χρήστης 
χρειάζεται να γνωρίζει τα προηγούµενα βήµατα της απόδειξής του, γι’ αυτό κάθε βήµα 
της απόδειξης  χρειάζεται να αναπαριστάνεται επίσης. 

 

3.1 Σύνταξη Στοιχείων Συστήµατος  

3.1.1 Σύνταξη Θεωρηµάτων, Αξιωµάτων & Ληµµάτων    

Ένα θεώρηµα, ένα αξίωµα ή ένα λήµµα µπορεί να δίνεται µε τη µορφή:       

                                  A1, …, An → B1, ... , Bm,                                                                                        
όπου A1,...,An, B1,.., Bm είναι άτοµα, το ','  υποδηλώνει τη σύζευξη και το '→' υποδηλώνει 
τη συνεπαγωγή. 

Επιπλέον η ποσοτικοποίηση (quantification) όλων των µεταβλητών, εφόσον δε 
δηλώνεται διαφορετικά, είναι καθολική (universal) µε εµβέλεια όλο το θεώρηµα. 

 

Παραδείγµατα 
  1.   Θεώρηµα: ∀ X: N, Y: N (p(a,X)∧q(b,Y)→r(a,X)∧s(Y))  

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: p(a,X), q(b,Y) → r(a,X), s(Y) 

  2.   Θεώρηµα: ∀ X: N, Y: N (even (X)∧even (Y)→even(X+Y)) 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: even(X),even(Y) → even(plus(X, Y))  

  3.   Θεώρηµα: ∀ X: N, Y: N (p(a,X) ∧ q(b,Y)) 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: true → (p(a,X) ∧ q(b,Y)) 

  4.   Θεώρηµα: true 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: true →  true 

  5.   Αξίωµα: ∀ M: N (even(succ(succ(M)))→ even(M)) 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: even(succ(succ(M)))→ even(M) 

  6.   Αξίωµα: (even(succ(0))→ false) 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: even(succ(0))→ false) 

  7.   Λήµµα: ∀ X: N, Y: N (even (X)∧even (Y)→even(X+Y)) 

        Ισοδύναµη αναπαράσταση: even(X),even(Y) → even(plus(X,Y)  
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3.1.2 Σύνταξη Νόµων Προτασιακού και Κατηγορηµατικού 
Λογισµού 

Οι νόµοι του προτασιακού και του κατηγορηµατικού λογισµού, τους οποίους 
χρησιµοποιούµε είναι λογικές ισοδυναµίες.  

Θεωρούµε δυο τύπους  του προτασιακού λογισµού φ και φ΄ ,που είναι ισοδύναµοι, 
γεγονός που συµβολίζεται φ ⇔ φ΄. Έστω ότι ο τύπος ψ περιέχει τον τύπο φ, τότε έχουµε 
την εξής ισοδυναµία  ψ ⇔ ψ΄{φ|φ΄}. 

∆ηλαδή ο τύπος ψ είναι λογικά ισοδύναµος, εάν κάθε εµφάνιση του τύπου φ στον 
τύπο ψ αντικατασταθεί  µε το τύπο φ΄. Σηµειώνουµε ότι το σύµβολο ↔ δεν είναι ίδιο µε 
το σύµβολο ⇔.Το σύµβολο ↔ είναι ένας λογικός σύνδεσµος του προτασιακού και του 
κατηγορηµατικού λογισµού, ενώ το σύµβολο ⇔ είναι µετα-σύµβολο, το οποίο µας µιλά 
για τη σχέση που υφίσταται µεταξύ δύο προτάσεων του προτασιακού ή του 
κατηγορηµατικού λογισµού, ότι δηλαδή είναι ισοδύναµες  . 

Ένας νόµος του Προτασιακού & Κατηγορηµατικού Λογισµού µπορεί να δίνεται µε 
τη µορφή:  

                   (A1,…, An → B1,...,Βm) ⇔ Φ,  

όπου A1,..., An και B1,...,Βm είναι στοιχειώδεις ατοµικοί τύποι, Φ είναι ένας τύπος 
ισοδύναµος του τύπου αριστερά της  ⇔, το ','  υποδηλώνει τη σύζευξη, το '→' υποδηλώνει 
τη συνεπαγωγή και το '⇔' υποδηλώνει την ισοδυναµία των δύο τύπων.  

 

Παραδείγµατα 

  1. Ο νόµος του κατηγορηµατικού λογισµού :   (false → φ) ⇔ true, 
        αν εφαρµοστεί στον τύπο ∀ Υ: Ν  (false → p(Υ))  
        παίρνουµε τον τύπο  true. 
        Αυτός ο µετασχηµατισµός εκφράζεται ως εξής: 
         ∀ Υ: Ν  ((false → p(Υ)) ⇔ true). 
  2.  Ο νόµος του κατηγορηµατικού λογισµού :   φ ∧ false ⇔ false,   
        αν εφαρµοστεί στον τύπο ∀ Υ: Ν  (even(Y) ∧ false)  
        παίρνουµε τον τύπο  false. 
        Αυτός ο µετασχηµατισµός εκφράζεται ως εξής: 
         ∀ Υ: Ν  (even(Y) ∧ false ⇔ false). 
  3.  Ο νόµος του κατηγορηµατικού λογισµού :   true ∧ φ ⇔ φ,   
        αν εφαρµοστεί στον τύπο ∀ Υ: Ν  (true ∧ even(Y))  
        παίρνουµε τον τύπο  ∀ Υ: Ν  even(Y). 
        Αυτός ο µετασχηµατισµός εκφράζεται ως εξής: 
         ∀ Υ: Ν  (true ∧ even(Y) ⇔ even(Y)).  
 4.  Ο νόµος του κατηγορηµατικού λογισµού :   ¬¬φ ⇔ φ,  
       όπου το σύµβολο ¬ εκφράζει το not, αν εφαρµοστεί στον τύπο 
         ∀ Υ: Ν  (¬¬ p(Υ))  
       παίρνουµε τον τύπο     ∀ Υ: Ν    p(Υ). 
      Αυτός ο µετασχηµατισµός εκφράζεται ως εξής: 
         ∀ Υ: Ν  ((¬¬ p(Υ)) ⇔ p(Υ)).         
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3.2 Αναπαράσταση Βασικών Στοιχείων Απόδειξης 

3.2.1 Αναπαράσταση Θεωρηµάτων 
 Ένα θεώρηµα µπορεί να αναπαρασταθεί στη βάση γνώσεων σαν µία πρόταση γεγονός 

της Prolog της εξής µορφής: 
          theorem( TheoremId, LeftForm, RightForm). 

  Όπου 
• 'TheoremId' είναι ένας µοναδικός ακέραιος αριθµός που παριστά την ταυτότητα  
του θεωρήµατος. 

• 'LeftForm' είναι µια λίστα µε άτοµα πριν (αριστερά από) την συνεπαγωγή ή την 
ισοδυναµία.  

• 'RightForm' είναι µια λίστα µε άτοµα µετά (δεξιά από) την συνεπαγωγή ή την 
ισοδυναµία . 

   Οι λίστες των ατόµων 'LeftForm' και 'RightForm' µπορούν να είναι άδειες. 
 
Παραδείγµατα 

          1.  Ο ατοµικός τύπος:  
                    «theorem(1, [p(a,X), q(b,Y)], [r(a,X),  s(Y)]).» 
               παριστά το θεώρηµα:  
                     ∀ Χ, ∀Υ (p(a,X) ∧ q(b,Y) → r(a,X) ∧ s(Y)). 

2. Ο ατοµικός τύπος: 
               « theorem(2, [even(X), even(Y)],[even(plus(X,Y))]).» 
           παριστά το θεώρηµα:  
               ∀ Χ, ∀Υ (even(X) ∧ even(Y) → even(X + Y)). 

3. Ο ατοµικός τύπος: 
              « theorem(3, [true], [p(a,X), q(b,Y)]).»  
          παριστά το θεώρηµα:  
               ∀ Χ, ∀Υ (true → p(a,X) ∧ q(b,Y)). 

4. Ο ατοµικός τύπος: 
             «theorem(4, [true], [true]).»  
         παριστά το θεώρηµα: 
                   (true → true). 
 
 

3.2.2 Αναπαράσταση Αξιωµάτων, Ληµµάτων, Επαγωγών και 
Νόµων του Προτασιακού και του Κατηγορηµατικού 
Λογισµού. 

Τα αξιώµατα, λήµµατα, οι νόµοι του προτασιακού και του κατηγορηµατικού 
λογισµού και οι επαγωγές παριστάνονται στη βάση γνώσεων σαν προτάσεις γεγονότα της 
Prolog όπως τα θεωρήµατα. Για  καθένα από αυτά έχουµε την παρακάτω αναπαράσταση. 

1. Τα αξιώµατα παριστάνονται από την εξής πρόταση γεγονός :     
     «axiom (AxiomId, LeftForm, RightForm).» 

2. Τα λήµµατα παριστάνονται από την εξής πρόταση γεγονός:  
     «lemma (LemmaId, LeftForm, RightForm).» 
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3. Οι νόµοι του προτασιακού και κατηγορηµατικού λογισµού  παριστάνονται από την 
εξής πρόταση γεγονός:  

    «fol_law (Fol_lawId, LeftForm, RightForm).» 
4. Οι επαγωγές παριστάνονται από την εξής πρόταση γεγονός :   
                     «induction (InductionId,LeftForm,RightForm).»    
                        

Όπου: 
• τα ορίσµατα 'LeftForm', 'RightForm' έχουν την ίδια έννοια όπως την περίπτωση των 
θεωρηµάτων. 

• 'AxiomId' είναι η ταυτότητα του αξιώµατος που εκφράζεται µε ένα µοναδικό ακέραιο 
αριθµό. 

• 'LemmaId' είναι η ταυτότητα του λήµµατος που εκφράζεται µε ένα µοναδικό ακέραιο 
αριθµό. 

• 'Fol_lawId' είναι η ταυτότητα του νόµου του κατηγορηµατικού ή προτασιακού 
λογισµού που εκφράζεται µε ένα µοναδικό ακέραιο αριθµό. 

• 'InductionId' είναι η ταυτότητα της επαγωγής που εκφράζεται µε ένα µοναδικό 
ακέραιο αριθµό. 
 

Παραδείγµατα 
    1. Axiom: ∀ v: N (0+v = v)  
       Αναπαράσταση σε βάση γνώσεων:  

                              axiom(1, [eq(plus(0, N), N)], []).  
   
    2. Axiom: ∀ v: N, m: N ((succ(v) +m) = succ(v+m))  

              Αναπαράσταση σε βάση γνώσεων:  
                         axiom(2, [eq(plus(succ(N), M), succ(plus(N,M)))], []).  
 
    3. Induction: ∀  X, Y, Z: N, ((X+Y) +Z) → (X+(Y+X))     
        Αναπαράσταση σε βάση γνώσεων:       
                 induction(1,[plus(plus(X,Y),Z)],[plus(X,plus(Y,Z))]). 
 
    4. Fol_law: ∀ Y: N, true ∧ even(Y) ↔even(Y)     
        Αναπαράσταση σε βάση γνώσεων: 

                              fol_law(1, [[true,even(Y)],[]], [even(Y)]).  
 

3.3 Αναπαράσταση Ισότητας 
Η ισότητα αναπαριστάνεται σαν πρόταση γεγονός της Prolog, ως εξής: 
                                        eq(LeftΡart, RightΡart)                                                                                         

όπου το eq δηλώνει την ισότητα ενώ τα LeftΡart και RightΡart είναι αντίστοιχα τα 
ορίσµατα αριστερά και δεξιά της ισότητας (=). 
 

Παράδειγµα 
Έχουµε  το θεώρηµα:  ∀ X:N, Y:N, Z:N  (X + (Y + Z) = (X + Y) + Z). 
Η ισοδύναµη αναπαράσταση της παραπάνω πρότασης σε συναρτησιακή µορφή είναι η 
εξής:    forall X:N, Y:N, Z:N    eq(plus(X, plus(Y,Z)), plus(plus(X,Y),Z)). 
Αυτό το θεώρηµα παριστάνεται στη βάση γνώσεων σαν πρόταση γεγονός της Prolog ως 
εξής:     theorem (3, [eq(plus(X, plus(Y,Z)), plus(plus(X,Y),Z))], []).  
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Είναι απαραίτητο να συµπεριλάβουµε επίσης µερικά αξιώµατα, που ορίζουν την 
ισότητα (=). Η ακόλουθη Θεωρία της Ισότητας είναι ικανοποιητική για τους σκοπούς 
αυτής της εργασίας. Σ’ αυτά τα αξιώµατα, χρησιµοποιούµε το σύµβολο (≠) για τον ορισµό 
των µη ίσων ποσοτήτων. 

1. ∀ x=x. 
2. c≠d, για όλα τα ζεύγη c, d διακριτών σταθερών. 
3. ∀( f(x1,…,xn) ≠ g(y1,…,ym)) για όλα τα ζεύγη f, g διακριτών συναρτήσεων. 
4. ∀( f(x1,…,xn) ≠ c) για κάθε σταθερά c και συνάρτηση f. 
5. ∀( t[x] ≠ x) για κάθε όρο t[x] που περιέχει το x και διαφέρει από αυτό. 
6. ∀((x1 ≠ y1)∨…∨(xn ≠ yn) → f(x1,…,xn) ≠ f(y1,…,yn)) για κάθε συνάρτηση f. 
7. ∀((x1 = y1)∧… ∧(xn = yn) → f(x1,…,xn) = f(y1,…,yn)) για κάθε συνάρτηση f. 
8. ∀((x1 = y1)∧… ∧(xn = yn) → ( p(x1,…,xn) → p(y1,…,yn))) για κάθε κατηγορηµατικό 

σύµβολο p (including =). 

 

 

3.4 Αναπαράσταση Μετασχηµατισµών 
Οι µετασχηµατισµοί έχουν χωριστεί σε δύο κατηγορίες, στους µετασχηµατισµούς 

assign και τους µετασχηµατισµούς apply . 

3.4.1 Μετασχηµατισµοί Αssign 

Μετασχηµατισµοί που καταχωρούν µια τιµή σε µια µεταβλητή στο θεώρηµα                           
που πρόκειται να µετασχηµατιστεί. Η σύνταξη αυτών των µετασχηµατισµών έχει ως εξής:   

                                            assign, V, Vorder,                               
όπου µε τον µετασχηµατισµό assign ,η τιµή (V) καταχωρείται στην µεταβλητή που έχει 
πρώτη εµφάνιση στη σειρά Vorder. Όλες οι εµφανίσεις αυτής της µεταβλητής ξεκινώντας 
από αριστερά προς τα δεξιά, αντικαθίστανται από την τιµή V. 

 

Παράδειγµα 
Θεωρούµε ότι έχουµε το θεώρηµα :  
                       theorem(1, [eq(plus(X,plus(Y,Z)), plus(plus(X,Y),Z))], []). 
Αν ο µετασχηµατισµός που θέλουµε να εφαρµόσουµε είναι [assign, 1, 2] ακολουθούµε τα 
παρακάτω βήµατα:       

- Παίρνουµε όλες τις µεταβλητές του θεωρήµατος όπως τις βλέπουµε, δηλαδή Χ, Υ, Ζ. 
- Βλέπουµε από τον µετασχηµατισµό [assign, 1, 2] ότι θέλουµε την δεύτερη στη σειρά 

µεταβλητή, δηλαδή στο παράδειγµά µας είναι η Υ. 
- Αντικαθιστούµε  αυτή τη µεταβλητή µε τον αριθµό 1, (για τον συγκεκριµένο 

µετασχηµατισµό) όσες φορές και αν υπάρχει και έτσι προκύπτει ένα καινούργιο 
θεώρηµα: 

               theorem(1, [eq(plus(X,plus(1,Z)), plus(plus(X,1),Z))], []). 
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3.4.2 Μετασχηµατισµοί Αpply 

Μετασχηµατισµοί, οι οποίοι εφαρµόζουν ένα αξίωµα ή λήµµα ή νόµο της  λογικής 
πρώτης τάξης ή επαγωγή. Η σύνταξή τους έχει ως εξής: 

apply (AxiomOrLemmaOrInductionOrFol_law, Id, AtomAndTerm).  

apply (AxiomOrLemmaOrInductionOrFol_law, Id, Literals). 

apply (AxiomOrLemmaOrInductionOrFol_law, Id, Theorem). 
1. Το όρισµα «AxiomOrLemmaOrInductionOrFol_law» µπορεί να πάρει µια από τις  

«τιµές»  'axiom', 'lemma', 'induction' ή 'fol_law'. 
2. Το όρισµα «Id» είναι ένας µοναδικός προσδιορισµός για κάθε 'axiom', 'lemma', 

'induction' ή 'fol_law'. 
3. Το όρισµα «AtomAndTerm» παριστάνεται από µια λίστα της µορφής [Atom, Term], 

όπου: 
a. 'Atom' είναι µια λίστα της µορφής      

                                [AtomName,Arity,LeftRightSide,LeftToRightOrder]: 
• 'AtomName' είναι το όνοµα του ατοµικού τύπου (ατόµο) από το θεώρηµα. 
• 'Arity' είναι η πληθυκότητα του ατοµικού τύπου (ατόµο) από το θεώρηµα. 
• 'LeftRightSide' µπορεί να πάρει µία από τις «τιµές»   'left' ή 'right', που 

υποδηλώνουν την αριστερή ή τη δεξιά µεριά του θεωρήµατος αντίστοιχα. 
• 'LeftToRightOrder' µπορεί να πάρει ένα θετικό φυσικό αριθµό που υποδηλώνει 

την σειρά του ατοµικού τύπου, στο αντίστοιχο left/right µέρος της πρότασης. 

b.'Term' είναι µια λίστα της µορφής  

                               [TermNo,SubtermNo,SubsubtermNo,...]. 

‘Οπου: 
• 'TermNo' παριστά την σειρά των όρων στον αντίστοιχο ατοµικό τύπο. 
• 'SubtermNo' παριστά την σειρά των υποόρων στον αντίστοιχο όρο. 
• 'SubsubtermNo' παριστά την σειρά των υποόρων στον αντίστοιχο υποόρο. 

Παράδειγµα 
Μετασχηµατισµός: apply (axiom, 1, [[eq,2,left,1],[1]]). 
Επεξήγηση: Το αξίωµα µε ταυτότητα 1 να εφαρµοστεί στην πρώτη εµφάνιση του άτοµου  
µε όνοµα eq, πληθυκότητα 2, στον πρώτο υποόρο του πρώτου όρου. Αυτό το όρισµα είναι 
στο αριστερό µέρος του θεωρήµατος.   
 
 
4. Το όρισµα 'Literals' παριστάνεται από µια λίστα της  µορφής   

                                               [LeftRightSide, LiteralsList],                                                                          
a. Το 'LeftRightSide' µπορεί να πάρει µία από τις «τιµές» ’left' ή 'right' που 

υποδηλώνουν την αριστερή ή τη δεξιά µεριά του θεωρήµατος αντίστοιχα.    
b. Το 'LiteralsList' είναι µία λίστα από αριθµούς που αντιπροσωπεύουν την σειρά που 

έχουν µερικά  ορίσµατα στο αριστερό ή το δεξί µέρος του θεωρήµατος. 

Παράδειγµα
Μετασχηµατισµός: apply (axiom, 1, [left,[1,2]]).     

Επεξήγηση: Το αξίωµα µε ταυτότητα 1, να εφαρµοστεί στο πρώτο και  δεύτερο όρισµα, 
του αριστερού µέρους του θεωρήµατος.   
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5. Το όρισµα 'Theorem' παριστάνεται από µια λίστα της µορφής      

                           [[LeftSide,LLiteralsList],[RightSide,RLiteralsList]] 

a. 'LeftSide' και 'RightSide' είναι το αριστερό ή το δεξί µέρος του θεωρήµατος 
αντίστοιχα. 

b. 'LLiteralsList' είναι µια λίστα από αριθµούς που υποδηλώνουν τη σειρά µερικών 
ορισµάτων στο αριστερό µέρος του θεωρήµατος.  

c. 'RLiteralsList' είναι µια λίστα από αριθµούς που υποδηλώνουν τη σειρά µερικών 
ορισµάτων στο δεξί µέρος του θεωρήµατος. 

 

Παράδειγµα 
Μετασχηµατισµός: apply (fol_law, 6, [[left, [1]], [right, [1]]]). 

Επεξήγηση: Ο νόµος της λογικής πρώτης τάξεως fol_law µε ταυτότητα 6, να εφαρµοστεί 
στο πρώτο όρισµα του αριστερού µέρους και στο πρώτο όρισµα του δεξιού µέρους  του 
θεωρήµατος. 

 

3.5 Αναπαράσταση των Βηµάτων Απόδειξης 
Κάθε βήµα απόδειξης διατηρείται ώστε να µπορεί ο χρήστης, είτε να δει όλα τα 

βήµατα απόδειξης που έκανε, ή για να µπορεί να ακυρώσει κάποια βήµατα. Κάθε βήµα 
απόδειξης παριστάνεται από µια πρόταση γεγονός της Prolog της παρακάτω µορφής:   

proofstep(ProofstepId,FromTheoremId,ProofTransformation,NextTheoremId). 

♦ Το κατηγόρηµα proofstep παριστά ένα βήµα απόδειξης. Τα ορίσµατά του παριστούν τις 
εξής πληροφορίες.  

♦ Το όρισµα ProofstepId υποδηλώνει την ταυτότητα του βήµατος. 

♦ Το όρισµα FromTheoremId υποδηλώνει την ταυτότητα του θεωρήµατος, στο οποίο 
εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό ProofTransformation. 

♦ Το όρισµα  ProofTransformation παριστά τον µετασχηµατισµό που εφαρµόζεται.                                      

♦ Tο όρισµα NextTheoremId, παριστά την ταυτότητα του θεωρήµατος, το οποίο 
προκύπτει µετά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού ProofTransformation. 

Τα ορίσµατα ProofstepId, FromTheoremId, NextTheoremId είναι ακέραιοι θετικοί 
αριθµοί π.χ. 1, 100, 5, 108 κ.α.. 

Το όρισµα  ProofTransformation είναι µια λίστα, που µπορεί να πάρει  τρεις κυρίως 
διαφορετικές µορφές, ανάλογα µε το είδος του µετασχηµατισµού που εφαρµόζουµε. Οι 
µορφές αυτές είναι οι εξής: 

1.  [assign, V, Vorder]. 

Με τον µετασχηµατισµό «assign» ,η τιµή (V) καταχωρείται στην µεταβλητή που έχει 
πρώτη εµφάνιση στη σειρά Vorder. Όλες οι εµφανίσεις αυτής της µεταβλητής 
ξεκινώντας από αριστερά προς τα δεξιά, αντικαθίστανται από την τιµή V. 

Παράδειγµα 
Θεωρούµε ότι έχουµε το θεώρηµα :  

               theorem(1, [eq(plus(X,plus(Y,Z)), plus(plus(X,Y),Z))], []). 
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Αν ο µετασχηµατισµός που θέλουµε να εφαρµόσουµε είναι [assign, 1, 2] 
ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα:       

- Παίρνουµε όλες τις µεταβλητές του θεωρήµατος όπως τις βλέπουµε, δηλαδή Χ, Υ, Ζ. 
- Βλέπουµε από τον µετασχηµατισµό [assign, 1, 2] ότι πρέπει να καταχωρηθεί τιµή 
στην δεύτερη στη σειρά µεταβλητή, δηλαδή στο παράδειγµά µας είναι η Υ. 

- Αντικαθιστούµε  αυτή τη µεταβλητή µε τον αριθµό 1, (για τον συγκεκριµένο 
µετασχηµατισµό) όσες φορές και αν υπάρχει και έτσι προκύπτει η νέα µορφή του 
θεωρήµατος: 

                          theorem(1, [eq(plus(X,plus(1,Z)), plus(plus(X,1),Z))], []). 

2. [apply, AxiomOrLemmaOrInduction, AxLmIndId, Theorem/ Literals/Atom&Term].                            

Με τον µετασχηµατισµό «apply» εφαρµόζουµε το αξίωµα, λήµµα, επαγωγή ή νόµο 
του προτασιακού και κατηγορηµατικού λογισµού (AxiomOrLemmaOrInduction), µε 
ταυτότητα(AxLmIndId), στον όρο του θεωρήµατος, που του υποδεικνύουµε µε τα 
Theorem, Literals, Atom&Term. 

Παράδειγµα  
Έστω ότι ο µετασχηµατισµός που θέλουµε να εφαρµοστεί είναι ο εξής: 

    [apply,axiom,3,theorem]. 
Έστω το αξίωµα 3 είναι : ∀ M: N (even(succ(succ(M)))→ even(M)) και το θεώρηµα 
που έχουµε είναι :  theorem(1, [even(succ(succ(M)),true], []).Τότε εφαρµόζοντας το 
αξίωµα µε ταυτότητα 3 σε όλο το θεώρηµα (theorem) προκύπτει το θεώρηµα 
theorem(2, [even(M) ,true], []). 

 
3. [apply, equality_theory, [[AtomName,Arity,left,LeftToRightOrder], Term]].                                         

Με αυτόν τον µετασχηµατισµό «apply» εφαρµόζουµε ένα από τα αξιώµατα της 
Θεωρίας της Ισότητας, στο σηµείο του θεωρήµατος που του υποδεικνύουµε µε το                       

                      [[AtomName, Arity, left, LeftToRightOrder], Term]].                                  

Η εξήγηση των ορισµάτων της παραπάνω λίστας είναι η εξής. 
Ο όρος (Term), βρίσκεται στο άτοµο του θεωρήµατος, που έχει όνοµα (AtomName) 
και πληθυκότητα (Arity). Το άτοµο αυτό είναι στο αριστερό µέρος (left) του 
θεωρήµατος και η σειρά του από τα αριστερά  προς τα δεξιά ανάµεσα στα άλλα 
άτοµα είναι LeftToRightOrder. 

Παράδειγµα  
Έστω ότι ο µετασχηµατισµός που θέλουµε να εφαρµοστεί είναι [apply, 
equality_theory, [[eq,2,left,1],[3]]. Αυτό σηµαίνει ότι θα ξεκινήσει η εφαρµογή του 
αξιώµατος που επιθυµούµε π.χ. 1 (∀ x = x) από την Θεωρία της Ισότητας, στον όρο 
3 του ατοµικού τύπου, ο οποίος έχει  όνοµα eq, πληθυκότητα 2, βρίσκεται στο 
αριστερό µέρος του θεωρήµατος και είναι πρώτο στη σειρά µεταξύ των υπόλοιπων 
ατοµικών τύπων.  
Έστω ότι το θεώρηµα που έχουµε είναι : theorem(1, [eq(plus(Χ,Z), plus(X,Z))], []). 
Εφαρµόζοντας τότε τα παραπάνω προκύπτει το θεώρηµα: theorem(2, [true], []). 
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4  Ένα ∆ιαλογικό Σύστηµα Απόδειξης 
Θεωρηµάτων µε τη Μέθοδο της Μαθηµατικής 

Επαγωγής 
 

4.1 Αρχιτεκτονική Συστήµατος και Περιγραφή Κύριων 
Τµηµάτων του 

 
Το σύστηµα Ευκλείδης αποτελείται από τα εξής υποσυστήµατα, Σχήµα 4.1: 

1. Το υποσύστηµα  «απόδειξης θεωρήµατος µε µαθηµατική επαγωγή». 
2. Το υποσύστηµα  «ενηµέρωσης βάσης γνώσεων». 
3. ∆ιεπικοινωνία  συστήµατος Ευκλείδης. 

 
Το υποσύστηµα «απόδειξης θεωρηµάτων µε µαθηµατική επαγωγή» είναι το πλέον 

σηµαντικό. Η συνεισφορά αυτής της πτυχιακής εργασίας βρίσκεται στον σχεδιασµό και 
στην υλοποίηση αυτού του υποσυστήµατος. Αυτό θα παρουσιάσουµε µε λεπτοµέρειες στο 
κεφάλαιο 4. Το υποσύστηµα  «ενηµέρωσης βάσης γνώσεων» είναι πολύ απλό και δε 
χρειάζεται ιδιαίτερη παρουσίαση. Την διεπικοινωνία  του συστήµατος Ευκλείδης θα την 
µελετήσουµε αναλυτικά παρακάτω. 

Το υποσύστηµα «απόδειξης θεωρηµάτων µε µαθηµατική επαγωγή» αποτελείται από 
ένα αριθµό τµηµάτων που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Αυτή η αλληλεπίδραση φαίνεται 
σχηµατικά στο Σχήµα 4.2. Αρχικά το υποσύστηµα «απόδειξης θεωρηµάτων µε 
µαθηµατική επαγωγή» δέχεται σαν είσοδο την ταυτότητα του θεωρήµατος, που θέλουµε 
ν’ αποδείξουµε. 

 
Το θεώρηµα επιλέγεται από τη βάση γνώσεων, στην οποία έχει καταχωρηθεί από το 

υποσύστηµα  «ενηµέρωσης βάσης γνώσεων». Η αναπαράσταση του θεωρήµατος στη 
βάση γνώσεων  είναι σε µη βασική µορφή. Στη συνέχεια επιλέγουµε, εάν θα αποδείξουµε 
τη βάση της επαγωγής ή το βήµα της. Εάν επιλεγεί η απόδειξη της βάσης της επαγωγής 
για την πρόταση θα πρέπει να καθοριστεί η επαγωγική µεταβλητή και να καταχωρηθεί 
αρχική τιµή σ’ αυτήν. Εάν επιλεγεί η απόδειξη του βήµατος της επαγωγής, αυτό σηµαίνει 
ότι η βάση επαγωγής έχει ήδη αποδειχθεί. Συνεπώς προχωρούµε σε µετασχηµατισµό του 
θεωρήµατος που πρέπει ν’ αποδειχθεί. Εφαρµόζουµε τους µετασχηµατισµούς 
χρησιµοποιώντας αξιώµατα, λήµµατα, επαγωγές, νόµους της λογικής πρώτης τάξης και 
θεωρία της ισότητας. Όλα τα παραπάνω έχουν αποθηκευτεί στη βάση γνώσεων, πάντα σε 
µη βασική µορφή. Ολοκληρώνουµε την απόδειξή µας για κάποιο θεώρηµα, µόνο εάν 
έχουµε επιλέξει τουλάχιστον µία φορά το βήµα βάσης και το βήµα επαγωγής, σύµφωνα 
µε την απόδειξη θεωρήµατος δια της επαγωγικής µεθόδου. Σε αντίθετη περίπτωση δεν 
µπορούµε να µιλάµε για απόδειξη θεωρήµατος, παρά για απόδειξη βήµατος βάσης ή 
απόδειξη βήµατος επαγωγής. 

 
    Σχηµατικά τα βήµατα που ακολουθούµε φαίνονται στο Σχήµα 4.1 και στο Σχήµα 4.2:
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Υποσύστηµα Ενηµέρωσης Βάσης 
Γνώσεων 

 Απόδειξη  µε Μαθηµατική 
Επαγωγή 

 
1. Βασικών  Περιπτώσεων 

Μαθηµατικής Επαγωγής 
2. Βήµατος Επαγωγής 

- Θεωρήµατα (Theorems) 
- Αξιώµατα (Axioms) 
- Λήµµατα (Lemmas) 
- Νόµοι της λογικής 
πρώτης τάξεως        
(First order logic laws) 

- Θεωρία Ισότητας 
(Equality Theory) 

Βάση Γνώσεων 

 
Επιλογή 
Θεωρήµατος

Υποσύστηµα Απόδειξης Θεωρήµατος  µε Μαθηµατική 
Επαγωγή 

 
∆ιεπικοινωνία 
Ενηµέρωσης 

Βάσης Γνώσεων

 
∆ιεπικοινωνία 
Απόδειξης 
Θεωρήµατος 

∆ιεπικοινωνία 
(Interface) 
Συστήµατος 
Ευκλείδης 

ΧΡΗΣΤΗΣ 

 



Σχήµα 4.1: Αρχιτεκτονική Συστήµατος Ευκλείδης.
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- Θεωρήµατα (Theorems)
- Αξιώµατα (Axioms) 
- Λήµµατα (Lemmas) 
- Νόµοι της λογικής 
πρώτης τάξεως        
(First order logic laws) 

- Θεωρία Ισότητας 
(Equality Theory) 

Βάση Γνώσεων 

true 

θεώρηµα θεώρηµα θεώρηµα

Καθορισµός µεταβλητής 
επαγωγής και 

καταχώρηση τιµής 

Μετασχηµατισµοί 
θεωρήµατος µε εφαρµογή
- Αξιωµάτων  
- Ληµµάτων  
- Επαγωγής 

Μετασχηµατισµοί 
θεωρήµατος µε εφαρµογή 
- Νόµων του προτασιακού 
και κατηγορηµατικού 
λογισµού 

1. Απόδειξη Βάσης 
Επαγωγής 

2. Απόδειξη Βήµατος 
Επαγωγής 

Ακύρωση βήµατος απόδειξης
 
 

Θεώρηµα 

 
Σχήµα 4.2: Υποσύστηµα απόδειξης θεωρήµατος µε µαθηµατική επαγωγή.
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4.2 Κορυφαίοι Αλγόριθµοι του Συστήµατος Ευκλείδης 
 
4.2.1 Εισαγωγή 
  
Στο τµήµα 4.1 παρουσιάσαµε τα τµήµατα του υποσυστήµατος «απόδειξη 

θεωρήµατος µε µαθηµατική επαγωγή» του συστήµατος Ευκλείδης. Σ’ αυτό το κεφάλαιο 
θα παρουσιάσουµε σηµαντικούς  αλγόριθµους του υποσυστήµατος «απόδειξη 
θεωρήµατος µε µαθηµατική επαγωγή» καθώς  και τον τρόπο µε τον οποίο συνδέονται 
µεταξύ τους. 
Θα ξεκινήσουµε µε τον αλγόριθµο που περιγράφει γενικά την δοµή του 

υποσυστήµατος. 
 
 
4.2.2 Κορυφαίος  Αλγόριθµος Συστήµατος Ευκλείδης 
 
 
Η διαδικασία prove είναι η πρώτη διαδικασία που τρέχει όταν ξεκινήσουµε το σύστηµά 
µας. ∆εν έχει παραµέτρους, απλά καλείται για να ξεκινήσει το σύστηµα. Επιπλέον 
συντονίζει τις κλήσεις των διαφόρων τµηµάτων του υποσυστήµατος «απόδειξης 
θεωρηµάτων». 
 
Είσοδος:- 
Έξοδος:- 
Στόχος:  

prove. 
Άλλες δηλώσεις: 

epilogi: µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές : b, ind, lth, e, όπου 
έχουµε: 

b: για απόδειξη της βάσης επαγωγής,  
ind: για απόδειξη του βήµατος επαγωγής,  
lth: για εκτύπωση του τελευταίου θεωρήµατος,  
e: για το τέλος της διαδικασίας. 
 

διαδικασία prove( ); 
αρχή_διαδ 
     επανάλαβε  
        εκτύπωσε ‘Give the theorem’; 
        διάβασε TheoremId; 
        εκτύπωσε τις επιλογές του χρήστη 
                              {  b for base step 
                                  ind for induction step 
                                  lth to see theorem 
                                  e for end } 
        διάβασε epilogi; 
            περίπτωση  
                epilogi = b  
                     { prove_basis(TheoremId);} 
                epilogι = ind   
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                     { prove_step(TheoremId);} 
               epilogι = lth  
                     { list_theorem1(TheoremId);} 
            τέλος_περ 
µέχρι epilogι = e. 
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.1:Αλγόριθµος κορυφαίας διαδικασίας συστήµατος Ευκλείδης. 
 
 
Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο την ταυτότητα του θεωρήµατος το οποίο επιθυµούµε 
ν’ αποδείξουµε, ενώ δεν επιστρέφει κάποια παράµετρο στην έξοδο. Η 
prove_basis(TheoremId) ξεκινάει την απόδειξη της βάσης επαγωγής και συντονίζει τις 
κλήσεις των διαφόρων τµηµάτων του υποσυστήµατος αυτού. 
 
Είσοδος: 

TheoremId :  Το θεώρηµα που θα αποδειχθεί. 
Έξοδος:- 
Στόχος:  

prove_basis(2). 
Άλλες δηλώσεις: 

Action : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές : lth, lps, allth, allps, tr, c, 
s, e. Η εξήγηση των ενεργειών  αυτών των τιµών είναι:  

• lth: εκτύπωσε το τελευταίο θεώρηµα, 
• lps: εκτύπωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• allth: εκτύπωσε όλα τα θεωρήµατα, 
• allps: εκτύπωσε όλα τα βήµατα απόδειξης, 
• tr: περισσότεροι µετασχηµατισµοί, 
• c: ακύρωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• s: εφαρµογή νόµων πρώτης τάξης καθώς και θεωρία της ισότητας,  
• e: τέλος. 

  
διαδικασία prove_basis(TheoremId); 
αρχή_διαδ 
     επανάλαβε  
        εκτύπωσε ‘Give the  transformation’; 
        διάβασε Transf 
            περίπτωση  
               Transf = assign  
                     { assign_values, get_and_perform_basis__Action(Action);} 
               Transf = apply(AxiomOrLemmaOrInduction, AxLmIndId, Literals) 
                     { perform_transf_apply( TheoremId, Transf, NewTheoremId),                                            
                                                         get_and_perform_basis__Action(Action);} 
            τέλος_περ 
µέχρι Action = e. 
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.2:Αλγόριθµος κορυφαίας διαδικασίας συστήµατος Ευκλείδης. 
 
Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο την ταυτότητα του θεωρήµατος το οποίο επιθυµούµε 
ν’ αποδείξουµε, ενώ δεν επιστρέφει κάποια παράµετρο στην έξοδο. Η 
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prove_step(TheoremId) ξεκινάει την απόδειξη του βήµατος  επαγωγής και συντονίζει τις 
κλήσεις των διαφόρων τµηµάτων του υποσυστήµατος αυτού. 
 
Είσοδος: 

TheoremId :  Το θεώρηµα που θα αποδειχθεί. 
Έξοδος:- 
Στόχος:  

prove_step(2). 
Άλλες δηλώσεις: 

Action : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές : lth, lps, allth, allps, tr, c, 
s, e. Η εξήγηση των ενεργειών  αυτών των τιµών είναι:  

• lth: εκτύπωσε το τελευταίο θεώρηµα, 
• lps: εκτύπωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• allth: εκτύπωσε όλα τα θεωρήµατα, 
• allps: εκτύπωσε όλα τα βήµατα απόδειξης, 
• tr: περισσότεροι µετασχηµατισµοί, 
• c: ακύρωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• s: εφαρµογή νόµων πρώτης τάξης καθώς και θεωρία της ισότητας,  
• e: τέλος. 

 
 
διαδικασία prove_step(TheoremId); 
αρχή_διαδ 
     επανάλαβε  
        εκτύπωσε ‘Give the  transformation’; 
        διάβασε Transf 
            περίπτωση  
               Transf = assign  
                     { assign_values, get_and_perform_step__Action(Action);} 
               Transf = apply(AxiomOrLemmaOrInduction, AxLmIndId, Literals) 
                     { perform_transf_apply( TheoremId, Transf, NewTheoremId),                                             
                                                         get_and_perform_ step__Action(Action);} 
            τέλος_περ 
µέχρι Action = e. 
τέλος_διαδ 
 
 

Αλγόριθµος 4.3 :Αλγόριθµος κορυφαίας διαδικασίας συστήµατος Ευκλείδης. 
 
 
 
 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο την ταυτότητα του θεωρήµατος το οποίο επιθυµούµε ν’ 
αποδείξουµε, ή το τελευταίο θεώρηµα που έχει δηµιουργηθεί, ενώ δεν επιστρέφει κάποια 
παράµετρο στην έξοδο. Η  list_theorem1(TheoremId) εκτυπώνει το τελευταίο θεώρηµα που 
έχει δηµιουργηθεί ή το θεώρηµα που επιθυµούµε ν’ αποδείξουµε. 

 
Είσοδος: 

TheoremId : Το τελευταίο θεώρηµα που έχει δηµιουργηθεί ή το θεώρηµα που θα 
αποδειχθεί. 
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Έξοδος:- 
Στόχοι:  

list_theorem1(2). 
list_theorem1(100). 

 
διαδικασία  list_theorem1(TheoremId); 
αρχή_διαδ 
        διάβασε TheoremId; 
        εκτύπωσε το θεώρηµα;         
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.4:Αλγόριθµος κορυφαίας διαδικασίας συστήµατος Ευκλείδης 
 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια από τις τιµές: lth, lps, allth, allps, tr, c, s, e, κάθε 
µία από τις οποίες αντιπροσωπεύει και µια συγκεκριµένη ενέργεια του προγράµµατος. Η 
εξήγηση των ενεργειών  αυτών των τιµών είναι:  

• lth: εκτύπωσε το τελευταίο θεώρηµα, 
• lps: εκτύπωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• allth: εκτύπωσε όλα τα θεωρήµατα, 
• allps: εκτύπωσε όλα τα βήµατα απόδειξης, 
• tr: περισσότεροι µετασχηµατισµοί, 
• c: ακύρωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• s: εφαρµογή νόµων πρώτης τάξης καθώς και θεωρία της ισότητας,  
• e: τέλος. 

 
Είσοδος: 

Action : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές: lth, lps, allth, allps, tr, c, s, e. 
Έξοδος:- 
Στόχος:  

get_and_perform_basis__Action(tr). 
Άλλες δηλώσεις : 

                 NewAction : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές : lth, lps, allth, allps, 
tr, c, s, e.  

 
διαδικασία get_and_perform_basis__Action(Action); 
αρχή_διαδ 
     επανάλαβε  
        εκτύπωσε τις επιλογές του χρήστη 

                                                          {  lth to see last theorem 
                                   lps to see last proofstep 
                                   allth to see all theorems 
                                   allps to see all proofsteps 
                                   tr for more transformations 
                                   c for cancelling last step 
                                   s for symbolic_evaluation 

                 e for end } 
        διάβασε Action; 
            περίπτωση  

 Action = lth                 
{list_theorem(TheoremId), get_and_perform_basis__Action(NewAction);} 
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 Action = lps                      
{list_proofstep(ProofStepId), get_and_perform_basis__Action(NewAction);} 

 Action = allth 
{list_all_theorems, get_and_perform_basis__Action(NewAction); } 

 Action = allps 
{list_all_proofsteps, get_and_perform_basis__Action(NewAction); } 

          Action = c 
{delete_proofstep, get_and_perform_basis__Action(NewAction); } 

          Action = s 
        {symbolic_evaluation_control(Control); } 

          Action = tr 
  {prove_basis(NewTheoremId);} 

            τέλος_περ 
     µέχρι Action = e. 
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.5:Αλγόριθµος  συστήµατος Ευκλείδης. 
 
 
 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια από τις τιµές: lth, lps, allth, allps, tr, c, s, e, 
κάθε µία από τις οποίες αντιπροσωπεύει και µια συγκεκριµένη ενέργεια του 
προγράµµατος. Η εξήγηση των ενεργειών  αυτών των τιµών είναι:  

• lth: εκτύπωσε το τελευταίο θεώρηµα, 
• lps: εκτύπωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• allth: εκτύπωσε όλα τα θεωρήµατα, 
• allps: εκτύπωσε όλα τα βήµατα απόδειξης, 
• tr: περισσότεροι µετασχηµατισµοί, 
• c: ακύρωσε το τελευταίο βήµα απόδειξης, 
• s: εφαρµογή νόµων πρώτης τάξης καθώς και θεωρία της ισότητας,  
• e: τέλος. 

 
Είσοδος:  

Action : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές: lth, lps, allth, allps, tr, c, s, e. 
Έξοδος:- 
Στόχος:  

get_and_perform_step__Action(allth). 
Άλλες δηλώσεις : 

                 NewAction : µεταβλητή που παίρνει µια από τις παρακάτω τιµές : lth, lps, allth, allps, 
tr, c, s, e.  

 
διαδικασία get_and_perform_step__Action(Action); 
αρχή_διαδ 
     επανάλαβε  
        εκτύπωσε τις επιλογές του χρήστη 

                                                          {  lth to see last theorem 
                                   lps to see last proofstep 
                                   allth to see all theorems 
                                   allps to see all proofsteps 
                                   tr for more transformations 
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                                   c for cancelling last step 
                                   s for symbolic_evaluation 

                 e for end } 
        διάβασε Action; 
            περίπτωση  

 Action = lth                
    {list_theorem(TheoremId), get_and_perform_step__Action(NewAction);} 
 Action = lps                       

{list_proofstep(ProofStepId), get_and_perform_step__Action(NewAction); } 
 Action = allth 

         {list_all_theorems, get_and_perform_step__Action(NewAction); } 
 Action = allps 

{list_all_proofsteps, get_and_perform_step__Action(NewAction); } 
          Action = c 

         {delete_proofstep, get_and_perform_step__Action(NewAction); } 
          Action = s 

         {symbolic_evaluation_control(Control); } 
          Action = tr 

         {prove_basis(NewTheoremId);} 
            τέλος_περ 
     µέχρι Action = e. 
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.6:Αλγόριθµος  συστήµατος Ευκλείδης. 
 
 
 

4.3 Αλγόριθµοι Μετασχηµατισµού Θεωρήµατος 

 
Παρακάτω περιγράφεται το τµήµα, στο οποίο καθορίζεται η µεταβλητή επαγωγής και 

το οποίο είναι αρµόδιο για καταχώρηση τιµής σε αυτήν. Επίσης περιγράφονται τα 
τµήµατα, που πραγµατοποιούν µετασχηµατισµούς στο θεώρηµα µε εφαρµογή 
αξιωµάτων, ληµµάτων, επαγωγής και νόµων του προτασιακού και κατηγορηµατικού 
λογισµού.  

 
 

4.3.1 Αλγόριθµος Καθορισµού Μεταβλητής Επαγωγής και 
Καταχώρησης Τιµής σ’ αυτήν 

 
 
Η διαδικασία αυτή καθορίζει τη µεταβλητή επαγωγής και καταχωρεί κάποια τιµή σ’ αυτή. Οι 
µεταβλητές  LastThId  και New_LastThId αντιπροσωπεύουν αντίστοιχα, την ταυτότητα του 
τελευταίου θεωρήµατος και του θεωρήµατος που προκύπτει µετά από µετασχηµατισµό αυτού. 
Αρχική τιµή  για το LastThId  είναι το 99, ενώ το New_LastThId είναι ίσο µε το LastThId 
προσαυξηµένο κατά ένα (New_LastThId =LastThId+1). 
 
Είσοδος:- 
Έξοδος:- 
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Στόχος:  
assign_values. 

 
διαδικασία assign_values( ); 
αρχή_διαδ 
        διάβασε TheoremId; 
        διάβασε LastThId; 
        δηµιούργησε το καινούργιο θεώρηµα New_LastThId; 
        αντικατέστησε το LastThId  µε το New_LastThId; 
        print_theorem(Left, Right); 
             %  Eκτύπωσε το θεώρηµα. 
        εκτύπωσε 'Give variable order e.g. 1,2,3.'; 
        διάβασε Vorder;   
             % Καθορισµός Μεταβλητής Επαγωγής. 
        get_var(VarsList, Vorder, Var); 
             %  Βρες τη µεταβλητή Var, που έχει θέση Vorder, ανάµεσα στη λίστα όλων των 

µεταβλητών VarsList. 
        εκτύπωσε 'Give variable value:'; 
        διάβασε V;   
        καταχώρησε το νέο θεώρηµα, αντικαθιστώντας στο αρχικό τη µεταβλητή που 

βρίσκεται στη θέση Vorder µε την τιµή V; 
        δηµιούργησε το ProofTransformation; 
        proofstep( ProofStepId, Id, ProofTransformation, New_LastThId);  
             %  ∆ηµιούργησε το βήµα απόδειξης για τον συγκεκριµένο µετασχηµατισµό. 
        print_varsList_theorem(Left, Right); 
             %  Εκτύπωσε το καινούργιο θεώρηµα και τις εναποµένουσες µεταβλητές. 
τέλος_διαδ 
 
 
Αλγόριθµος 4.7:Αλγόριθµος καθορισµού της µεταβλητής επαγωγής και καταχώρηση τιµής 

σε αυτήν. 
 

 

 Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο τα Left_th και Right_th, που είναι αντίστοιχα το 
αριστερό και το δεξί µέρος του θεωρήµατος και δεν επιστρέφει έξοδο. Η print_theorem( 
Left_th, Right_th) εκτυπώνει το δεξί και αριστερό µέρος του θεωρήµατος καθώς και τις 
µεταβλητές που υπάρχουν σ’ αυτό. 

 
Είσοδος:  

Left_th: το αριστερό µέρος του θεωρήµατος. 
Right_th: το δεξί µέρος του θεωρήµατος. 

Έξοδος:- 
Στόχος: 

print_theorem([even(Χ),even(Υ)],[even(plus(Χ,Υ))]). 
 
διαδικασία print_theorem( Left_th, Right_th); 
αρχή_διαδ 
        term_variables_bag(Left_th, LeftVarsList); 
           % Βρες από το Left_th όλες τις µεταβλητές και δώσε τη λίστα LeftVarsList. 
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        term_variables_bag(Right_th, RightVarsList); 
          % Βρες από το Right_th όλες τις µεταβλητές και δώσε τη λίστα RightVarsList. 
        append(LeftVarsList, RightVarsList,LRVarsList); 
          % Ένωσε τις λίστες LeftVarsList,RightVarsList και δώσε τη λίστα LRVarsList.  
        διάβασε QuotedNamesL; 
          % QuotedNamesL είναι µια λίστα µε ονόµατα µεταβλητών που έχουµε ορίσει. 
        term_variables_bag(LRVarsList, New_LR); 
          % Βρες από το LRVarsList όλες τις µεταβλητές και δώσε τη λίστα New_LR. 
        assign_vars_quotedNames(New_LR, QuotedNamesL); 
          % Αντικατέστησε τις µεταβλητές της λίστας New_LR µε ονόµατα µεταβλητών       

από τη λίστα  QuotedNamesL. 
        εκτύπωσε 'THEOREM.'; 
        εκτύπωσε 'Theorem Left: '; 
        εκτύπωσε  Left_th; 
        εκτύπωσε 'Theorem Right: '; 
        εκτύπωσε  Right_th; 
        εκτύπωσε 'THEOREM VARIABLES'; 
        εκτύπωσε 'Variables:'; 
        εκτύπωσε  LRVarsList;         
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.8:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για τον καθορισµό µεταβλητής 
επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν. 

 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα µεταβλητών Vars τις οποίες αντικαθιστά 
µε ονόµατα µεταβλητών, που έχουµε ήδη ορίσει και µας δίνει ως έξοδο την  λίστα 
Qnames. 

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
Είσοδος:  

Vars: µια λίστα µεταβλητών, π.χ. [Χ, Υ, Ζ] 
Έξοδος: 

Qnames: Η παραπάνω λίστα Vars έχοντας όµως ονοµάσει τις µεταβλητές της µε 
ονόµατα που έχουµε ορίσει αρχικά.  

Στόχος:  
assign_vars_quotedNames([Χ,Υ],['A','B','C','D','E','F','G','H','I'|...]). 

 
διαδικασία assign_vars_quotedNames(Vars, Qnames); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.9:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για τον καθορισµό µεταβλητής 
επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν. 
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Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα µεταβλητών Vars και ένα αριθµό Ν, ο 
οποίος προσδιορίζει τη θέση (εντός αυτής της λίστας) της µεταβλητής V, που παίρνουµε 
στην έξοδο. 

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
Είσοδος:  

Vars: µια λίστα µεταβλητών, όπως την βλέπουµε στο θεώρηµα. 
Ν: ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση κάποιας µεταβλητής µέσα στην 
παραπάνω λίστα. 

Έξοδος: 
 V: η µεταβλητή που αντιστοιχεί στη θέση Ν των ορισµάτων της λίστας Vars. 

Στόχος:  
get_var([Χ,Υ,Ζ],1,Χ). 

 
 
διαδικασία  get_var(Vars, N, V); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 
Αλγόριθµος 4.10:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για τον καθορισµό µεταβλητής 

επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν. 
 

 

Η διαδικασία αυτή δεν δέχεται είσοδο αλλά δίνει ως έξοδο την ταυτότητα του βήµατος 
απόδειξης NewProofStepId, την ταυτότητα του θεωρήµατος στο οποίο εφαρµόζουµε τον 
µετασχηµατισµό FromTheoremId, την ταυτότητα του θεωρήµατος που προέκυψε 
NextTheoremId, καθώς και το µετασχηµατισµό που εφαρµόσθηκε ProofTransformation. 
 
Είσοδος:- 
Έξοδος: 

 NewProofStepId: η ταυτότητα του βήµατος απόδειξης. 
 FromTheoremId: η ταυτότητα του θεωρήµατος, στο οποίο εφαρµόζουµε τον 

µετασχηµατισµό. 
 ProofTransformation: ο µετασχηµατισµός που εφαρµόζουµε. 
 NextTheoremId: η ταυτότητα του θεωρήµατος που προέκυψε µετά την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού.      
Στόχοι: 

• Για τον καθορισµό µεταβλητής επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν: 
      proofstep(1,2,[assign,0,1],100). 

• Για µετασχηµατισµούς θεωρηµάτων µε εφαρµογή αξιωµάτων, ληµµάτων, 
επαγωγών, και νόµων λογικής πρώτης τάξης.  

      proofstep(2,100,[ apply,axiom,3,[[even,1,left,1], [0]] ],101). 
 
   
διαδικασία proofstep(NewProofStepId, FromTheoremId, ProofTransformation,                           

NextTheoremId); 
αρχή_διαδ 
        διάβασε ProofStepId; 
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        δηµιούργησε το καινούργιο βήµα απόδειξης NewProofStepId; 
        αντικατέστησε το ProofStepId  µε το NewProofStepId; 
        καταχώρησε το νέο βήµα απόδειξης; 
τέλος_διαδ 
    

Αλγόριθµος 4.11:Αλγόριθµος υλοποίησης του βήµατος απόδειξης. 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο τα Left_th και Right_th, που είναι αντίστοιχα το 
αριστερό και το δεξί µέρος του θεωρήµατος και δεν επιστρέφει έξοδο. Η 
print_varsList_theorem(Left_th, Right_th) εκτυπώνει τα Left_th και Right_th καθώς και 
λίστα των µεταβλητών που υπάρχουν στο θεώρηµα. 

 
Είσοδος:  

Left_th: το αριστερό µέρος του θεωρήµατος. 
Right_th: το δεξί µέρος του θεωρήµατος. 

Έξοδος:- 
Στόχος: 

print_varsList_theorem([even(Χ),even(Υ)],[even(plus(Χ,Υ))]). 
       
διαδικασία print_varsList_theorem(Left_th, Right_th); 
αρχή_διαδ 
        εκτύπωσε '************* '.; 
        term_variables_bag(Left_th, LeftVarsList); 
           % Βρες από το Left_th όλες τις µεταβλητές και δώσε τη λίστα LeftVarsList. 
        term_variables_bag(Right_th, RightVarsList); 
          % Βρες από το Right_th όλες τις µεταβλητές και δώσε τη λίστα RightVarsList. 
        append(LeftVarsList, RightVarsList,LRVarsList); 
          % Ένωσε τις λίστες LeftVarsList,RightVarsList και δώσε τη λίστα LRVarsList.  
        διάβασε QuotedNamesL; 
          % QuotedNamesL είναι µια λίστα µε ονόµατα µεταβλητών που έχουµε ορίσει. 
        assign_vars_quotedNames(New_LR, QuotedNamesL); 
          % Αντικατέστησε τις µεταβλητές της λίστας New_LR µε ονόµατα µεταβλητών       

από τη λίστα  QuotedNamesL. 
        εκτύπωσε 'THEOREM'; 
        εκτύπωσε 'write Left Theorem: '; 
        εκτύπωσε Left_th;    
        εκτύπωσε 'write Right Theorem: '; 
        εκτύπωσε Right_th; 
        εκτύπωσε 'THEOREM VARIABLES'; 
        εκτύπωσε 'write: '; 
        εκτύπωσε LRVarsList; 
τέλος_διαδ 
 
 
Αλγόριθµος 4.12:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για τον καθορισµό µεταβλητής 

επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν. 
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4.3.2 Αλγόριθµος Μετασχηµατισµού Θεωρήµατος µε 
Εφαρµογή Αξιωµάτων, Ληµµάτων και Επαγωγής. 

 
 
Η διαδικασία αυτή δέχεται είσοδο την ταυτότητα του θεωρήµατος TheoremId στο οποίο 
θα εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό Transf και επιστρέφει έξοδο την ταυτότητα του 
θεωρήµατος που θα προκύψει . Η perform_transf_apply(TheoremId, Transf, 
NewTheoremId) ξεκινάει τον µετασχηµατισµό του τελευταίου θεωρήµατος εφαρµόζοντας  
αξιώµατα, λήµµατα και επαγωγή και συντονίζει τις κλήσεις των διαφόρων τµηµάτων του 
υποσυστήµατος αυτού. 
 
Είσοδος: 

TheoremId: το θεώρηµα στο οποίο θα εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό. 
Transf: ο µετασχηµατισµός που θα εφαρµόσουµε. 

Έξοδος: 
NewTheoremId: το θεώρηµα που προκύπτει από την εφαρµογή αυτού του 

µετασχηµατισµού. 
Στόχοι: 

• perform_transf_apply(101,apply(axiom,1,[[eq,2,left,1],[1]]), NewTheoremId), 
όπου NewTheoremId = 102. 

• perform_transf_apply(2,apply(axiom,1,[[even,1,right,1],[1]]), NewTheoremId), 
όπου NewTheoremId = 100. 

 
 
διαδικασία perform_transf_apply(TheoremId, Transf, NewTheoremId); 
αρχή_διαδ 
        διάβασε TheoremId; 
        διάβασε LastThId; 
        διάβασε Transf = apply(AxOrLemOrInd, AxLmIndId, Theorem); 
   περίπτωση  
             Theorem = [[AtomName,Arity,LeftOrRight,LeftToRightOrder],TermNo] 
   { 
        get_literal_from_theorem(LRForm,LeftToRightOrder,TheoremLiteral),  
         perform_apply(TheoremLiteral,AxOrLemOrInd,AxLmIndId,TermNo,  
                                                                                                   NewTheoremLiteral), 
        put_newLiteral_to_LRtheorForm(RightForm, LeftToRightOrder, 
                                                                            NewTheoremLiteral, NewLRForm),                                 
        ProofTransformation = [apply, AxOrLemOrInd, AxLmIndId, Theorem]; 
    } 
             Theorem = [LeftOrRight, LiteralsList]  
   {  
         get_literals_from_theorem(LRForm, LiteralsList, TheoremLiterals), 
         apply_axiomToLiterals(TheoremLiterals, AxOrLemOrInd, AxLmIndId, 
                                                                                                             NewTheoLiterals),   
         put_newTheoLiterals_to_LRtheoForm(LRForm, LiteralsList, 
                                                                          NewTheoLiterals, NewLRForm),      
         ProofTransformation=[apply, AxOrLemOrInd, AxLmIndId, Literals] 
    } 
            Theorem = [[left, TheoremLList], [right, TheoremRList]]  
   { 
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          get_literals_from_theorem(LeftForm,TheoremLList, TheoremLLiterals), 
          get_literals_from_theorem(RightForm,TheoremRList, TheoremRLiterals), 
          apply_axiom_to_theorem(TheoremLLiterals, TheoremRLiterals, 
                                                    AxOrLemOrInd,AxLmIndId, NewTheoLiterals),  
          put_newTheoLiterals_to_LRtheoForm(LeftForm, TheoremLList,  
                                                                      NewTheoLiterals, NewLeftForm),                                            
          ProofTransformation=[apply, AxOrLemOrInd, AxLmIndId, Theorem]; 
    } 
   τέλος_περ 

        δηµιούργησε το καινούργιο θεώρηµα NewTheoremId; 
        αντικατέστησε το LastThId  µε το NewTheoremId; 
        καταχώρησε το νέο θεώρηµα, µετά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού; 
        δηµιούργησε το ProofTransformation;                                 
        proofstep( ProofStepId, Id, ProofTransformation, NewTheoremId);  
             %  ∆ηµιούργησε το βήµα απόδειξης για τον συγκεκριµένο µετασχηµατισµό. 
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.13:Αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή µετασχηµατισµού. 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα ορισµάτων LRForm και ένα αριθµό 
LeftToRightOrder, ο οποίος προσδιορίζει τη θέση (εντός αυτής της λίστας) του ορίσµατος 
TheoremLiteral , που παίρνουµε στην έξοδο. 

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
Είσοδος:  

LRForm: µια λίστα ορισµάτων, που θα βρίσκονται είτε στο αριστερό (LeftForm) είτε 
στο δεξί µέρος(RightForm) ενός θεωρήµατος. 

LeftToRightOrder: ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση (από αριστερά προς 
δεξιά ) στην οποία βρίσκεται κάποιο όρισµα. 

Έξοδος: 
TheoremLiteral: το ανταποκρινόµενο όρισµα από τη λίστα ορισµάτων LRForm. 

Στόχοι: 
• get_literal_from_theorem([eq(plus(X,plus(Y,Z)),plus(plus(X,Y,Z)))], 1, TheoremLiteral),                   
όπου TheoremLiteral =  eq(plus(X,plus(Y,Z)),plus(plus(X,Y,Z)). 

• get_literal_from_theorem( [even(X),even(Y)], 2, TheoremLiteral),                     όπου 
TheoremLiteral =  even(Y).                  

 
 
διαδικασία get_literal_from_theorem(LRForm, LeftToRightOrder, TheoremLiteral); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.14 :Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 
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Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα ορισµάτων LRForm και µια λίστα 
αριθµών LRorderList, οι  οποίοι προσδιορίζουν τις θέσεις (εντός αυτής της λίστας) των 
ορισµάτων TheoremLiterals, που παίρνουµε στην έξοδο. 

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 

 

Είσοδος:  
LRForm: µια λίστα ορισµάτων, που θα βρίσκονται είτε στο αριστερό (LeftForm) είτε 

στο δεξί µέρος (RightForm) ενός θεωρήµατος. 
LRorderList: µια λίστα µε ακέραιους αριθµούς, οι οποίοι δηλώνουν τις θέσεις (από 

αριστερά προς δεξιά) στις οποίες βρίσκονται κάποια ορίσµατα. 
Έξοδος: 

TheoremLiterals: το ανταποκρινόµενα ορίσµατα από τη λίστα ορισµάτων LRForm. 
Στόχοι: 

• get_literals_from_theorem( [true, even(X)], [1,2], TheoremLiterals),               όπου 
TheoremLiterals = [true,even(X)].  

• get_literals_from_theorem( [true, even(X),even(Y)], [2,3], TheoremLiterals), όπου 
TheoremLiterals = [even(X),even(Y)]. 

 
 
διαδικασία  get_literals_from_theorem(LRForm, LRorderList, TheoremLiterals); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.15:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 

 

Η διαδικασία αυτή µετασχηµατίζει τον όρο Term του ορίσµατος µε θέση Ν, σε ένα νέο όρο 
NewTerm (που παίρνουµε στην έξοδο), µετά την εφαρµογή του AxOrLemOrInd, µε 
ταυτότητα AxLmIndId.  

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 

 
Είσοδος:  

Term: το όρισµα του θεωρήµατος που θα µετασχηµατιστεί. 
AxOrLemOrInd: µια από τις λέξεις axiom, lemma, induction. 
AxLmIndId: ένας ακέραιος αριθµός, που είναι η ταυτότητα του αξιώµατος, λήµµατος, 

επαγωγής. 
N: ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση (από αριστερά προς δεξιά) στην 

οποία βρίσκεται ο όρος του ορίσµατος που επιθυµούµε να µετασχηµατίσουµε. 
Έξοδος: 

NewTerm: το όρισµα που προκύπτει µετά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού. 
Στόχοι: 

• perform_apply(eq(plus(0,plus(Y,Z)),plus(plus(0,Y),Z)),axiom,1,[1],NewTerm), 
όπου NewTerm = eq(plus(Y,Z),plus(plus(0,Y),Z)).    

• perform_apply([even(0),even(Y)],axiom,3,[1],NewTerm), 
      όπου NewTerm = [true,even(Y)].  
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διαδικασία perform_apply(Term, AxOrLemOrInd, AxLmIndId, [N], NewTerm); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.16:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 

 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα ορισµάτων LRForm και έναν αριθµό 
LeftToRightOrder , ο  οποίος  προσδιορίζει τη θέση (εντός αυτής της λίστας) του 
ορίσµατος που θα αντικατασταθεί  µε το όρισµα NewTheoremLiteral και θα δώσει τη νέα 
λίστα ορισµάτων NewLRForm, που παίρνουµε στην έξοδο.  

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
 
Είσοδος:  

LRForm: µια λίστα ορισµάτων, που θα βρίσκονται είτε στο αριστερό (LeftForm) είτε 
στο δεξί µέρος (RightForm) ενός θεωρήµατος. 

LeftToRightOrder: ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση (από αριστερά προς 
δεξιά) στην οποία βρίσκεται κάποιο όρισµα. 

NewTheoremLiteral: η νέα µορφή κάποιου ορίσµατος µετά τον µετασχηµατισµό του. 
Έξοδος: 

 NewLRForm: η καινούργια λίστα των ορισµάτων που προκύπτει και αντικαθιστά την 
LRForm. 

Στόχοι: 
• put_newLiteral_to_LRtheorForm([eq(plus(X,plus(Y,Z)),plus(plus(X,Y,Z)))], 1,   

                                                         eq(0,plus(Y,Z)),plus(plus(X,Y,Z))),NewLRForm), 
    όπου NewLRForm = [eq(plus(0,plus(Y,Z)),plus(plus(X,Y,Z)))]. 
• put_newLiteral_to_LRtheorForm([even(0),even(Y)], 1, true, NewLRForm),          
όπου NewLRForm = [true,even(Y)]. 

 
 
διαδικασία  put_newLiteral_to_LRtheorForm(LRForm, LeftToRightOrder,                                           
                                                                              NewTheoremLiteral, NewLRForm); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.17:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα ορισµάτων LRForm και µια λίστα 
αριθµών LRorderList, οι  οποίοι προσδιορίζουν τις θέσεις (εντός αυτής της λίστας) των 
ορισµάτων που θα αντικατασταθούν  µε τα  ορίσµατα NewTheoLiterals και θα δώσει τη 
νέα λίστα ορισµάτων NewLRForm, που παίρνουµε στην έξοδο.  

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
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Είσοδος:  

LRForm: µια λίστα ορισµάτων, που θα βρίσκονται είτε στο αριστερό (LeftForm) είτε 
στο δεξί µέρος (RightForm) ενός θεωρήµατος. 

LRorderList: µια λίστα µε ακέραιους αριθµούς, οι οποίοι δηλώνουν τις θέσεις (από 
αριστερά προς δεξιά) στις οποίες βρίσκονται κάποια ορίσµατα. 

NewTheoLiterals: η νέα µορφή κάποιων ορισµάτων µετά τον µετασχηµατισµό τους. 
Έξοδος: 

 NewLRForm:  η καινούργια λίστα των ορισµάτων που προκύπτει και αντικαθιστά την 
LRForm. 

Στόχοι: 
• put_newTheoLiterals_to_LRtheoForm([true,even(Y)], [1,2], [even(X)], NewLRform),                       
    όπου NewLRForm = [even(X)]. 
• put_newTheoLiterals_to_LRtheoForm([true,even(Y),even(D)], [1,2], [even(X)],  
                                                                                                                            NewLRform),                  
όπου NewLRForm = [even (D), even (X)]. 

 
διαδικασία put_newTheoLiterals_to_LRtheoForm (LRForm, LRorderList,  
                                                                                    NewTheoLiterals, NewLRForm); 
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.18:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 

 
 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο µια λίστα ορισµάτων TheoremLiterals και τον 
προσδιορισµό κάποιου µετασχηµατισµού που θα εφαρµόσει .Ο µετασχηµατισµός  αυτός 
ορίζεται από το AxOrLemOrInd και ένα ακέραιο αριθµό AxLmIndId, που είναι η 
ταυτότητα του νόµου αυτού. Μετά τον µετασχηµατισµό παίρνουµε στην έξοδο τη νέα λίστα 
ορισµάτων NewTheoremLiterals.  

Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
Είσοδος:  

TheoremLiterals: τα ορίσµατα του θεωρήµατος που θα µετασχηµατιστούν. 
AxOrLemOrInd: µια από τις λέξεις axiom, lemma, induction. 
AxLmIndId: ένας ακέραιος αριθµός, που είναι η ταυτότητα του αξιώµατος, λήµµατος, 

επαγωγής. 
N: ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση (από αριστερά προς δεξιά) στην 

οποία βρίσκεται ο όρος του ορίσµατος που επιθυµούµε να 
µετασχηµατίσουµε. 

Έξοδος: 
NewTheoremLiterals: τα ορίσµατα που προκύπτουν µετά την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού. 
Στόχοι: 

• apply_axiomToLiterals( [even(X),even(Y)],induction,2,NewTheoremLiterals), 
     όπου NewTheoremLiterals = [even(plus(X,Y))]. 

• apply_axiomToLiterals( [true, even(X)],fol_law, 1, NewTheoremLiterals),  
     όπου NewTheoremLiterals = [even(X)]. 
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διαδικασία apply_axiomToLiterals(TheoremLiterals,AxOrLemOrInd,AxLmIndId, 
                                                                                                    NewTheoremLiterals);                                
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.19:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 

 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο δύο λίστες ορισµάτων TheoremLLiterals και 
TheoremRLiterals καθώς και τον προσδιορισµό κάποιου µετασχηµατισµού που θα 
εφαρµόσει.Ο µετασχηµατισµός  αυτός ορίζεται από το AxOrLemOrInd και ένα ακέραιο αριθµό 
AxLmIndId, που είναι η ταυτότητα του νόµου αυτόύ. Μετά τον µετασχηµατισµό παίρνουµε στην 
έξοδο τη νέα λίστα ορισµάτων NewTheoremLiterals, που µπορεί να είναι και άδεια. 
Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 

 
Είσοδος:  

TheoremLLiterals: τα ορίσµατα που βρίσκονται στο αριστερό µέρος του θεωρήµατος 
και θα µετασχηµατιστούν. 

TheoremRLiterals: τα ορίσµατα που βρίσκονται στο δεξί µέρος του θεωρήµατος και 
θα µετασχηµατιστούν. 

AxOrLemOrInd: µια από τις λέξεις axiom, lemma, induction. 
AxLmIndId: ένας ακέραιος αριθµός, που είναι η ταυτότητα του αξιώµατος, λήµµατος, 

επαγωγής. 
Έξοδος: 

NewTheoremLiterals: µια λίστα, πιθανόν άδεια, µε ορίσµατα που προκύπτουν µετά 
την εφαρµογή του µετασχηµατισµού. 

Στόχος: 
apply_axiom_to_theorem([false],[X],fol_law,3, NewTheoremLiterals), όπου 

NewTheoremLiterals = [true]. 
 
διαδικασία apply_axiom_to_theorem ( TheoremLLiterals, TheoremRLiterals, 
                                                   AxOrLemOrInd, AxLmIndId, NewTheoremLiterals);        
                                                            
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.20:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για την εφαρµογή 
µετασχηµατισµού. 
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4.3.3 Αλγόριθµος Μετασχηµατισµού Θεωρήµατος µε 
Εφαρµογή Νόµων Λογικής Πρώτης Τάξης και 
Αξιωµάτων Θεωρίας Ισότητας 

 
 
Η διαδικασία αυτή δέχεται σαν είσοδο τον µετασχηµατισµό Transf ενώ δεν επιστρέφει 
έξοδο. Η symbolic_evaluation (Transf) ξεκινάει το µετασχηµατισµό του τελευταίου 
θεωρήµατος εφαρµόζοντας νόµους της λογικής πρώτης τάξης και συντονίζει τις κλήσεις 
των διαφόρων τµηµάτων του υποσυστήµατος αυτού. 
 
Είσοδος: 

Transf: ο µετασχηµατισµός που θα εφαρµόσουµε. 
Έξοδος:- 
Στόχος: 

symbolic_evaluation(apply(fol_law,2,[left,[1,2]])).  
 
 
διαδικασία symbolic_evaluation (Transf); 
αρχή_διαδ 
       διάβασε LastThId; 
       perform_transf_apply (LastThId, Transf, New_LastThId); 
τέλος_διαδ 
 
Αλγόριθµος 4.21:Αλγόριθµος υλοποίησης για τους µετασχηµατισµούς θεωρηµάτων µε 

εφαρµογή νόµων λογικής πρώτης τάξης. 
  
 
Η διαδικασία αυτή δέχεται είσοδο τον όρο Atom&Term, ενώ δεν επιστρέφει έξοδο. Η 
symbolic_evaluation (Atom&Term) εφαρµόζει το πρώτο αξίωµα από τη θεωρία της 
ισότητας (∀Χ ισχύει Χ = Χ). 
 
Είσοδος: 

Atom&Term: ο όρος Term, που βρίσκεται στο άτοµο Atom και στον οποίο  θα 
εφαρµόσουµε το αξίωµα από τη θεωρία της ισότητας. 

Έξοδος:- 
Στόχος: 

symbolic_evaluation([[eq,2,left,1],[]]).  
                               
διαδικασία symbolic_evaluation (Atom&Term); 
αρχή_διαδ 
       διάβασε LastThId; 
       symb_eval(LRFormTh,LeftToRightOrder,NewLeftFormTh,NewRightFormTh); 
       δηµιούργησε το καινούργιο θεώρηµα New_LastThId; 
       αντικατέστησε το LastThId  µε το New_LastThId; 
       καταχώρησε το νέο θεώρηµα, µετά την εφαρµογή του µετασχηµατισµού; 
       δηµιούργησε το ProofTransformation;                                    
       proofstep( ProofStepId, Id, ProofTransformation, New_LastThId);  
             %  ∆ηµιούργησε το βήµα απόδειξης για τον συγκεκριµένο µετασχηµατισµό. 
τέλος_διαδ 
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Αλγόριθµος 4.22:Αλγόριθµος υλοποίησης για τους µετασχηµατισµούς θεωρηµάτων µε 
εφαρµογή  αξιωµάτων θεωρίας ισότητας. 

Η διαδικασία αυτή δέχεται ως είσοδο δύο λίστες LRFormTh και LeftToRightOrder, που 
είναι αντίστοιχα τα ορίσµατα, τα οποία βρίσκονται στο αριστερό ή το δεξί µέρος του 
θεωρήµατος και θα µετασχηµατιστούν και  ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση 
(από αριστερά προς δεξιά ) στην οποία βρίσκεται κάποιο όρισµα Το αποτέλεσµα αυτού 
του µετασχηµατισµού θα δοθεί στη λίστα NewLeftFormTh ή την λίστα NewRightFormTh 
και αν αυτό το αποτέλεσµα είναι [true],τότε και η άλλη λίστα θα πάρει την ίδια τιµή. 
Σηµείωση: Λεπτοµέρειες για αυτή τη διαδικασία στο κώδικα. 
 
Είσοδος:  

LRFormTh: τα ορίσµατα που βρίσκονται στο αριστερό ή το δεξί µέρος του 
θεωρήµατος και θα µετασχηµατιστούν. 

LeftToRightOrder:  ένας ακέραιος αριθµός, που δηλώνει τη θέση (από αριστερά προς 
δεξιά ) στην οποία βρίσκεται κάποιο όρισµα. 

Έξοδος: 
NewLeftFormTh: µια λίστα, πιθανόν άδεια, µε ορίσµατα που προκύπτουν µετά την 

εφαρµογή του µετασχηµατισµού. Όταν το NewRightFormTh γίνει 
[true], που σηµαίνει ότι η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί, τότε και το 
NewLeftFormTh θα γίνει [true]. 

NewRightFormTh: µια λίστα, πιθανόν άδεια, µε ορίσµατα που προκύπτουν µετά την 
εφαρµογή του µετασχηµατισµού. Όταν το NewLeftFormTh γίνει 
[true], που σηµαίνει ότι η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί, τότε και το 
NewRightFormTh θα γίνει [true]. 

Στόχος: 
symb_eval([eq(plus(A,B), plus(A,B))], [1], NewLeftFormTh, NewRightFormTh), 

όπου NewLeftFormTh =true συνεπώς  και NewRightFormTh = true. 
 
διαδικασία 
symb_eval(LRFormTh,LeftToRightOrder,NewLeftFormTh,NewRightFormTh);    
                                                                
αρχή_διαδ 
     …  
τέλος_διαδ 
 

Αλγόριθµος 4.23:Βοηθητικός αλγόριθµος υλοποίησης για τους µετασχηµατισµούς 
θεωρηµάτων µε εφαρµογή  αξιωµάτων θεωρίας ισότητας. 
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4.4 ∆ιεπικοινωνία συστήµατος/ System interface 
 
4.4.1 Εισαγωγή 

 
Η Visual Basic είναι µια γλώσσα προγραµµατισµού ευρέως χρησιµοποιούµενη 

για ανάπτυξη κυρίως διεπικοινωνίας υπολογιστικών συστηµάτων. Έχει αναπτυχθεί 
από την Microsoft Corporation και βασίσθηκε στην γλώσσα προγραµµατισµού Basic 
(QBasic). Η πρώτη έκδοση  της Visual Basic αναπτύχθηκε το 1990 και από τότε 
έχουν αναπτυχθεί ανάλογα πακέτα εφαρµογών σε άλλες γλώσσες προγραµµατισµού 
όπως η C, C++, Pascal και Java. 

Η Visual Basic είναι ένα Ολοκληρωµένο Περιβάλλον Ανάπτυξης, µε το οποίο 
µπορούν να αναπτυχθούν, να εκτελεστούν, να δοκιµαστούν και να διορθωθούν 
εφαρµογές (προγράµµατα). Η Visual Basic ήταν µια από της πρώτες γλώσσες 
προγραµµατισµού που προσέφεραν τη δυνατότητα δηµιουργίας γραφικού 
περιβάλλοντος και περιβάλλοντος διεπικοινωνίας µεταξύ χρήστη και προγράµµατος 
(user interface). 

Με τη Visual Basic µπορούµε εύκολα να δηµιουργήσουµε προγράµµατα τα 
οποία υποστηρίζουν παραθυρικό περιβάλλον όπως είναι οι εφαρµογές των Windows. 
Με τις βιβλιοθήκες της Microsoft (Visual Basic for Applications - VBA) µπορούµε 
να επεξεργαστούµε πολλές εφαρµογές για Windows και Mac OS όπως είναι η 
επικοινωνία µε τα Microsoft Word και Excel. Οι εφαρµογές των µακροεντολών 
µπορούν να αυτοµατοποιήσουν ή να µεταβάλλουν τις λειτουργίες πολλών 
προγραµµάτων. Τέλος µε την Visual Basic µπορούµε να κατασκευάσουµε εφαρµογές 
διαδικτύου. 

Οι κατασκευαστές της Sicstus Prolog έχουν αναπτύξει µια εφαρµογή 
διεπικοινωνίας µεταξύ των δύο γλωσσών προγραµµατισµού (Visual Basic – Sicstus 
Prolog). Η εφαρµογή αυτή είναι µια εύχρηστη µονόδροµη διεπικοινωνία µε την 
Visual Basic. Mας επιτρέπει να φορτώνουµε και να καλούµε προγράµµατα 
κατασκευασµένα σε Sicstus Prolog από την Visual Basic αλλά όχι το αντίθετο (από 
Prolog σε Visual Basic). Η Visual Basic χρησιµοποιείται για να δηµιουργήσει το 
περιβάλλον εργασίας του χρήστη (διεπικοινωνία Χρήστη - Συστήµατος). Η Prolog 
χρησιµοποιείται για την υλοποίηση της Βάσης Γνώσεων και των µηχανισµών 
συλλογισµού του συστήµατος. ∆ηλαδή, το ευφυές τµήµα του συστήµατος υλοποιείται 
σε Prolog. 

  

Η διεπικοινωνία προσφέρει τις εξής λειτουργίες: 

• ∆ίνει στην Prolog µια ερώτηση για επεξεργασία. 

• Λαµβάνει τα αποτελέσµατα (συµβολοσειρές (strings) ή αριθµοί (integer)) τα οποία 
αντιστοιχίζονται σε συγκεκριµένες µεταβλητές της ερώτησης της Prolog. 

• Λαµβάνει τις πληροφορίες σχετικά µε τις εξαιρέσεις (ανεπιτυχής επεξεργασία της 
ερώτησης) που µπορεί να προκύψουν από την ερώτηση Prolog. 
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4.4.2 ∆ιεπικοινωνία Visual Basic – Prolog 
 

Με τον όρο διεπικοινωνία εννοούµε την διαδικασία ανταλλαγής πληροφοριών 
µεταξύ δυο συστηµάτων. ∆ιεπικοινωνία µπορεί να έχουµε µεταξύ δυο υπολογιστών 
που ανταλλάσσουν πληροφορίες (επικοινωνούν) µεταξύ τους µε την βοήθεια κάποιου 
ειδικού αλγορίθµου. Επίσης διεπικοινωνία µπορεί να έχουµε µεταξύ διαφορετικών 
εξαρτηµάτων ή προγραµµάτων στο ίδιο υπολογιστικό σύστηµα. 

Στο σύστηµα Ευκλείδης που κατασκευάσαµε χρησιµοποιούµε δυο γλώσσες 
προγραµµατισµού διαφορετικής τεχνολογίας, την Prolog και την Visual Basic. Ο 
λόγος χρήσης της διεπικοινωνίας είναι να µπορέσουµε να εκµεταλλευτούµε τις 
δυνατότητες των δυο γλωσσών για να δηµιουργήσουµε ένα αποτελεσµατικό και 
εύκολο στη χρήση του σύστηµα. Η διεπικοινωνία του συστήµατος  έχει υλοποιηθεί σε 
Visual Basic ενώ η αναπαράσταση γνώσεων και οι συλλογιστικοί µηχανισµοί έχουν 
υλοποιηθεί σε Prolog.  

Για την υλοποίηση της επικοινωνίας των δυο γλωσσών είναι απαραίτητη η 
εγκατάσταση της Sicstus Prolog (έκδοση 3.11 ή µεγαλύτερη) και της Visual Basic 
στον υπολογιστή που εκτελείται το πρόγραµµα. Για την σωστή λειτουργία της 
επικοινωνίας τα παρακάτω αρχεία θα πρέπει να εµπεριέχονται στο φάκελο που είναι 
εγκατεστηµένο το σύστηµα µας: 

1. Vbsp.dll 

2. Vbsp.bas 

3. Sprt311.dll 

4. Sprt.sav 

Τα αρχεία Vbsp.dll, Sprt311.dll και Sprt.sav βρίσκονται στον φάκελο \bin της 
γλώσσας προγραµµατισµού Prolog. Το αρχείο Vbsp.bas βρίσκεται στον φάκελο 
\library\vbsp και απαιτείται µόνο όταν εκτελείται ο κώδικας από τη Visual Basic 
(Source Code).  

Όλα τα παραπάνω αρχεία υπάρχουν στο σύστηµα που έχουµε κατασκευάσει και 
δεν χρειάζεται η αντιγραφή τους από τον χρήστη. 

Το εκτελέσιµο πρόγραµµα διεπικοινωνίας (αρχείο .exe) µπορεί να τρέξει σε 
οποιοδήποτε σύστηµα µε εγκατεστηµένο λειτουργικό τα Windows και δεν απαιτείται 
η εγκατάσταση της Prolog ή της Visual Basic στο σύστηµα αυτό. 

Η Visual Basic αναλαµβάνει να φορτώσει το πρόγραµµα που θα 
µετασχηµατιστεί καθώς και τη βάση γνώσεων που έχουν υλοποιηθεί σε Prolog. Η 
εντολή έναρξης της διαδικασίας µετασχηµατισµού δίνεται από την Visual Basic και 
όταν η  Prolog εντοπίσει κάποια αποτελέσµατα, αυτά επιστρέφουν στην Visual Basic. 
Λόγω του τρόπου κατασκευής της διεπικοινωνίας πρέπει η περιοχή "directory" και το 
αρχείο "file name" που έχει τοποθετηθεί  το πρόγραµµα να είναι µε αγγλικούς 
χαρακτήρες. Για παράδειγµα, το µονοπάτι του προγράµµατος µε όνοµα φακέλου 
Final_Code µπορεί να είναι ένα από τα C:\Program Files\Final_Code\ ή 
G:\Final_Code\. Ενώ δεν µπορεί να είναι C:\Τα προγράµµατα 
µου\Τελικός_Κώδικας\. Το πρόβληµα αυτό οφείλεται στην υλοποίηση της Sicstus 
Prolog η οποία δεν αναγνωρίζει Ελληνικούς χαρακτήρες. 

Η διεπικοινωνία της Visual Basic µε την Prolog γίνεται µέσω των παρακάτω 
συναρτήσεων και διαδικασιών της Visual Basic. Στόχοι της Prolog µπορούν να 

      72



κληθούν µέσα από την Visual Basic. Το αντίθετο, δηλαδή κλήση συναρτήσεων ή 
διαδικασιών της Visual Basic από την Prolog δεν υποστηρίζεται από την έκδοση αυτή 
(Sicstus Prolog 3.11) [SICStus Prolog User’s Manual]. 

 
Function PrologOpenQuery(ByVal Goal As String) As Long 

Με αυτή την συνάρτηση δηλώνεται µέσω της Visual Basic στην Prolog ο 
στόχος (ερώτηση) Prolog που θέλουµε να εκτελεστεί. Η συνάρτηση αυτή 
επιστρέφει στην Visual Basic ένα αριθµό ταυτότητα (query identifier "qid") 
που αντιστοιχεί στην ερώτηση «Goal». Αν η τιµή που επιστρέφει η 
συνάρτηση είναι -1 (qid = -1) τότε υπάρχει σφάλµα στην σύνταξη του στόχου 
(της ερώτησης) Prolog. Όταν ο στόχος(ερώτηση) είναι σωστός η συνάρτηση 
επιστρέφει µια τιµή η οποία είναι µοναδικός ακέραιος αριθµός και 
αντιπροσωπεύει την ταυτότητα της ερώτησης. 

 
Sub PrologCloseQuery(ByVal qid As Long) 

Αυτή η διαδικασία µας επιτρέπει να δηλώσουµε τον τερµατισµό ενός στόχου 
(ερώτησης) Prolog. Η PrologOpenQuery και η PrologCloseQuery 
χρησιµοποιούνται µαζί και µας επιτρέπουν να ξεκινάµε και να τελειώνουµε 
στόχους (ερωτήσεις) στην Prolog. 

 
Function PrologNextSolution(ByVal qid As Long) As Integer 

Αυτή η συνάρτηση επιστρέφει ένδειξη για επιτυχή εκτέλεση του στόχου 
(ερώτησης) της Prolog µε ταυτότητα (κωδικό) ερώτησης τον qid. Επιστρέφει 
τιµή 1 όταν το αποτέλεσµα είναι επιτυχές, 0 όταν δεν υπάρχει αποτέλεσµα και 
-1 όταν υπάρχει λάθος στην ερώτηση ή στο πρόγραµµα Prolog. 

 
Function PrologGetLong(ByVal qid As Long, ByVal VarName As String, Value As 
Long) As Integer 

Με αυτή τη συνάρτηση µπορούµε να πάρουµε το αποτέλεσµα από την 
εκτέλεση µιας ερώτησης Prolog. Το αποτέλεσµα θα πρέπει να είναι κάποιος 
ακέραιος αριθµός (Long). Η εντολή PrologGetLong χρησιµοποιείται µε την 
ταυτότητα (κωδικό) ερώτησης τον qid. Στην συνάρτηση δίνεται το όνοµα της 
µεταβλητής Prolog "VarName" και το όνοµα της µεταβλητής Visual Basic 
όπου θα επιστραφεί το αποτέλεσµα "Value". Η συνάρτηση επιστρέφει τιµή 1 
(PrologGetLong (qid, µεταβλητή_Prolog, µεταβλητή_Visual_Basic) = 1) όταν 
το αποτέλεσµα δοθεί στο πρόγραµµα Visual Basic µε επιτυχία. Όταν δεν 
υπάρχει αποτέλεσµα στην ερώτηση επιστρέφει την τιµή 0 ενώ όταν υπάρχει 
σφάλµα σε κάποιο σηµείο του προγράµµατος Prolog επιστρέφει τιµή -1. 
Σηµείωση: Long είναι ένας ακέραιος αριθµός 4 bytes ο οποίος παίρνει τιµές από 
-2,147,483,648 µέχρι + 2,147,483,648. 

 
Function PrologGetString(ByVal qid As Long, Val VarName As String, Value As 
String) As Integer 

Η συνάρτηση αυτή είναι αντίστοιχη µε την συνάρτηση PrologGetLong. Η 
διάφορα της PrologGetString είναι ότι τα αποτελέσµατα που παίρνουµε θα 
πρέπει να είναι χαρακτήρες (strings). Η συνάρτηση επιστρέφει τιµή 1 όταν το 
αποτέλεσµα δοθεί στο πρόγραµµα Visual Basic µε επιτυχία. Όταν δεν υπάρχει 
αποτέλεσµα στην ερώτηση επιστρέφει τιµή 0. Τέλος, όταν υπάρχει σφάλµα σε 
κάποιο σηµείο του προγράµµατος Prolog επιστρέφει τιµή -1. 
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Σηµείωση: Strings δηλαδή συµβολοσειρές, αποτελούνται από γράµµατα, αριθµούς ή άλλα 
σύµβολα του πληκτρολογίου. 

 
Function PrologGetStringQuoted(ByVal qid As Long, ByVal VarName As String, 
Value As String) As Integer 

Η συνάρτηση αυτή είναι ίδια µε την συνάρτηση PrologGetString. Η διαφορά 
τους είναι ότι η συνάρτηση PrologGetStringQuoted χρησιµοποιεί το 
προδεδηλωµένο κατηγόρηµα Prolog writeq/2.  

 
Function PrologQueryCutFail(ByVal Goal As String) As Integer 

Με αυτή τη συνάρτηση εισάγεται στην Prolog το πρόγραµµα που θέλουµε να 
εκτελέσουµε µέσω της Visual Basic. Η συνάρτηση επιστρέφει  τιµή 1 στην 
επιτυχή εισαγωγή του προγράµµατος, τιµή 0 στην ανεπιτυχή εισαγωγή και 
τιµή -1 σε περίπτωση σφάλµατος στο πρόγραµµα. 

 
Sub PrologGetException(ByRef Exc As String) 

Αυτή η διαδικασία υποστηρίζει τον χειρισµό των εξαιρέσεων. Ο όρος 
εξαίρεσης  επιστρέφεται σαν συµβολοσειρά. Εάν δεν υπάρχει εξαίρεση 
επιστρέφει την άδεια συµβολοσειρά. 

 
Function PrologInit() As Long 

Με αυτή τη συνάρτηση ξεκινά η επικοινωνία µεταξύ Visual Basic και Prolog. 
Επιστρέφει 1 στην επιτυχή έναρξη της επικοινωνίας και 0 στην περίπτωση 
σφάλµατος. 

 
Function PrologDeInit() As Long 

Με αυτή τη συνάρτηση σταµατά η επικοινωνία µεταξύ Visual Basic και 
Prolog. Επιστρέφει 1 όταν η επικοινωνία διακοπεί επιτυχώς και -1 στην 
περίπτωση σφάλµατος. 
 

 
4.4.3 Περιγραφή ∆ιεπικοινωνίας του συστήµατος Ευκλείδης 
 

Όπως αναφέραµε παραπάνω ο χρήστης του συστήµατος επικοινωνεί µε αυτό 
µέσω παραθυρικού περιβάλλοντος, το οποίο έχει υλοποιηθεί σε γλώσσα Visual Basic. 
 Η διεπικοινωνία του συστήµατος εκτελεί τις παρακάτω λειτουργίες διεπικοινωνίας : 

1. Εκκινεί τη γλώσσα προγραµµατισµού Prolog µέσω της Visual Basic. 
2. Φορτώνει το σύστηµα που υλοποιήθηκε σε Prolog. 
3. ∆ίνει την δυνατότητα στον χρήστη να επιλέξει ένα αρχικό θεώρηµα το οποίο 

και θα αποδείξει. 
4. Μετασχηµατίζει το αρχικό θεώρηµα ώστε να επιτύχει την απόδειξή του. 
5. Προβάλλει στην οθόνη το αρχικό θεώρηµα καθώς  και κάθε θεώρηµα που 

προκύπτει από τους µετασχηµατισµούς, όπως επίσης και το εκάστοτε βήµα 
απόδειξης. 

6. ∆ίνει τη δυνατότητα στο χρήστη να προβάλλει στην οθόνη όλα τα θεωρήµατα  
ή όλα τα βήµατα απόδειξης. 

7. ∆ίνει την δυνατότητα στον χρήστη να ακυρώσει το τελευταίο βήµα απόδειξης. 
 
Παρακάτω θα αναπτύξουµε κάθε µια από τις λειτουργίες αυτές. 
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Αρχικά η Visual Basic εκκινεί την γλώσσα προγραµµατισµού Prolog 
χρησιµοποιώντας την εντολή PrologInit. Αν η εκκίνηση πραγµατοποιηθεί µε επιτυχία 
τότε το σύστηµα περνάει στην επόµενη διαδικασία διαφορετικά τερµατίζει. 

Στη συνέχεια η Visual Basic φορτώνει στην Prolog δύο βιβλιοθήκες, την terms 
και την lists και το τµήµα του Ευκλείδη που έχει υλοποιηθεί σε Prolog. Αυτό 
επιτυγχάνεται  χρησιµοποιώντας την εντολή PrologQueryCutFail. Οι διαδικασίες 
αυτές είναι ανεξάρτητες από τις υπόλοιπες. 
 
Μετά εµφανίζεται το κύριο παράθυρο της εικόνας 4.1 µε τις παρακάτω δύο επιλογές. 

1. Επιλογή ενός θεωρήµατος για απόδειξη. 
2. Ενηµέρωση της βάσης γνώσεως. 

 
 

 
Εικόνα 4.1: Κύριος κατάλογος επιλογών. 

 
 

Επιλογή ενός θεωρήµατος για απόδειξη /Select a theorem to be proved. 
 

Εµφανίζεται ένα καινούργιο παράθυρο το οποίο περιέχει µια λίστα µε όλα τα 
θεωρήµατα, που µπορούν ν’ αποδειχθούν, καθώς και την επιλογή για απόδειξη του 
βήµατος βάσης ή του βήµατος επαγωγής, εικόνα 4.2.  
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Εικόνα 4.2: Αρχικά θεωρήµατα προς απόδειξη και επιλογή βήµατος βάσης και βήµατος 
επαγωγής. 

 
 
Η περιγραφή του θεωρήµατος που επιλέξαµε επιδεικνύεται για πλήρη γνώση του 

θεωρήµατος, το οποίο θα αποδειχθεί στη συνέχεια. Αφού επιλέξουµε το θεώρηµα που 
θέλουµε ν’ αποδείξουµε και το βήµα βάσης (Base step) ή το βήµα επαγωγής 
(Induction step), εµφανίζεται ένα καινούργιο παράθυρο, το οποίο φαίνεται στην 
εικόνα 4.3. 
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Εικόνα 4.3: Μετασχηµατισµός προγράµµατος. 

 
Επιλέγοντας το κουµπί "assign" στο παράθυρο 4.3, αρχίζει η διαδικασία 

απόδειξης της βάσης επαγωγής ή του βήµατος επαγωγής για το θεώρηµα που έχουµε 
επιλέξει. Το παράθυρο της εικόνας 4.4. ανοίγει για να ξεκινήσει η απόδειξη. 

Στο κενό πλαίσιο που υπάρχει, δηλώνουµε το όνοµα της µεταβλητής στην οποία 
επιθυµούµε να καταχωρήσουµε κάποια τιµή, καθώς και την τιµή αυτή µε τη µορφή 
"Μεταβλητή = Τιµή". Η µεταβλητή αυτή ονοµάζεται µεταβλητή επαγωγής. 
Επιλέγοντας το κουµπί "Execute", καταχωρείται η τιµή που θέλουµε στην µεταβλητή 
επαγωγής.  

Όταν ένας µετασχηµατισµός εφαρµοστεί µε επιτυχία, το θεώρηµα που έχει 
προκύψει προστίθεται στην λίστα των µετασχηµατισµένων θεωρηµάτων. 
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Εικόνα 4.4: ∆ήλωση της µεταβλητής επαγωγής και καταχώρηση τιµής σε αυτήν. 

 

 
Εικόνα 4.5: Κατάλογος επιλογών µετά από κάποιο µετασχηµατισµό. 
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Στην εικόνα 4.5 εµφανίζεται ένας κατάλογος µε τις επιλογές που έχουµε µετά από 
κάποιο µετασχηµατισµό. Συγκεκριµένα µε το κουµπί "Next Proofstep" συνεχίζουµε 
την απόδειξη εφαρµόζοντας κάποιον άλλο µετασχηµατισµό. Όταν θέλουµε να 
εφαρµόσουµε κάποιο µετασχηµατισµό χρησιµοποιώντας κυρίως αξιώµατα από τη 
θεωρία της ισότητας πατάµε το κουµπί "Symbolic Evaluation" και συνεχίζουµε από 
εκεί. Για να ακυρώσουµε τον τελευταίο µετασχηµατισµό πατάµε το κουµπί "Cancel 
Last Step". Όταν θέλουµε να δούµε όλα τα θεωρήµατα ή όλα τα βήµατα απόδειξης 
πατάµε αντίστοιχα τα κουµπιά "Display All Theorems" (εικόνα 4.6) και "Display All 
Proof steps" (εικόνα 4.7). 

Σ’ αυτό το σηµείο αξίζει ν’ αναφερθούµε και στο κουµπί "Explanation of 
Symbolism". Στο πλαίσιο πάνω από αυτό το κουµπί, βλέπουµε κάθε φορά το 
τελευταίο θεώρηµα, καθώς και το τελευταίο βήµα απόδειξης σε µορφή  κατανοητή 
για τον χρηστή. Πατώντας όµως το "Explanation of Symbolism" µπορούµε να δούµε 
ακριβώς τα ίδια στοιχεία στη µορφή που έχουν για τον διαχειριστή του συστήµατος 
(εικόνα 4.8).  

 

 
Εικόνα 4.6: Εµφάνιση όλων των θεωρηµάτων. 
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Εικόνα 4.7: Εµφάνιση όλων των βηµάτων απόδειξης. 
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Εικόνα 4.8: Παράδειγµα λειτουργίας του κουµπιού "Explanation of Symbolism". 
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Στην εικόνα 4.9 εµφανίζεται ένας κατάλογος µε τις επιλογές που έχουµε για την 
εφαρµογή κάποιου µετασχηµατισµού. Αρχικά επιλέγουµε αν θα εφαρµόσουµε κάποιο 
αξίωµα, λήµµα, επαγωγή ή νόµο της λογικής πρώτης τάξης. Ανάλογα µε την επιλογή 
εµφανίζονται τα διαθέσιµα στοιχεία από τη βάση γνώσεων και επιλέγουµε αυτό που 
επιθυµούµε. Στη συνέχεια επιλέγουµε το που θα εφαρµόσουµε το παραπάνω στοιχείο 
και δίνουµε τον ακριβή ορισµό του σηµείου αυτού. Επιλέγοντας "Atom & Term" το 
σηµείο εφαρµογής θα είναι κάποιος όρος (Term) εντός κάποιου ατόµου (Atom), 
"Literals" θα είναι κάποιο όρισµα, ενώ το "Theorem" αφορά όλο το θεώρηµα. 

 

 
 
Εικόνα 4.9: Μετασχηµατισµός µε εφαρµογή αξιώµατος, λήµµατος, επαγωγής ή νόµου 

της λογικής πρώτης τάξης. 
 

 
 

Εικόνα 4.10: Μετασχηµατισµός προγράµµατος. 

      82



 
Η εικόνα 4.10 εµφανίζεται όταν πατήσουµε το κουµπί "Symbolic Evaluation" 

στον κατάλογο επιλογών της εικόνας 4.5. Πατώντας το κουµπί "Equality Theory"  
ανοίγει η εικόνα 4.11 µε τα αξιώµατα της θεωρίας της ισότητας, απ’ όπου επιλέγουµε 
αυτό που θα χρησιµοποιήσουµε. Πατώντας το κουµπί "Transformation" ανοίγει η 
εικόνα 4.9, όπου και εφαρµόζουµε κάποιο µετασχηµατισµό, ενώ µε το κουµπί "Exit 
Symbolic Evaluation" ξαναγυρνάµε στον κατάλογο επιλογών της εικόνας 4.5. 

 

 
 

Εικόνα 4.11: Αξιώµατα Θεωρίας Ισότητας. 
 
 

Όταν ολοκληρωθεί επιτυχώς κάποια απόδειξη βήµατος βάσης ή βήµατος 
επαγωγής ανοίγει το εικονίδιο 4.12 και πατώντας το κουµπί "OK", ανοίγει η εικόνα 
4.13. Αν η απόδειξη του συγκεκριµένου θεωρήµατος έχει ολοκληρωθεί και θέλουµε 
ν’ αποδείξουµε κάποιο άλλο, πατάµε το κουµπί  "Prove Other Theorem", οπότε και 
ανοίγει η εικόνα 4.2. Αν η απόδειξη του συγκεκριµένου θεωρήµατος δεν έχει 
ολοκληρωθεί και θέλουµε ν’ αποδείξουµε κάποιο βήµα βάσης ή βήµα επαγωγής µε 
σκοπό την ολοκλήρωση της απόδειξης του θεωρήµατος, πατάµε το κουµπί  
"Continue This Proof" και ανοίγει η εικόνα  4.14. Όπως εύκολα µπορούµε να 
διακρίνουµε, οι εικόνες 4.2 και 4.14 είναι όµοιες, µε µόνη διαφορά ότι στην  εικόνα 
4.2 έχουµε τη δυνατότητα να επιλέξουµε κάποιο άλλο θεώρηµα για να αποδείξουµε. 
Στην εικόνα 4.14 η δυνατότητα αυτή είναι απενεργοποιηµένη, αφού συνεχίζουµε την 
απόδειξη του αρχικού θεωρήµατος. Πατώντας το κουµπί "Exit to Main Menu" ανοίγει 
το εικονίδιο 4.1. 
 

 
 

Εικόνα 4.12: Μήνυµα επιτυχούς απόδειξης. 
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Εικόνα 4.13: Κατάλογος επιλογών µετά την ολοκλήρωση κάποιας απόδειξης . 

 

 
Εικόνα 4.14: Συνέχιση απόδειξης θεωρήµατος. 
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4.5 Ένα πλήρες Σενάριο Χρήσης του συστήµατος 
Ευκλείδης 

 
Στο κεφάλαιο αυτό θα δούµε αναλυτικά πως γίνεται η απόδειξη του θεωρήµατος 

“associativity”. 
 
Από το κεντρικό µενού του συστήµατος επιλέγουµε το πλήκτρο "Prove 

Theorem", εικόνα 4.15. 
 

 
 

Εικόνα 4.15: Πλήρες Σενάριο – Κύριος κατάλογος. 
 
 

Εµφανίζεται ένα καινούργιο παράθυρο που περιέχει όλα τα αρχικά θεωρήµατα 
που µπορούν να αποδειχθούν, εικόνα 4.16. Εµείς επιλέγουµε το " associativity ". 
 

      85



 
 

Εικόνα 4.16: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή θεωρήµατος για απόδειξη. 
 

Κάτω από το µενού των θεωρηµάτων εµφανίζεται,  ένα παράθυρο που περιέχει το 
θεώρηµα που θα αποδείξουµε καθώς και την ταυτότητα αυτού του θεωρήµατος, 
εικόνα 4.16. Επιλέγοντας το πλήκτρο "Base Step" και έχοντας ήδη επιλέξει το 
θεώρηµα που επιθυµούµε ν’ αποδείξουµε, ανοίγει η εικόνα 4.17 και αρχίζει η 
απόδειξη του θεωρήµατος αυτού. Σ’ αυτήν την εικόνα βλέπουµε τις επιλογές “assign” 
και “apply”, µε τις οποίες µπορούµε να εφαρµόσουµε κάποιο µετασχηµατισµό στο 
θεώρηµα. Πατώντας αρχικά το πλήκτρο “assign” επιλέγουµε τη µεταβλητή επαγωγής 
και καταχωρούµε κάποια τιµή σε αυτήν (εικόνα 4.18). 
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Εικόνα 4.17: Πλήρες Σενάριο – Έναρξη απόδειξης θεωρήµατος . 

 

 
Εικόνα 4.18: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή µεταβλητής επαγωγής και καταχώρηση τιµής 

σ’ αυτήν. 
 
Πατώντας το πλήκτρο “Execute” έχει πραγµατοποιηθεί η καταχώρηση της τιµής 

στην µεταβλητή και ανοίγει η εικόνα 4.19,όπου εµφανίζονται οι επιλογές που έχουµε. 
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Εικόνα 4.19: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 

 
Πατώντας το πλήκτρο “Next Proofstep” συνεχίζουµε την απόδειξη µε κάποιο καινούργιο 

µετασχηµατισµό, µε το “Symbolic Evaluation” ολοκληρώνουµε την απόδειξη του βήµατος 
βάσης ή του βήµατος επαγωγής, µε το πλήκτρο “Cancel Last Step”ακυρώνουµε τον 
τελευταίο µετασχηµατισµό, ενώ µε τα πλήκτρα “Display All Theorems” και “Display All 
Proofsteps” µπορούµε να δούµε όλα τα θεωρήµατα και τα βήµατα απόδειξης. 

Επιλέγουµε το “Next Proofstep” ώστε να συνεχίσουµε την απόδειξη του θεωρήµατος και 
ανοίγει η εικόνα 4.20. Πατάµε το πλήκτρο “apply”,ώστε να εφαρµόσουµε κάποιο 
µετασχηµατισµό και ανοίγει η εικόνα 4.21. 
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Εικόνα 4.20: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 

 

 
Εικόνα 4.21: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 
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Εικόνα 4.22: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 

 

 
Εικόνα 4.23: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 
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Εικόνα 4.24: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 

 

 
Εικόνα 4.25: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 
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Εικόνα 4.26: Πλήρες Σενάριο – “Symbolic Evaluation”. 

 

 
Εικόνα 4.27: Πλήρες Σενάριο – Αξιώµατα της θεωρίας της ισότητας. 

 
Η Visual Basic επιστρέφει το παρακάτω µήνυµα "Proof was completed 

successful" σε περίπτωση επιτυχούς απόδειξης του βήµατος βάσης ή του βήµατος 
επαγωγής του θεωρήµατος, εικόνα 4.28: 
 

 
Εικόνα 4.28: Πλήρες Σενάριο – Ολοκλήρωση απόδειξης βήµατος βάσης ή βήµατος 

επαγωγής. 
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Εικόνα 4.29: Πλήρες Σενάριο – Εκτύπωση όλων των θεωρηµάτων και των βηµάτων 

απόδειξης. 
 

 
Εικόνα 4.30: Πλήρες Σενάριο –Επιλογές για συνέχιση απόδειξης του ίδιου ή 

διαφορετικού θεωρήµατος ή για έξοδο στο βασικό µενού. 
 

Πατώντας το πλήκτρο “Continue This Proof” ανοίγει η εικόνα 4.31, όπου και πατάµε 
“Induction Step”, ώστε να αποδείξουµε και το βήµα επαγωγής. Στη συνέχεια 
ακολουθούµε την ίδια διαδικασία µε παραπάνω (αφού πατήσουµε Induction Step) 
(εικόνα 4.31), αλλάζοντας όµως τη µεταβλητή επαγωγής σε “succ(X)” (εικόνα 4.32) και 
προσαρµόζοντας κατάλληλα τους υπόλοιπους µετασχηµατισµούς. 
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Εικόνα 4.31: Πλήρες Σενάριο – Έναρξη απόδειξης βήµατος επαγωγής. 

 
Εικόνα 4.32: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή µεταβλητής επαγωγής και καταχώρηση τιµής 

σ’ αυτήν. 
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Εικόνα 4.33: Πλήρες Σενάριο – Εκτέλεση µετασχηµατισµού. 

 
Εικόνα 4.34: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 
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Εικόνα 4.35: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 

 

 
Εικόνα 4.36: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 
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Εικόνα 4.37: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 

 

 
Εικόνα 4.38: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 
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Εικόνα 4.39: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 

 

 
Εικόνα 4.40: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 
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Εικόνα 4.41: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 

 

 
Εικόνα 4.42: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 
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Εικόνα 4.43: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 

 

 
Εικόνα 4.44: Πλήρες Σενάριο – Επιλογή εκτέλεσης µετασχηµατισµού. 

      100



 

 
Εικόνα 4.45: Πλήρες Σενάριο – Μετασχηµατισµός “apply”. 

 

 
Εικόνα 4.46: Πλήρες Σενάριο – Επόµενο βήµα απόδειξης. 
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Εικόνα 4.47: Πλήρες Σενάριο – “Symbolic Evaluation”. 

 

 
Εικόνα 4.48: Πλήρες Σενάριο – Αξιώµατα της θεωρίας της ισότητας. 

 

 
 Εικόνα 4.49: Πλήρες Σενάριο – Ολοκλήρωση απόδειξης βήµατος βάσης ή βήµατος 

επαγωγής. 
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Εικόνα 4.50: Πλήρες Σενάριο – Εκτύπωση όλων των θεωρηµάτων. 
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Εικόνα 4.51: Πλήρες Σενάριο – Εκτύπωση όλων των βηµάτων απόδειξης. 

 
 

Με τον ίδιο τρόπο γίνεται η απόδειξη και των υπόλοιπων θεωρηµάτων. 
 
 
 
 
 
 
 
 

      104



5 Συµπεράσµατα 
 

Το σύστηµα Ευκλείδης είναι ένα διαλογικό σύστηµα απόδειξης θεωρηµάτων 
/προτάσεων µε επαγωγή. Τα επαγωγικά σύνολα τα οποία υποστηρίζει είναι το σύνολο των 
φυσικών αριθµών και όλα τα επαγωγικά υποσύνολα των ακέραιων αριθµών. Το σύστηµα 
Ευκλείδης είναι ένα καλό εργαλείο το οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 
εκπαιδευτικούς σκοπούς από καθηγητές και σπουδαστές. Ο καθηγητής µπορεί να το 
χρησιµοποιήσει για διδασκαλία της επαγωγής, ενώ ο σπουδαστής για εξάσκηση του, ώστε 
να εµπεδώσει τη µέθοδο απόδειξης µε επαγωγή. 

 
Το σύστηµα Ευκλείδης µπορεί να επεκταθεί σε δύο κατευθύνσεις. Μία κατεύθυνση 

είναι να µπορεί να υποστηρίζει και άλλα επαγωγικά σύνολα εκτός από το σύνολο των 
φυσικών και υποσύνολα των ακεραίων. Μ’ αυτή την επέκταση θα µπορεί ο χρήστης να 
αποδεικνύει θεωρήµατα /προτάσεις και γι’ αυτά τα επαγωγικά σύνολα .∆ηλαδή, 
αυξάνεται το πεδίο των θεωρηµάτων /προτάσεων που µπορούν ν’ αποδειχθούν από το 
σύστηµα. Η άλλη κατεύθυνση είναι η αυτοµατοποίησή του. ∆ηλαδή, η παρέµβαση του 
χρήστη να ελαχιστοποιηθεί. Το σύστηµα ν’ αποφασίζει µόνο του ποιο αξίωµα, λήµµα, ή 
νόµο της λογικής πρώτης τάξης θα εφαρµόζει. Παρέµβαση από το χρήστη να υπάρχει 
µόνο όταν το σύστηµα δε µπορεί να προχωρήσει.  
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Παραρτήµατα 

A  Παραδείγµατα Απόδειξης µε το Σύστηµα 
Ευκλείδης 

A.1 Παραδείγµατα µε ∆ιεπικοινωνία σε Καταλόγους 
Επιλογής 

 
Σ’ αυτό το τµήµα του παραρτήµατος παρουσιάζονται παραδείγµατα αποδείξεων µε 

το σύστηµα Ευκλείδης, η διεπικοινωνία του οποίου είναι σε µορφή καταλόγων επιλογής. 
Αυτή η διεπικοινωνία έχει υλοποιηθεί σε Prolog. 

 
A.1.1 Παράδειγµα 1:Προσεταιριστική Ιδιότητα Φυσικών 

Αριθµών 
 
| ?- prove. 
 
Give the theorem 
|: 1. 
 
b for base step 
ind for induction step 
lth to see theorem 
e for end  
|: b. 
 
Give the  transformation 
|: assign. 
 
 Base  Transf:assignTHEOREM 
Theorem Left: [eq(plus(A,plus(B,C)),plus(plus(A,B),C))] 
Theorem Right: [] 
 
THEOREM VARIABLES 
Variables:[A,B,C] 
 
Give variable order e.g. 1,2,3.. 
|: 1. 
Give variable value:0. 
************* 
THEOREM 
write Left Theorem: [eq(plus(0,plus(A,B)),plus(plus(0,A),B))] 
write Right Theorem: [] 
 
THEOREM VARIABLES 
write: [A,B] 
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lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(axiom,1,[[eq, 2, left,1], [1]]). 
 
 Base  Transf:apply(axiom,1,[[eq,2,left,1],[1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(axiom,1,[[eq, 2, left,1], [2,1]]). 
 
 Base  Transf:apply(axiom,1,[[eq,2,left,1],[2,1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|: [[eq,2,left,1],[]]. 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: e. 
 
p  prove other theorem 
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e for end  
|: p. 
 
Give the theorem 
|: 1. 
 
b for base step 
ind for induction step 
lth to see theorem 
e for end  
|: ind. 
 
Give the  transformation 
|: assign. 
 
 Base  Transf:assignTHEOREM 
Theorem Left: [eq(plus(A,plus(B,C)),plus(plus(A,B),C))] 
Theorem Right: [] 
 
THEOREM VARIABLES 
Variables:[A,B,C] 
 
Give variable order e.g. 1,2,3.. 
|: 1. 
Give variable value:succ(X). 
************* 
THEOREM 
write Left Theorem: [eq(plus(succ(A),plus(B,C)),plus(plus(succ(A),B),C))] 
write Right Theorem: [] 
 
THEOREM VARIABLES 
write: [A,B,C] 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(axiom,2,[[eq, 2, left,1], [1]]). 
 
 Base  Transf:apply(axiom,2,[[eq,2,left,1],[1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
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tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(axiom,2,[[eq, 2, left,1], [2,1]]). 
 
 Base  Transf:apply(axiom,2,[[eq,2,left,1],[2,1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(axiom,2,[[eq, 2, left,1], [2]]). 
 
 Base  Transf:apply(axiom,2,[[eq,2,left,1],[2]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the  transformation 
|: apply(induction,1,[[eq, 2, left,1], [2,1]]). 
 
 Base  Transf:apply(induction,1,[[eq,2,left,1],[2,1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|:  [[eq,2,left,1],[]]. 
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lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: lth. 
 
Theorem(109,true,true). 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: lps. 
 
Proofstep(10,108,[apply,equality_theory,[[eq,2,left,1],[]]],109). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allth. 
 
Theorem(1,[eq(plus(A,plus(B,C)),plus(plus(A,B),C))],[]). 
Theorem(100,[eq(plus(0,plus(A,B)),plus(plus(0,A),B))],[]). 
Theorem(101,[eq(plus(A,B),plus(plus(0,A),B))],[]). 
Theorem(102,[eq(plus(A,B),plus(A,B))],[]). 
Theorem(103,true,true). 
Theorem(104,[eq(plus(succ(A),plus(B,C)),plus(plus(succ(A),B),C))],[]). 
Theorem(105,[eq(succ(plus(A,plus(B,C))),plus(plus(succ(A),B),C))],[]). 
Theorem(106,[eq(succ(plus(A,plus(B,C))),plus(succ(plus(A,B)),C))],[]). 
Theorem(107,[eq(succ(plus(A,plus(B,C))),succ(plus(plus(A,B),C)))],[]). 
Theorem(108,[eq(succ(plus(A,plus(B,C))),succ(plus(A,plus(B,C))))],[]). 
Theorem(109,true,true). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allps. 
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Proofstep(1,1,[assign,0,1],100). 
Proofstep(2,100,[apply,axiom,1,[[eq,2,left,1],[1]]],101). 
Proofstep(3,101,[apply,axiom,1,[[eq,2,left,1],[2,1]]],102). 
Proofstep(4,102,[apply,equality_theory,[[eq,2,left,1],[]]],103). 
Proofstep(5,1,[assign,succ(_35047),1],104). 
Proofstep(6,104,[apply,axiom,2,[[eq,2,left,1],[1]]],105). 
Proofstep(7,105,[apply,axiom,2,[[eq,2,left,1],[2,1]]],106). 
Proofstep(8,106,[apply,axiom,2,[[eq,2,left,1],[2]]],107). 
Proofstep(9,107,[apply,induction,1,[[eq,2,left,1],[2,1]]],108). 
Proofstep(10,108,[apply,equality_theory,[[eq,2,left,1],[]]],109). 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end 
|: e. 
 
p  prove other theorem 
e for end  
|: e. 
yes 
 
 
A.1.2 Παράδειγµα 2:Αντιµεταθετική Ιδιότητα Φυσικών 

Αριθµών 
 
| ?- prove. 
 
Give the theorem 
|: 2. 
 
b for base step 
ind for induction step 
lth to see theorem 
e for end  
|: b. 
 
Give the transformation 
|: assign. 
 
 Base Transf: assignTHEOREM 
Theorem Left: [even (A), even (B)] 
Theorem Right: [even (plus (A, B))] 
 
THEOREM VARIABLES 
Variables: [A, B, A, B] 
 
Give variable order e.g. 1, 2, 3… 
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|: 1. 
Give variable value: 0. 
************* 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 3, [[even, 1, left, 1], [0]]).                                                                                   
  
 Base Transf: apply (axiom, 3, [[even, 1, left, 1], [0]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 1, [[even, 1, right, 1], [1]]).               
                                                                 
 Base Transf: apply (axiom, 1, [[even, 1, right, 1], [1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|: apply (fol_law, 1, [left, [1, 2]]).              
                                                                               
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
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e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|: [[even, 1, left, 1], [0]]. 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allth. 
 
Theorem (2, [even (A), even (B)], [even (plus (A, B))]). 
Theorem (100, [even (0), even (A)], [even (plus (0, A))]). 
Theorem (101, [true, even (A)], [even (plus (0, A))]). 
Theorem (102, [true, even (A)], [even (A)]). 
Theorem (103, [even (A)], [even (A)]). 
Theorem (104, true, true). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allps. 
 
Proofstep (1, 2, [assign, 0, 1], 100). 
Proofstep (2, 100, [apply,axiom,3,[[even,1,left,1],[0]]],101). 
Proofstep (3, 101, [apply, axiom, 1, [[even, 1, right, 1], [1]]], 102). 
Proofstep (4, 102, [apply, fol_law, 1, [left, [1, 2]]], 103). 
Proofstep (5, 103, [apply, equality_theory, [[even, 1, left, 1], [0]]], 104). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: e. 
 
p  prove other theorem 
e for end  
|: p. 
 
Give the theorem 
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|: 2. 
 
b for base step 
ind for induction step 
lth to see theorem 
e for end  
|: b. 
 
Give the transformation 
|: assign. 
 
 Base Transf: assignTHEOREM 
Theorem Left: [even (A), even (B)] 
Theorem Right: [even (plus (A, B))] 
 
THEOREM VARIABLES 
Variables: [A, B, A, B] 
 
Give variable order e.g. 1, 2, 3… 
|: 1. 
Give variable value:0. 
************* 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: c. 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: assign. 
 
 Base Transf: assignTHEOREM 
Theorem Left: [even (A), even (B)] 
Theorem Right: [even (plus (A, B))] 
 
THEOREM VARIABLES 
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Variables: [A, B, A, B] 
 
Give variable order e.g. 1, 2, 3... 
|: 1. 
Give variable value: succ(0). 
************* 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 4, [left, [1]]). 
 
 Base Transf: apply (axiom, 4, [left, [1]]) 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|: apply (fol_law, 3, [[left, [1]], [right, [1]]]). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allth. 
 
Theorem (2, [even (A), even (B)], [even (plus (A, B))]). 
Theorem (100, [even (0), even (A)], [even (plus (0, A))]). 
Theorem (101, [true, even (A)], [even (plus (0, A))]). 
Theorem (102, [true, even (A)], [even (A)]). 
Theorem (103, [even (A)], [even (A)]). 
Theorem (104, true, true). 
Theorem(105, [even(succ(0)),even(A)],[even(plus(succ(0),A))]). 
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Theorem (106, [even (A), false], [even (plus (succ (0), A))]). 
Theorem (107, [false], [even (plus (succ (0), A))]). 
Theorem (108, true, true). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allps. 
 
Proofstep (1, 2, [assign, 0, 1], 100). 
Proofstep (2, 100, [apply, axiom, 3, [[even, 1, left, 1], [0]]], 101). 
Proofstep (3, 101, [apply, axiom, 1, [[even, 1, right, 1], [1]]], 102). 
Proofstep (4, 102, [apply, fol_law, 1, [left, [1, 2]]], 103). 
Proofstep (5, 103, [apply, equality_theory, [[even, 1, left, 1], [0]]], 104). 
Proofstep (6, 2, [assign, succ (0), 1], 105). 
Proofstep (7, 105, [apply, axiom, 4, [left, [1]]], 106). 
Proofstep (8, 106, [apply, fol_law, 2, [left, [1, 2]]], 107). 
Proofstep (9, 107, [apply, fol_law, 3, [[left, [1]], [right, [1]]]], 108). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|:  e. 
 
p  prove other theorem 
e for end  
|: p. 
 
Give the theorem 
|: 2. 
 
b for base step 
ind for induction step 
lth to see theorem 
e for end  
|: ind. 
 
Give the transformation 
|: assign. 
 
 Base Transf: assignTHEOREM 
Theorem Left: [even (A), even (B)] 
Theorem Right: [even (plus (A, B))] 
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THEOREM VARIABLES 
Variables: [A, B, A, B] 
 
Give variable order e.g. 1, 2, 3… 
|: 1. 
Give variable value: succ(X). 
************* 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 5, [[even, 1, left, 1], [0]]). 
 
 Base Transf: apply (axiom, 5, [[even, 1, left, 1], [0]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1]]). 
 
 Base Transf: apply (axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1, 1]]). 
 
 Base Transf: apply (axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1, 1]]) 
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lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (axiom, 5, [[even, 1, right, 1], [0]]). 
 
 Base Transf: apply (axiom, 5, [[even, 1, right, 1], [0]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: tr. 
 
Give the transformation 
|: apply (induction, 2, [left, [1, 2]]). 
 
 Base Transf: apply (induction, 2, [left, [1, 2]]) 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
tr for more transformations 
c for cancelling last step 
s for symbolic_evaluation 
e for end  
|: s. 
 
Dose Atom and Term or Transformation 
|:  [[even, 1, left, 1], [0]]. 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allth. 
 
Theorem (2, [even (A), even (B)], [even (plus (A, B))]). 
Theorem (100, [even (0), even (A)], [even (plus (0, A))]). 
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Theorem (101, [true, even (A)], [even (plus (0, A))]). 
Theorem (102, [true, even (A)], [even (A)]). 
Theorem (103, [even (A)], [even (A)]). 
Theorem (104, true, true). 
Theorem (105, [even (succ (0)), even (A)], [even (plus (succ (0), A))]). 
Theorem (106, [even (A), false], [even (plus (succ (0), A))]). 
Theorem (107, [false], [even (plus (succ (0), A))]). 
Theorem (108, true, true). 
Theorem (109, [even (succ (A)), even (B)], [even (plus (succ (A), B))]). 
Theorem (110, [even (A), even (B)], [even (plus (succ (succ (A)), B))]). 
Theorem (111, [even (A), even (B)], [even (succ (plus (succ (A), B)))]). 
Theorem (112, [even (A), even (B)], [even (succ (succ (plus (A, B))))]). 
Theorem (113, [even (A), even (B)], [even (plus (A, B))]). 
Theorem (114, [even (plus (A, B))], [even (plus (A, B))]). 
Theorem (115, true, true). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: allps. 
 
Proofstep (1, 2, [assign, 0, 1], 100). 
Proofstep (2, 100, [apply, axiom, 3, [[even, 1, left, 1], [0]]], 101). 
Proofstep (3, 101, [apply, axiom, 1, [[even, 1, right, 1], [1]]], 102). 
Proofstep (4, 102, [apply, fol_law, 1, [left, [1, 2]]], 103). 
Proofstep (5, 103, [apply, equality_theory, [[even, 1, left, 1], [0]]], 104). 
Proofstep (6, 2, [assign, succ (0), 1], 105). 
Proofstep (7, 105, [apply, axiom, 4, [left, [1]]], 106). 
Proofstep (8, 106, [apply, fol_law, 2, [left, [1, 2]]], 107). 
Proofstep (9, 107, [apply, fol_law, 3, [[left, [1]], [right, [1]]]], 108). 
Proofstep (10, 2, [assign, succ (Χ), 1], 109). 
Proofstep (11, 109, [apply, axiom, 5, [[even, 1, left, 1], [0]]], 110). 
Proofstep (12, 110, [apply, axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1]]], 111). 
Proofstep (13, 111, [apply, axiom, 2, [[even, 1, right, 1], [1, 1]]], 112). 
Proofstep (14, 112, [apply, axiom, 5, [[even, 1, right, 1], [0]]], 113). 
Proofstep (15, 113, [apply, induction, 2, [left, [1, 2]]], 114). 
Proofstep (16, 114, [apply, equality_theory, [[even, 1, left, 1], [0]]], 115). 
 
lth to see last theorem 
lps to see last proofstep 
allth to see all theorems 
allps to see all proofsteps 
c for cancelling last step 
s for further symbolic evaluation 
e for end  
|: e. 
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p prove other theorem 
e for end  
|: e. 
yes 

A.2  Παράδειγµα µε ∆ιεπικοινωνία σε Παραθυρικό 
Περιβάλλον 

 
Σ’ αυτό το τµήµα του παραρτήµατος παρουσιάζονται παραδείγµατα αποδείξεων µε 

το σύστηµα Ευκλείδης, η διεπικοινωνία του οποίου είναι σε παραθυρικό περιβάλλον. 
Αυτή η διεπικοινωνία έχει υλοποιηθεί σε Visual Basic. 

 
A.2.1  Παράδειγµα 1: Αντιµεταθετική Ιδιότητα Φυσικών 

Αριθµών 
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B Επιπλέον Παράδειγµα Απόδειξης µε 
Μαθηµατική Επαγωγή 

B.1 Παράδειγµα 1: Προσεταιριστική Ιδιότητα Φυσικών 
Αριθµών 

 
Αποδείξτε ότι για όλα τα x,y,z∈N ισχύει η εξής πρόταση P: 

 
P: x * (y * z) = (x * y) * z 

 
Απόδειξη:  
Αρχίζουµε να εφαρµόζουµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής για x =0. 
 

I.Βήµα βάσης 
 

0 * (y * z) = (0 * y) * z 
⇔ (αξίωµα πολλαπλασιασµού: 0 * x = 0) 

0 = (0 * y) * z 
⇔ (αξίωµα πολλαπλασιασµού: 0 * x = 0) 
0 = 0 
⇔ true 

  δείχνουµε ότι για x = 0 η πρόταση P είναι αληθής. 
 

II.Βήµα επαγωγής 
Θεωρούµε x ≥0 και υποθέτουµε ότι P(x) είναι αληθής. Προσπαθούµε ν’ αποδείξουµε 

ότι η πρόταση P είναι αληθής και για x+1. 
 

(x +1) * (y * z) = ((x +1) * y) * z 
⇔ (επιµεριστική ιδιότητα: x*(a+b)=x*a+x*b) 

x * (y * z) + 1 * (y * z) = ((x +1) * y) * z 
⇔ (αλγεβρικές πράξεις: 1 * x = x) 

x * (y * z) + y * z = ((x +1) * y) * z 
⇔ (επιµεριστική ιδιότητα: x*(a+b)=x*a+x*b) 

x * (y * z) + y * z = (x * y + 1 * y) * z 
⇔ (αλγεβρικές πράξεις: 1 * x = x) 

x * (y * z) + y * z = ((x * y) + y) * z 
⇔ (υπόθεση επαγωγής: x * (y * z) = (x * y) * z) 

(x * y) * z + y * z = ((x * y) + y) * z 
⇔ (επιµεριστική ιδιότητα: a*x +b*x =(a+b)*x) 

((x * y) + y) * z = ((x * y) + y) * z 
⇔  true                       

 
Αποδεικνύοντας την ισχύ της πρότασης P(x+1), προκύπτει από την αρχή της 
µαθηµατικής επαγωγής, ότι η πρόταση P(x)  ισχύει για όλα τα x∈N.                             
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A 

atomic formula, 12 
axiom, 30 

B 

backtracking, 10 
body, 13 

D 
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